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Przedmowa

Inzynieria wodna nalezy do tych dyscyplin, w ktérych metody numeryczne sa szcze-
golnie szeroko stosowane jako wazne narzedzie analizy i rozwiagzywania zagadnien inzy-
nierskich. Praktycznie wszystkie istotne przypadki przeptywu wod powierzchniowych
i wod podziemnych, a takze przeptywy w rurociagach i ich sieciach oraz przeptywy przez
budowle hydrotechniczne (przelewy, zasuwy, upusty denne itd.) moga by¢ skutecznie roz-
wiazywane metodami numerycznymi. Sa to zagadnienia, ktore spotykamy w takich dyscy-
plinach szczegdtowych, jak hydromechanika, hydraulika, hydrologia czy hydrogeologia.
Procesy przeptywu wody naleza do bardziej ztozonych zjawisk fizycznych, nie zawsze
w petni rozpoznanych. Nawet wprowadzajac daleko posunigte uproszczenia, zwykle otrzy-
mujemy skomplikowane modele matematyczne. Zaleznie od zatozen co do zmiennosci
parametréw charakteryzujacych ruch wody w przestrzeni i czasie, maja one posta¢ réwnan
algebraicznych lub ich uktadéw, réwnan rézniczkowych zwyczajnych, badz réwnan réz-
niczkowych czastkowych.

Nawet najprostsze réwnania algebraiczne opisujace ruch ustalony jednostajny w kana-
le otwartym lub w rurociagu, przeptyw przez przelew itd., sa réwnaniami nieliniowymi,
ktdre mozna rozwiazac tylko w sposéb przyblizony. ldentyczna sytuacja wystepuje w przy-
padku modeli w postaci réwnan rézniczkowych lub ich uktadéw. Zmienne w czasie i prze-
strzeni parametry modelowanych obiektow, ich nieregularny ksztalt, zmienne w czasie
oddziatywanie zewnetrzne i nieliniowo$¢ réwnan uniemozliwiaja znalezienie rozwiazan
analitycznych nawet dla najprostszych warunkéw. Mozliwe jest jednak znalezienie rozwia-
zan przyblizonych za pomoca metod numerycznych. Zaréwno wymienione wyzej powody,
jak i powszechna dostepnos¢ komputeréw oraz gwattownie rosnace ich mozliwosci obli-
czeniowe, a takze potrzeby praktyczne spowodowaly w ostatnich 35 latach duze zaintere-
sowanie inzynieréw-hydrotechnikow metodami numerycznego rozwiazywania zagadnien
inzynierii wodnej.

Majac na uwadze rodzaje zagadnien wystepujacych w inzynierii wodnej i typy rownan
opisujacych je, w ksiazce oméwiono metody rozwiazywania algebraicznych réwnan nieli-
niowych i ich uktadow, réwnan rézniczkowych zwyczajnych i ich uktadéw oraz wszystkich
typéw réwnan rozniczkowych o pochodnych czastkowych, tj. hiperbolicznych, parabolicz-
nych oraz eliptycznych. Ponadto omdwiono takie zagadnienia, jak rozwiazywanie uktadow
algebraicznych réwnan liniowych, powszechnie wystepujacych w trakcie rozwiazywania
wymienionych wczesniej rownan, a takze interpolacje i aproksymacje, ktore czesto stoso-
wane sa przy rozwiazywaniu wielu probleméw w inzynierii wodne;j.

Niniejsza ksiazka przeznaczona jest jako pomoc dydaktyczna przede wszystkim dla
studentéw kierunku budownictwo (specjalno$¢ budownictwo wodne) oraz inzynieria
srodowiska, majacych za soba wyktad z podstaw informatyki. Poszczeg6lne zagadnienia
oméwiono w sposob przystepny, umozliwiajacy samodzielne rozwiazywanie typowych
zadan inzynierii wodnej. Z tego powodu podstawy teoretyczne metod numerycznych
ograniczono do niezbgdnego minimum, podajac jednoczesnie Zrddia bibliograficzne,
w ktorych mozna znalez¢ szczegdtowe i wyczerpujace informacje na dany temat. Jednak
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6 Przedmowa

od czytelnika wymagana jest znajomos¢ podstawowych dziatow matematyki w zakresie
kursu matematyki dla wymienionych wczesniej kierunkéw studiéw. W celu utatwienia
korzystania z ksiazki w dodatku zamieszczonym na jej koncu przypomniano syntetyczne
informacje o btedach w obliczeniach, reprezentacji maszynowej liczb itd. Zaklada sie¢
réwniez, ze czytelnik posiada znajomos¢ fizycznych podstaw dotyczacych przeptywu
wody w przewodach pod cisnieniem, w kanatach otwartych i w osrodkach porowatych,
a takze transportu domieszek rozpuszczonych w wodzie. Dla pelniejszej ilustracji omo-
wionych metod i przedstawionych algorytméw, wigkszos¢ zagadnien zilustrowano przy-
ktadami rozwiazan.

Zyczliwe zainteresowanie P.T. Czytelnikow dwoma wczesniejszymi wydaniami
ksiazki w wersji papierowej stato si¢ zacheta do jej ponownego wydania. W stosunku do
poprzednich, niniejsza wersja ,,Metod...” zostata w wielu miejscach poprawiona oraz uzu-
petniona o dwa dodatkowe rozdziaty i kilka przyktadéw. Jednak w przeciwienstwie do
wspomnianych wydan, tym razem ksiazka jest udostgpniana Czytelnikom w wersji elektro-
nicznej w ramach Pomorskiej Biblioteki Cyfrowej.

Bardzo dzigkuje Pani Katarzynie Olszonowicz za pomoc w przygotowaniu tekstu
i rysunkow.

Autor
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Rozwigzywanie uktadow algebraicznych
rownan liniowych

1.1. Wprowadzenie

Typowym problemem pojawiajacym si¢ w trakcie rozwiazywania wielu zagadnien jest
jedno z podstawowych zadan algebry liniowej, a mianowicie koniecznos¢ rozwiazywania
ukfadoéw algebraicznych réwnan liniowych. Ocenia sie, ze rozwiazywanie uktadéw réwnan
liniowych wystepuje w ok. 75% wszystkich zagadnien naukowych. Czestym zrodiem ta-
kich ukfadow jest interpolacja i aproksymacja za pomoca funkcji liniowych. Ponadto do
tego typu uktadéw prowadza numeryczne metody rozwiazywania réwnan rozniczkowych.
Na przyktad problem ten wystepuje w trakcie rozwigzywania réwnan rézniczkowych o po-
chodnych czastkowych. Zastosowanie do ich rozwiazania metody réznic skonczonych lub
metody elementéw skonczonych, oméwionych w dalszych rozdziatach, wymaga ostatecz-
nie rozwiazywania uktadéw réwnan algebraicznych, i to zwykle o duzej liczbie niewiado-
mych. Nawet rozwiazywanie uktadéw réwnan nieliniowych ostatecznie sprowadza sie do
cyklicznego rozwiazywania uktadéw liniowych. Czesta koniecznos$¢ rozwiazywania ukta-
déw réwnan liniowych zaowocowata opracowaniem licznych metod, a takze wprowadze-
niem wielu ich realizacji do bibliotek maszyn cyfrowych.

Rozpatrzmy uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi

2 ax=b, i=12..n. (1.1)

Uktad ten wygodnie jest zapisa¢ w postaci macierzowej
A X =B, (1.2)

gdzie: A= (a) (i=1,2, ..,nmj=1,2, .. n) jest macierza kwadratowa n-tego stopnia, ztozong ze
wspotczynnikow uktadu,
X=(x)(i=1,2,..,n) jest wektorem kolumnowym reprezentujacym niewiadome,
B= (b)(i=1,2,..,n) jest wektorem prawych stron réwnan lub kolumna wyrazéw wolnych

A Qp ... Ay X by

a a eoa X
P T S Ll ST

anl aﬂ2 ann Xn bn

Zaktadamy tu, ze macierz A i wektor B sa rzeczywiste, a uktad réwnan (1.1) ma rozwiaza-
nie (Ralston, 1971).
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8 1. Rozwiazywanie uktad6w algebraicznych réwnan liniowych

Macierz uktadu w pewnych sytuacjach przyjmie szczegdlna postac. Jej struktura decy-
duje zwykle o nazwie. | tak:

— macierz przekgtniowa, lub inaczej diagonalna, to taka, ktéra ma niezerowe elementy
jedynie na gtéwnej przekatnej

[d, 0 0 ... 0 ]

0 d, 0 ... 0

D= 0 O d3 een 0 =di8.g (dl,dz,"',dn);

00 0 ..d,

— macierz jednostkowa | stopnia n jest szczeg6lnym przypadkiem macierzy diagonalnej
1 00 ... 0

010 ..0
I={0 0 1 ... O|=diag(®1,---,1),

000 ..1

tzn. ) _
I'= ()
gdzie d; jest delta Kroneckera zdefiniowana nastepujaco:
1 dla i=j, . )
o = 4 I J (i=12...,nm j=12,..,n);
0 dla i=#j,

— macierzq trojkgtng nazywamy macierz majaca elementy niezerowe tylko po jednej
stronie gtownej przekatnej. Wyr6zniamy zatem:
o macierz tréjkatna dolna

_|11 0 O 0 |
Iy 1, O 0
L= |31 |32 |33 o |
_Inl |n2 |n3 Inn
« macierz trdjkatna gorna
U Up Uz ... Uy
Uy, Uy Uz
U= U3z Usn |5
L Unn

— macierzq rzadkg nazywa sie¢ macierz majaca duza liczbe elementéw zerowych;
— macierz pasmowa (lub wstegowa) to macierz majaca elementy niezerowe, zgrupowane
w pasmie wokét gtéwnej przekatnej (rys. 1.1).

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



1.2. Doktadne metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych 9

Uwzglednienie cech macierzy wsp6étczynnikéw e o o o
uktadéw réwnan prowadzi do poprawy efektyw-
nosci algorytmu rozwiazania, poniewaz umozli-
wia redukcje czasu pracy komputera i wymaga-
nej pamie;ci. e o o o o o o
Znalezienie analitycznej postaci rozwiaza-
nia uktadu (1.1) nie sprawia ktopotu — otrzymu-
je si¢ je ze wzoréw Cramera. Istotnym proble-
mem jest natomiast wykonanie obliczen. Nawet ® o o o o o o
dla uktadéw niskiego stopnia wzory Cramera sa e © o o o o o
nieprzydatne, gdyz wymagaja wykonania wiel-
kiej liczby dziatan. Z tego powodu opracowano
bardziej skuteczne algorytmy rozwiazania ukia- e o o o o
du (1.1). e o o o
Metody rozwiazania uktadéw réwnan al-
gebraicznych dzieli sie na dwie grupy:
1) metody doktadne (lub bezposrednie), Rys. 1.1. Macierz pasmowa
2) metody iteracyjne.

Metody dokladne sa to metody, ktére przy braku btedéw zaokraglen daja doktadne
rozwiazanie po wykonaniu skonczonej liczby operacji.

Metody iteracyjne daja zbiezny ciag rozwiazan przyblizonych, ktorego granica jest
rozwiazanie doktadne. Umozliwiaja one znalezienie jedynie rozwiazania przyblizonego.

Do oceny skutecznosci algorytméw stuza dwa podstawowe kryteria:

— liczba operacji, jaka trzeba wykonac,
— dokfadnos¢ obliczonego rozwiazania.

Wybdr metody zalezy od wiasnosci uktadu réwnan. Jesli macierz A jest petna i nie-
zbyt wielka, zwykle metody doktadne sa skuteczniejsze. Na ogdt metody doktadne stosuje
si¢, gdy rozmiar uktadu nie przekracza kilkuset. Ze wzrostem liczby réwnan liczba operacji
arytmetycznych gwattownie rosnie, a bledy zaokraglen staja sie istotne. Jesli macierz A jest
rzadka i bardzo duza, skuteczniejsze sa metody iteracyjne.

1.2. Doktadne metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

1.2.1. Uktady z macierzami trojkatnymi
Ukfad rownan o macierzy trdjkatnej rozwiazuje si¢ szczeg6lnie fatwo. Uktad
UX=B (1.3)
Z macierza tréjkatna gorna U ma postaé
Upy Xy + oo 4 Uy g X + U X, = by,
(1.4)
Un_gn1Xna t UngnXn = bn—l!
UnnXn = Dby

Wydziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



10 1. Rozwiazywanie uktad6w algebraicznych réwnan liniowych

Przy zatozeniu, ze u;=0 (i=1,2, ..., n), niewiadome mozna obliczy¢ w Kolejnosci: x,,
Xn—1, ooy X1 ZE WZOIOW:

b
Xy = —2—,
un,n
b —l - U _1 X
X == n=nn (1.5)
Ung,n1
= By — Uy 5Xp — Uy 3X3 == Upp g Xng — Uy nXq
q = ,
Uig
ktdre mozna zapisa¢ krocej
b
Xy = —1 (1.6a)
un,n

b - z Ui kX
=— ksl (i=n-1,..,1). (1.6b)

X u

i
Poniewaz niewiadome wyznacza si¢ w kolejnosci od ostatniej do pierwszej, ten algorytm
nazywa si¢ podstawianiem wstecz lub postepowaniem odwrotnym.

Uktad réwnan liniowych
LX=B x.7)

Z macierza trojkatna dolna L mozna rozwiaza¢ podobnie. Przyjmujac, ze I; #0 (i =1, 2, ...,
n), mozna wyznaczy¢ niewiadome metoda podstawiania w przod. Proces ten zapisuje si¢
nastepujaco:

X = b (1.83)

k=

[iN
—
Il
N
=)
=

(1.8b)
ii
Z powyzszych wzorow wynika, ze rozwiazanie uktadu z macierza trdjkatna wymaga n
dzielen oraz
1

n . _E B 1 )
; (i 1)_2n(n 1)~2n

dodawan i mnozen. Jest to liczba dziatan pordwnywalna z liczba operacji arytmetycznych
wykonanych przy mnozeniu wektora przez macierz tréjkatna (Dahlquist i Bjorck, 1983).

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



1.2. Doktadne metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych 11

1.2.2. Metoda eliminacji Gaussa

Jest to najwazniejsza metoda doktadna rozwiazywania dowolnych uktadéw liniowych.
Jej idea polega na zastosowaniu takiego sposobu eliminacji niewiadomych, ktéry doprowa-
dzi do ukfadu z macierza trdjkatna gérna. Rozwiazanie zas takiego ukfadu, jak wynika
z poprzedniego punktu, jest szczegdlnie proste.

Zapiszmy uktad (1.1) w postaci:

a.llxl + a12X2 + a13X3 +...+ alan = bl’
Ay Xq + gy Xy + By3Xg +...+ Ay X, =Dy,
Q31X + 850Xy + 8g3X3 +...+ 85, %, =Dy, (1.9)

AnXq + 8o Xy + 83X +... + 8y Xy =Dy

Poniewaz proces przeksztatcenia ukfadu bedzie polegat na kolejnych eliminacjach niewia-

domych, wprowadzmy indeks eliminacji i nadajmy uktadowi wyjsciowemu indeks jeden.

Przyjmujac af? =&y oraz b =1y, uktad (1.9) zapiszemy:

1 1 1 1 1
ai(l)xl +a1(2)X2 Jra1(3))(3 +"‘+a£n)xn = bl( ),

1 1 1 1 1
allx +afx, +aldx; +...+alx, = b,
alPx +afx, + al)xg +...+alPx, = b, (1.10)

1 L 1 1 1
aPx +aldx, +aldx +...+alx, =b®.

Zatézmy, ze macierz uktadu jest nieosobliwa, zas aﬁ);t 0. Pomnézmy kolejno pierwsze

réwnanie przez ai(ll) / aﬁ) i odejmijmy od i-tego réwnania (i = 2, 3, ..., n). Otrzymamy

wowczas pierwszy uktad zredukowany
1 1 1 1 1
ail(l’xl Jral(z)x2 Jral(g)x3 +...+a1(n)xn = bl( )
a@x, +a@x; +...+alx, =b{?,

adx, +al) x; +...+ad)x, =b{?, (1.11)

a@x, +a@x; +...+a@x, =b?,

@)

w ktorym wspétczynniki i sa rowne

@_.0_ 3 0 003 0

&) =8y gy Ay b~ =b _Wbl '
ay 1

gdzie:i=2,3,..,n;j=2,3,..,n

Wymiar uktadu zredukowanego wynosi (n — 1) x (n - 1), a jego wspétczynnikami sa ai(jz) .

Zatozmy teraz, ze ag) # 0. Mozemy zatem drugie réwnanie ukfadu (1.11) pomnozy¢ przez
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12 1. Rozwiazywanie uktad6w algebraicznych réwnan liniowych

ai(zz) / ag) i odja¢ od i-tego rownania tego uktadu. Otrzymamy wdéwczas drugi uktad zredu-
kowany
a?x +adx, +alxg +...+allx, =b®,
aDx, +ald)x; +...+al)x, =bf?,
aé?,))x3 +...+ aéf])xn = b§3), (1.12)

a%x; +...+aPx, =b,
w ktorym wspétczynniki a{¥ oraz b® sa réwne

© _ 025 Bz a2, b(3>_b<2)_%(12) b(®
a1 a1 (2) (I 2 "2

gdzie:i=3,4,..,n;j=3,4,..,n
Przedtuzajac ten sposob postepowania, po n— 1 krokach otrzymamy ostateczny uktad
alx +adx, +alxs +...+allx, =b®,
aDx, +aldx; +...+a@x, =b{?,

aldxg +...+ad)x, =b{?, (1.13)

a X, =hy.

Jest to uktad z macierza trojkatna gérna, ktory rozwiazuje sie metoda podstawiania wstecz
(1.6). Wspotczynniki przy niewiadomych wyznacza sie przy uzyciu wzoréw:

(k) alk

k+1 Kk
{ Y =af 2 —al, (1.14)

&

gdzie: k=1,2,..,n-1,
j=k+1,k+2, ..,n
i=k+1,k+2,..,n
Elementy &, a? 2l ..., all’ decydujace o procesie eliminacji nazywa si¢ elementami
gtéwnymi. Uktad (1.13) otrzymany zostat przy zatozeniu, ze ich wartosci sa rozne od zera.
W wypadku, gdy w k-tym kroku eliminacji element gtowny a(k) jest rowny zeru, nalezy
przestawi¢ wiersze w taki sposob, aby na miejscu (k, k) znalazt sie element niezerowy.
Zatem w miejsce wiersza k wstawimy wiersz |, w ktérym a\ = 0. Najlepiej jest wybra¢
wiersz, dla ktérego
‘afk)‘ max

k<i<n

(")‘ (1.15)

gdzie i jest indeksem wiersza,
i zamieni¢ go z wierszem kK, przestawiajac je wzajemnie | — k, zas k — | (rys. 1.2).

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



1.2. Doktadne metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych 13

Przestawianie wierszy nalezy, jak wiadomo, o o o o ': c o oo ol
do przeksztatcen elementarnych, ktérych stoso- c 006000 0o
wanie daje macierz réwnowazna macierzy wyj- c 0060660 0 o o
sciowej. Jesli macierz uktadu (1.9) jest nieoso- c 0066060 06 o o
bliwa, to przestawienia wierszy lub kolumn e 0 0606 0 o o
doprowadza do macierzy, w ktérej element al Y ceeo e
bedzie rézny od zera. oo

W dwdch wypadkach w metodzie elimina- e
cji Gaussa elementy gtéwne zawsze beda rézne e
od zera i nie jest konieczne przestawianie wier- ~ '| : : : : : :

szy. Sa to takie ukfady, w ktdrych macierz A L

jest:

— macierza z dominujaca gtowna przekatna
(diagonala), tzn. gdy

Rys. 1.2. Macierz wspoétczynnikow
uktadu po k eliminacjach

n
|&J2§:|%ﬂ (=12 ..,n)), (1.16)
B
— macierz jest symetryczna i dodatnio okreslona, tzn. gdy:
A = AT (symetryczna) (1.17)

XTA X >0 dla kazdego X # 0 (dodatnio okreslona). (1.18)

Dla danej macierzy A warunek (1.16) sprawdza sie bardzo tatwo. Natomiast spraw-
dzenie warunku (1.18) jest bardziej ztozone. Jednym z mozliwych sposobéw sprawdzenia,
czy macierz symetryczna jest dodatnio okreslona, jest wykorzystanie kryterium Sylwestra
(Dahlquist i Bjorck, 1983). Brzmi ono nastgpujaco: macierz A stopnia n jest dodatnio okre-
slona wtedy i tylko wtedy, gdy

det (AY) >0(k=1,2,..,n),
gdzie A jest macierza o wymiarze k x k, utworzona z k pierwszych wierszy i kolumn ma-
cierzy A. Kryterium to jest rownowazne warunkowi aﬁt) >0(k=1,2, .., n). Zatem gdy
wykonujemy proces eliminacji Gaussa, nie przestawiajac wierszy ani kolumn, i jesli
wszystkie elementy gtéwne sa dodatnie, to macierz A jest dodatnio okreslona.

1.2.3. Metoda rozktadu macierzy uktadu na macierze tréjkatne

Zatdzmy, ze mozemy roztozy¢ macierz A ukfadu (1.2) i przedstawi¢ w postaci iloczy-
nu macierzy tréjkatnych — dolnej i gérnej

A=LU. (1.19)

Jest to tzw. rozkiad tréjkatny lub rozktad LU. W takiej sytuacji uktad wyjsciowy (1.2) jest
réwnowazny uktadowi
LUX=B, (1.20)

ktory mozemy z kolei roztozy¢ na dwa uktady z macierzami tréjkatnymi:
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14 1. Rozwiazywanie uktadow algebraicznych réwnan liniowych

LY =B, (1.21)
Uux=Yy. (1.22)

W ten spos6b uzyskujemy algorytm obliczen bardziej ekonomiczny niz metoda eliminacji
Gaussa. Liczba operacji ta metoda wyniesie, jak wiadomo, 2 - n’/2 = n?, podczas gdy meto-
da eliminacji Gaussa wymaga n*/3 operacji (Dahlquist i Bjorck, 1983).

Istnieje twierdzenie o rozktadzie trojkatnym, ktore mowi, ze jesli det (Ay) # 0 (k= 1,
2, ..., nN) (gdzie A — macierz utworzona z k pierwszych wierszy i kolumn), to istnieje jedyny
rozktad A = L U na czynniki takie, ze macierz L jest macierza tréjkatna dolna i ma elemen-
tyli=1(=1,2,..,n),amacierz U jest macierza trojkatna gorna.

W rzeczywistosci, w kazdej macierzy nieosobliwej A mozna tak przestawi¢ wiersze,
aby istniat rozktad trdjkatny. Wynika to z réwnowaznosci eliminacji Gaussa i rozktadu
trdjkatnego. Mianowicie, wynik eliminacji mozna wykorzysta¢ do przedstawienia macierzy
uktadu (1.9) w postaci iloczynu A = L U. Macierz gornotrojkatna U ma posta¢ macierzy
uktadu bedacego wynikiem eliminacji (1.13). Z kolei macierz dolnotrojkatna L tworza

elementy [ = ai(lf)/aﬁt) , Wystepujace we wzorze (1.14),dlai=2,3,..,n;k=1,2,...,i-1
oraz I =1dlai=1, 2, ..., n. Mozna wiec zapisac:
& S .. Gpa Hy
81 8 - Bpg Gon|_
a-nl an2 o an,n—l ann
1 1 1 1
1 ay ay .. afny af
I 1 (2 2 (2)
=2 x &7 o Fpa A (1.23)
g o2 - In,n—l 1 a,ﬂﬂ)

Jesli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to istnieje jedyna macierz gor-
notréjkatna R o dodatnich elementach na gtéwnej przekatnej taka, ze

A=R'R. (1.24)

Ten wariant twierdzenia o rozkladzie tréjkatnym mozna powiaza¢ réwniez z metoda elimi-
nacji Gaussa w nastepujacy sposab:

A=R'R=LU=U"D?U, (1.25)

gdzie: U - wynikowa macierz eliminacji Gaussa,
D =diag (U1, Upy, ..., Uny) — Macierz przekatniowa utworzona z elementéw gtéwnych.

Rozwiazanie uktadu (1.2) A X = B sprowadza si¢ w tym wypadku do rozwiazania dwdch
uktadoéw z macierzami tréjkatnymi:
uTY =B, (1.26)

UX=DY. (1.27)

Nie trzeba tutaj pamieta¢c macierzy dolnotrojkatnej L utworzonej przez mnozniki
= ak) /5(K)
lie= 8l /ad.
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1.2. Doktadne metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych 15

Rozwiazujac wiele réznych zagadnien (na przykfad réwnania r6zniczkowe czastkowe
w przypadku jednowymiarowym), otrzymuje sie uktady rownan (1.2), w ktérych macierz A
jest tréjdiagonalna:

B n
a B 7

o
s Ps .7.3 (1.28)
Ong Pra Tma
an ﬂn i
Taki uktad réwnan mozna rozwiaza¢ nadzwyczaj szybko, wykonujac matga liczbe dziatan

arytmetycznych. W algorytmie rozwiazania uktadu wykorzystuje si¢ opisany wczesniej
rozktad macierzy A o postaci (1.19), w ktorym:

1 ] won |
, 1 U 7
l; 1 u
L=| ° ° . LU= 2 s . (L29ab)
lhy 1 Ui 7na
| Iy 1] | Up |
Elementy Iy, I3, ..., I, 0raz uy, U, Us, ..., U, oblicza sie rekurencyjnie ze wzoréw:
w=/5
T
T dla i=2,3,..,n. (1.30)
u =4 -lira

Dla zaoszczedzenia pamieci komputera, elementy |; oraz u; mozna zapamieta¢ w miejscach
zajetych poprzednio przez elementy ¢ i 4 macierzy A.

Aby znalez¢ rozwiazanie X uktadu (1.20), nalezy kolejno rozwiaza¢ dwa uktady row-
nan (1.21) i (1.22). Proces ich rozwiazywania przebiega nastepujaco:

y1 =Dy,
yizbi_liyi—l dla i=2,3,..,n (131)
oraz
X = YnlUn,
X=¥-% %) dla i=n-1,n-2,.., 1 (1.32)

Powyzszy algorytm warto stosowac¢, gdy uktad rozwiazuje sie co najmniej dla dwoch roz-
nych wektoréw prawych stron B. Jesli uktad rozwiazuje sie tylko raz, to nie ma potrzeby
pamieta¢ elementy |;. Tok obliczen bedzie wiec jeszcze prostszy:

U =5, yi=by,
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16 1. Rozwiazywanie uktad6w algebraicznych réwnan liniowych

I= o /uy,
u=8-1y%,; da i=23:--n (1.33)
Yi=h -1y,
oraz
Xn = YnlUn,
X=—-x%)u dla i=n-1,n-2,.., 1. (1.34)

Powyzszy algorytm rozwiazania uktadu réwnan z macierza trojdiagonalna nazywany jest
algorytmem Thomasa lub ,,double sweep” (Fletcher, 1991). taczna liczba dziatan arytme-
tycznych wynosi tutaj tylko 3(n — 1) dodawan i mnozen oraz 2n — 1 dzielen. Co do liczby
dziatan i obciazenia pamigci jest to algorytm optymalny (Dryja i Jankowscy, 1981).

Uktady réwnan z macierzami pasmowymi sa szczegdlnie efektywnie rozwiazywane
metoda eliminacji Gaussa, gdyz nie zmienia ona struktury macierzy. Otrzymane macierze L
oraz U sa dalej macierzami pasmowymi. Jesli w trakcie eliminacji nie trzeba dokonywaé
czesciowego wyboru elementéw gtownych, to szerokos¢ pasma macierzy L rowna jest
powigkszonej o 1 liczbie niezerowych przekatnych macierzy A lezacych pod diagonala, zas
szeroko$¢ pasma macierzy U réwna jest powiekszonej o 1 liczbie niezerowych przekatnych
lezacych nad diagonala macierzy A. Jesli za§ dokonuje sie czesciowego wyboru elementéw
gtéwnych, to szerokos$¢ pasma macierzy L jest taka jak poprzednio, za$ pasma macierzy U
jest réwna szerokosci pasma macierzy A (Dahlquist i Bjorck, 1983).

Jesli wewnatrz pasma macierzy A wystepuja elementy zerowe, to w trakcie eliminacji
pasmo zapetnia sie, gdyz staja si¢ one niezerowe. Jest to istotna niedogodnosc.

1.2.4. Metoda odwracania macierzy

Jesli macierz uktadu (1.2) A X = B mozna odwrdci¢, to rozwiazanie ukfadu mozna
otrzymac¢ wprost jako:

X=A"B, (1.35)
poniewaz
ATAX=A"B, (1.36)
zas$
ATA=I. (1.37)

Ta metoda jest kosztowna pod kazdym wzgledem i raczej nie stosuje sie jej w prakty-
ce. Szczegdlnie nalezy unika¢ jej w wypadku uktadéw z macierzami pasmowymi. Wiado-
mo bowiem, ze macierz odwrotna do macierzy pasmowej jest zwykle macierza peina. Za-
tem w wypadku ukfadu z macierza tréjdiagonalna 0 wymiarze nxn zamiast pamigta¢ 3n
elementéw niezerowych, nalezatby pamigta¢ n® elementéw macierzy A™.

1.2.5. Metoda gradientéw sprzezonych

Metodg t¢ mozna stosowa¢ do rozwiazania uktadu réwnan (1.2) A X = B, gdy macierz
A jest dodatnio okreslona. Tok obliczen jest nastepujacy (Dahlquist i Bjorck, 1983):
— przyjmuje sie poczatkowa wartos¢ wektora niewiadomych Xo;
— oblicza sie residuum dla przyjetego Xo;

re=B-AX, (1.38)
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1.3. Metody iteracyjne rozwiazywania uktadow réwnan liniowych 17

podstawiajac

Py =Ty, (1.39)
—dlai=0,1,2, .., n-1oblicza si¢ kolejno
2
Il o
- PIAR |
Xisg = Xi + 0 Py, (1.41)
ri+1:ri—04A Pi, (142)
2
Jrial
i = 7 (1.43)
Il
Pis1 =Tlisa +4 Pi. (1.44)

W powyzszych zaleznosciach ||r|| oznacza tzw. norme euklidesowa wektora r, zdefiniowa-
na nastepujaco:

Irl= (rl2 N S N )‘/2 : (1.45)

Jak wynika z przedstawionego algorytmu, w trakcie jego realizacji nie nastepuje prze-
ksztatcanie macierzy wspétczynnikdw A rozwiazywanego uktadu. Jest to bardzo atrakcyjna
wiasnos¢ metody, szczegblnie gdy rozwiazuje sie wielki uktad z macierza rzadka. Wystar-
czy bowiem pamicta¢ wytacznie niezerowe elementy macierzy A i tzw. macierz adresow
zawierajaca informacje o ich potozeniu w A. Umozliwia to wykonywanie operacji tylko na
niezerowych elementach.

Jesli nie ma bleddw zaokraglen, to ostateczny wektor X, jest rozwiazaniem ukfadu
(1.2). W wielu wypadkach obliczen nie trzeba prowadzi¢ do konca, gdyz zadowalajacym
przyblizeniem rozwiazania jest wektor X; dla pewnego i < n.

1.3. Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

Doktadne metody rozwiazywania uktadu réwnan liniowych sa efektywne wtedy, gdy
uktad nie jest zbyt wielki, a macierz wspotczynnikéw zawiera duza liczbe elementéw nie-
zerowych. Tymczasem rozwiazujac rézne zagadnienia, szczegolnie réwnania rozniczkowe
czastkowe, natrafiamy na uktady réwnan algebraicznych o macierzach rzadkich, majacych
wielkie wymiary. Rozwiazanie uktadu réwnan z macierza wspotczynnikdw, w ktorej wy-
stepuje duza liczba elementdw zerowych, metoda eliminacji Gaussa jest niecelowe. Bar-
dziej efektywne sa metody iteracyjne, ktére — operujac macierza rzadka — nie zmieniaja jej
struktury. Iteracja (w jezyku facinskim: powtarzanie) oznacza powtarzanie pewnej czynno-
sci lub procesu, w tym wypadku numerycznego, czyli kolejne przyblizenie. Metody itera-
cyjne startuja z poczatkowego przyblizenia rozwiazania, ktore nastepnie poprawia sie, az
do otrzymania rozwiazania dostatecznie doktadnego.
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18 1. Rozwiazywanie uktad6w algebraicznych réwnan liniowych

Rozpatrzmy uktad réwnan liniowych (1.2) A X = B, ktdry po rozpisaniu ma posta¢:
allxl + a12X2 + a.13X3 +...+ alan = bl’
A1 Xy + Ay Xy + y3Xg + ...+ By Xy =1y,

Ay X + 8o Xy + 83X + ...+ Ay X, =Dy
Zatézmy, ze uktad zostat tak uporzadkowany, ze a; = 0 (i = 1, 2, ..., n). Przeksztat¢my
ukfad (1.46), wyznaczajac z kolejnych jego réwnan kolejne niewiadome:
X = (—(aX +ay3Xg +... + & X,) 1)/ 2y,
X = (—(Bg1 Xy + 3X3 +... + 89 X,) +0y) /g,
Xg = (—(8g1 %y + @3y Xg + ... + 8z Xy) + b3)/ 853, (1.47)

Xy = (_(anlxl tapXy +...t an,n—lxn—l) + bn)/ann'

Krdcej mozna napisa¢ go w postaci

i-1 n
=2 X~ D &)X +h
x =—2 ;ﬂ“ dla =12 .,n. (1.48)

Najprostsza metoda iteracyjna polega na utworzeniu ciagu przyblizen wedtug wzoru

i—1 n

DIERED IEREET

o —— =4 dla i=12 ...n. (1.49)
Qi

gdzie k jest indeksem iteracji.

Metoda ta nazywa si¢ metodq Jacobiego lub metoda iteracji prosteyj.

Jesli
limX® =X, (1.50)
k—>o0

to X jest rozwiazaniem uktadu wyjsciowego A X = B.

W metodzie Jacobiego nowe wartosci elementéw wektora X w iteracji k+ 1 oblicza
sie¢ na podstawie ich wartosci w iteracji k. £atwo mozna zauwazy¢, ze obliczajac nowe
przyblizenie elementu i-tego, czyli x**?, znamy juz nowe przyblizenie elementéw od 1 do
i — 1 wiacznie. Fakt ten mozna uwzgledni¢ w formule iteracyjnej (1.49), otrzymujac:

i—1 n
k- k
-2 a3 ax¥ +h
o —— =4 dla i=12..n. (1.51)
&

Powyzsza metoda nosi nazwg metody Gaussa-Seidela. Jak wykazuja doswiadczenia, w wigk-
szosci wypadkow metoda ta jest okoto dwukrotnie szybciej zbiezna niz metoda Jacobiego.
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Istnieje mozliwo$¢ znacznego przyspieszenia zbieznosci metody Gaussa-Seidela.
W tym celu nalezy dokona¢ jej modyfikacji. Wzor iteracyjny (1.51) mozna napisa¢ w innej
postaci

XU = x Kyt (1.52)
gdzie: r¥=p-AxX® (1.53)

jest wektorem residualnym w k-tej iteracji. Residuum i-tego réwnania okresla wzor

i—-1 n
k+1] k
=2 apx( Y- ax{V+b

0 == I= dla i=12..n. (1.54)
&
Metodeg iteracyjna o postaci
x = x0 4 or® dla i=1,2,..,n (1.55)

nazywa sie¢ metodg nadrelaksacji lub w skrécie metodg SOR (skrét od angielskich stoéw:
Successive Overrelaxation). Parametr @ jest tzw. wspdtczynnikiem relaksacji. Jego warto$é
nalezy tak dobra¢, aby zbieznos¢ procesu iteracyjnego byfa jak najszybsza. Parametr ten
przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 2). Dla w=1 metoda nadrelaksacji staje sie metoda
Gaussa-Seidela. Natomiast dla @ = 2 proces iteracyjny staje sie niezbiezny.

Podstawowym problemem zwiazanym ze stosowaniem iteracyjnych metod rozwiazy-
wania liniowych uktadéw réwnan jest zbieznos¢ procesu iteracyjnego. Istnieje udowodnio-
ne twierdzenie (Stoer i Burlisch, 1980), ktére mowi, ze proces iteracyjny jest zbiezny, jesli
macierz uktadu réwnan A jest macierza z dominujaca diagonala, tzn. gdy

lai| = zn: ly| dla i=12,..n. (1.56)

j=1,j=i

Twierdzenie to dotyczy wszystkich trzech metod iteracyjnych, przy czym w metodzie
nadrelaksacji o zbieznosci dodatkowo decyduje parametr @. W wypadku dowolnego ukfadu
réwnan algebraicznych jest trudno oszacowa¢ taka wartos¢ w, przy ktorej zapewniona jest
najszybsza zbieznos¢ procesu iteracyjnego. W szczeg6lnych wypadkach, gdy uktad réwnan
jest wynikiem rozwiazania rdwnania rozniczkowego czastkowego (np. Laplace’a, Poisso-
na), istnieja propozycje oszacowania optymalnej wartosci . Do problemu tego powrécimy
w podrozdziale 8.5, przy okazji numerycznego rozwiazywania tego typu réwnan.

Z rozwiazywaniem ukladéw réwnan metodami iteracyjnymi wiaza si¢ dodatkowe
nastepujace problemy:
1) okreslenie poczatkowego przyblizenia poszukiwanego rozwiazania, czyli X*=9,
2) przerwanie procesu iteracyjnego.
Jesli jest spetniony warunek (1.56), to wszystkie oméwione metody sa zbiezne dla dowol-
nego przyblizenia poczatkowego X = 9. Chociaz poczatkowe przyblizenie moze byé do-
wolne, to najczesciej wybiera sie wektor zerowy, czyli

x&=0 =, (1.57)

W niektorych wypadkach, na przyklad rozwiazujac rdwnanie Laplace’a, mamy o0g6lng
informacje o rozwiazaniu. Jej wykorzystanie pozwala doktadniej oszacowaé poczatkowe
przyblizenie i w konsekwencji skroci¢ czas obliczen.
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20 1. Rozwiazywanie uktadow algebraicznych réwnan liniowych

W celu przerwania obliczen wykorzystuje si¢ tzw. test konca procesu iteracyjnego.
Test ten polega na oszacowaniu btedu rozwiazania w iteracji k+ 1. W szczegélnych wy-
padkach o btedzie mozna wnioskowa¢, poréwnujac dwa kolejne przyblizenia rozwiazania.
Obliczenia konczy sie, gdy

Mkﬂ) - >q<k>‘ <e dai=1,2 .0, (1.58)

gdzie: k - indeks iteracji,
¢ — dodatnia liczba okreslajaca doktadnosé.

Powyzszy test daje dobre wyniki, gdy proces iteracyjny jest wzglednie szybkozbiezny. Jesli
jest on wolnozbiezny, to pomimo niewielkiej réznicy rozwiazan w dwdch kolejnych itera-
cjach btad rozwiazania & powstaty wskutek przerwania procesu iteracyjnego moze by¢
duzy. Sytuacje taka ilustruje rys. 1.3.

4 x; doktadna warto$¢

niewiadomej

k =0, k=0
X-( ) X(i )

poczatkowe przyblizenie
warto$ci niewiadome;j

»
»

liczba iteracji k

Rys. 1.3. Wptyw testu (1.58) na btad rozwiazania przy: a) szybkozbieznym procesie iteracyjnym,
b) wolnozbieznym procesie iteracyjnym

Inny test zakonczenia procesu iteracyjnego polega na badaniu normy euklidesowej
wektora residualnego w iteracji k-tej:

“ r "‘>H <&, (1.59)

gdzie £ > 0 okresla doktadnos¢ rozwiazania.
Wektor r definiuje zaleznos¢ (1.53), zas jego norme — zaleznos¢ (1.45).

1.4. Uwagi o uktadach réwnan liniowych

Opisane w poprzednich podrozdziatach metody rozwiazywania uktadéw réwnan alge-
braicznych w wigkszosci sytuacji sa skuteczne. Jednak zdarza sig, ze uzyskane rozwiazanie
budzi watpliwosci, gdyz zdecydowanie odbiega od oczekiwanego. Jest to wynikiem tzw.
ztego uwarunkowania, na ktdre niekiedy mozna natrafi¢ przy rozwiazywaniu uktadow
réwnan liniowych. Rozwazmy uktad

0lx+y=09

01x+10001y = 0,9001 (1.60)
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ktérego rozwiazaniem jest para liczb x = -1, y = 1. Wezmy teraz pod uwage uktad

0lx+y=09

01x+0,9999y = 0,9002 (1.61)

majacy rozwiazanie: x = +29, y = —2. Wida¢, ze zmiana wsp6étczynnika a,; o —0,0002
i zmiana b, 0 0,0001 spowodowata drastyczna zmiang rozwiazania.

Zatézmy, ze macierz wspdlczynnikéw uktadu (1.60) jest nieosobliwa. Rozwiazanie
tego uktadu mozna zatem zapisa¢ w postaci:

X=A"B, (1.62)

gdzie A™ oznacza macierz odwrotna. Zatézmy ponadto, ze elementy macierzy A zostaty
w ten sposéb unormowane, ze najwiekszy co do modutu jest rzedu 1. Zatézmy réwniez, ze
niektdre elementy macierzy A~ sa bardzo duze i ze jednym z nich jest

2 A

, (1.63)

gdzie A; jest dopetnieniem algebraicznym elementu (a;), a wigc nie zmienia si¢ przy zmia-
nie elementu &;, zas D oznacza wyznacznik macierzy A.

Zatozenie, ze element aj-i‘l jest duzy, oznacza, ze A; musi by¢ duze w stosunku do D.
Poniewaz jeden ze sktadnikéw rozwiniecia wyznacznika A wzgledem elementow i-tego
wiersza lub j-tej kolumny ma posta¢ a; Ajj, wigc maty btad elementu &; w stosunku do 1,
tzn. do normalizacji macierzy A, moze spowodowa¢ duzy btad wzgledny wyznacznika D,
atym samym duzy btad wzgledny elementu g; i ostatecznie duzy btad wzgledny rozwiaza-
nia X. Podobnie, mata zmiana sktadowej wektora B moze znacznie zmieni¢ X. Mozna wiec
stwierdzi¢, ze macierz A, ktérej elementami sa liczby rzedu 1, i ukfad réwnan sa Zle uwa-
runkowane, jezeli A~ zawiera bardzo duze elementy. W wypadku, gdy najwicksza wartosé
bezwzgledna elementu macierzy A~ jest rzedu 1, to macierz A mozna nazwa¢é dobrze uwa-
runkowana. Wracajac do ukfadu (1.61), nalezy zauwazy¢, ze elementami macierzy wspot-
czynnikéw dla tego ukiadu sa liczby rzedu 1. Natomiast macierz odwrotna ma posta¢ na-
stepujaca:

10001 -1
A-1_|00001 00001 _| 10001 -10000
-1 1 ~10000 10000

0,0001 0,0001

Wida¢ wiec, ze elementy macierzy odwrotnej sa rzedu 10, co wskazuje na zte uwa-
runkowanie macierzy A.

Wspotczynniki uktadu (1.61) moga by¢ np. wynikiem pomiaréw. Jezeli nie mozna
otrzyma¢ tych wartosci z odpowiednia dokladnoscia, to rozwiazanie moze by¢ obarczone
duzym bledem, bez wzgledu na to, jak doktadnie beda przeprowadzone obliczenia. Problem
rozwiazania ukfadu zle uwarunkowanego z doktadnoscia usprawiedliwiona przez dokfad-
no$¢ danych jest jednym z najtrudniejszych probleméw zwiazanych z uktadami réwnan
liniowych. Ten sam efekt moga tez wywota¢ btedy zaokraglen powstajace w czasie obli-
czen.

W trakcie rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych wystepuje réwniez problem
btedu rozwiazania. Istnieja trzy zrédta btedu. Pierwsze jest zwiazane z btedami wspotczyn-
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22 1. Rozwiazywanie uktadow algebraicznych réwnan liniowych

nikéw macierzy A i elementdéw wektora B. Gdy sa to wielkosci empiryczne, btedu tego nie
mozna wyeliminowaé. Mozna jedynie, na podstawie oszacowania btedu pomiaru, ocenié¢
doktadnos¢ rozwiazania. Drugim zrédiem biedu sa zaokraglenia wykonywane w czasie
obliczen. Trzecim zrédtem jest btad metody. W metodach doktadnych (wzory Cramera,
eliminacja Gaussa), ktére przy zatozeniu, ze wszystkie dziatania wykonujemy dokfadnie,
prowadza do dokladnego rozwiazania, btedu metody nie ma. Natomiast jesli stosowac
metody iteracyjne, rozwiazanie uktadu ma posta¢ zbieznego nieskonczonego procesu itera-
cyjnego. Proces ten przerywa si¢ w momencie, gdy zostanie osiagnieta wymagana doktad-
nos¢. Zatem z zatozenia otrzymujemy rozwiazanie obarczone btedem.
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Rozwiagzywanie przyblizone
rownan nieliniowych

2.1. Wprowadzenie

Rozwiazujac wiele praktycznych zagadnien hydrauliki, bardzo czgsto spotyka sig
algebraiczne rownania nieliniowe. Na przyktad, rozwiazanie tego typu réwnania jest ko-
nieczne przy wyznaczeniu gigbokosci normalnej w kanale otwartym. Giebokos¢ normalna,
przy ktorej panuje natezenie przeptywu Q, jest to gtebokosé w warunkach przeptywu usta-
lonego jednostajnego w kanale o danym spadku dna i wspdtczynniku szorstkosci. Nawet
dla najprostszego, bo prostokatnego, przekroju poprzecznego kanatu, otrzymujemy algebra-
iczne réwnanie nieliniowe wzgledem gtebokosci.

Nieliniowa posta¢ ma réwniez formuta Colebrooka-White’a, opisujaca wspdtczynnik
oporéw liniowych A w przewodzie, w ktorym ptynie woda pod cisnieniem. Do nieliniowego
réwnania algebraicznego dochodzi si¢ réwniez, obliczajac wydatek lub obciazenie przelewu
z uwzglednieniem predkosci doptywajacej wody. Typowym zagadnieniem hydrauliki kana-
tow otwartych jest obliczenie uktadu zwierciadta wody wywotanego podpietrzeniem. Giebo-
kosci w kolejnych przekrojach kanatu oblicza sie, rozwiazujac w kazdym z nich réwnanie
nieliniowe, ktdrym jest dyskretne réwnanie energii mechanicznej ptynacego strumienia.

Dodajmy, ze problem rozwiazania algebraicznych réwnan nieliniowych wystepuje
powszechnie w trakcie rozwiazywania nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Z kolei uktady algebraicznych rownan nieliniowych w inzynierii wodnej moga wyste-
powac albo jako oddzielne problemy inzynierskie, albo jako fragment rozwiazania innego
zagadnienia. Pierwsza sytuacja wystepuje na przyktad w trakcie rozwiazywania zagadnie-
nia ustalonego przeptywu w sieci wodociagowej. Natomiast sytuacja druga ma miejsce
w trakcie rozwigzywania réwnan rdzniczkowych czastkowych, opisujacych nieustalony
przeptyw w kanatach otwartych. Rozwiazywanie rownan metoda réznic lub elementéw
skonczonych ostatecznie prowadzi do uktaddw algebraicznych rdwnan nieliniowych, ktéore
rozwiazuje sie dla kolejnych wartosci rosnacego czasu. Niektore z wymienionych proble-
moAw zostang omowione szczegdtowo w dalszych rozdziatach.

Jak wiadomo, tylko w wyjatkowych wypadkach mozna rozwiaza¢ réwnanie nielinio-
we w skonczonej liczbie operacji. Zwykle stosuje si¢ metody przyblizane. Sa to tzw. meto-
dy iteracyjne. Istnieje szereg metod przyblizonego rozwiazywania algebraicznych réwnan
nieliniowych. W rozdziale tym przedstawione zostana tylko wybrane metody znajdowania
pierwiastkéw rzeczywistych réwnania

f(x) = 0, (2.1)

gdzie x jest zmienng rzeczywista, a f(x) jest dowolna, wystarczajaco regularna funkcja.
Okreslenie funkcja wystarczajaco regularna oznacza, ze f(x) jest ciagta oraz ma ciagte po-
chodne potrzebnych rzedéw.
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Kazda wartos¢ &, ktora spetnia réwnanie (2.1 ), tzn. taka, ze (&) = 0, nazywamy pier-
wiastkiem réwnania. Zaktadamy tu, ze rownanie (2.1) ma tylko pierwiastki odosobnione, tj.
dla kazdego pierwiastka rownania (2.1) istnieje otoczenie, ktére nie zawiera innych pier-
wiastkow tego réwnania. Niektdre metody wymagaja poczatkowego przyblizenia, dosta-
tecznie bliskiego szukanego pierwiastka. W innych wypadkach wystarcza znajomos¢ prze-
dziatu, w ktérym jest pierwiastek, bez wymagania ciagtosci pochodne;.

Proces obliczania przyblizonych wartosci pierwiastkéw rzeczywistych réwnania (2.1)
dzieli sig na dwa etapy:

1) lokalizacja pierwiastkéw, czyli ustalenie mozliwie waskich przedziatow (a, b), ktore
zawieraja jeden i tylko jeden pierwiastek rownania (2.1),
2) uscislenie wartosci pierwiastkdw, czyli okreslenie ich wartosci z zadana doktadnoscia.

Podstawa algorytméw procesu lokaliza-

f(x) 4 . . . . . .
cji pierwiastkOw jest twierdzenie Bolzano-
Cauchy’ego (Demidowicz, Maron i Szuwa-
fowa, 1965). Brzmi ono nastepujaco: jezeli
funkcja ciagta f(xX) ma na koncach przedzia-
f(a)I tu domknietego (a, b) rozne znaki, a wiec

f(a) - f(b) <0, to wewnatrz tego przedziatu
istnieje co najmniej jeden pierwiastek réwnania
f(x) =0 (rys. 2.1).
Twierdzenie to nie rozstrzyga o liczbie pier-
wiastkdw wewnatrz przedziatu (a, b). Jednak-
ze w praktyce bardzo czesto mamy wystar-
czajaco duzo wiadomosci o szukanym pier-
wiastku, aby znalezienie przedziatu (a, by nie
f(x) 4 stanowito problemu. Na przyktad w hydrauli-
| ce rozwigzaniem réwnania czesto jest glebo-
| f(0) kos¢ wody lub srednica rurociagu. Z zatoze-
a & | nia musza one mie¢ wartos¢ dodatnia, co
T 'b > eliminuje z rozwiazan pierwiastki ujemne.
f(a)/ X Wwypadku, gdy o przebiegu funkcji f(x)
| mamy skape informacje, mozna — po znale-
zieniu przedziatu (a, b) — zbada¢ znak po-
chodnej f ’(x) w tym przedziale. Jesli w prze-
dziale otwartym (a, b) istnieje pochodna
funkcji f(x) i nie zmienia w nim znaku, czyli
jeslif’'(x) >0 (lubf’(x) <0)dlaa<x<b,to &
jest jedynym pierwiastkiem (rys. 2.2).
Omawiajac w nastepnych podrozdziatach metody rozwiazania réwnan nieliniowych, zato-
Z0Nno, ze znany jest przedziat, w ktérym znajduje sie jeden pierwiastek.

Rys. 2.1. Pierwiastki rownania f(x) = 0

Rys. 2.2. Pojedynczy pierwiastek funkcji f(x)
w przedziale (a, b)

2.2. Metoda potowienia (bisekcji)
Przyjmujemy, ze rownanie nieliniowe dane jest w postaci (2.1) f(x) = 0, przy czym

funkcja f(x) jest ciagta w przedziale domknietym (a, b), oraz ze zachodzi nieréwnosé¢
f(a) - f(b) < 0. Idea metody potowienia polega na podziale przedziatu (a, b) na potowy
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i sprawdzeniu, w ktorej z nich znajduje sie pierwiastek. W ten sposéb okresla sie nowy

wezszy przedziat zawierajacy pierwiastek &£ Proces ten powtarzany jest tak diugo, az dtu-

gos¢ kolejnego przedziatu bedzie wystarczajaco mata.

Algorytm prowadzacy do znalezienia pierwiastka réwnania nieliniowego f(x) =0

w przedziale (a, by metoda potowienia jest nastepujacy:

1) obliczy¢ punkt c = (a+ b)/2,

2) obliczy¢ wartos¢ funkeji w tym punkcie f(c),

3) sprawdzi¢, czy f(c) = 0, jezeli tak, to c jest szukanym pierwiastkiem; w przeciwnym
razie

4) wybraé z przedziatow (a, c) i {c, by ten, w ktérym znajduje sie pierwiastek; praktycznie
oznacza to sprawdzenie znaku iloczynu f(a) - f(c) (lub f(c) - f(b)) i okreslenie nowego
przedziatu (a;, by); jesli f(a) - f(c) <0, to by = ¢, w przeciwnym wypadku — a; = ¢;

5) sprawdzi¢, czy dtugos¢ nowego przedziatu (ay, b;) jest dostatecznie mata; jezeli by — a;
< & to mozna przyja¢ jako przyblizona wartos¢ pierwiastka &= (a; + by)/2; w przeciw-
nym razie proces obliczen nalezy powtorzy¢ od punktu 1 dla przedziatu <ay, by).

W wyniku zastosowania opisanego algorytmu albo w pewnym kroku otrzymujemy
pierwiastek dokfadny, albo ciag zstepujacy przedziatow (ay, by), (ap, b,), (as, bs), ..., takich, ze

fla) - f(b) <0 i=1,2, ... (2.2)

Po wykonaniu i krokéw dtugosé¢ przedziatu, w ktdrym jest pierwiastek & wynosi
b-a= (-2 (=12.) (23)

Poniewaz konce przedziatow ay, &, ..., & tworza ciag monotonicznie niemalejacy, ograni-
czony z gory, a konce by, by, ..., by ciag nierosnacy ograniczony z dotu, to na podstawie
réwnosci (2.3) istnieje ich wspolna granica

é=lima =limb , (2.4

ktdra jest pierwiastkiem rownania ( 2.1).

Metoda potowienia jest wolno zbiezna i dlatego stosowana jest czesto do wstepnego
okreslania pierwiastkoéw rownania (2.1). Ma ona jednak bardzo istotne zalety:

— jest zawsze zbiezna, co oznacza, ze istnieje pewnos¢, ze w kazdej iteracji szukany pier-
wiastek lezy pomiedzy dwiema wartosciami, w ktdrych f(x) ma rézne znaki, a zatem
systematyczne powtarzanie obliczen musi doprowadzi¢ do uzyskania wyniku z zadana
doktadnoscia;

— jej algorytm mozna fatwo zaprogramowac.

W metodzie potowienia nie zaktada sie¢ zadnych ograniczen na funkcje f(x), ani na pochod-
ne tej funkcji. Wymagana jest jedynie ciagtos¢ funkcji w przedziale (a, by.

2.3. Metoda interpolaciji liniowej (siecznych)
Metoda ta nalezy do najstarszych metod rozwiazywania réwnania (2.1) f(x) = 0, bedac

przy tym znacznie skuteczniejsza od metody potowienia.
Zatézmy, ze znany jest przedziat (a, by, w ktdrym znajduje sie pierwiastek (rys. 2.3).
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Y A Przez punkty A(a, fla)) i B(b, (b)) mozna
y=f(x) poprowadzi¢ sieczna, ktéra przetnie o$ odcie-
fla) tych w punkcie ¢. Warto$¢ odcigtej ¢ okreslo-
b »  hajest zaleznoscia:
) ‘ )
c= af(b) _bf(a) ) (25)
()= f(a)

Stosowanie wzoru (2.5) w poblizu pierwiast-
Rys. 2.3. Schemat metody interpolacji liniowej ~ ka jest jednak niewskazane, gdyz zaréwno
w liczniku, jak i w mianowniku pojawiaja si¢
roznice liczb tego samego rzedu, co powoduje znaczne bledy zaokraglen. Wzor ten mozna
jednak przeksztalci¢, dodajac i odejmujac a. W konsekwencji mozna go zapisa¢ w postaci
sumy
a->b

ORMON
w ktorej drugi sktadnik mozna uwaza¢ za poprawke wartosci a.

W réwnaniu (2.6) jeden lub oba konice moga by¢ ,,ruchome”. Zalezy to od wlasciwosci
funkcji wewnatrz przedziatlu (a, b) (rys. 2.4).

c=a+ f(a) (2.6)

a)

yA

y=f(x)

fa) b

a C=N®f(b) X

Rys. 2.4. Rézne przebiegi funkcji w przedziale {a, b)

Jezeli zalozymy, ze w przedziale (a, b) istnieje tylko jeden pierwiastek, a pochodna f"(x)
nie zmienia znaku w tym przedziale, to jeden z koncow przedziatu bedzie nieruchomy.
W wypadku gdy fla) > 0if"(x) > 0 dla a <x < b, koniec a jest nieruchomy (rys. 2.5) i wzor
(2.6) mozna zapisa¢ nastepujaco:

Xy =b,

N (€ NP @7

J(x) - f(a)

gdzie: i=0,1,2, ...

Ten szczegdlny przypadek metody siecznych nazywany jest metodq regula falsi (Fortuna,
Macukow i Wasowski, 1982). Analogiczna zalezno$¢ mozna napisa¢ w sytuacji, gdy ko-
niec x = b jest nieruchomy, jak ma to miejsce na rys. 2.6.
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y A
A
fla)
X X1 b=xy
a ¢ X
fb)
B
y=f(x)

Rys. 2.5. Metoda interpolacji liniowej z nieruchomym koncem x = a

y A

Rys. 2.6. Metoda interpolacji liniowej z nieruchomym koncem x = b

W celu oszacowania bledu przyblizonego pierwiastka mozna wykorzystaé nastepujace
twierdzenie (Demidowicz, Maron i Szuwatowa, 1965).
Niech £ bedzie doktadna, a x przyblizona wartoscia pierwiastka réwnania (2.1), przy czym
obie te liczby znajduja si¢ w przedziale domknietym (a, b). Jesli dla x € {a, b) zachodzi
nieréwnos¢ |f'(x)| = m > 0, to prawdziwe jest nastgpujace oszacowanie:

|¥-¢|< (2.8)
m

Btad bezwzgledny przyblizenia x;, gdy znane sa wartosci x; oraz przyblizenia poprzedniego

x;_1, mozna okresli¢ wedhug wzoru (Demidowicz, Maron i Szuwatowa, 1965)

M—-m
m

|&-%|< |x, = x|, (2.9)
gdzie za M i m mozna wzia¢ odpowiednio: najwieksza i najmniejsza wartos¢ |[f'(x)| w prze-
dziale domknigtym {a, b). Jesli natomiast przedzial (a, b) jest na tyle waski, ze zachodzi
nierownos$¢ M < 2 m, to na mocy (2.9) otrzymujemy |£ — x;| < | x; — x.1|. Zatem, gdy zacho-
dzi nierownos¢ |x; — x;.4| < & gdzie ¢ jest zadanym kresem gérnym bledu bezwzglednego, to
jest pewne, ze nierownos¢ | — x;| < £ jest rOwniez prawdziwa.

Oszacowanie bledu bezwzglednego przyblizenia x; na podstawie wzorow (2.8) lub
(2.9) moze by¢ jednak klopotliwe ze wzgledu na konieczno$¢ badania pochodnej f'(x)
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w przedziale (a, b). Dlatego czgsto w praktyce warunkiem na zakonczenie obliczen jest
sprawdzenie, czy |f (x)| < & Okreslenie ¢ tak, aby x, mozna byto uzna¢ na dobre przyblize-
nie pierwiastka réwnania f (x) = 0, jest problemem, ktéry nalezy rozwiaza¢ indywidualnie
w kazdym zadaniu. Podany warunek oparty jest na dos¢ rozpowszechnionym pogladzie, ze
X; jest dobrym przyblizeniem pierwiastka &, jezeli | f(x)| jest matq liczba, i na odwrot, jezeli
|f(x)] ma duza wartos¢, to liczba x; zostaje uznana za zte przyblizenie. Jak wynika z rysunku
2.7, takie podejscie nie musi by¢ prawidtowe.

a) b)
y A y A

PRIN

Rys. 2.7. Rozne przebiegi f(x) w poblizu pierwiastka

Algorytm prowadzacy do znalezienia pierwiastka rownania f(x) = 0 metoda interpola-
cji liniowej jest bardzo zblizony do algorytmu dla metody potowienia. R6znica wystepuje
tylko w sposobie okreslania kolejnych przyblizen ¢ rozwiazania doktadnego.

m Przykiad 2.1

Obliczanie gtebokosci normalnej w kanale o przekroju trapezowym
metoda siecznych

Jak wiadomo natgzenie przeptywu wody w kanale w warunkach ruchu ustalonego
jednostajnego okresla rownanie Manninga (Czetwertynski i Utrysko, 1969):

Q=%R2/35V2A, 2.1.1)

gdzie: Q — natezenie przeptywu [m%/s],
R — promien hydrauliczny [m],
s — spadek linii energii (w tym wypadku réwny spadkowi dna) [/],
n — wspétczynnik szorstkosci wg Manninga [s/m**],
A — powierzchnia przekroju czynnego [m?].

Glebokos¢ H, ktora spetnia rownanie (2.1.1), nosi nazwe gtebokosci normalnej. Rdwnanie
to mozna zapisa¢ w postaci réwnowaznej

s]/2

f(H)=Q—TRZ/3A=O. (2.1.2)
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2.3. Metoda interpolacji liniowej (siecznych) 29

Jest ono wazne dla dowolnego ksztaltu prze- f(H)
kroju poprzecznego. Dla dodatnich glebokosci
f(H) jest funkcja malejaca (rys. 2.1.1). W pre-
zentowanym przykladzie przyjeto, ze przekroj
kanatu jest trapezem o nachyleniu skarp 1: M 2 H=H H
i szerokosci dna B (rys. 2.1.2). Powierzchnia , n
przekroju czynnego w tym wypadku bedzie 0

roéwna

1/2

_ s R,

Iv

A=BH+ MH, (2.1.3)
a promien hydrauliczny

BH + MH2 Rys. 2.1.1. Przebieg funkcji f{H)

R= (2.1.4) opisanej wzorem (2.1)

B2l 1+ M>

Jezeli zatem znamy: O, n, s, B oraz M, to gle-
boko$¢ normalna H mozna obliczy¢ jako miej- b .
sce zerowe funkcji:

A

12 245/3
f(H)ZQ—S— (BH +MH") (2.1.5) < % A § M=ctga

23
" (B+2H 1+M2j I “

. . C . B
Rownanie f{H) = 0 jest nieliniowe. Do jego roz- L—>I

wigzania ktdrego zastosujemy metode siecznych.

W algorytmie obliczen pierwiastka wy- Rys. 2.1.2. Przekroj poprzeczny kanatu
rézniamy dwa etapy: trapezowego
— lokalizacje pierwiastka przez tablicowanie
f(H) z interwalem AH,

— obliczenie pierwiastka z zadana doktadnoscia.

W celu lokalizacji pierwiastka dokonujemy tablicowania funkcji (2.1.5) z interwatem
AH, badajac znak iloczynu f{H) na koncach przedziatu. Nastepnie poszukujemy kolejnych
przyblizen pierwiastka wedlug procedury opisanej w podrozdziale 2.3. Obliczenie konczy-
my, gdy spetiony jest warunek doktadno$ci rozwiazania o postaci:

AH)| < e (2.1.6)

Z rownania (2.1.5) wynika, ze f{H) ma wymiar natezenia przeplywu, co bardzo ulatwia
dobor wartosci parametru &.
Tok obliczen jest nastepujacy:
1) podstaw H; =0,
2) podstaw H, = H, + AH,
3) sprawdz warunek: f{H;) - A{H,) >0,
jesli jest spetniony — H; = H,, i powrd¢ do 2, jesli nie — przejdz do 4,
4) oblicz H= H, + f(H,) M,
J(Hy) - f(H))
5) sprawdz warunek: [{H)| < g
jesli jest spetniony — zakoncz obliczenia, gdyz H jest poszukiwanym przyblizeniem
pierwiastka;
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30 2. Rozwiazywanie przyblizone réwnan nieliniowych

jesli nie — dokonaj przesuniecia jednego z kohcow przedziatu, podstawiajac
H, = H, gdy f(H,) - f(H) <0 lub

H; = H, gdy f(H,) - f(H) > 0,

i przejdz do 4.

W celu oceny efektywnosci metody nalezy oblicza¢ liczbe iteracji, koniecznych do
znalezienia rozwiazania z zadana doktadnoscia, tzn. liczbe wywotan funkcji f(H).

Tabela2.1.1

Wyniki obliczen gtgbokosci normalnej w kanale trapezowym metoda siecznych

[m?/s] [an] [rﬁz] Liczba iteracji [rfgg_g]
4,0 0,828 4,342 4 0,0002
6,0 1,038 5771 4 0,0004
8,0 1,216 7,079 4 0,0003

10,0 1,371 8,306 3 0,0005

12,5 1,544 9,755 4 0,0002

15,0 1,700 11,134 4 0,0002

Obliczona gtebokos¢ normalna determinuje inne, parametry kanatu, bedace istotna
informacja z punktu widzenia hydrotechnika projektujacego kanat. Sa to: szerokos¢ zwier-
ciadta wody b, powierzchnia przekroju czynnego A, srednia predkos¢ przeptywu v.

Opisany algorytm zastosowano do obliczen gtebokosci normalnych w kanale o naste-
pujacych parametrach: B=4,0 m, M = 1,50, s= 0,001, n= 0,025 m¥2 - s*. Obliczenia wy-
konano dla réznych wartosci natezenia przeptywu Q, a uzyskane wyniki przy AH = 0,50 m
zestawiono w tabeli 2.1.1. Zauwazmy, ze rozwiazanie z doktadnoscia £ < 0,001 uzyskano
w kazdym wypadku po 3—4 iteracjach. [ |

2.4. Metoda iteracji prostej

Jest to jedna z najwazniejszych metod numerycznego rozwiazywania réwnan nieli-
niowych. Idea tej metody jest nastepujaca. Rownanie (2.1), f(x) = 0, gdzie f(x) jest funkcja
ciagla, dla ktérego nalezy wyznaczy¢ pierwiastek rzeczywisty, przeksztatcamy do réwnania
réwnowaznego

X= @ (X). (2.10)

Zatdzmy, ze znane jest dostatecznie bliskie przyblizenie pierwiastka x,. Warto$¢ X, mozna
podstawi¢ do prawej strony réwnania (2.10). Otrzymamy woéwczas liczbe

X1 = @ (%) (2.11)

Wartos¢ x; podstawiamy ponownie do réwnania (2.10) i obliczamy x, = ¢ (x;). Powtarzajac
ten proces, otrzymujemy ciag liczb:
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X0,

X1 = ¢(x0)s

D) 2.12)
X =@ (xi 1)

7 powyzszym procesem wiaza si¢ nastepujace problemy:
— jak znalez¢ funkcje ¢?
— przy jakich warunkach ciag x; jest zbiezny?

Ciag (2.12) jest zbiezny, jezeli istnieje granica £= lim x,. Przechodzac w rownaniu (2.12)
1—>0
do granicy przy zatozeniu ciagtosci funkcji ¢ (x), mamy

lim x; = ¢ lim x;_ )
i—>w i—>o©

lub
&= 9. (2.13)

Zatem granica ¢ jest pierwiastkiem rownania (2.10). Mozna ja obliczy¢ ze wzoru (2.12)
z dowolna doktadnos$cia. Jednak mozliwos¢ stosowania metody iteracji prostej uwarunko-
wana jest zbieznos$cig ciggu (2.12). Problem zbieznosci procesu iteracyjnego rozstrzyga
nastepujace twierdzenie (Demidowicz, Maron i Szuwatowa, 1965).
Niech funkcja ¢ (x) bedzie okreslona i rézniczkowalna w przedziale domknietym (a, b) i jej
wartosci naleza do tego przedzialy, tj. ¢ (x) € {a, b). Wtedy, jesli istnieje utamek wtasciwy
q taki, ze

P <q<1 (2.14)
dla a <x < b, to:
— proces iteracyjny (2.12) jest zbiezny niezaleznie od przyblizenia poczatkowego x, € (a, b),
— warto$¢ & =lim x; jest jedynym pierwiastkiem réwnania x = ¢ (x) w przedziale do-

1—>0

mknietym {a, b).

Powyzsze twierdzenie pozostaje w mocy, gdy funkcja @ (x) jest okreslona i roz-
niczkowalna w przedziale nieskonczonym —oo < x < 400 i spetniona jest nierownos¢ (2.14).
Ponadto, przy zalozeniach twierdzenia metoda iteracji jest zbiezna dla dowolnie wybranego
w przedziale {a, b) przyblizenia poczatkowego x,. Zatem, w wypadku gdy btad w oblicze-
niach nie wyprowadza kolejnego przyblizenia poza granice przedziatu (a, b), metoda sama
sie koryguje, a bledna warto$¢ jest traktowana jako nowe przyblizenie. Taki blad nie wply-
wa na wynik koncowy. Wlasnos¢ autokorekcji stawia metode iteracji prostej wsrdd naj-
pewniejszych metod numerycznych.

Metode iteracji prostej mozna zinterpretowac¢ geometrycznie. Na plaszczyznie xy kreslimy
wykresy funkcji y = x i y = @ (x). Pierwiastek rzeczywisty rownania (2.10) jest odcigta punktu
M, czyli punktu przecigcia krzywej y = ¢ (x) z prosta y = x (rys. 2.8). Proces iteracyjny zapisany
wzorem (2.12) ilustruje linia famana prowadzona przez punkty 4o, By, A1, By, ... . Jak widaé
zrysunku 2.8, odcigte punktow A, 4, ... sa kolejnymi przyblizeniami xy, x, ... pierwiastka &

Nalezy dodaé, ze proces iteracyjny zapisany wzorem (2.12) zaleznie od wartosci po-
chodnej ¢'(x) moze przebiega¢ w taki sposob, ze kolejne przyblizenia pierwiastka & beda
znajdowac si¢ na przemian po jego lewej i prawej stronie (rys. 2.9), a takze moze by¢ roz-
biezny (rys. 2.10 i rys. 2.11).
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A +
Y 1> ¢'(x) >0 Y
N
o@i
\ |
| |
B | |
2 __ o(xq)
< t I 0
|
M A, | I
| | | I
[ | s >
é X2 X1 XO X

Rys. 2.8. Schemat dziatania metody iteracji prostej dla 1 > ¢/(x) > 0

yA
L+
0>¢'(x)>-1 Ny
A, B
| |
I V4 I
<SR
:33' JIONUa,
B | | AO -
e I Bl A1)
| i | |
| | |
| I | | R
Xy g Xy Xg X

Rys. 2.9. Schemat dziatania metody iteracji prostej dla0 > ¢’ (x) > -1

Zaprogramowanie tej metody jest wyjatkowo proste. Wyjsciowe réwnanie f(x) =0
nalezy przeksztatci¢ do postaci x = ¢(X) oraz okresli¢ wartos¢ przyblizenia poczatkowego
Xo. Kolejne przyblizenia obliczane sa wedtug wzordw (2.12).

Proces iteracyjny nalezy kontynuowa¢ tak diugo, az dwa kolejne przyblizenia x; oraz
Xi_1 spetnia nierbwnos¢

% - x4 [< 29, (2.15)
q
gdzie € jest kresem gérnym biedu bezwzglednego pierwiastka, zas g powinno spetnia¢
warunek |@’(X)| <g<1.

Na og6t nie znamy doktadnie wartosci q. Mozna jednak oszacowa¢ wartos¢ przyblizo-
na w nastepujacy sposdb (Demidowicz, Maron i Szuwatowa, 1965)
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Pxi)—o(x;5) X, - X,
~ i-1 Jj=2 _ i i-1 . (2]6)
X1 —Xi2 Xi1 —Xi2
,V“ y A
p'(x) < -1
Ajf————— > N e
- |
|
| I AR B
T : : 1T M : 2
| |
_ | A '/ INA,|
A0| +'B1 '()1I | B1| <|F|O¢
X) >
o0 T A
| /‘ —
M/ | I TR A
o L
| | |
I | | L 5 I >
& X, X, X, x Xy & Xg X, X
Rys. 2.10. Rozbiezny proces iteracyjny Rys. 2.11. Rozbiezny proces iteracyjny

Powodzenie wykorzystania tej metody zalezy od zbieznosci ciagu (2.12). W niekto-
rych wypadkach mozliwe jest okreslenie dostatecznych warunkéw zbieznosci. Jednak
w praktyce czesto trzeba si¢ zadowoli¢ eksperymentalnym sprawdzaniem zbieznos$ci. Jesli
daje ono wynik negatywny, nalezy dokona¢ innego przeksztalcenia réwnania (2.1)
w (2.10). Przeksztatcenie to moze by¢ wykonane na dowolnie wiele sposobow. Trafnos¢
wyboru takiego przeksztalcenia, oprocz zapewnienia uzyskania samego rozwiazania, decy-
duje rowniez o szybkosci zbieznosci procesu iteracyjnego (2.12). Informacja o szybkos$ci
zbiezno$ci metody jest tzw. wykladnik zbieznosci. Mowi sie, ze metoda jest rzedu p, jesli
istnieje stata K taka, ze dla dwdch kolejnych przyblizen x; oraz x;., pierwiastka & zachodzi
relacja (Fortuna, Macukow i Wasowski, 1982):

|x =& <K|x, -&|". (2.17)

Dla p = 1 metod¢ okresla si¢ jako liniowa, dla p = 2 — jako kwadratowa, a dla p = 3 — jako
szescienng.

m Przykiad 2.2

Wplyw sposobu przeksztatcenia fix) =0 — x = ¢ (x)
na wlasnosci procesu iteracyjnego (Dahlquist i Bjorck, 1983)

Rozwazmy réwnanie postaci
x+Inx=0, 2.2.1)

ktérego pierwiastek wynosi &~ 0,5 (doktadniej 0,5671). Przeksztalémy je do postaci (2.10),
tj. x = ¢ (x), na trzy sposoby:

Wydzial Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG
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1) x=-Inx, (2.2.2)
z 0og6lnym wzorem rekurencyjnym
x=—Inx_4, (@(=12.) (2.2.3)
2) X=€% (2.2.4)
ze wzorem rekurencyjnym
X =e"1 (i=1,2,..), (2.2.5)
oraz
1 —x
3) x=§(x+e ), (2.2.6)

dla ktérego wzor rekurencyjny jest nastepujacy:
X; :%(xi_l+e""ﬂ i=12..). (2.2.7)

W spos6b oczywisty nasuwaja Sie tutaj nastepujace pytania:
— ktdrego z tych wzoréw mozna uzyé?
— ktérego wzoru nalezy uzy¢?

Odpowiedz na pytanie pierwsze wynika bezposrednio z warunku (2.14) | ()| < 1.
Dla przypadku (2.2.2) bedzie

Y S
I(p(f)l—‘f‘ 052

Ciag kolejnych przyblizen okreslony przez (2.2.3) jest wigc rozbiezny, dla nawet bardzo
bliskiego pierwiastkowi & przyblizenia poczatkowego X, (zbieznos¢ jest mozliwa wytacznie
dlax, = &).

Dla przypadku (2.2.4) otrzymamy

|9'(&)|=e* =" =06.

Tutaj ciag kolejnych przyblizen (2.2.5) jest zbiezny, dla dowolnego przyblizenia poczatko-
wego.
Dla przypadku (2.2.6) bedziemy mieli

#(&)|=2[1-e¥|=Zf1-e5|-02.

Zatem ciag kolejnych przyblizen (2.2.7) jest réwniez zbiezny.

Odpowiedz na pytanie drugie wynika posrednio z obliczen kolejnych przyblizen dla
omawianego zadania. Przyjmijmy, ze zatlozona dokladnos¢ rozwiazania wynosi
£=0,00001, a przyblizenie poczatkowe %, = 1,0. Dla przeksztalcenia (2.2.4) rozwiazanie
otrzymuje si¢ po 21 iteracjach, uzyskujac wartos¢ pierwiastka rowna 0,5671. W tabeli 2.2.1
pokazano, ile iteracji trzeba wykonac¢ dla przeksztatcen (2.2.4) oraz (2.2.6), gdy zmienia si¢
przyblizenie poczatkowe.

Lepsze wyniki, ze wzgledu na liczbe iteracji, uzyskano dla wzoru (2.2.6), dla ktérego
pochodna ¢ jest mniejsza. Zatem mozna wnioskowac, ze tempo zbieznosci procesu itera-
cyjnego okresla wartos¢ pochodnej ¢~ — im wartos¢ tej pochodnej jest mniejsza, tym wigk-
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sze jest tempo zbieznosci procesu iteracyjnego (2.12). Istotne jest wiec pytanie: czy mozna
polepszy¢ tempo zbieznosci? Zapiszmy wz6r (2.2.6) do nieco zmienionej postaci

ax ,+e
= 2.2.8
X a+1 ( )
ktéremu odpowiada pochodna
, a—-e*
o'(X)= . (2.2.9)
a+l
Tabela2.2.1
Zaleznos¢ liczby iteracji od przyblizenia poczatkowego dla réwnan (2.2.4) i (2.2.6)
Roéwnanie
Przybl. poczat. (224 (2.2.6)
1,0 21 9
10,0 23 12
1000,0 23 19
Po uwzglednieniu (2.2.4) zapiszemy ja nastepujaco:
, a—
p(e=22 (2210)

a+l’
Dla wartosci « bliskiej wartosci & wartos¢ pochodnej bedzie mata, a zatem zbieznos¢ po-
winna by¢ szybsza anizeli dla wzoru (2.2.6).

1,00

0,75

0,50

przyblizenie pierwiastka

0,25 : : : : -
indeks iteraciji
Rys. 2.2.1. Przyblizenie rozwiazania w kolejnych iteracjach dla rownania (2.2.8) przy xo,=1i = 0,6

Obliczenia wykonane dla wyjsciowych danych jak w poprzednich przyktadach oraz
dla «=0,6 potwierdzaja to przypuszczenie. Rozwiazanie z doktadnoscia €= 0,00001
otrzymuje sig dla:
Xo = 1,0 po 5 iteracjach,
X = 10,0 po 7 iteracjach,
X0 = 1000,0 po 11 iteracjach.
Poréwnujac powyzsze wyniki z wynikami zawartymi w tabeli 2.2.1, zauwazamy zdecydo-
wana poprawe tempa zbieznosci. [ ]
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m Przykfad 2.3

Obliczenie wspotczynnika oporu A
wg Colebrooka-White'a metoda iteracji prostej

Jedna z czesciej stosowanych formut empirycznych dla okreslenia wspdtczynnika
oporu A jest wzor Colebrooka-White’a (Czetwertynski i Utrysko, 1969)

1 g (ﬂ e J 23.)

gdzie: 4 - wspbtczynnik oporu,
R. — liczba Reynoldsa [/],
e — chropowatos¢ przewodu [m],
d - érednica przewodu [m].

Réwnanie to ze wzgledu na A jest rownaniem nieliniowym, ktdre mozna rozwiaza¢ metoda
iteracji prostej (Burzynski, Granatowicz, Piwecki i Szymkiewicz, 1991). Stosujac podsta-

wienie Z = l/ﬁ , Zapisujemy je w postaci

_ 2,512 e
Z=-2log (—Re + 3724 J (2.3.2)
tzn.
Z=¢(2). (2.3.3)

Jak wiadomo, metoda iteracji prostej jest zbiezna, gdy jest spetniony warunek |¢f/(2)| < 1.
Uwzgledniajac, ze Ig N = In N/In 10 oraz wprowadzajac oznaczenia:

A 2,51, B—_°© ' C:_L:_olgsgs, (2.3.4a,b,c)
R, 3,72d In10
otrzymujemy:
o(2)=CIn(AZ+B) (2.3.5)
oraz
do _ c_ A (2.3.6)
dz AZ+B

W celu oszacowania maksymalnej wartosci pochodnej dg/dZ réwnanie (2.3.6) spro-
wadzamy do postaci

gp__°C 888 (2.3.7)
dZ Z+B/A 10Z+R.e/d

Z badan eksperymentalnych wiadomo (Czetwertynski i Utrysko, 1969), ze 4 € (0,005 — 0,08);
zatem
1

7.

Minimalna wartos¢ liczby Reynoldsa dla przeptywu burzliwego w rurociagu wynosi 2300,
a minimalna wartos¢ chropowatosci dla rur stalowych e=0,02 mm. Jako maksymalna

Zin ~35. (2.3.8)
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srednice rurociagu przyjeto d = 1000 mm. Uwzgledniajac powyzsze dane, otrzymujemy
oszacowanie

do B —8,685

az |, ~10-3,5+2300-0,02/1000

~0,25<1. (2.3.9)

X

Jak wida¢, warunek |@’(Z)| < 1 jest spetniony dla wszystkich wartosci Re, €, d. Nie jest wigc
konieczne poszukiwanie przedziatu, w ktérym znajduje sie pierwiastek. Za pierwsze przy-
blizenia poszukiwanej wartosci wspétczynnika A mozna przyjaé¢ na przyktad wartosé¢ 0,04.
Wynika stad, ze

Z,=— 1 _—50. (2.3.10)

° Joos
Omawiajac metodg iteracji prostej, podano ze obliczanie kolejnych przyblizen powin-
no by¢ wykonywane tak dtugo, az spetniona bedzie nierownoscé

2 -7,/< _1; 9. (23.11)
W tym wypadku za g mozna przyjaé
q=92  _q2s.
dz max

Dla potrzeb projektowania wystarcza okreslenie A z dokfadnoscia do 0,00001. Jesli wziaé

pod uwagg, ze Z :J/\/z
1

dz =

Zatem:

AZ = 0,000005 zas e= 0,0028?5

= 0,00082 .
15

Wyniki obliczen A dla danych R, d oraz e zestawiono w tabeli 2.3.1. W ostatniej kolumnie
podano liczbe wykonanych iteracji.

Tabela2.3.1
Wyniki obliczen wsp6tczynnika oporu
R, e [mm] d [mm] A Liczba iteracji
2500 1,00 100,0 0,05388 6
10000 1,00 100,0 0,04307 5
40000 1,00 100,0 0,03930 3
100000 1,00 100,0 0,03844 3
200000 1,00 100,0 0,03814 3

Potwierdzaja one znany fakt zaniku wptywu liczby Reynoldsa przy jej duzych wartosciach
na wartos¢ wspotczynnika A. [ ]
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38 2. Rozwiazywanie przyblizone réwnan nieliniowych

2.5. Metoda Newtona (stycznych)

Rozwiazujemy réwnanie nieliniowe o postaci (2.1) f(x) = 0. Zatézmy, ze znamy Xx;,
przyblizona wartos¢ pierwiastka tego rownania. Niech kolejne przyblizenie pierwiastka
lezy w odlegtosci h od przyblizenia poprzedniego, czyli

Xie1 =X+ h, (2.18)
gdzie h jest wielkoscia mata.
Zaktadajac, ze funkcja f(X) jest ciagha i rozniczkowalna, jej wartos¢ w punkcie X; .~ 1 mozna
okresli¢ z rozwinigcia w szereg Taylora

2
f(x +h)=f(>g)+hf'(>g)+h?f”(>g)+.... (2.19)

Metoda Newtona polega na pominieciu w réwnaniu (2.19) wyrazéw z pochodnymi drugie-
go rzedu i wyzszymi. Poniewaz mozna przyjac, ze f(x + h) =0, to

f(x) +hf’(x) =0, (2.20)
skad
h=—t(8) (2.21)
(%)

Podstawiajac otrzymana poprawke do wzoru (2.18), okreslamy nastepne przyblizenie pier-
wiastka
f(x)

=X — 2.22

Xi1=% f,(xi) ( )
Wz6r (2.22) mozna takze otrzyma¢, wychodzac z réwnania stycznej do krzywej y = f(x)
w punkcie x;.
y A Istothnym problemem w metodzie Newtona
jest przyjecie przyblizenia poczatkowego.
Mozna udowodni¢ (Demidowicz, Maron i Szu-
watowa, 1965), ze w przedziale (a, b) dobrym
() Przyblizeniem poczatkowym bedzie taki punkt,
dla ktérego spetniona jest nierownos¢

f(xo) T”(x0) > 0. (2.23)

X Jezeli zachodza nastepujace warunki:

— f(a) - f(b) <0,

— f7(x) jest ciagta w przedziale (a, b) i nie
zmienia w nim znaku,

— styczne do krzywej y = f(X) poprowadzone
w punktach o odcietych a i b przecinaja 0$ x
wewnatrz przedziatu (a, by,

to jako przyblizenie poczatkowe X, mozna przyja¢ dowolna wartos¢ z przedziatu (a, b)
(Fortuna, Macukow i Wasowski 1982).
Skutki niespetnienia ostatniego warunku ilustruje rys. 2.13.

Rys. 2.12. Graficzna interpretacja
metody Newtona
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Ay
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2

Rys. 2.13. Metoda Newtona — przyktad drastycznie ztej zbieznosci
w wypadku zlego przyjecia przyblizenia poczatkowego

Przyjecie przyblizenia poczatkowego zarowno w punkcie a (pochodna funkcji bardzo bli-
ska zeru), jak i w punkcie lezacym w $rodku przedziatlu {(a, b) (argument nastepnego przy-
blizenia jest bardzo duzg liczba) prowadzi do zalamania lub wydluzenia obliczen w trakcie
realizacji komputerowej algorytmu. Natomiast przyjmujac punkt startowy na prawym kran-
cu przedziatu, uzyskujemy gwarancje uzyskania rozwiazania. Nasuwa si¢ tutaj nastepujacy
whniosek: w realizacji komputerowej, przed uzyciem metody Newtona, nalezy sprawdzi¢, na
ktérym krancu przedziatu poszukiwania pierwiastka pochodna funkcji ma wigksza wartos¢.
Przyblizeniem poczatkowym zapewniajacym najlepsze rozwiazanie bedzie ten kraniec
przedzialu, gdzie pochodna ma warto$¢ wieksza.

Testy numeryczne potwierdzaja skutecznos¢ stosowania metody Newtona nawet dla
wartosci poczatkowych dalekich od pierwiastka, chociaz formuta (2.22) byta wyprowadzo-
na intuicyjnie tylko dla wartosci x bliskich pierwiastka & Wyjasnienie tego problemu poda-
je Legras (1974).

Ze wzoru (2.22) wynika, ze im wieksza jest A (%)
warto$¢ pochodnej f’(x) w otoczeniu pierwiastka &
tym wartos¢ poprawki jest mniejsza. Oznacza to, ze - Vs

metoda Newtona jest bardzo efektywna, gdy krzywa Lo '
f(x) jest stroma w otoczeniu pierwiastka. W wypad- /\/ P

ku, gdy funkcja f(x) ma lokalne ekstrema (f"(x) = 0), —t & o—+—>
obliczenie pierwiastka za pomoca tej metody moze / X1 Xo X
by¢ niemozliwe. Sytuacje taka pokazano na rys.

2.14. Rys. 2.14. Metoda Newtona — funkcja

Chociaz dla metody Newtona istnieje teoretycz- z lokalnymi ekstremami
ne oszacowanie btedu przyblizenia, to ze wzgledu na
praktyczne klopoty z jego stosowaniem, w wypadku gdy funkcja f (x) jest dostatecznie
gtadka, doktadnosé¢ obliczanego przyblizenia x; okresla si¢ na podstawie nierownosci

I <e. (2.24)

Okreslenie wartosci ¢ tak, aby x; mozna bylo uwaza¢ za dobre przyblizenie pierwiastka &
jest problemem, ktdry nalezy rozwigzac indywidualnie w kazdym zadaniu.

Iteracyjng formule metody Newtona (2.22) mozna zmodyfikowac. Jesli pochodna
f'(x) zmienia si¢ w przedziale domknigtym (a, b) nieznacznie, to we wzorze (2.22) mozna
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40 2. Rozwiazywanie przyblizone rdwnan nieliniowych

przyja¢ f ’(x) = f ’(xo). Kolejne przyblizenia pierwiastka & réwnania f(x) = 0 mozna wigc
oblicza¢ wedtug wzoru

mx -8 g0 2.25
X=X oy 12012 (2.25)
W interpretacji geometrycznej wzor (2.25) oznacza zamiane stycznych w punktach Ci(x;,
f(x)) na proste réwnolegte do stycznej, poprowadzonej przez punkt Co(xo, f(Xo)), lezacy
na krzywej y = f(x) (rys. 2.15). Taka modyfikacja metody Newtona jest szczeg6lnie uzy-
teczna w wypadku, gdy pochodna f'(x) jest
ztozona. Mozna udowodni¢, ze jesli po-
chodne f'(x) i f(X) nie zmieniaja znakéw, to
proces iteracyjny opisany wzorem (2.25)
jest zbiezny.
W wielu problemach wystepujacych
w hydrotechnice  okreslenie  analitycznej
postaci f “(X) moze by¢ klopotliwe. W takich
wypadkach mozna zastapi¢ doktadna wartosé
pochodnej jej przyblizeniem przez aproksy-
macje ilorazem roznicowym wynikajacym
z rozwinigcia w szereg Taylora

)4

Rys. 2.15. Graficzna interpretacja metody o F(6)=T(X4)
Newtona ze stata styczna (%) = W . (2.26)

Wowczas wzér (2.22) przyjmie posta¢
VTR, Tk, TR
f06)—f (%)

Posta¢ tego wzoru jest podobna do (2.6). R6znica polega na tym, ze we wzorze (2.6) jeden
z koncow przedziatu jest staty.

f(x). (2.27)

m Przykiad 2.4
Obliczanie gtebokosci krytycznej w kanale metoda Newtona

Ustalony przeptyw w kanale otwartym, zaleznie od istniejacych warunkdw, moze
mie¢ charakter przeptywu nadkrytycznego, krytycznego lub podkrytycznego. Kryterium
klasyfikacji stanowi gtcbokosé, z jaka odbywa si¢ przeptyw. Glebokos¢ krytyczna spetnia
rownanie (Czetwertynski i Utrysko, 1969):

2 3
oK o
gdzie: Q - natezenie przeptywu,
o — wspotczynnik de Saint-Venanta,
g — przyspieszenie ziemskie,
A — powierzchnia przekroju czynnego,
b — szerokos¢ zwierciadta wody.
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Réwnanie to jest wazne dla dowolnego ksztattu przekroju poprzecznego. Przyjeto tu,
ze przekroj jest trapezem o nachyleniu skarp 1: M i szerokosci dna B. Powierzchnie prze-
kroju czynnego mozna w tym wypadku wyrazi¢ wzorem (2.1.3), za$ szerokos¢ zwierciadta
wody opisuje wzér

b=B+2HM. (2.4.2)

Jezeli zatem znamy: ¢, Q, g, B, M, to gtebokos¢ krytyczna mozna wyznaczy¢ jako pierwia-

stek réwnania

(BH + H’M)?
aQZ '
Do rozwiazania powyzszego réwnania zastosujemy metode Newtona. Rézniczkujac

réwnanie (2.4.3) otrzymujemy wyrazenie definiujace pochodna funkcji f(H).

f(H)=(B+2HM)—g (2.4.3)

f'(H)=2M — 92 -3(BH + H?M)?(B+2HM) . (2.4.4)
aQ

Podobnie jak w przyktadzie (2.1), w algorytmie rozwiazania mozna wyrézni¢ dwa etapy:

— lokalizacje pierwiastka w przedziale o zadanej szerokosci AH,

— obliczenie pierwiastka w przedziale z zadana dokfadnoscia.

Po znalezieniu przedziatu zawierajacego pierwiastek pierwszym przyblizeniem jest odcigta

punktu lezacego w jego srodku, czyli H = (H; + Hy)/2,0.

Dla kanatu o szerokosci B = 6,0 m i nachyleniu skarp M = 1,5 oraz dla wartosci wspot-
czynnika o = 1,1 wykonano obliczenia dla natezen przeptywu Q zmieniajacych sie od 20
do 50 m*/s. Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 2.4.1.

Tabela2.4.1

Wyniki obliczen gigbokosci krytycznej w kanale trapezowym metoda Newtona

Q [m’/s] H [m] Liczba iteracji
20 0,987 4
25 1,131 3
30 1,262 2
40 1,497 4
50 1,708 2

Uzyskano je dla AH = 0,50 m oraz £= 0,001 m.

2.6. Metody hybrydowe

Omdwione wczesniej metody sa podstawowymi sposobami numerycznego rozwiazy-
wania réwnan nieliniowych.

Jak to juz pokazano wczesniej, nawet gdy pierwiastek wystepuje w wyizolowanym
podprzedziale, funkcja moze przebiega¢ réznie — czesto tak, ze bezposrednie zastosowanie
metody jest ktopotliwe lub wrecz niemozliwe. Z tego wzgledu opracowano szereg metod
bedacych ulepszeniami metod podstawowych, najczesciej poprzez potaczenie dwoch pod-
stawowych w jedna wykorzystujaca ich zalety. Dalej krétko zostang omoéwione te, ktdre nie
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42 2. Rozwiazywanie przyblizone rdwnan nieliniowych

wymagaja znajomosci analitycznej postaci pochodnej funkcji. Naleza do nich: metoda
wynikajaca z potaczenia metod ,,regula falsi” oraz bisekcji, zwana metoda Riddersa, meto-
da Wegsteina, ktéra wynika z potaczenia metod iteracji prostej oraz siecznych, a takze
metoda Steffensena, ktédra jest modyfikacja metody siecznych.

2.6.1. Metoda Riddersa

Jest to jeden z wariantéw metody ,,regula falsi”, potaczonej z metoda bisekcji (Press,
Teukolsky, Vetterling i Flannery; 1992). Zat6zmy, ze pierwiastek réwnania nieliniowego
postaci (2.1) f (X) = 0 zostat zlokalizowany w przedziale {x;, X;). Kolejnos¢ postepowania
w metodzie Riddersa jest nastgpujaca. W kazdym kroku iteracyjnym:

1. Okresla si¢ wartos¢ funkcji f (X) w punkcie srodkowym przedziatu X3 = (X, + %,)/2;

2. Zakiada sig, ze dobrym przyblizeniem f (X) dajacym mata odchytke funkcji w jej miej-
scu zerowym jest funkcja wykfadnicza zbudowana na wartosciach f(x) w znanych
punktach x;, X,, X3, 0 postaci

f(x)-2f(x3)e” + f(x,)e** =0. (2.27)

Jest to réwnanie kwadratowe wzgledem zmiennej, ktéra jest czynnik €”. Jego rozwiaza-
nie ma posta¢

o 1) +sign(f Oy F(%)2 = F () F (%)
- f (%) ’

3. Nastepnym krokiem jest zastosowanie metody ,,regula falsi”, lecz nie do wartosci f(x,),
f(x3), f(x2), ale do wartosci f(xy), f(xs) €7 f(x) €% ktéra umozliwia wyznaczenie nowego
przyblizenia x, pierwiastka réwnania. Uwzgledniajac rozwiazanie (2.28), otrzymujemy
ostatecznie

(2.28)

sign(f (%) — FOu)) FO6)
V)2 = 00 (%)

4. Kolejnym dziataniem jest sprawdzenie znakéw funkcji w punktach x; do X, co osta-
tecznie umozliwia okreslenie sposobu zawgzenia przedziatu wystgpowania pierwiastka.
| tak:

— jezeli f(x3) - f (X4) <0, 10 X3 = X3, Xo = Xg;
— jezeli natomiast f(xg) - f(xs) > 0, trzeba jeszcze dodatkowo sprawdzi¢, czy f () -
f(x4) > 0. Gdy ostatni warunek jest spetniony, to X, = X4, W przeciwnym razie X; = X,.

Xy = Xg + (X — %) (2.29)

Réwnanie (2.29) ma ciekawe wiasnosci. Po pierwsze gwarantuje ono, ze przyblizenie
X4 Zawsze znajduje si¢ wewnatrz przedziatu (X;, X2), po drugie — tempo zbieznosci metody
jest wyzsze niz metody bisekcji. Przyspieszenie zbieznosci uzyskuje si¢ przez wykorzysta-
nie wspdtczynnikow wyktadniczych w (2.27). Ponadto w algorytmie uwzgledniamy tylko
wartosci funkcji. Nie jest potrzebna znajomos¢ jej pochodnej.

Testem zakonczenia procesu iteracyjnego moze byc¢ sprawdzenie warunku % — x| < &
gdzie €jest przyjeta doktadnoscia rozwiazania.
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2.6.2. Metoda Wegsteina

Metoda ta dobrze nadaje si¢ do rownan (2.1) przeksztatconych do postaci:
X= @ (X). (2.30)

Sama metoda jest potaczeniem opisanych wczesniej metod iteracji prostej oraz siecznych.
Rozpatrzmy graficzna interpretacje metody Wegsteina zastosowanej do réwnania (2.30) dla
przypadku, gdy -1 < ¢’(xX) <0 (rys. 2.16).

y 4
A
+
A Vi
' 3
1
i
i A,
LN
o A
| TN By
1 ‘€ +--
1 1 I
i R B
e R i S y =0
A H I ! >
X1 =Y & X Xo X

Rys. 2.16. Graficzna ilustracja metody Wegsteina, gdy -1 < ¢’(x) <0
(%o — poczatkowe przyblizenie, £ pierwiastek réwnania)

Startujac z przyblizenia poczatkowego X, ktéremu odpowiada punkt B na krzywej
y = @(X) 0 wspotrzednych (X0, @ (X)), wyznaczamy punkt A o wspotrzednych (g, @ (Xp)).
Kolejnym krokiem jest poprowadzenie siecznej przez punkty A oraz B i wyznaczenie
wspdirzednej punktu jej przeciecia z prosta y = x. Otrzymujemy ja z zaleznosci:

om0 _%=% (2.31)
DR KX
gdzie:y: = 9(x), X1 = Y1, Y2 = @ (%)
Wspotrzedna t¢ wyliczamy z przeksztatcenia (2.31):
SR Lo 1 W (2:32)
=N =X%+X

i traktujmy jako nastepne przyblizenie poszukiwanego pierwiastka.
Dlai + 1 przyblizenia pierwiastka, ogélny wzor rekurencyjny ma postac:

%

P(%)%1 = @(%1)% , (2.33)
o) —@(X_1) =X + %4

Xipg =

gdzie: i =1, 2, ..., przy czym x; = ¢ (Xo).
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Wz6r (2.33) mozna przeksztatcic, dodajac i odejmujac od licznika wyrazenie ¢#(x) — ¢ (x)
@ (X-1) — (%) %. Otrzymujemy wtedy korzystniejsza w obliczeniach komputerowych
postac:

(p(x) — (%1)) (2(%) — %) (2.34)

X1 =006) =
" 9(%) = P(X 1) =% + %1
Zalety tej wersji metody, to wiasnos¢ samokorekcji charakteryzujaca metode iteracji prostej
oraz bardzo prosty algorytm.

2.6.3. Metoda Steffensena

Jest to zmodyfikowana metoda siecznych, w ktdrej uzywa sie dodatkowo tylko jednej
nowej wartosci funkcji w kazdym kroku iteracyjnym (Dahlquist i Bjorck, 1983). Efektem
modyfikacji jest wzrost tempa zbieznosci metody. Dla réwnan postaci (2.10) metoda okre-
$lona jest wzorem rekurencyjnym

xa=x- ) 2012, (2.35)
9(%)
gdzie: g(x) = PO+ OO - (%)
f(x)

Metoda ta, scisle zwiazana z metoda siecznych, jest szczeg6lnie uzyteczna dla uktadow
roéwnan nieliniowych.

m Przyktad 2.5
Obliczenie obcigzenia przelewu o ostrej krawedzi
Kanatem prostokatnym o szerokosci b, wyposazonym na catej szerokosci w przelew

o0 ostrej krawedzi i wysokosci p jak na rys. 2.5.1, ptynie woda z natezeniem Q. Nalezy
obliczy¢ obciazenie hydrauliczne h przelewu, uwzgledniajac predkosé wody doptywajacej.

Rys. 2.5.1. Przelew o ostrej krawedzi

Jesli oznaczy¢ przez v, srednia predkos¢ doptywu, wzoér okreslajacy natezenie przeptywu
przez przelew prostokatny ma postac
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) V2 3/2 V2 3/2
=ZubyJ2gl|h+2| |2 , 2.5.1
-2z {4) ey

gdzie: h obciazenie przelewu,
b — szerokos¢ przelewu,
g — przyspieszenie ziemskie,
41 — wspotczynnik wydatku.

Predkos¢ wody doptywajacej okresla wzor
v Q
0 =
b(p+h)
Wspotczynnik wydatku dla przelewu prostokatnego o ostrej krawedzi, bez bocznego zwe-
zenia, dany jest wzorem

2
1 =0,615 1+; 1+0,5 _h , (2.5.3)
1000h+1,6 h+p

waznym gdy p=0,3m; 0,025 <h<0,8morazh/p<1.
Réwnanie (2.5.1), z zaleznosciami (2.5.2) i (2.5.3), jest rownaniem nieliniowym wzgledem
h o postaci f(h) = 0, przy czym:

’ V2 3/2 V2 3/2
f(h)=Q—§ub@ {h+%j -(%J . (2.5.4)

(2.5.2)

Obliczenia wykonano metodami niewymagajacymi znajomosci pochodnej funkcji f(h),
tj. bisekcji, siecznych, Riddersa, Wegsteina, iteracji prostej oraz Steffensena, dla nastepuja-
cych danych:

— natezenie przeptywu  Q=7,20 m¥s,
— szerokos¢ kanatu b=50 m,
— wysokos¢ przelewu p=10m.

W przypadku metody iteracji prostej oraz Wegsteina, réwnanie (2.5.4) przeksztat-
cono do postaci h = ¢(h) poprzez dodanie i odjecie h od prawej strony (2.5.4). Nowa
funkcja bedzie wtedy dana relacja:

) V2 3/2 V2 3/2
hy=h+Q-=uby2g|| h+-2| —|-2 . 255
p(h)=h+Q Sw—g[ zg] [Zg] (2.5.5)

Tak jak w poprzednich przyktadach, pierwszym etapem rozwiazania byta lokalizacja pier-
wiastka w przedziale o zadanej dtugosci Ah = 2 m. Wyniki obliczen w kolejnych iteracjach,
dla doktadnosci €= 0,00001, przedstawiono w tabeli 2.5.1.

Jak nalezato oczekiwa¢, zbieznos¢ metody bisekcji jest najwolniejsza. Najefektyw-
niejsza okazata sic metoda Riddersa. Zauwazmy, ze pomimo zastosowania najprostszego
przeksztatcenia wyjsciowej funkcji (2.5.4) do postaci (2.5.5), metoda Wegsteina zakonczy-
fa sie sukcesem w odréznieniu od metody iteracji prostej, ktéra — jak pokazano w tabeli
2.5.1, daje rozbiezny ciag kolejnych przyblizen poszukiwanego pierwiastka.
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Tabela2.5.1

Zestawienie wynikdw iteracyjnego rozwiazania réwnania (2.5.4) réznymi metodami

h w kolejnych iteracjach obliczone metoda:

bisekcji siecznych Riddersa Wegsteina iteracji prostej Steffensena

1,000010 0,425214 0,771840 0,000010 1,00001 0,464892
0,500010 1,047816 0,789766 0,042470 -1,02749 - 10 0,677061
0,750010 0,744417 0,789799 0,083670 2,33255 - 10° 0,764307
0,875010 0,784867 0,789799 1,409764 -1,24394 - 10° 0,789733
0,812510 0,789904 0,582819 3,57022 - 10" 0,789799
0,781260 0,789798 0,739922

0,796885 0,789799 0,795161

0,789072 0,789673

0,792979 0,789798

0,791026 0,789799

0,790049

0,789561

0,789805

0,789683

0,789744

0,789774

0,789790

0,789797

2.7. Rozwigzywanie uktadéw réwnan nieliniowych

Uktady réwnan nieliniowych moga nie mie¢ rozwiazan, moga mie¢ jedno, skonczona
ich liczbe lub nieskonczenie wiele rozwiazan. Warunki istnienia i jednoznacznosci rozwia-
zania, Scisle zwiazane z konkretnymi przypadkami, powinny by¢ badane indywidualnie.
Wskazowki og6lne sa przewaznie dosé¢ trudne do wykorzystania praktycznego.

Wszystkie metody numeryczne rozwiazywania uktadéw réwnan nieliniowych sa me-
todami iteracyjnymi. Zaleznie od przyjetego sposobu opisu procesu iteracyjnego nadaje sie
im rézne nazwy.

Uktad rownan nieliniowych przedstawia si¢ w ogélnej postaci wektorowej

gdzie: X = (xq, X, Xa, ey Xo) s
F(X) = (f1(X), fo(X), ., X)),
T — symbol transpozycji,
n— wymiar ukfadu.

F(X)=0,

(2.36)
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Po rozpisaniu ma on postac:
fl(X]J X2| ey Xn) = 0!
fZ(Xll XZ, ey Xn) = O! (237)

fn(Xln X2y weey Xn) =0.

Rozwiazanie uktadu réwnan nieliniowych polega na znalezieniu wektora X spetniajacego
ten uktad.

2.7.1. Metoda iteracji prostej (Picarda)

Wyznaczajac kolejne niewiadome z réwnan uktadu (2.37), przeksztatcamy go do po-
staci:

Xl: gl (Xll X2| ey Xn);
X2: 92 (Xll X2| ey Xn)u (238)

Xn= Gn(X1, X2, .., Xn),
€0 mozna zapisa¢ krocej w postaci macierzowej

X = G(X). (2.39)
Majac poczatkowa wartos¢ wektora X @, tworzymy ciag okreslony zaleznoscia
X®D = g(x ®), (2.40)

gdzie: k- indeks iteracji.

Jesli powyzszy ciag dazy do granicy X, gdy K — oo, to X jest rozwiazaniem uktadu (2.36).
Ogolne warunki zbieznosci tego ciagu przyblizen sa mato przydatne w konkretnych sytu-
acjach. Skutecznos¢ metody nalezy okresli¢ na podstawie eksperymentéw numerycznych.
Z doswiadczenia wynika, ze metoda iteracji prostej jest metoda wolnozbiezna.

2.7.2. Metoda Newtona

Whprowadzmy nastgpujace oznaczenia:
X® — przyblizenie rozwiazania uktadu (2.36) w iteracji k-tej,
A® — wektor odchytek-réznic w iteracji k-tej pomiedzy rozwiazaniem doktadnym i przy-
blizonym uktadu (2.36).
Pomigdzy tymi wektorami a rozwiazaniem doktadnym uktadu (2.36) zachodzi zwiazek

X =X®W+ AW, (2.41)

Zaktadamy, ze funkcje f; tworzace uktad sa okreslone, ciagte i rozniczkowalne wzgledem
wektora X. Poniewaz z definicji wiadomo, ze F(X) = 0, mozna napisa¢

AWM =0, (2.42)

()
FXK+A®) = F(xT) +%

Powyzsza formuta zapisu wynika z rozwiniecia funkcji F w szereg Taylora woké6t punktu
X®, z zaniedbaniem cztonéw szeregu z pochodnymi rzedu wyzszego niz 1. Wektor odchy-
tek okreslamy nastepujaco:
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AW = x®D _x®, (2.43)
gdyz przyblizeniem X bedzie X, Zatem mozna napisag, ze
Q%%glwwm—waz—axwy (2.44)
gdzie:
afl(xl(k) L ) afl(xl(") x| )
W) | o
X afn(xl(k) : xék),...x,ﬂk)) afn(xl(k) : xé"),...xrﬂk))
0%y X,

jest jakobianem uktadu (2.36).
Metode Newtona mozna ostatecznie zapisa¢ w postaci

k) =y _ (J(k))—l F(X(k)). (2.45)

Jak wida¢, metoda ta jest zarowno pracochtonna, jak i wymaga znacznej pamigci kompute-
ra. W kazdej iteracji nalezy obliczy¢ jakobian uktadu o wymiarach n x n, a nastgpnie doko-
na¢ jego odwrdcenia. W obliczeniach praktycznych zwykle metode Newtona zapisuje sie
w poprzedniej postaci, tzn. (2.44)

JOAW = FW. (2.46)

Zamiast odwracania macierzy J, rozwiazujemy uktad réwnan liniowych wzgledem wektora
odchytek, skad nastepnie obliczamy nowe przyblizenie wektora niewiadomych:

X ® = x O 1 AW, (2.47)

Ten sposob jest bardziej ekonomiczny, szczeg6lnie wtedy, gdy J jest macierza pasmowa.
Innym zabiegiem stosowanym w celu poprawienia ekonomicznosci metody Newtona
jest stosowanie statego jakobianu. Zamiast oblicza¢ jakobian w kazdej iteracji, wykorzystu-
je si¢ jego wartosc¢ z iteracji k = 0. Bedzie wigc
JOAW=_FO, (2.48)

Tak okreslony proces jest wolniej zbiezny, lecz nie wymaga ciagtego obliczania J, co jest
ktopotliwe szczegolnie wtedy, gdy pochodne trzeba liczy¢ numerycznie.

m Przykfad 2.6
Obliczenie przeplywéw w sieci wodociggowej

Jednym z typowych zagadnien inzynierii sanitarnej jest zagadnienie przeptywu ustalo-
nego wody w sieci wodociagowej. Pod pojeciem sieci nalezy rozumie¢ uktad pojedynczych
przewodow potaczonych w weztach. W wezle zbiegaja sie co najmniej trzy przewody lub
dwa z lokalnym doptywem/odptywem wody. Sie¢ moze byé zamknigta, tworzac szereg
pierscieni. Rozwiazanie sieci polega na obliczeniu natezenia przeptywu w jej przewodach
oraz cisnien w jej weztach (Mitosek, 2001). W tym celu wykorzystuje sie dwa rodzaje
rownan. Mianowicie dla kazdej gatezi sieci mozna napisa¢ uproszczone réwnanie zacho-
wania energii mechanicznej (Bernoulliego) (rys. 2.6.1):
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2
gdzie: i - indeks wezta poczatkowego,

j  — indeks wezta koncowego,

H; - rzedna linii cinienia piezometrycznego w wezle i,

H; — rzedna linii cisnienia piezometrycznego w wezle j,

Qi — natgzenie przeptywu w gatezi,

Sj — opor hydrauliczny przewodu rozumiany jako strata energii w przewodzie przy przepty-

wie jednostkowym.

I N T 2
| . | Qij ij
| linia energi I
|
| |
| |
| |
' :
|
e
| Dijj Qjj | !
i ¢ )
_______________ _ |
i
« r R
[~ j o ., q
v poziom poréwnawczy

Rys. 2.6.1. Schemat odcinka sieci wodociagowej

Opor hydrauliczny okresla zaleznos¢
L

= (2.6.2)
Lrs
gdzie: L - dtugos¢ przewodu,
Kij — charakterystyka przewodu definiowana jako
1
Ky =—RI°A;, (2.6.3)

gdzie: n - wspotczynnik szorstkosci wedtug Manninga,
A — powierzchnia przekroju poprzecznego przewodu,
R — promien hydrauliczny przewodu.

Dla dowolnej sieci mozna napisac tyle rdwnan o postaci (2.6.1), ile gatgzi zawiera sie¢.

Do drugiego typu réwnan, ktdre stosuje sie¢ do obliczen przeptywu w sieci, nalezy
rownanie ciagtosci. Dla kazdego wezta, w ktorym tacza
si¢ przewody lub odprowadzana jest woda (rys. 2.6.2)
mozna napisa¢ réwnanie zachowania masy, ktére przy
statej gestosci ma posta¢ bilansu objetosci:

N
> Q=q (2.6.4)
i=1
Q,
gdzie: Q; - doptyw/odptyw do/z wezta gatezia, Rys. 2.6.2. Schemat wezta,
g — doptyw/odptyw zewnetrzny (pobdr wody), w ktorym facza sie 3 gatezie

N — liczba galezi taczacych sie w wezle.
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Zapisujac powyzsze réwnanie, nalezy bra¢ pod uwage kierunek przeptywu wody w prze-
wodach. Zwykle przyjmuje sie nastepujaca konwencje: doptywy do wezla traktuje sie jako
dodatnie, za$ odptywy maja znak ujemny.

Zatézmy, ze okreslamy przeptyw w sieci o strukturze przedstawionej na rysunku
(2.6.3). Jest to sie¢ wielopierscieniowa, zasilana z jednego zbiornika, o znanej wartosci
cisnienia piezometrycznego. Sie¢ te tworzy 26 gatezi o danych srednicach, dtugosciach
i charakterystykach hydraulicznych. Galgzie tacza si¢ w 17 weztach, w ktérych dodatkowo
istnieja odptywy g. Mozna wiec dla niej napisa¢ 26 réwnan typu (2.6.1) oraz 16 réwnan
typu (2.6.4), co daje tacznie 42 réwnania. W sieci nalezy okresli¢:

— 17 wartosci cisnien w weztach,
— 26 wartosci przeptywédw w gateziach.

W wezle 1 reprezentujacym zrodto zasilania znane jest cisnienie, a zatem do uktadu mozna
doda¢ rdwnanie, ktére domknie go. Bedziemy mieli zamkniety uktad o wymiarze 43 x43.

Poniewaz réwnania (2.6.1) sa nieliniowe wzgledem natezen przeptywow, uktad ten
jest uktadem nieliniowych réwnan algebraicznych. Mozna zapisa¢ go nastepujaco:

AX =B (2.6.5)
gdzie: A — macierz wspdtczynnikdw,
B - wektor wyrazéw wolnych,
X — wektor niewiadomych.

Wektor niewiadomych X utworza wszystkie wartosci weztowe cisnien oraz przeptywy
w gateziach. Ma on wiec nastepujaca strukture:

X = (Hy, Ha, ..., H17, Qu2, Qo3 ooy Quz17)"

Macierz ukladu A jest macierza pasmowa bardzo rzadka. Tylko niewielka czes¢ jej
elementéw ma wartosci rézne od zera. Niektore z nich zaleza od niewiadomych, co powoduje
nieliniowos¢é uktadu. Wektor wyrazéw wolnych B = (by, by, ..., bus)" ma nastepujace elementy:

b, = H, (H,— zadane cisnienie w wezle 1),

by, bs, ..., 07 =0,

D2 = O,

D2g = O,

D43 = Q7.

Uktad (2.6.5) w postaci AX — B = 0 rozwiazujemy metoda Newtona. Zgodnie z jej
opisem, algorytm iteracyjny tej metody ma posta¢

JM AX®D = _ F® (2.6.6)

gdzie: J jakobian uktadu (2.6.5),
AX®D = x®&D _x® _ wektor poprawek,
FO=A®X®_B  _ wektor residualny uktadu (2.6.5),
k indeks iteracji.

Elementy macierzy Jacobiego w tym wypadku oblicza sie bardzo tatwo. Kolejne rowna-
nia typu (2.6.1) i (2.6.4) rdzniczkujemy wzgledem kolejnych niewiadomych. Z oczywistych
powoddw macierz J, podobnie jak A, jest rdwniez macierza pasmowa, bardzo rzadka. Proces
iteracyjny (2.6.6) prowadzimy do chwili uzyskania rozwiazania z postulowana doktadnoscia.

Rozwiazujac zadanie przeptywo6w ustalonych w sieci rurociagéw, nalezy wprowadzi¢
stosowne dane, wymagane przez algorytm obliczen. Mianowicie nalezy okresli¢:
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— liczbe gatezi w sieci,
— charakterystyke kazdej gatezi, w tym:
— indeks poczatkowego wezta gatezi,
— indeks koncowego wezta galezi,
— $rednice wewnetrzna rurociagu,
— dugos¢ rurociagu,
— wspotczynnik szorstkosci wg Manninga (jesli ta formuta jest stosowana do oblicze-
nia oporow ruchu);
— liczbe weztéw w sieci,
— charakterystyke kazdego wezta, w tym:
— indeksy przewodow tworzacych wezet (z uwzglednieniem kierunku przeptywu
w przewodzie),
— pobor wody z wezla;
— liczbe Zrédet zasilania oraz wartosci cisnien panujacych w zrodtach,
— doktadnosci rozwiazania &, oraz & stosownie dla cisnien i przeptywow.

®©

2000m q=20,0dm3 /s
D 400 q= 0,0 dm3 /s
(2)

(M

365,0m
D 300

275,0m
D 250

q=10,5dm3 /s

254,0m
=15,5dm3 fs
08"
q=12,0dm3 5 Eslog%m
q=150dm3%s ) ; q=155dm3 /s

gq=11,5dm3 5 q=155dm3s
Rys. 2.6.3. Schemat sieci pierscieniowej zasilanej z jednego zrodta (Wichowski, 2002)

Powyzsze dane dla sieci przedstawionej na rys. 2.6.3 zestawiono w tabelach 2.6.1 oraz
2.6.2.
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Tabela2.6.1
Charakterystyka sieci i przewodow
Nr l\ég\évze;:a N;o\?ﬁlgg{a Dlugos¢ [m] Srednica [m] WSpé}C.Zynnik
przewodu kowego wego Manninga
1 1 2 2000,0 0,400 0,012
2 2 3 365,0 0,350 0,012
3 3 4 365,0 0,300 0,012
4 4 5 450,0 0,250 0,012
5 5 6 254,0 0,200 0,012
6 6 7 375,0 0,150 0,012
7 7 8 275,0 0,100 0,012
8 9 8 284,0 0,150 0,012
9 10 9 246,0 0,150 0,012
10 11 10 545,0 0,150 0,012
11 12 11 325,0 0,200 0,012
12 2 12 415,0 0,200 0,012
13 2 13 375,0 0,300 0,012
14 3 14 275,0 0,200 0,012
15 4 15 525,0 0,250 0,012
16 15 6 224,0 0,150 0,012
17 16 325,0 0,150 0,012
18 16 250,0 0,150 0,012
19 17 420,0 0,150 0,012
20 17 10 320,0 0,150 0,012
21 13 11 248,0 0,150 0,012
22 13 14 156,0 0,150 0,012
23 14 15 652,0 0,200 0,012
24 15 16 210,0 0,200 0,012
25 17 16 550,0 0,150 0,012
26 13 17 245,0 0,250 0,012
Tabela2.6.2
Rozbiory wody w weztach
Nr wezta Pobér wody q [I/s] Nr wezta Pobér wody q [I/s]
2 0,00 10 11,50
3 20,00 11 15,50
4 15,50 12 18,00
5 12,50 13 21,50
6 16,50 14 10,50
7 15,50 15 24,50
8 25,50 16 11,00
9 15,50 17 12,00
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Dla przyjetych doktadnosci &; = 0,001 m oraz &, = 0,01 dm?/s rozwiazanie uzyskano
po 6 iteracjach. Obliczone wartosci cisnien w weztach oraz przeptywdw w gateziach zesta-
wiono w tabelach 2.6.3 1 2.6.4.

Rzedne cisnien piezometrycznych w weztach

Nr wezta Cisnienie [m H,O] Nr wezta Cisnienie [m H,0]

1 100,000 9 69,148

2 76,315 10 70,266

3 74,128 11 72,335

4 70,016 12 72,868

5 70,946 13 73,496

6 70,225 14 73,011

7 68,934 15 70,660

8 68,222 16 69,830
17 72,089

Przeptywy w gateziach sieci
Nr gatezi Przeptyw [lI/s] Nr gatezi Przeptyw [l/s]

1 245,50 14 22,64
2 122,31 15 32,75
3 79,67 16 7,26
4 31,42 17 8,66
5 18,92 18 13,23
6 9,68 19 13,80
7 2,85 20 12,45
8 9,42 21 11,29
9 11,12 22 9,20
10 10,17 23 21,34
11 14,38 24 22,33
12 32,38 25 10,57
13 90,81 26 48,83
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Interpolacja i aproksymacja funkcji

3.1. Uwagi wstepne

W wielu wypadkach zachodzi koniecznos¢ zastapienia funkcji zadanej skomplikowa-
nym wzorem analitycznym, innym wyrazeniem, bardziej prostym. Konieczno$é¢ takiego
przyblizenia wynika¢ moze np. z powodu trudnosci catkowania funkcji. Czesto tez funkcja
zadana jest w spos6b dyskretny. Ma to np. miejsce przy wszelkich eksperymentach pomia-
rowych. Uzyskang zalezno$¢ dobrze jest przedstawi¢ w postaci rownania ze wzgledu na fat-
wos¢ | wygode dalszego stosowania wynikéw badan. Zadana funkcje, ktora nalezy zastapi¢
inna, nazywa sie¢ funkcja przyblizana lub aproksymowana, natomiast funkcje, za pomoca
ktorej dokonuje sie przyblizenia, nazywa sie funkcja przyblizajaca lub aproksymujaca.

W praktyce najczesciej posta¢ funkcji aproksymujacych ogranicza sie do wyrazen
bedacych kombinacja liniowa pewnej liczby funkcji bazowych wybranych a priori. Jesli
przez

Ug (X), Uy (X),.-.,Up (X) (3.1)

oznaczymy funkcje bazowe, to dana funkcja bedzie przyblizana kombinacja typu:
Uy () + U (X) +...+a,u,(X) , (3.2)

zalezna od n + 1 wspébtczynnikdw &, ktére nalezy wyliczy¢.

Podstawowe zasady aproksymacji funkcji ciagtych w przedziale domknietym podat Weier-

strass (Ralston, 1971). Sa to dwa nastepujace twierdzenia:

1) dla dowolnej funkcji ciagtej w pewnym przedziale domknigtym istnieje zbiezny do niej
w tym przedziale ciag wielomiandw;

2) dla dowolnej funkcji ciagtej o okresie 2 ristnieje jednostajnie zbiezny do niej na catej osi
rzeczywistej ciag wielomiandw trygonometrycznych.

Istnieje szereg mozliwych do wyboru baz. Wybor ten zalezy od typu zagadnienia,
ktére jest przedmiotem rozwiazywania. Dla wielu zastosowan jako baze wygodnie jest
przyja¢ np. jednomiany

1,% X, %X, . X (3.3)

Przyjecie takie sprowadza zagadnienie aproksymacji do przyblizenia badanej funkcji wie-
lomianami n-tego stopnia. Przypadek tego typu aproksymacji jest wystarczajacy dla oma-
wianych w niniejszym podreczniku zagadnien, i z tego wzgledu zostanie omowiony do-
ktadnie. Natomiast szczegotowe wiadomosci zwiazane z doborem i stosowaniem innego
rodzaju baz podaje Legras (1974).
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3.2. Wielomiany interpolacyjne

Niech w przedziale (a, b) okreslona bedzie funkcja rzeczywista f(x) i niech bedzie
ustalonych m+ 1 wartosci argumentu x; (i=0, 1, 2, 3, ..., m), takich ze

Xo < X1 < Xo < Xg ov. < X (3.4)

Punkty o tych odcietych nazywa si¢ weztami lub punktami interpolacji. Zadanie interpola-
cyjne polega na znalezieniu wielomianu P(x) stopnia nie wigkszego niz pewne n, ktory
w weztach interpolacji przyjmie takie same wartosci, jak funkcja przyblizana, tzn. dla kto-
rego zachodza réwnosci

fo))=P(x) (i=0,1,2, .., m). (3.5)

Wielomian taki nazywany jest wielomianem interpolacyjnym przyblizajacym funkcje f(x).
Ma on o0g6lna posta¢:
P(X)=ap+a - X+a- X+..a, X\ (3.6)

Dowad istnienia wielomianu P(X) spetniajacego warunek (3.5) jest nieskomplikowany.
Wystarczy w tym celu rozpatrzy¢ wielomian (3.6) o wspétczynnikach a; (i =0, 1, 2, ..., n),
na razie nieznanych, i podstawi¢ do réwnania (3.5). Otrzymuje sie w ten sposéb ukiad
m+ 1 réwnan liniowych z n + 1 niewiadomymi ay, &, @, ..., @, 0 postaci:

Qg +a X + X2 +...a,x) = (%),
Ay +aX +a,x +...a.x" = (%),
(3.7)

2 n
g + & Xy + Xy +... 8, Xy = T (Xp)-

Wyznacznik utworzony z pierwszych k wierszy i kolumn macierzy wspotczynnikéw tego
uktadu réwnan, jest rdzny od zera, poniewaz wszystkie punkty interpolacji sa rézne (Ral-
ston, 1971). Dlatego tez rzad macierzy wspétczynnikéw uktadu réwnan (3.7) rdwna sig
mniejszej z dwu liczb m+ 1 i n+ 1. Jesli m=n, uktad ma dokiadnie jedno rozwiazanie.
Zatem liczba naturalna n, dla ktdrej zadanie interpolacyjne ma rozwiazanie, powinna by¢
réwna zmniejszonej o 1 liczbie weztéw interpolacji. W celu znalezienia wielomianu wy-
starczy rozwiaza¢ uktad (3.7). Wielomian ten (przy n=m) nazywany jest wielomianem
interpolacyjnym Lagrange’a.

3.3. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

Poszukuje sie¢ wielomianu P(x) stopnia n, ktéry przyjmuje identyczne wartosci, jak
pewna funkcja f(X) w punktach xo, X1, X, ..., X,. Poszukiwany wielomian zapisa¢ mozna
W postaci

P(X) = Lo(X) f(Xo) + L1(X) f(xe) + ... + Li(X) f(x)+ ... + Ln(X) f(Xy), (3.8)
gdzie: L;j(x) — wielomiany stopnia nizszego lub réwnego n, ktore spetniaja warunek
0 dla i#j,
|_i ) = 5 = 39
06) = 9 {1 dla i=j. (3:9)
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Jesli Li(x) jest wielomianem zerujacym sie dla X = X, Xg, -y X — 1, X + 1, -y Xn, MOZNA O
zapisa¢ w postaci

Li(®) = Ci [(X = X0) (X=Xa) .. (X=Xict) (X = Xis1) .. (X=30)]- (3.10)
Z drugiej strony, z (3.9) wynika, ze Li(x) = 1, zatem
= ! . (3.11)
(6 = %)% = %) (% = X)X = Xi41) ... (6 = X,)
Po podstawieniu do (3.10), otrzymujemy
L (0 = ZTX ) (X X)X ). (X X)
I (% = %) (% =X)--. (% = X_1)(% = Xi41) ... (% = %;) 3.12
_ [I(x—x;) (3.12)
TT(% = X; )’
dlai=0,1, ...,n; j=0,1,..,n,zwyjatkiemi=j,
gdzie: IT jest symbolem iloczynu.
Ostatecznie formute interpolacyjna (3.8) otrzymujemy w postaci
n (X=X (X =) . (X= X4 ) (X = Xi11) - (X = X,)
P(x)=>» f(x =
0= 2 100 G 00 =506 — %) =) % — )
D06) [Tx-x)) (3.13)
_i=0 j=0, j=i .
H(Xi - Xj)
j=0, j=#i

Jest to tzw. formuta interpolacyjna Lagrange’a. Zalezno$¢ te mozna zapisa¢, stosujac nota-
cje macierzowa. W tym celu wzér (3.12) zapisujemy w formie:

L (X) = B) + Bjx+ Byx* +...+ BLx", (3.14)

Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:

B B .. B F(%)
B Bl .. B f(x)

L= ’ . . . , f= ' ) X:[lixyxzixe’!'“xn]’
B0 B .. Bl F(x)

wielomian P(x) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu:
P(x)=XLf. (3.15)

Macierz L nazywana jest macierza Lagrange’a. Oznaczajac dalej
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A
A
Lf=A={ "},
A,
mozna zapisac, ze
P(X) = Ag+ Ar X+ Ag X + ..+ A X" = X A (3.16)

Jak wida¢, wielomian ten jest zdefiniowany poprzez macierz kolumnowa A. W wypadku
rézniczkowania lub catkowania tego wielomianu w przedziale (0, x) wystarczy wiec zr6z-
niczkowa¢ lub scatkowa¢ macierz wierszowa X.

m Przykfad 3.1
Interpolacja wielomianami Lagrange’a

Przez 3 wezty interpolacji (% = 0, f(xo) = 1), (x¢ = 1, f(xy) = 3), (% = 2, f(xx) = 7) po-
prowadzi¢ wielomian Lagrange’a (rys. 3.1.1).

Korzystajac z rownania (3.12), mozna kolejno wylicza¢:

(X—l)(X—Z) —1—§X+1X2, (311)

L= 002 " 22

_(X=0)(x=2) , 2
Ll(x)_—(l—O)(l—Z) =2X— X", (3.1.2)
Lg==00=D 1, 1 (3.1.3)

2-0)(2-1) 2 2

Macierz Lagrange’a przyjmie postac:

1 0 0 fo0 4
L=-15 2 -05], (3.1.4) 8T /
/]\
05 -1 05 64 Y x-wezly
L . /
za$ jej iloczyn przez wektor wartosci wezto- 4t ~ PKX)
wych jest rowny /X/
1 0 071 [ 2 L-7
A=Lf=|-15 2 -05|-<3;=1:1;.(3.1.5) ; ; >
05 -1 05| |7] |1 0 ! 2 3 x

Wielomian interpolujacy bedzie wigC nastepu-  Rys 3.1.1. Przyktad obliczonego wielomia-
Jacy: nu interpolacyjnego Lagrange’a
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58 3. Interpolacja i aproksymacja funkcji

P(X)=1+X+X. (3.1.6)
Jego wykres przedstawiono na rys. 3.1.1. [ |

3.4. Interpolacja funkcjami sklejanymi

Interpolacje tego typu stosuje si¢ gtdwnie w celu potaczenia punktéw funkcji zadanej
dyskretnie — krzywa ,,mozliwie gtadka”. Przyjmuje sie przy tym, ze miara ,,gtadkosci” jest
wartos¢ ,,krzywizny catkowitej” rozumianej jako

b
E=j |£7(0[ dx. (3.17)

Krzywa ,,najgtadsza” bedzie ta krzywa, ktora da minimalng wartos¢ ,,krzywizny catkowitej”.
Funkcja sklejana jest funkcja rzeczywista rzedu k, zdefiniowana dla kazdego
X € (—oo, +o0), jesli w kazdym przedziale

(o0, X0 {Xa, %), -y (Ko, X,y (X, Fe0),
gdzie n>k:
— jest ona wielomianem stopnia k,
— ma ciagte pochodne, az do rzedu k — 1 whacznie.

Funkcja sklejana jest zatem kawatkami ztozona z n wielomianéw stopnia k tak, ze sama
funkcja i jej pochodne nie maja w punktach x; nieciagtosci. W praktyce najczesciej stosuje
sie funkcje trzeciego stopnia, i tutaj omowiony zostanie tylko ten przypadek. Omowienie
funkcji wyzszych stopni mozna znalez¢ w literaturze (Stoer, 1979).

Dany jest przedziat (a, b). Przedziat ten podzielony jest na podprzedziaty za pomoca
szeregu punktéw lezacych wewnatrz i spetniajacych warunek

A= Xg <X <Xp <. < X1 < X, = b
W kazdym z punktéw tak podzielonego przedziatu znane sa wartosci funkcji f(x), czyli:

(%) = Yo, f(%) = Y1, ooy T(Xn-1) = Yn-1, f(X) = Yo

W tym wypadku funkcja sklejana, oznaczana dalej symbolem §X), bedzie kawatkami zto-
zona z n wielomianéw 3. stopnia tak, ze sama funkcja i jej pochodne nie beda miaty
w punktach x nieciagtosci.

Istnieja dwa twierdzenia traktujace o jednoznacznosci okreslenia i wiasnosci minima-
lizacji krzywizny takiej funkcji (Stoer, 1979). Mdwia one, ze sposrdd wszystkich funkcji
majacych ciagte pochodne do drugiego rzedu wiacznie wiasnie funkcja sklejana §x), maja-
ca dodatkowo jedna z ponizszych wiasnosci:

— zerowanie sie drugich pochodnych na koncach przedziatu, czyli S’(a) = S” (b) = 0,

— okresowosé,

— okreslone wartosci pierwszej pochodnej na koncach przedziatu S’(a) = ¢, S'(b) =,
minimalizuje wyrazenie (3.17).

Poniewaz |f ”(x)|2 jest miara krzywizny funkcji w punkcie x, wynik ten wskazuje, ze pomie-
dzy wszystkimi funkcjami majacymi ciagta pochodna drugiego rzedu w (a, b) funkcja skle-
jana §(x) jest ,,najgtadsza” w tym sensie, ze daje najmniejsza z mozliwych wartosci krzywi-
zny catkowitej (3.17).
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Funkcje sklejana mozna wyznaczy¢ na podstawie podanej wczesniej jej definicji.
Oznaczajac:
hj+1:Xj+1_Xj 0:011121'--1n_1)1

S”x)=M; (=0,1,2,..n)

i majac na uwadze fakt, ze jest to funkcja 3. stopnia, czyli ze jej druga pochodna jest funk-
cja liniowa, mozna napisa¢ nastepujaca formute interpolacyjna:

X—X;
+M h—J xe <xj,x]-+1>. (3.18)
j+L j+L

S(x) = M;

Catkujac, otrzymujemy dla x € (X, %+1) =0, 1, 2, ..., n — 1) wyrazenie na pierwsza po-
chodna

2 2
Xiq —X X—X;
S(x)=-M, M+ M Mu+ A, (319
2hj+1 2hj+1
a nastepnie na sama funkcje
(X = %)° (x-x)°
S(x) = L+M ———+ A (x=X;) +B; (3.20)

6hj+1 a8 6hj+l
ze statymi A i B;.
Poniewaz (%) = ¥; | (X+1) = Yj+1, Otrzymujemy dwa réwnania

2

h:
M;—L=+B; =y,
° (3.21)
hj+l
M g Ajhja+Bj=Yja,
z ktérych wyznaczamy obie state A i B;:
h2
_ j+H
B =y -M;—~
3.22
yJ+l y] h; ( )

A =

1
j h J+ (Mj+l_Mj)'

j+l
Z drugiej strony, funkcje S(x) mozna rozwina¢ w otoczeniu punktu X w szereg Taylora.

Uwzgledniajac w rozwinieciu wyrazy zawierajace pochodne do Il rzedu wiacznie, otrzy-
mujemy

¢y + 40 = S0) + 250 + B )+ sy 329
Poniewaz w przedziale (X, X+1) X = X; + AX, stad AX = X — X;, a wigC
S(x) = S(X)+ 'S( X))+ b )S( X))+ b )S( X;) (3.24)

dla X € (X, Xj+1).
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60 3. Interpolacja i aproksymacja funkcji

Wyrazajac dalej pochodne za pomoca M;, uzyskuje sig koficowa posta¢ funkcji sklejanej

S(X) =y + o (x= X))+ B (x= %)% + 7, (x=x;)°, (3.25)
gdzie:
, M h Via—VYi 2M;+M;
0!1 =S(XJ)=_JT]+1+AJ = J-:]L ) - . 6 e j+1
j+

S'(xj) M;
b= =%
, _S"0g) _Mia—M,

' 6 6h;,

W ten sposdb funkcja S(x) wyrazona jest poprzez jej pochodne Il rzedu w punktach x;. Ich
wartos¢ mozna wyznaczy¢, wykorzystujac warunek ciagtosci pierwszej pochodnej S’(X)
(réwnanie (3.19)) w punktach x; (tzn. S’(x-) = S’(x;+)). Otrzymuje sig zaleznos¢
Yi—Yja hja
- = 5 M- g My (3.26)
(i=12,..,,n=-1),

h

j+L

kt6ra po uporzadkowaniu zapisujemy nastepujaco:

hj hj+1
— MM v, =
h; +hj, h; +hj,
(3.27)
| YinTYi YiTYia 6
hia h [hj+h,

W ten spos6b otrzymujemy n-—1 réwnan zawierajacych n+ 1 niewiadomych My, My,
My, ..., M. Dwa brakujace réwnania uzyskuje si¢ z warunkéw, jakie funkcja S(x) spetnia na
brzegach przedziatu, np.:

S”(@=S"(b) =0, czyliMy=M,=0.

Uktad ten mozna zapisa¢ przejrzysciej w postaci rownan

w ktorych:
Niw h;
R e L
hj +hj,, hj +hj,y

6 Yinn =Yj Y~ Yja

hju h;

d =

=
h; +hj,,

Jesli dodatkowo wprowadzimy zaleznosci wynikajace z przyjetych warunkéw na brzegach:
A =0, 1 =0, dy =0, d, =0, to przyjmie on postaé
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2 A M, d,
mo2 A M, d;
Uy 2 A M, d,
Uy 2 A M ds

=L (3.29)

Uog 2 Agq||Mpg dng
Hn 2 M dy

Przedstawiony uktad réwnan jest uktadem dobrze uwarunkowanym. Wida¢, ze 4 =0,
4;=0 oraz A4+ 4 =1. Ponadto wspotczynniki 4; i 4 zaleza tylko od sposobu podziatu
przedziatu (a, b), a nie od wartosci funkcji y; w punktach podziatu. Ta wiasnos¢ moze by¢
wykorzystana do udowodnienia twierdzenia (Stoer, 1979), ze macierz wspdtczynnikdw
ukfadu (3.29) jest nieosobliwa dla dowolnego podziatu przedziatu (a, b). Uktad ten mozna
rozwiaza¢ metoda rozktadu macierzy wspotczynnikéw na dwie macierze trojkatne, co, jak
wiadomo, prowadzi do bardzo efektywnego algorytmu opisanego w punkcie 1.2.3.

W Przykfad 3.2

Interpolacja limnigramu za pomoca funkgc;ji sklejanej

Limnigramem nazywa sie krzywa reprezentujaca przebieg zmian stanéw wody w cza-
sie, w danym przekroju rzeki. Zatem zmienna niezalezna jest tutaj czas t, zas zmienna za-
lezna stan wody H, czyli poziom zwierciadta wody liczony od przyjetego poziomu poréw-
nawczego — zera wodowskazu. Poniewaz stany wody mierzy si¢ w okreslonych terminach,
limnigram jest funkcja zadana w postaci tabelarycznej. W rozwiazywanym tutaj przy-
ktadzie jest on opisany za pomoca 16 punktdw i przedstawiony w tabeli 3.2.1.

Tabela3.2.1
Obserwowany limnigram stanow wody
Nr punktu t[h] H [cm] Nr punktu t[h] H [cm]
1 0 50 9 73 250
2 10 75 10 90 175
3 20 150 11 100 175
4 25 225 12 110 275
5 35 200 13 120 225
6 45 200 14 135 225
7 53 350 15 150 150
8 65 375 16 165 125
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62 3. Interpolacja i aproksymacja funkcji

x wezly interpolacji

interpolacja liniowa (wielomianami 1 stopnia)
———-interpolacja funkcja sklejana

z wielomianami 3 stopnia

[cm]

350

300

250 1

200 1

150 1

100 A

50

| [ 1 | 1 1 1 1 | 1 [ ] 1 1 1 »
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 t[h]
Rys. 3.2.1. Wynik interpolacji limnigramu funkcja sklejana

Tabela 3.2.2

Obliczone wspoétczynniki funkcji sklejanej interpolujacej limnigram

j o A 4
1 1,2500 0,0000 0,0125
2 0,1956 0,3750 0,0355
3 13,9647 1,4413 —-0,2469
4 9,8640 -2,2614 0,1025
5 -11,3409 0,8137 0,0320
6 13,0588 1,7749 -0,1329
7 17,8582 -1,4156 0,0084
8 -12,4793 -1,1125 0,0899
9 -14,2917 1,0454 -0,0273

10 -2,7372 -0,3473 0,0621

11 5,6966 1,5157 —-0,1085

12 3,4497 -1,7404 0,0895

13 —-6,3646 0,9459 —-0,0348

14 -0,4183 -0,6189 0,0209

15 -4,8805 0,3214 -0,0071

Zgodnie z podanym opisem funkcji sklejanej, zadanie interpolacji polega na wyzna-
czeniu wspdtczynnikdw réwnania (3.25). Wspdtczynniki te wyznacza sig przez rozwiazanie
uktadu (3.29) metoda rozktadu macierzy wspotczynnikdw (algorytm Thomasa). Proces
obliczen przebiega wedtug ponizszego schematu:

1) weczytaj dane, tzn. ilos¢ weztow interpolacii i ich wspoirzedne (x;, v;);
2) zbuduj tréjdiagonalna macierz wspdtczynnikéw uktadu (3.29), obliczajac wspétczynni-
ki 4, 4 rownan (3.28), oraz oblicz sktadowe wektora prawych stron d;
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3) uzupehnij uktad, wprowadzajac rownania wynikajace z warunkéw zerowania si¢ drugiej
pochodnej na koncach przedziatu (M, = 0, M, = 0);

4) rozwiaz uktad réwnan, stosujac metode rozktadu macierzy;

5) oblicz wspétczynniki funkcji sklejanej (3.25): ¢, B, (=0, 1,2, ..., n = 1).

Otrzymane w wyniku obliczen wartosci wspotczynnikow réwnania (3.25) przedstawiono
w tabeli 3.2.2). Na rysunku 3.2.1 pokazano uzyskany wynik interpolacji funkcja sklejana.
Dla poréwnania zaznaczono réwniez wynik interpolacji liniowej.

|

3.5. Aproksymacja funkcji za pomoca wielomianéw

Zatézmy, ze y = f(x) jest funkcja ciaglta w przedziale {a, b). Znalezienie przyblizenia
(aproksymacji) tej funkcji polega na znalezieniu wspolczynnikdw pewnego wielomianu
P(x), ktory bedzie ,,dobrze” przyblizat w tym przedziale funkcje f(x). Pojecie dobrej aprok-
symacji ma sens tylko w wypadku, kiedy zdefiniowane jest kryterium charakteryzujace
btad miedzy funkcja f{x) a wielomianem P(x). Zwykle stosuje sie jedno z dwoch nastepuja-
cych kryteriow (Legras, 1974).

Kryterium Czebyszewa

Wspotczynniki wielomianu aproksymujacego nalezy tak dobraé, aby maksymalna
roznica miedzy wartoscia funkcji f{x) a wielomianem P(x) osiagnela minimum. Zatem
wymaga si¢ tutaj, aby

E= nzax>|g(x)|—>min, gdzie &(x)= f(x)-P(x).
xe(a,b

Ten rodzaj aproksymacji nazywa si¢ aproksymacja jednostajna lub aproksymacja Czeby-
szewa.

Kryterium najmniejszego btedu kwadratowego

Wspotczynniki wielomianu aproksymujacego nalezy tak dobraé¢, aby suma kwadratéw
roznic miedzy wartoscia funkcji f{x) a wielomianem P(x) w {a, b) osiagneta minimum, czyli

b
E= j e2(x)dx —> min, gdzie £ (x) = fx) — P(x).

Aproksymacje przy zastosowaniu tego rodzaju kryterium nazywa si¢ aproksymacja w sen-
sie najmniejszych kwadratow lub metoda najmniejszych kwadratow.

Dalsze rozwazania ograniczymy do aproksymacji w sensie najmniejszych kwadratow,
w wypadku, kiedy funkcja aproksymowana y = f(x) zadana jest w sposéb dyskretny. Wy-
nika to z faktu, ze w inzynierii wodnej ten rodzaj aproksymacji jest stosowany najczesciej.

Pierwsze sformulowanie metody najmniejszych kwadratow podat Legendre w roku
1806. Rozwinat ja pdzniej Gauss, podajac jej podstawy matematyczne, ktore sa stosowane
do dzisiaj bez wigkszych zmian. Zaklada si¢, ze wielkosci x i y zwiazane sa ze soba niezna-
ng zaleznoscia y = f{x). Jest jednak ona okreslona na ptaszczyznie x — y w sposob dyskretny
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64 3. Interpolacja i aproksymacja funkcji

za pomoca n punktow o wspotrzednych (x;, y;) (i = 1, 2, 3, ..., n). Zadanie polega na znale-
zieniu funkcji P(x), jak najlepiej przyblizajacej funkcje tak okreslona (rys. 3.1).

A

y
X — pomiary
y,' ____________
P(X,') ____________ |
|
|
X |
|
|
f f ; f >
Xy X, X; X, X

Rys. 3.1. Ilustracja problemu aproksymacji zaleznosci y = f{x) wielomianem P(x)

W tym celu nalezy wybra¢ wielomian y = P(x) zalezny od k parametréw a;, as, ..., a; i okre-
$li¢ wartosci tych parametrow tak, aby zminimalizowa¢ funkcje kryterialng E(ay, as, ..., ay).
Ma ona postac

E(ay,ay,....ap) =, [y, = POe)P? (3.31)
i=1
i jak wida¢, jest funkcja wielu zmiennych, ktdra osigga ekstremum w punkcie, gdzie:
OE _OE _ _OE _
day, 0Oa, = Oa '

Rozniczkujac funkcje E, uzyskuje sie nastepujacy uktad réwnan:

oE ! oP

OE N oy — P = | =

day & [y, — P(x; )][ oar j 0,

oF 1 oP

a—g 2[y; = P(x; )](—TJ—O, (332)

Majac na uwadze posta¢ funkcji kryterialnej (3.31), mozna wykazac, ze powyzszy warunek
definiuje jej ekstremum minimum. Jest to uklad k& réwnan algebraicznych o & niewiado-
mych, ktéry ma jednoznaczne rozwiazanie tylko w wypadku, gdy funkcja aproksymujaca
P(x) zalezy liniowo od parametrow ay, as, ..., a;. Warunek ten jest spetniony, gdyz P(x) jest
wielomianem. Cecha charakterystyczna ukladu (3.32) jest symetria macierzy wspétczynni-
kéw. W wypadku nieliniowej zaleznosci funkcji f od parametrow a; uklad ten jest uktadem
réownan nieliniowych, a rozwiazanie takiego uktadu jest, jak wiadomo, zagadnieniem zto-
zonym. Z tego wzgledu w zasadzie nie stosuje si¢ do aproksymacji funkcji nieliniowych
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wzgledem ich parametréw, z wyjatkiem takich, ktére przez proste przeksztatcenie mozna
sprowadzi¢ do réwnania liniowego. W tabeli 3.1 przedstawia sie przyktady tego typu prze-
ksztatcen.

Tabela 3.1
Przeksztatcenia linearyzujace niektdre funkcje (Kacprzynski, 1974)
_f Nowe zmienne sprowadzajgce funkcje y = f(x)
y =(x) do postaci liniowej z=a; + a, u
y=ab” z=Iny a=Ina a;=Inb u=x
1 1
y= z= — a=a a,=b u=x
a+bx y
y=q*"* z=1lgy a=a a=b u=x
y=axb z=Iny a;=Ina a,=b u=Inx
1
y=a+— z=y a;=a a,=b u=—
X X
X 1 1
y= z= = a=b a=a u= —
a+bx y X

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratoéw zilustrowano ponizej przyktadem aprok-
symacji krzywej przeptywu dla danego przekroju cieku.

m Przykfad 3.3
Aproksymacja krzywej przeptywoéw metoda najmniejszych kwadratow

W hydraulice koryt otwartych bardzo czesto wykorzystuje sie¢ tzw. krzywa przepty-
wow (Lambor, 1971). Jest to zaleznos¢ pomiedzy stanem wody a natgzeniem przeptywu w
danym przekroju rzeki. Zaleznoé¢ te uzyskuje si¢ w wyniku pomiaroéw, a zatem zadana jest
ona w sposob tabelaryczny:

(H1, Ql)v (H21 QZ)! LS| (Hi’ Qi)v RN} (Hn: Qn),

gdzie: H; — stan wody,
Q — natgzenie przeptywu,
n — liczba pomiardw.

Dla fatwiejszego korzystania z tej zaleznosci poszukuje sie funkcji, ktéra w miare dobrze
opisze zaleznos¢ Q(H) w zakresie zmiennosci H. Z praktyki wiadomo, ze zaleznos¢ te
mozna skutecznie aproksymow¢ miedzy innymi krzywa potegowa o ogolnym réwnaniu
(Lambor, 1971):

Q=a(H - hy)", (3.3.1)

przy czym bardzo czesto przyjmuje sig, ze hy = 0. W takiej sytuacji réwnanie upraszcza si¢
do postaci
Q=aH" (3.3.2)

Jak wida¢, jest to rownanie nieliniowe wzgledem wspdtczynnika b. W celu zlinearyzowania
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66 3. Interpolacja i aproksymacja funkcji

réwnania mozna dokona¢ przeksztatcenia polegajacego na obustronnym logarytmowaniu
(patrz tabela 3.1). Otrzymuje sie w ten sposob réwnanie:

Z=a+a U, (333)
gdzie: Z=InQ,ay=Ilna,aa=b,u=InH.
Zgodnie z (3.31) parametry a; i a, nalezy tak dobra¢, aby wyrazenie

n n

E(a,a,)=Y &= (Z—(a+au))? (3.3.4)

i=1 i=1

osiagneto minimum. Jak wiadomo, ma to miejsce, gdy

;’?E =3 [2(Z, - & - a,u) (D] =0,
1 i=1
;)?E = Z [2(Z; — & —au;)(—u;)] =0. (3.3.5)
2 i=1

Zatem w celu wyznaczenia optymalnych wartosci parametrow a; i a, nalezy rozwiazac¢
powyzszy ukfad rownan. Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

n Zn:ui a Zn:Zi

W { l}= = (3.3.6)
Zui Zuiz % zziui

i=1 i=1 i=1

Stosujac do rozwiazania tego uktadu wzory Cramera, otrzymuje sie:

W, W,
al=_ll a2=W2’

n n 2
gdzie: W=n>u’ - [Zui] ,

i=1 i=1

n n

y Zzi i,
=1

i=1

n n
W=7 Yu’ -
i=1 i=1

i
n n n
Wo=n > Ziu - D> Z D,
i=1 i=1 i=1
Po uwzglednieniu przeksztatcenia linearyzujacego wartosci parametréw a oraz b w row-
naniu wyjsciowym wyniosa:
a = exp(Wi/W), b = Wo/W.

Zgodnie z opisanym wyzej tokiem postepowania, wykonano przyktadowe obliczenie
wspotczynnikéw krzywej przeptywdw dla danych zamieszczonych w tabeli 3.3.1. Wyni-
kiem sa nastepujace wartosci wspotczynnikdow:
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a=0,01179, b=1,939. H 4
[em]
Zatem funkcja (IX.2) w tym wypadku ma 475t
postac: 450+
O(H) =0,01179 H"*%, (3.3.7) 4251
4001 _ 1939
przy czym H nalezy zadawa¢ w cm, otrzy- 37571 Q(H) =0.0117 H
mujac wynik O w m’/s. 35071
ggg:: x — pomiary
Na rysunku 3.3.1 poréwnano pomiary o75b —+ 4+ o+ o+ 4 >
z tabeli 3.3.1 z wartosciami obliczonymi wg 600 800 1000 1200 1400 1600 Q [ms]

réwnania (3.3.7). Rys. 3.3.1. Wynik aproksymacji

krzywej przeptywow

Tabela 3.3.1
Obserwowana zaleznos¢ Q(H)
i Hi [em] Qi [m%s] i Hi [em] Qi [m%s] i Hi [em] Qi [m%s]
1 300 740 7 360 1130 13 430 1460
2 311 810 8 380 1190 14 440 1600
3 320 840 9 390 1250 15 450 1640
4 332 930 10 402 1322 16 460 1715
5 340 950 11 411 1370 17 470 1730
6 349 1050 12 420 1430 18 480 1950
[ ]

3.6. Poréwnanie interpolacji i aproksymac;ji

Proces interpolacji jest wrazliwy na wybor weztéw interpolacji. Ewentualne, czesto
nieznaczne, zakldcenia wartosci funkcji w punktach interpolacji moga bardzo znacznie
zmienia¢ funkcje interpolujaca. Sposrod metod interpolacji, cennymi zaletami — w stosunku
do interpolacji wielomianowej — charakteryzuje si¢ metoda interpolacji funkcjami skleja-
nymi. Daje ona krzywa o minimalnej krzywiznie catkowitej w przedziale {a, b), a ponadto
przy zageszczaniu podziatlu {(a, b) funkcje sklejane sa zbiezne do funkcji, ktéra interpoluja.
Wiasnosci tej nie maja wielomiany interpolacyjne. Metody interpolacji pozwalaja na przy-
blizenie funkcji okreslonych ztozonymi réwnaniami za pomoca prostych wyrazen. Stano-
wia one podstawe metod catkowania numerycznego, ktére beda omowione w rozdziale 4.

Z definicji zadania interpolacji wiadomo, ze funkcja interpolujaca musi przechodzi¢
przez punkty (x;, y;), gdzie i = 1, 2, ..., n. Poniewaz pomiary obarczone sa btedami, zwykle
dla odcigtej x; otrzymuje si¢ rézne wartosci rzednej y;,. W konsekwencji interpolacja staje
si¢ niemozliwa. W wypadku, kiedy trzeba przybliza¢ funkcje okreslone eksperymentalnie,
co w zasadzie jest reguta we wszelkich zagadnieniach technicznych, nalezy stosowac¢ me-
tody aproksymacyjne. Aproksymacja jest malo wrazliwa na wybor wezlow aproksymacji,
jesli tylko liczba weztdéw jest wystarczajaco duza i sa one wlasciwie rozmieszczone w prze-
dziale (a, b). W metodach tych nastepuje ,,wygladzanie”, co redukuje wptyw btedéw warto-
$ci funkcji aproksymowanej w weztach aproksymacji.
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Metody poszukiwania ekstremum funkc;ji
jednej zmiennej

4.1. Przedstawienie problemu

Bardzo cze¢sto rozwiazanie problemu z zakresu inzynierii wodnej polega na znalezie-
niu najlepszego rozwiazanie z punktu widzenia przyjetego kryterium jako$ci, co wymaga
stosowania technik optymalizacyjnych. W rozdziale tym rozpatrzymy tylko najprostszy
przypadek, gdy kryterium jakosci Iub inaczej funkcja celu, jest funkcja jednej zmienne;j.
Innymi stowy, bedziemy poszukiwali ekstremum funkcji f{x) w przedziale, przy czym zwy-
kle bedzie to ekstremum minimum (rys. 4.1). Zaktadamy przy tym, ze funkcja ta jest ciagla.

A

f(x) \ ¢

frmin

»
»

a X opt b X

Rys. 4.1. Funcja f{x) posiadajgca ekstremum minimum w punkcie x = x,,,

Jesli rozpatrywana funkcja jest rézniczkowalna, to poszukiwany punkt ekstremalny
mozna okre$li¢ wykorzystujac jej pierwsza pochodna. Warunek istnienia ekstremum:

4 _
=0 .1

umozliwia obliczenie warto$¢ zmiennej x dla ktore funkcja f{x) przyjmuje wartos¢ ekstre-
malna. Jesli w tym punkcie jej pochodna II rzgdu jest dodatnia

4>
_dx/: >0 “4.2)
to jest to ekstremum minimum.

Jesli funkcja f(x) nie jest zadana w jawnej postaci i jej wlasciwosci nie sa znane, to
najlepiej jest uzy¢ numerycznych metod poszukiwania jej ekstremow. Zatdézmy, ze:
— w przedziale {a, b) funkcja f{x) posiada minimum w punkcie « € {a, b);

— funkcja f(x) jest malejaca w przedziale (a, ) i rosnaca w przedziale {«, b).
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Funkcje o powyzszych wiasciwosciach (rys. 4.2) nazywa sie funkcja unimodalna (Kusiak,

Danielewska-Tutecka, Oprochta, 2009).

A

f@ |--\

a a b

D
X

Rys. 4.2. Funkcja unimodalna f(x) w przedziale (a, b)

W celu znalezienia mniejszego przedziatu zawierajacego punkt ekstremalny ¢ , wystarczy

obliczy¢ wartosci funkcji f(x) tylko w 2 punktach lezacych wewnatrz przedziatu (a, b).

oo \

f(Xz) \

a X1 o X2 b

Rys. 4.3. Wybor dwéch punktdéw w przedziale (a, by umozliwiajacy okreslenie
krétszego przedziatu zawierajacego ekstremum funkc;ji f(x).

.
»

W tym celu nalezy wybraé¢ dwa punkty x; oraz x, (jak na rys. 4.3) tak, aby a < x; < x, < h.

Jezeli

fx)<f(x) to ae@x).
W przypadku przeciwnym, jezeli

f(x)>f(x) to ae(xb).
W ten sposdb otrzymuje sie szereg podprzedziatéw

@7, b% dla i=1,23, ..
takich, ze kazdy nastepny podprzedziat zawarty jest w poprzednim
<a(i+l)’ b(i+1)> c <a(l), b(l)>

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

W powyzszej zaleznosci indeks i 0znacza numer iteracji przy czym a® =a zas b® = b.

Jezeli dtugos¢ kolejnych podprzedziatéw zmierza do zera
b —a® -0

4.7

to szeregi utworzone odpowiednio przez poczatki przedziatéw a i ich konce b sq zbiezne
do punktu a. W podejsciu tym potozenie ekstremum minimum okreslane jest z pewna
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70 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

doktadnoscia. Bedziemy poszukiwali takiego punktu x, dla ktérego spetnione jest nastepu-
jace kryterium:
ae (X—g X+ & (4.8)

gdzie ¢ jest dodatnia liczba reprezentujaca zatozona doktadnosé.

Wszystkie znane metody poszukiwanie ekstremum minimum funkcji jednej zmiennej
roznia si¢ miedzy soba sposobem podziatu przedziatu (a, b), w ktérym wystepuje punkt
ekstremalny. Zanim jednak przystapimy do ich prezentacji oméwmy pewna nietypowa
metode poszukiwania ekstremum funkcji f(x) polegajaca na rozwiazaniu algebraicznego
réwnania nieliniowego.

4.2. Wyznaczenie ekstremum funkgc;ji
przez rozwigzanie rdwnania nieliniowego

Rozpatrzmy funkcje unimodalna, f(x), ktéra w przedziale (a, by posiada ekstremum.
Jego potozenie mozna wyznaczy¢ rozwiazujac nastepujace rownanie wynikajace z dobrze
znanego warunku istnienia ekstremum:

g(x) = g—f =0. (4.9)
X

Innymi stowy, punkt ekstremalny wyznacza rozwiazanie réwnania algebraicznego. Ponie-
waz zwykle jest to réwnanie nieliniowe, do jego rozwiazania nalezy zastosowaé jedna
z metod omowionych w rozdziale 2, jak metoda bisekcji, metoda siecznych, metoda iteracji
prostej, lub metoda Newtona.. Znak pochodnej Il rzedu okresla rodzaj ekstremum.
Doktadniejsze wyjasnienie toku postgpowania zawiera ponizszy przykiad.

B Przyktad 4.1

Rozpatrzmy jednostajny przeptyw w kanale otwartym o trapezowym przekroju po-
przeczny. Jego parametry sa nastepujace (rys. 4.1.1):
— pole powierzchni przekroju czynnego A,
— podtuzny spadek kanatu s,
— wspotczynnik szorstkosci wedtug Manninga n,
— nachylenie skarp kanatu 1: m.

Nalezy obliczy¢ szerokos¢ dna kanatu B (rys. 4.1.1), ktdry zapewni maksymalne natezenie
przeptywu Q. Do rozwiazania zadania zastosujmy metodg siecznych.

Rys. 4.1.1. Przekroj poprzeczny rozpatrywanego kanatu
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Rozpocznijmy rozwiazanie zadania od sformutowania funkcji celu. Przeptyw jedno-
stajny opisuje réwnanie Manninga

o=1Rre3g12A. (4.1.1)
n

W réwnaniu (4.1.1) R jest promieniem hydraulicznym definiowanym nastepujaco
A

R=ZL 4.1.2)
p

gdzie p jest obwodem zwilzonym przekroju poprzecznego kanatu.. Przy zadanych warto-
sciach parametrdw A, s, n oraz mz réwnania (4.1.2) wynika, ze natgzenie przeptywu w ka-
nale Q rosnie wraz ze wzrostem promienia hydraulicznego R. Zatem

Q—> max gdy R— max. (4.1.3)

Poniewaz réwnanie (4.1.2) wskazuje, ze przy danej wartosci pola powierzchni przekroju
czynnego A promien hydrauliczny R bedzie rdst dla malejacych wartosci obwodu zwilzo-

nego p
R— max gdy p— min. (4.1.4)

to oznacza, ze nalezy znalez¢ taka wartos¢ szerokosci dna kanatu B, ktora zapewni mini-
malna warto$¢ obwodu zwilzonego p. Dla przekroju trapezowego promien hydrauliczny

jest réwny
p =B+ 21+ m? (4.15)

wigc funkcje celu mozemy sformutowac nastegpujaco:

p(B)=B+2m1+m* — min. (4.1.6)

Giebokos¢ h wystepujaca w powyzszej funkcji nalezy wyrazi¢ poprzez znane parame-
try kanatu. W tym celu wykorzystuje sie wzor na pole powierzchni przekroju czynnego
kanatu w ksztalcie trapezu:

A=B-h+m-h? (4.1.7)
ktory nastepnie zapisujemy w postaci:
m-h’+B-h—A=0. (4.1.8)

Jest to rdwnanie kwadratowe wzgledem h. Jego rozwiazanie przebiega w dobrze znany
sposob. Kolejno obliczamy:

A=b*—4a-c=B?+4m- A (4.1.9)
h,=—"— bzi aJZ (4.1.10)

Z oczywistych powod6éw poszukiwanym rozwiazaniem jest tylko pierwiastek dodatni,
czyli:

_ —b++JA  —B+(B*+4m- A)Y?
2a 2m '

h (4.1.11)
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72 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

Po wstawieniu rownania (4.1.11) ido réwnania (4.1.5) funkcja celu przyjmuje ostateczna
postac:

2 1/2
p(B) = B+2[_B+(B 2+4m'A) }/1+ m’ — min. (4.1.12)
m
Warunek (4.9), ktory w tym przypadku przyjmuje postac:
dp
By=—-=0 4.1.13
9(B) e ( )

prowadzi do nastepujacego réwnania:

(4.1.14)

_ 2 Ca-L2
1+ B (B2 +4m- A) Jl+m2:0.
2m

g(B) =1+ 2(

Jego pierwiastek okresla poszukiwane ekstremum funkcji p(B).

Dla nastepujacego zestawu danych: A=7,5m? s=0,0005, n=0,030 oraz m=1,5
pierwiastek rownania (4.1.14) jest potozony w przedziale (0, 10 m). Wykres funkcji celu
(4.1.12) w tym przedziale przedstawiono na rysunku 4.1.2.

A

13.0

12.0

p [m]

8.0

7.0 T T T T T T T T T T ;
01 2 3 45 6 7 8 910
B [m]

Rys. 4.1.2. Wykres funkcji celu p(B) dla przyjetych danych

Wartos¢ pierwiastka B =1,14 m réwnania (4.1.14) obliczono metoda siecznych opisana
w rozdziale 2 z doktadnoscia €= 0,001. Proces iteracyjny wymagat wykonania 3 iteracji.
Przy obliczonej szerokosci dna kanatu w kanale panuje maksymalne mozliwe natgzenie
przeplywu Q = 5,38 m*/s zas gtebokosé wynosi h = 1,887 m.

[ |
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4.3. Metoda podziatu przedziatu na trzy réwne czesci

Rozpatrzmy przedziat (¢, by zawierajcy ekstremum funkcji f(x) jak na rys. 4.4.

f(x)A \

| -
a Xi X b X"

Rys. 4.4. Podziat przedziatu ( a, b ) na 3 réwne czesci

Wewnatrz przedziatu (a, b) przyjmijmy dwa punkty o wsp6trzednych
0_2541p 0_La,2p 4.10, 4.11
)=Za+ib ) =Za+ib. (410, 4.11)

Rozpatrywany przedziat podzielony zostat na 3 rdwne czesci. Poniewaz w kazdej iteracji
czes¢ niezawierajaca ekstremum jest odrzucana, to jego poczatkowa diugosc¢ jest reduko-
wana 3/2 raza:

3/2 3

Po wykonaniu K iteracji ekstremum funkgcji f(X) znajdzie sie w nastepujacym przedziale:
K
) _ 40 _ (Z) b —a®). (4.13)
3

Nalezy zauwazy¢, ze w tej metodzie wartosé¢ funkcji celu f(x) jest obliczana 2K razy.

B Przyktad 4.2

W wyniku pomiaréw polowych w wybranym przekroju poprzecznym cieku dysponu-
jemy zestawem pomierzonych wartosci stanéw wody H oraz odpowiadajacych im natezen
przeptywow Q. Zatem znany jest zestaw danych (H;, Q) dlai=1,2, ..., n, przy czym n
oznacza liczbe wykonanych pomiaréw. Dokonujemy aproksymacji funkcji Q(H) zadanej
w sposob dyskretny krzywa o réwnaniu:

Q=a(H-p. 4.2.1)
gdzie ¢, foraz ysa parametrami, ktore nalezy okreslic.

Zauwazmy, ze zadanie to jest bardzo podobne do zadania rozwiazywanego w przykfadzie
3.3. Jednak w poprzednim przypadku stosowana formuta aproksymujaca krzywa przeptywu
byta prostsza. Byta nia, bowiem formuta (4.2.1), w kt6rej a priori przyjeto y = 0. To pozwo-
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74 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

lito dokona¢ linearyzacji rownania aproksymujacego i wyznaczy¢ jego nieznane wspoét-
czynniki a oraz  metoda najmniejszych kwadratow. W przypadku réwnania (4.2.1) taki
sposob postepowania nie jest mozliwy. Jego struktura nie pozwala na linearyzacje wzgle-
dem wszystkich trzech parametréw, co uniemozliwia okreslenie ich wartosci wspomniana
metoda najmniejszych kwadratéw. Jednak sformutowane wyzej zadanie mozna rozwiazac
kojarzac omowiona w rozdziale 3 metodg najmniejszych kwadratow z zaprezentowana
weczesniej metoda optymalizacii.

W réwnaniu (4.2.1) H jest tzw. stanem wody i reprezentuje potozenie zwierciadta
wody w cieku w stosunku do arbitralnie przyjetego poziomu poréwnawczego. Zatem jest to
wartos¢ wzgledna. Poniewaz stan wody wyrazany jest w centymetrach to jak wynika
z réwnania (4.2.1), parametr ¥ powinien by¢ wyrazony w tych samych jednostkach. Za-
uwazmy jednoczesnie, ze jego wartos¢ musi by¢ wigksza od najnizszego pomierzonego
stanu wody.

Rozwiazanie zacznijmy od sformutowania funkcji celu, ktérej ekstremum minimum
bedziemy poszukiwali. Przyjmijmy, ze ma ona posta¢ analogiczna do stosowanej w meto-
dzie najmniejszych kwadratéw, czyli:

n
Fa.8.7) =Y IQ -aH - »F - min. (4.2.2)

i=1
Zatdzmy réwniez, ze wartos¢ parametru y jest znana. Zatem w réwnaniu nalezy okresli¢
wartosci dwoch pozostatych parametrow a mianowicie « oraz . Poniewaz przy znanej

wartosci y rdwnanie krzywej aproksymujacej (4.2.1) jest nieliniowe wzglgdem parametru f,
dokonajmy jego obustronnego logarytmowania:

INQ=Ina+ gInH-17) . (4.2.3)
Po wprowadzeniu nowych zmiennych:
z=InQ, ag=Inea, ay=4, u=In(H-y)
otrzymuje si¢ nastepujacy wielomian | stopnia:
ZW=a+au. (4.2.4)
Kryterium najmniejszego btedu kwadratowego (3.31) w tym przypadku przyjmuje postac:
n
E@g @) = )17 - (& +au)l’ (4.2.5)
i=1

za$ ukfad réwnan, ktory spetniaja wspotczynniki funkcji aproksymujacej minimalizujace
wyrazenie (4.2.5) jest nastepujacy:

n n
nXu | 2
_m | =
n n al n
2
DU D PR
i=1 i=1 i=1
Zastosowanie wzoréw Cramera daje nastepujace rozwiazanie uktadu:

W W
H=1 ATy @.2.7)

(4.2.6)
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gdzie:
n

i=1  i=l i=1 i=l i= i=1

W konsekwencji dla zadanej wartosci parametru y metoda najmniejszych kwadratow umoz-
liwita okreslenie wartosci dwdch pozostatych parametréw:

a=¢e* i f=aq.

Zatem znajac ostatecznie wartosci wszystkich trzech parametréw mozna obliczy¢ odpowia-
dajaca przyjetej wartosci y wartos¢ funkcji kryterialnej (4.2.2):

n
F() =D IQ -aH -»F (4.2.8)
i=1
Postepujac w przedstawiony wyzej sposob, dla kolejno zaktadanych wartosci parametru
Yy =791, Y2, ¥3 ... mozna obliczy¢ odpowiadajace wartosci funkcji celu F=F;, Fp, Fs, ...
Proces ten mozna prowadzi¢ w sposéb zorganizowany wykorzystujac polecona w tresci
zadania metode podziatu przedziatu, w ktérym znajduje sie minimum funkcji (4.2.8) na 3
réwne czesci.
Zastosujmy przedstawiony sposob postepowania do aproksymacji zaleznosci Q(H)
przedstawionej na rysunku 4.2.1.

450 .

400 [

350

300 o

H [cm]
@

250 »>

200

150 — &

100

0 100 200 300 400 500
Q [m3s]
Rys. 4.2.1. Zaleznos¢ Q(H) uzyskana w wyniku pomiardéw polowych

Wspbtrzedne poszczegdlnych punktéw aproksymowanej zaleznosci Q(H) zestawiono
w tab. 4.2.1.
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Pomierzone stany wody H i odpowiadajace im natezenia przeptywéw Q
Numer punktu H [cm] Q [m?s]
1 161 32,1
2 115 12,2
3 124 12,0
4 132 15,0
5 136 16,6
6 248 129,0
7 153 19,9
8 161 24,7
9 171 36,9
10 190 52,8
11 200 53,0
12 234 83,5
13 250 103,0
14 276 148,0
15 292 159,0
16 311 202,0
17 342 255,0
18 394 351,0
19 442 446,0
20 434 446,0
21 422 436,0

Tabela 4.2.1

Poniewaz omawiana metoda poszukiwania ekstremum funkcji jest wazna tylko dla funkcji
unimodalnych, warto sprawdzi¢ wykres przyjetej funkcji kryterialnej (4.2.8). Jej wykres dla
przyjetego zestawu danych przedstawiono na rysunku 4.2.2. Jak wida¢, funkcja celu F(y)
ma w przyjetym przedziale jedno ekstremum minimum czyli spetnia warunek unimodalno-
ci. Zatem potozenie ekstremum mozna okresli¢ bardziej efektywnie stosujac metode

optymalizacji polegajaca na podziale na 3 réwne czesci.

Obliczenia wykonane zgodnie z opisanym algorytmem dla przyjetych danych daty

nastepujace wyniki:

— minimalng wartos¢ funkcja kryterialnej F(a, S, y) przyjmuje dla y = 60 cm;

— optymalnej wartosci y odpowiadaja nastepujace wartosci pozostatych parametréw
«=0,00188 oraz f=2,09113.
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Rys. 4.2.2. Wykres funkcji celu F(7) dla krzywej przeptywu zadanej w tab. 4.2.1
i aproksymowanej réwnaniem (4.2.1)

Zatem formuta aproksymujaca zaleznos¢ przedstawiona na rysunku 4.2.1 ma postac:

Q(H)=0,00188(H — 60)>113 (4.2.9)
450 .
i Py

400 /

350 -
E 300 /‘/
S, 1 /‘(v
T 250 2

150 j/
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Q [m3/s]

Rys. 4.2.3. Zaleznos¢ Q(H) otrzymana w wyniku pomiardw (czarne punkty)
i jej aproksymacja réwnaniem (4.2.9) (linia ciagta)

100

Wykorzystujac formute (4.2.9) nalezy pamigta¢ o zastosowanym w trakcie aproksymacji
ukfadzie jednostek. Stany wody nalezy podstawia¢ w cm otrzymujac natezenie przeptywu
w m®/s. Oczywiscie formuta (4.2.9) obowiazuje w przedziale w ktérym wykonano aprok-
symacje funkcji Q(H). Jej wykres, na tle zadanych danych pomiarowych, przedstawiono na
rysunku 4.2.2. Warto zwrdci¢ uwage na fakt wynikajacy z rysunku 4.2.2. Otdz zastosowana
funkcja aproksymujaca (4.2.1) znacznie lepiej przybliza zaleznos¢ Q(H) niz zastosowana
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78 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

w rozdziale 3 funkcja (3.5) lub inaczej funkcja (4.2.1) z parametrem y = 0. Wartos¢ funkcji
celu dla y =60 cm wynosi ok. 2000, podczas gdy jej wartos¢ dla y =0 jest réwna 11 500
(rys. 4.2.2).

|

4.4. Metoda ztotego podziatu

Rozpatrzmy odcinek o dlugosci a + b jak pokazano na rys. 4.5.

&
< L]

»

&
<

Rys. 4.5. Podziat odcinka o dtugosci a + b na dwie czesci z wykorzystaniem ztotej liczby

Przyjmuje sie, ze odcinek ten dzielony jest na dwie czesci zgodnie z zasada ztotego podzia-
tu, jesli spetniona jest nastepujaca relacja:

_a _b (4.14)
a+b a
Wprowadzenie nowej zmienngj
;=b (4.15)
a
umozliwia zapisanie réwnania (4.14) w nastepujacej postaci
1+7=2 (4.16)
T
lub réwnowaznie
?+7-1=0. (4.17)
Wyro6znik tego réwnania jest rowny
A=1+4=5
CO 0znacza, ze ma ono dwa pierwiastki
-1+
fip = 1£J§. (4.18)

Z definicji (4.15) wynika, ze = musi by¢ liczba dodatnia a zatem nalezy wybra¢ tylko do-
datni pierwiastek

r=:1%i§=05w. (4.19)
Odwrotnos¢ otrzymanej liczby
1 b 1
S===——=1618=0 4.20
r a 0618 L (4.20)

nazywa si¢ ztota liczba.
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Historia ztotej liczby jest bardzo dtuga, jako, ze pochodzi ze Starozytnej Grecji. Jej
definicja wiaze sie z tzw. ztotym prostokatem, w ktérym stosunek krétszego boku do duz-
szego jest rowny a/b = 0,618 (rys. 4.6)

e b

Rys. 4.6. Ztoty prostokat, w ktérym a/b = 0,618

Zalezno$¢ ta jest powszechnie stosowana w architekturze jako wyrazajaca pozadane pro-
porcje pomiedzy wymiarami bryty budynku.
Zasade ztotego podzialu mozna zastosowaé w procesie poszukiwania ekstremum

funkcji f(x). Zatézmy, ze w przedziale (a®,b®) jej wartos¢ jest znana w dwéch wybranych
punktach x oraz x{. Punkty te nalezy wybra¢ tak, aby byly spetnione nastepujace wa-
runki: X" < x{) oraz

O _ a0 B0 _ 0 _ )
X' —a’ bV -x’ bV —xy
a0 p0—a® ' g0 7 (4.21a,b)
gdzie 7=0,618.
f ot

1

]

|

. |

| ! |

a X1 X2 b X'

Rys. 4.7. Podziat przedziatu (a, b) z zastosowaniem ztotego podziatu

Nastepnie przedziat jest redukowany zgodnie z zasadami podanymi w poprzedniej meto-
dzie podziatu na 3 réwne czesci.
Proces obliczeniowy wedtug metody ztotego podziatu przebiega nastepujaco:
1. Inicjacja metody
Z zaleznosci (4.21a)

b® _ x© X0 g0
ORI O i (4.22, 4.23)
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80 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

otrzymuje si¢ odpowiednio

Xl(O) =pO© _ 2-(b(O) _ a(O)) (4.24)
i
X0 =a® 4 7(p@ - ). (4.25)

2. Redukcja dtugosci przedziatu
Jesli FO) > () to

pl+D) — Xg); al+ — g
Xg+1) — Xl(i) (4.26)

Xl(i+1) —pi_ T(b(i+l) _ a(i)) .

W przypadku przeciwnym
A+ — Xl(i); b+ —
X4 = 4.27)
s = g0 — 7(p® - a0+,

3. Warunek zakonczenia procesu iteracyjnego
Jesli
i ) < ¢ (4.28)

to proces obliczen jest konczony, jesli nie — nalezy powrdéci¢ do punktu 2.

B Przyktad 4.3

Rozpatrzmy problem budowy kanatu o dtugosci L i przekroju trapezowym, jak poka-
zany na rys. 4.3.1, w ktérym natezenie przeptywu powinno wynosi¢ Q. Warunki gruntowe
w miejscu wykonania kanatu pozwalaja przyja¢ nachylenie jego skarp rowne 1: m.

Rys. 4.3.1. Przekrdj poprzeczny projektowanego kanatu

Catkowity koszt wykonania kanatu jest suma kosztu wykonania wykopu oraz umocnienia
i uszczelnienia jego dna i skarp. Pomijajac szczegdty zwiazane z projektowaniem kanatéw
przyjmijmy, ze taczny koszt jego budowy wyniesie:

K=C-A-L+C,-p-L (4.3.1)
gdzie: L - dtugos¢ kanatu,

A —pole przekroju czynnego kanatu,
p - obwdd zwilzony przekroju,
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C; - koszt wykopania 1 m biezacego kanatu,
C, - koszt wykonania umocnienia kanatu na dtugosci 1 m.

Dzielac obustronnie réwnanie (4.3.1) przez dtugos¢ kanatu L otrzymamy taczny koszt wy-
konania 1 mb kanatu k:

k:%:q-A+Cz-p. (4.32)

Zadanie polega na tym, aby znajac nastepujace dane:
— natgzenie przeptywu Q,

— spadek dna kanatu s,

— wspotczynnik szorstkosci wg Manninga n,

— pochylenie skarp kanatu m,

— jednostkowa cena wykonania wykopu C;,

— jednostkowa cena umocnienia kanatu C,

dobrac¢ taka szerokos$¢ dna kanatu B, przy ktérej catkowity koszt wykonania kanatu bedzie
minimalny. Zatem rozwiazanie sprowadza si¢ do znalezienia ekstremum minimum zaleznej
od szerokosci dna kanatu B funkcji celu zdefiniowanej wzorem (4.3.2):

k(B)=C,-A+C,-p — min (4.3.3)

Do rozwiazania nalezy zastosowa¢ opisana wczesniej metodg ztotego podziatu.

Kluczowa kwestia jest tutaj obliczenie wartosci funkcji k(B). W tym celu nalezy wy-
korzysta¢ dobrze znane réwnanie przeptywu ustalonego jednostajnego. Przeptyw ustalony
jednostajny w kanale otwartym opisuje réwnanie Manninga:

Q=1ree.giz. A (4.3.9)
n
gdzie R jest promieniem hydraulicznym zdefiniowanym wzorem
R=A, (4.3.5)
p

Pole powierzchni przekroju czynnego kanatu trapezowego A i jego obwdd zwilzony p obli-
cza sig¢ stosowanymi juz formutami:

p=B+2ml+m*, A=B-h+m-h (4.3.6,4.3.7)

Wartosci funkcji celu k(B) liczymy nastepujaco:

— Przyjmujemy wartosc¢ szerokosci dna kanatu B.

— Obliczamy glebokos¢ normalna w kanale rozwiazujac réwnanie Manninga (4.3.4)
wzgledem h czyli poszukujemy pierwiastka rownania:

f(h):Q—%RZ’?’-s”z-A:O. (4.3.8)

Poniewaz réwnanie to jest nieliniowe, do jego rozwiazania stosujemy jedna ze znanych
metod przyblizonych jak metode bisekcji, siecznych, Newtona itp.

— Obliczamy parametry przekroju trapezowego, czyli pole powierzchni przekroju i obwod
zwilzony wedtug wzoréw (4.3.6) i (4.3.7),

— Obliczamy wartos¢ funkcji celu (4.3.3)
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82 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

Proces poszukiwania ekstremum minimum polecona metoda ztotego podziatu prze-
biega zgodnie z podanym wczesniej jej algorytmem, to znaczy najpierw okresla si¢ prze-
dzial, w ktérym funkcja A(B) ma ekstremum minimum a nastgpnie z przyjeta doktadnoscia
£ oblicza si¢ jego przyblizone potozenie.

Dla nastepujacego, arbitralnie przyjetego zestawu danych: O =2,5 m’/s, s =0,0006,
n=0,025, m=1,0, C; =200 z/m’/m przekroju, C, =300 zt/m/m funkcja celu A&(B) ma
ksztalt jak przedstawiony na rys. 4.3.2. Jednoczes$nie stwierdzono, ze ekstremum funkcji
znajduje si¢ w przedziale (0,0, 7,0 m).

4000

3600 /

’ d

T

3200

k(B)

2800

2400

2000

00 10 20 30 40 50 60 70
B[m]

Rys. 4.3.2. Wykres funkcji celu k(B)

Dla zatozonej doktadnos$ci rozwiazania £= 0,01 m, po 14 iteracjach otrzymano optymalna
szeroko$¢ dna kanatu B = 1,23 m, ktdrej odpowiada glebokos$¢ normalna /# = 1,451 m. Przy
tej szerokos$ci koszt wykonania 1 metra biezacego kanatu wynosi &, = 2377 zt.

|

4.5. Metoda wykorzystujaca ciag liczb Fibonacciego

Sposréd wszystkich metod podzialu, metoda wykorzystujaca ciag liczb Fibonacciego
wymaga najmniejszej liczby iteracji. Ciag Fibonacciego jest definiowany nastgpujaco:

dlai=2,3,4,..przy czym Fo=F; = 1.

Kolejnymi wyrazami ciagu sa nastgpujace liczby: 1, 1,2, 3,5, 8,13, ....

Szereg (4.29) zaproponowal matematyk wtoski Fibonacci zyjacy w Pizzie w latach
1180-1250. Jego nazwisko jest dobrze znane w historii nauki, poniewaz to on zainicjowat
wprowadzenie cyfr arabskich do Europy. Wzor (4.29) jest rezultatem badan jakie prowadzit
Fibonacci nad populacja krolikow.

Fibonacci analizowal nastepujacy problem: para krdlikow zyjacych na lace kazdego
miesiaca wydaje na swiat dwdjke potomstwa — samca i samice. Urodzone kroéliki nie gina
irowniez kazdego miesiaca rodza pare krolikéw (samca i samice). Fibonacci poszukiwat
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4.5. Metoda wykorzystujaca ciag liczb Fibonacciego 83

odpowiedzi na nastepujace pytanie: ile par krélikéw bedzie zyto na tace po uptywie jedne-
go roku?

Ciag Fibonacciego ma bardzo interesujaca wtasciwosé. W miare wzrostu liczby jego
wyrazOw stosunek dwaéch kolejnych wyrazéw zmierza do wartosci odpowiadajacej po-
przednio zdefiniowanej ztotej liczby @, tzn.:

iefb dla i —e. (4.30)
Fia
Na przykiad, dla i = 16 otrzymuje si¢
R _ 161803,
F15

Proces obliczen przebiega nastepujaco:
1. Inicjacja metody
Proces rozpoczyna si¢ od obliczenia nastepujacej wartosci
(0) _ 5(0)
c-p-a” (4.31)
£

gdzie € oznacza zatozona dokladnosé rozwiazania. Nastepnie poszukuje sie takiej war-
tosci N dla ktérej zachodzi relacja

Fya<C<Fy. (4.32)
2. Redukcja dtugosci biezacego przedziatu

W kolejnych iteracjach i =1, 2, 3, ..., N-2 w aktualnie rozpatrywanym przedziale wy-
bierane sa dwa punkty o nastepujacych wspétrzednych:

X0 = Froica (bo—l) _ a(ifn) + 0D (4.33)
I:N—i+l

X = Faoi (b(i D _ 71))Jr 20D (4.34)
FN—i+1

Nowe granice przedziatu zawierajacego ekstremum sa obliczane alternatywnie:

- Jesli f(x ) < (") to Iewy brzeg przedziatu nie ulega zmianie, czyli a” = a'™, na-
tomiast prawy tak — b" = x,.

- J((asll f((xl(') > f(%") to lewy brzeg jest przesuwany a® = x,?, natomiast prawy nie —
p® = pt-D

3. Zbieznos¢ procesu iteracyjnego
Po wykonaniu N-2 iteracji poczatkowa diugos¢ przedziatu zostaje zredukowana do
wartosci:

b _ 2@

(b(O) a(0>)= 22 T <o (4.35)
FN

pN-2 _ -2 _ Fna Fnea R
Fv Fua

Warto doda¢, ze w trakcie procesu iteracyjnego wartos¢ funkcji kryterialnej f(x) jest
obliczana N-1 razy.
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84 4. Metody poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmiennej

B Przykiad 4.4

Zatézmy, ze przed punktem zrzutu $ciekéw woda ptynaca w rzece jest nasycona tle-
nem za$ ponizej tego punktu nastapito dobre wymieszanie sciekéw z woda. W takiej sytu-
acji koncentracje tlenu rozpuszczonego w rzece ponizej zrzutu sciekéw okresla réwnanie
Streetera — Phelpsa zapisane w nastepujacej postaci (Adamski, 2002):

cr)=C, S b [k _gk) (4.4.1)
ka - kb
gdzie: C - koncentracja tlenu rozpuszczonego w wodzie [mg/I],
C; — koncentracja tlenu rozpuszczonego w stanie nasycenia [mg/l],
L, — biochemiczne zapotrzebowanie tlenu w punkcie wymieszania $ciekow [mg/l],
k, — stata szybkosci usuwania BZT [h™],
ks — stata reaeracji (napowietrzania) [h™],
T — Czas przemieszczania si¢ zanieczyszczen w cieku [h].

Rozpatrywana funkcja posiada ekstremum minimum. Jego potoznie okresla przekroj rzeki,
w ktérym moga wystapi¢ krytyczne warunki tlenowe dla organizméw zwierzecych. Metoda
Fibonacci’ego nalezy okresli¢ krytyczny czas wystapienia minimum koncentracji tlenu
(ekstremum minimum funkcji C(z)), jego wartos¢ oraz odpowiadajace mu potozenie mini-
mum wzdhuz osi rzeki. Temperatura wody w rzece wynosi +25°C zas $rednia predkosc jej
przeptywu jest rowna Vo = 0,52 m/s = 1,872 km/h. Obliczenia nalezy wykona¢ dla nastepu-
jacych danych: Cs=8,20 mg O,/l, k, = 0,26 1/d, k, = 0,62 1/d, Lo = 25,0 mg O,/I.

=N
o
»

C [mg O,/1]

A T O T I T IO O O

O =2 N W M OO N © ©

| »
T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘V

0 24 48 72 96 120 144 168 192 216 240 264 288 312
t [h]

Rys. 4.4.1. Wykres koncentracji tlenu C(z)

Optymalizacja z wykorzystaniem ciagu liczb Fibonacci’ego wymagata wykonania 11 itera-
cji dla przyjetej dokfadnosci rozwiazania £=0,1. Obliczona krytyczna koncentracja tlenu
rozpuszczonego w wodzie o wartosci Cy = 2,60 mg/l, wystapi po czasie 7, =58,33 h
w przekroju rzeki potozonym w odlegtosci

Xe =Vo 7e =1,87 58,33~ 105 km
od punktu zrzutu $ciekdw.
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5.1. Caltki oznaczone w inzynierii wodnej

W trakcie rozwiazywania wielu zagadnien z zakresu inzynierii wodnej pojawia Sig
potrzeba numerycznego obliczenia wartosci catki oznaczonej. Ponizej przedstawiono kilka
przykfadow wystepowania catek oznaczonych.

Analizujac rézne przypadki przeptywu wody hydrolodzy operuja tzw. krzywymi su-
mowymi. Krzywa sumowa to funkcja czasu zdefiniowana jako catka oznaczona z wielkosci
podlegajacej sumowaniu. Wartos¢ catki okresla taczna ilos¢ danej wielkosci, ktora wystapi-
fa od umownie przyjetego czasu poczatkowego. Do najczesciej stosowanych w projekto-
waniu hydrologicznym krzywych tego typu naleza:

— krzywa sumowa przeptywu

V()= jQ(f)- dr (5.1)
t

gdzie: V - objetos¢ wody jaka przeptyneta przez wybrany przekroj rzeki w przedziale czasowym (1, ty,
ty — umownie przyjety czas poczatkowy,
t —czas,
Q — natezenie przeptywu,
7 —zmienna catkowania;

— krzywa sumowa infiltracji

F(t):j f(r)-dr (5.2)

gdzie: F - objetos¢ wody jaka wnika przez powierzchnie terenu do gruntu w przedziale czasowym (t, t,
ty — umownie przyjety czas poczatkowy,
t —czas,
f — natezenie infiltracji,
7 —zmienna catkowania;

— krzywa sumowa opad6éw atmosferycznych
St) = j P(z)-dr (5.3)

gdzie: S - objetos¢ wody jaka spadta na powierzchnig terenu w przedziale czasowym (to, t),
to —umownie przyjety czas poczatkowy,
t —czas,
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P — natezenie opaddw,
7 —zmienna catkowania.

Jak mozna zauwazy¢, wyznaczenie kazdej z wymienionych krzywych sumowych wymaga
numerycznego obliczania wartosci catki oznaczonej.

Jednym z wazniejszych parametrow charakteryzujacych ciek wodny w wybranym
miejscu jest pole przekroju czynnego. Dla ciekdw naturalnych informacji o przekrojach
dostarczaja pomiary polowe. W konsekwencji przekrdj poprzeczny cieku jest zdefiniowany
w sposob dyskretny, za pomoca zbioru punktéw, ktérych wspbtrzedne zostaty pomierzone.
(rys. 5.1).

el |
b,
TP

poziom pol rownawczy

Rys. 5.1. Przekrdj poprzeczny kanatu naturalnego

Jesli dla dowolnego napetnienia kanatu — stanu wody jest wymagana znajomos¢ odpowia-
dajacego mu pola powierzchni przekroju, to jego wartos¢ otrzymuje sie po obliczeniu na-
stepujacej catki:

B
A:J-H(b)-db. (5.4)
0

Taka sama catke nalezy policzyé¢, jesli chcemy wyznaczy¢ srednia gtebokos¢é wody w ana-
lizowanym przekroju cieku

A 1

—==|Hi(b)-db 5.5
=== [H(b) (55)

J
—-o&x
7

"

Rys. 5.2. Srednia glebokosé w przekroju cieku naturalnego
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W wielu zagadnieniach hydrauliki kanatow wystepuje potrzeba usrednienia danej
funkcji w przekroju poprzecznym kanatu lub w wybranym pionie pomiarowym od dna
kanatu do zwierciadta wody. Problem ten dotyczy usredniania takich wielkosci jak pred-
kos¢ przeptywu, temperatura wody lub koncentracja domieszki rozpuszczonej w wodzie.
Usrednienie w pionie wymienionych wielkosci wykonuje sie za pomoca hastepujacych
formut:

h h h
U= Iu(z)- dz, T= Jr(z)- dz C= '[c(z)- dz, (5.6a,b,c)
z z z

gdzie: Z —wzniesienie dna kanatu ponad przyjety poziom poréwnawczy,
h —wzniesienie zwierciadta wody w kanale ponad przyjgty poziom poréwnawczy,
U — usredniona w pionie predkos¢ przeptywu u(2),
T - usredniona w pionie temperatura wody 7(2),
C - usredniona w pionie koncentracja c(2),
z - zmienna catkowania.

Poniewaz funkcje podcatkowe u(z), 7(2) oraz c(2) otrzymywane Sa poprzez pomiary, zatem
Sa one przedstawione w postaci dyskretnej, co wymaga numerycznego obliczania catek.

Kolejny przyktad dotyczy gospodarki wodnej. Wazna informacja dla uzytkownikow
zbiornikdw retencyjnych, wykorzystywanych dla celéw ochrony przed powodzia, jest obje-
tos¢ prognozowanej fali wezbraniowej. Obliczamy ja na podstawie obserwowanego lub
prognozowanego hatezenia przeptywu w rozpatrywanym przekroju rzeki:

A
W = IQ(t)- dt (5.7)
0

gdzie: W - objetos¢ fali wezbraniowe;j,

t —czas,

Q - natgzenie przeptywu,

T - czas trwania wezbrania.
Identyczne calki obliczane sa w poczatkowym i koncowym przekroju rozpatrywanego
odcinka rzeki w trakcie bilansowania masy lub objgtosci wody.

Warto doda¢, ze wiele znanych formut numerycznego rozwiazywania rownan roz-
niczkowych zwyczajnych szeroko stosowanych w hydraulice mozna wyprowadzi¢ stosujac
metody numerycznego catkowania. Aby krotko wyjasni¢ te kwestig rozpatrzmy problem
rozwiazania zagadnienia poczatkowego nastepujacego réwnania rézniczkowego zwyczaj-
nego:
dy _
™ f(xy). (5.8)
Zatoézmy, ze w punkcie x wartos¢ funkcji y jest znana: y(x) = yi. Naszym celem jest znale-
zienia przyblizonej wartosci funkcji y w nastgpnym punkcie, to znaczy y(Xi1 =X + AX)
oznaczonej symbolem yi.;. W tym celu catkujemy réwnanie (5.8):

Yis1 %41

y = X, y)dX .
Id jf( )d (5.9)
Y X

otrzymujac
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)ﬁ+1
Vi =Y+ I f(x y)dx. (5.10)
%

Zaleznie od zastosowanej formuty przyblizajacej wartos¢ catki oznaczonej w réwnaniu
(5.10), otrzymuje sie odpowiednia metode numerycznego rozwiazywania réwnania roz-
niczkowego zwyczajnego (5.8). Problem ten zostanie omowiony bardziej szczegdtowo
w rozdziale 6.

5.2. Numeryczne obliczanie wartosci
pojedynczych catek oznaczonych

Przedstawione w poprzednim podrozdziale catki oznaczone taczy wsp6lna cecha. Ich
wartosci doktadnych nie mozna obliczy¢. W zwiazku z tym bedziemy poszukiwali ich
przyblizonych wartosci. Zatem bedziemy mieli funkcje jednej zmiennej f(x) zadana w prze-
dziale (a, b). Celem postgpowania jest obliczenie przyblizonej wartosci catki funkcji f(x)
w tym przedziale

f(x)-dx. (5.11)

D C—— T

W tym celu rozpatrywany przedziat dzielony jest na podprzedziaty o dtugosci h za pomoca
zbioru punktow lezacych wewnatrz {a, b):

A=X <X <. . <X <. <X1 <X =D
gdzie

b-a
n=—< 5.12
h ( )

jest liczba podprzedziatow. Catke (5.11) mozna przepisa¢ w réwnowaznej postaci:

b n n X
I:.[f(x)-dx:ZIi:z.[f(x)-dx (5.13)
a i=1 i=lx
Przedmiotem przyblizonych obliczen jest catka I;:
X
|, = J.f(x)-dx (5.14)
X1

Istnieje szereg dobrze znanych metod numerycznego obliczania catek oznaczonych (tzw.
kwadratur) jak rozne wersje metody prostokatéw, metoda trapezowa, metoda Simpsona
i inne. Wszystkie wymienione metody mozna wyprowadzi¢ stosujac jednolite podejscie
w postaci formut Newtona-Cotesa.

Ogdlna idea tego podejscia polega na aproksymacji funkcji f(x) w przedziale (a, b)
wielomianem interpolacyjnym
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QD C—— T

b
f(x)- dx = j F_(X)-dx (5.15)

gdzie Fn,(X) jest wielomianem stopnia m

FX)=ay+a -x+a, X +-+a,, X" +a, x" (5.16)
Zaleznie od przyjetego stopnia wielomianu m otrzymuje si¢ rézne typy ostatecznych for-
mut. Rozpatrzmy niektore z nich.

Wielomian stopnia m = 0: Fy(x) = ag

Wielomian ten przyjmuje stata wartos¢ w catym rozpatrywanym przedziale. Zaleznie
od zatozonej jego wartosci w podprzedziale (X1, X;) otrzymuje sie rodzine formut zalicza-
nych do metody prostokatow. Sa one nastepujace:

— wergaa: przyjmujac Fq = fi; otrzymuje si¢

% %
| = j Fy(¥) - dx = Ifi_l-dxz hf, (5.17)
X1 X1

i w konsekwencji (rys. 5.3)

D C— T

f(x)-dx:Zn:Ii:h-Zn:fi_l (5.18)
i=1 i=1

A
=
=

v

Rys. 5.3. Metoda prostokatéw — wersja a

— wergab: przyjmujac Fo = f; otrzymuje sig

X X
| = J’ Fy(x) - dx = Ifi cdx=h- f, (5.19)
X1 %1

i w konsekwencji (rys. 5.4)
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b n
I=jf(x)-dx=§lizh~2fi (5.20)

A
f(x)

A

v

a=x, Xi_1 X; b=x, X

Rys. 5.4. Metoda prostokatow — wersja b

— wergjac: przyjmujac Fo = fi_y» otrzymuje sie

5 X
| = I Fy(X) - dx = J.fifl,z-dth- f 1 (5.21)
X X

i w konsekwencji (rysunek 5.5)

b n n
'=If<X>'dX=§hzh§fil,z (5.22)

A
A

v

a=x, Xi—1 Xi b=x,  x

Rys. 5.5. Metoda prostokatow — wersja ¢

Wystepujaca we wzorach (5.21) i (5.22) zmienna fi_;, oznacza wartos¢ funkcji f(x)
w $rodku przedziatu (X_1, %).
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Wielomian stopnia m = 1: Fy(x) = ao + a1-x
Wielomian ten zmienia sie liniowo. W podprzedziale (x4, ) zdefiniowany jest naste-

pujaco:
= f -f, f—f,
R0 =y + 2 (x=x ) = | iy ————Lx [+ 2L (5.23)
h h h
Zatem
& = fi_l—@&_l . A= fizfia), (5.244, b)
h h
Przyblizona wartos¢ catki
X X
I = j F(x) - dx = J.(a0+a1-x)~dx (5.25)
X1 X1

oblicza sie nastepujaco:

X 2\[%

J(a0+a1-x)-dx={ao-x+a1-X7J

u=! X (5.26)
2 2

=ao-(>s—>sl)+a1-[i = j -+ -+ %),

2
Podstawienie wspdtczynnikdw a, oraz & do réwnania (5.26) i proste przeksztatcenia pro-
wadza do nastgpujacej wartosci catki w podprzedziale (X, X

%
j )-dx = h- '12” (5.27)

X1

(¥

|

|

|

| | |

A —
a=xg Xiq X b= X

Rys. 5.6. llustracja przyblizenia catki metoda trapezéw
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Przy jednostajnym podziale przedziatu (a, by (h = const), catke | oblicza si¢ nastepujaco:

" fo+f f

.[f )-dx=h- 1— )‘(—°+f+f +- +fnl+—j (5.28)
a —1 2

natomiast przy podziale niejednostajnym, gdy odlegtosci h pomiedzy punktami wewnatrz
przedziatu (a, b) sa rozne, catka | jest rowna:

n

b
j ). dx = Zn e il (5.29)

Jesli chodzi o doktadnosé obliczenia catki, najmniej doktadne sa dwie pierwsze wersje
metody prostokatéw (a oraz b). Interesujace jest pordwnanie doktadnosci metody trapezow
oraz metody prostokatow wersji c. Oszacowania ich bteddw sa nastepujace (Chapra i Cana-
le, 2006):

— dla metody trapezowej

K _
=15 b-a)f"(); (5.30)
— dla metody prostokatdw (wersja c)
__ K
E——z(b a)f’(¢) (5.31)

gdzie e (a b).

Zauwazmy, ze ten wariant metody prostokatow zapewnia wieksza doktadnos¢ niz metoda
trapezowa. Jak mozna zauwazy¢, btad metody jest zdeterminowany przez krok catkowania
h. Jesli funkcje podcatkowa opisuje znana formuta to btad metody mozna zmniejszy¢
zmniejszajac krok catkowania h. Jednakze bardzo czgsto ten sposdb zwigkszenia doktadno-
sci nie moze by¢ stosowany, poniewaz catka musi by¢ liczona z zadanym wynikajacym
z pomiaréw terenowych lub laboratoryjnych, krokiem catkowania h;.

Wielomian stopnia m = 2: Fy(x) = ap + a1-x + ay X2

Wielomian ten prowadzi do dobrze znanej i powszechnie stosowanej metody Simpso-
na. Jak poprzednio, przedziat (a, b) jest jednostajnie dzielony (h = const) na n podprzedzia-
tow za pomoca n + 1 weztdw wihaczajac skrajne wezty. Obliczenie catki (5.11) mozna wy-
kona¢ wykorzystujac wielomian 2. stopnia, ktérym odcinek po odcinku zastepujemy funk-
cje f(x) (rys. 5.7). W tym celu uwzgledniamy podprzedziaty o dtugosci 2h czyli dwukrotnie
dtuzsze niz stosowane w metodzie prostokatow i trapezéw. Zatem mamy 3 wezly interpola-
cji, w ktorych znane sa wartosci funkcji f(x):

(%o, F(x0)), (0, T0), (¥ (X))

Wykorzystujac powyzsze wezty mozna skonstruowa¢, wielomian Lagrange’a 2. stopnia
(m=2).

Ogédlna formuta wielomianu Lagrange’a (3.13) w tym przypadku przyjmie nastepujaca
postac:
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_ (X=x)(X=X,) (X=%)(X=X,) (X=%)(X=X)
F =f f f —_ v 5.30
209 =10%) 0 —X)00—%) ) 4= X) (5= %) be) (% — %) (%, — X, (530
f(x)A /\\
\W
AN
a=Xq X1 X2 b=xn X >

Rys. 5.7. llustracja metody Simpsona

W podprzedziale {xo, X,) catke z powyzszego wielomianu obliczamy nastepujaco:
%
I Fy(x) - dx=
%

%
_ J(f(%)w+ () FT00=) f(xz)w].dxz
X

(% =%)0% —%,) (% = %)% = %) (% = %) (%, — %)
=2 (F0p) +4T00) + 1(0). (5.31)
Przedstawmy powyzsza formute w sposéb podobny do formut poprzednio omawianych:
[P0 0= D (10) +4100) + ) = (2n) - LD (539

%

Jak mozna zauwazy¢, w rzeczywistosci jest to formuta zblizona do formuty metody prosto-
katéw. Catka jest rowna iloczynowi podstawy prostokata o szerokosci 2h oraz jego wyso-
kosci, rownej pewnej $redniej wazonej (rys. 5.8):

F (%) +4F(x)+ f(x) .
6
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f(x) A /

A

- 2h (f,+4f,+1,)/6

A A

»
»>

Xo 1 Xp X

Rys. 5.8. Interpretacja metody Simpsona

Dla dowolnego podprzedziatu (X_i, X+1) formuta Simpsona przyjmuje postac:

%41
R0 = 2 (1050 + 4100+ 105,) (539
X1

natomiast dla catego przedziatu catkowania (a, b) otrzymuje sie
b 2
| =£ (- dx=7 iZ:O“(f2i + AT, + Ty,). (5.34)

Wz6r (5.34) obowiazuje dla parzystej liczby podprzedziatdw n (rys. 5.9).

A

f(x) 7

/r

2h

» @
»

»
T >

a=xg b=x, X

Rys. 5.9. Catkowanie metoda Simpsona w wypadku parzystej liczby podprzedziatow

Jezeli liczba podprzedziatdw n jest nieparzysta, to w ostatnim podprzedziale (b—h, b) nale-
zy obliczy¢ dodatkowa catke (rys. 5.10):

f(X) A /
d

»
»

a=Xg b=xn X

Rys. 5.10. Numeryczne catkowanie metoda Simpsona przy nieparzystej liczbie podprzedziatow
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b
h
JFa09-dx= (- 106,2) +81 (6,2) +5(x). (535)
b-h
Ostatecznie w tym wypadku przyblizona wartos$¢ catki oznaczonej | jest réwna:
b b-h b
I =I f(x)-dx = _[f(x)-dx+ If(x)-dx=
a a b-h
h (1721 h (5.36)
=3 (fy +4f5,,+ f2i+2)+ﬁ(_ fop+8f, 4 +5f,).

i=0

Inny wariant metody Simpsona mozna otrzymag¢, jesli do interpolacji zastosujemy wielo-
mian Lagrange’a 3. stopnia (M= 3 — F5(X) = ag + a;-X + @)¢ + agx°).

B Przyktad 5.1

Wykorzystujac pomiary hydrometryczne wybranego przekroju poprzecznego cieku
przedstawione na rysunku 5.1.1 oraz zestawione w tabeli 5.1.1, obliczy¢ pole przekroju
czynnego kanatu metoda trapezowsa.

Jak wida¢, przekrdj kanatu opisany jest za pomoca 9 punktéw. Ich potozenie definiuja
wspbirzedne (X, H;), przy czym X; jest odlegtoscia od lewego brzegu zas H; jest gteboko-
$cig wody (rys. 5.1.1).

Tablica5.1.1
Pomierzone gtebokosci wody w wybranych punktach przekroju poprzecznego cieku
i X [m] H, [m]
1 0,00 0,00
2 1,25 0,48
3 2,00 0,95
4 3,50 1,27
5 5,00 1,09
6 6,25 1,44
7 7,75 1,03
8 8,75 0,78
9 11,25 0,00

W tym wypadku catka (5.4) przyblizona formuta metody trapezowej przyjmie postac:

; \ Hii+H;
Az.([H(x).dx = > (% = X, )

i=2

(5.1.1)

gdzie: n - liczba pomierzonych punktow,
Xi - odcieta punktu i,
H; - glebokosé¢ w punkcie i,
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B - szeroko$¢ cieku na poziomie zwierciadta wody.

ZA B
1 v n
A
Hi
i Zw
i poz. poréwnawczy v .
X, X; X X

Rys. 5.1.1. Schemat pomierzonego przekroju poprzecznego cieku

Po podstawieniu danych do wzoru (5.1.1) otrzymujemy:

0,0+ 0,45 0,45+ 0,95
00045, (300 15) 251085

350 2,00) 22127,

A=(1,25-0,00 2,00-125

)1,09-51,44_'_( )ZL44+ZI.,03+

1 (500 - 3,50)@ +(

6,25-5,00 7,75-6,25

= 9,555 m?

1034078 , 1195 575

+(8,75-7,75) )0.78+000

5.3. Numeryczne obliczanie wartosci catek podwdjnych

Catki podwojne wystepuja w hydraulice i w hydrologii réwnie czesto jak oméwione
w poprzednim podrozdziale catki pojedyncze. Jako typowy przykiad rozpatrzmy problem
okreslenia natezenia przeptywu kanale otwartym. Z wyjatkiem kanatéw laboratoryjnych,
natezenie przeptywu w kanatach otwartych okreslamy metoda posrednia, na podstawie
pomierzonych predkosci przeptywu w wybranych punktach jego przekroju poprzecznego.
W tym celu wykorzystujemy jego definicje. Przez objetosciowe natezenie przeptywu w ka-
nale rozumie sie objetos¢ wody, ktdra przeptywa w jednostce czasu przez jego przekrdj
poprzeczny zorientowany prostopadle do wektora predkosci. Mozna, wiec napisac:

Q) = HU(X, Y, 2)- dA (5.37)
A

gdzie: Q- natezenie przeptywu,
u — lokalna predkos¢ przeptywu,
A - pole powierzchni przekroju czynnego kanatu.

Inna typowa sytuacja w ktdrej pojawiaja sie catki podwdjne jest proces eliminacji
jednego z wymiaréw, gdy zagadnienie dwuwymiarowe jest redukowane do zagadnienia
jednowymiarowego. W takim przypadku zamiast niejednostajnego rozktadu danej wielko-
sci w przekroju poprzecznym wprowadzamy rozkiad jednostajny. Oznacza to stata wartos¢
danej wielkosci w przekroju poprzecznym. W trakcie usredniania nalezy przestrzega¢ na-
stepujacej ogdlnej zasady: catkowity strumien wielkosci przez przekrdj przy jej rzeczywi-
stym rozktadzie musi by¢ réwny strumieniowi wynikajacemu z wielkosci usrednionej.
Zastosowanie tej zasady pozwala napisa¢ wyrazenie na srednia predkos¢ przeptywu w prze-
kroju cieku: (rys. 5.11):
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U (%) =%=%”u(x, y, 2)-dA (5.38)
A

gdzie U(x) jest srednia predkoscia przeptywu w przekroju.

Jesli tak usredniona predkos¢ wprowadzimy do réwnania energii lub pedu ptynacego
strumienia wody, to odpowiednie bilanse wymienionych wielkosci beda zakidcone. Aby
skorygowa¢ wynikajace z usrednienia niescistosci wprowadza sie wspotczynniki korekcyj-
ne. Sa one definiowane nastepujaco:

” u?-dA
A

”u3 -dA
A p- (5.39, b)

o=
us-A u?-A

gdzie o jest wspotczynnikiem korygujacym energi¢ kinetyczna (wspotczynnik Coriolisa
lub de Saint Venanta) za$ /3 jest wspotczynnikiem korygujacym ped. Jak mozna zauwazy¢
obliczenie kazdego z wymienionych wspotczynnikow wymaga obliczenia catki podwajne;j.

VA

|

pd ol v}

v - v |

P d—: 4
VA
A T
o/

H -
/// '/"
B
y e

AUL
< P

Rys. 5.11. Rozk#ad predkosci w przekroju poprzecznym kanatu otwartego

Podobnie, catki podwojne musza by¢ obliczane w trakcie usredniania w poprzecznym
przekroju kanatu takich wielkosci skalarnych jak koncentracja rozpuszczonej w wodzie
domieszki lub temperatura wody

C(x) = % J. j c(x, y, z)dA T(X) = %”r(x y, z)dA (5.40)
A A
gdzie: C(x) - srednia koncentracja rozpuszczonej domieszki w przekroju cieku,
c(xy,2 —koncentracje pomierzona lokalnie,
T(X) - s$rednia temperatura wody w przekroju cieku,

7(X,y,2) — temperatura wody pomierzona lokalnie.

Rozpatrzmy przeptyw w kanale otwartym. Jego przekroj ma ksztatt prostokata o wy-
miarach BxH (rys. 5.12). Zat6zmy, ze w przekroju poprzecznym znane sa predkosci prze-
ptywu u(y, 2). Zadanie polega na obliczeniu natezenia przeptywu. W tym celu wykorzystu-
jemy jego definicje wyrazong wzorem (5.37). Predkos¢ przeptywu nalezy scatkowaé po
powierzchni prostokatnego przekroju czynnego przedstawionego na rysunku 5.12.
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0 >
0 B vy

Rys. 5.12. Obszar catkowania w trakcie obliczania natezenia przeptywu w kanale prostokatnym

Dla prostokatnego obszaru catkowania o wymiarach B x H, mozna napisac:

Q= ﬂ y,2)-dA= j[j y,z dz} dy = j{j dyj dz (5.41)

Kolejnos¢ obliczania catek pojedynczych nie jest istotna. Obydwie catki moga by¢ obliczo-
ne metodami przyblizonymi omowionymi wczesniej. W tym celu rozpatrywany obszar
catkowania jest dzielony na mniejsze podobszary ze statym krokiem przestrzennym Ay
w kierunku y oraz w kierunku z ze statym krokiem réwnym Az W rezultacie obszar ciagty
pokrywa N = nx m komorek-podobszaréw o wymiarach Azx Ay jak na rysunku 5.13. Nate-
zenie przeptywu w kanale obliczane jest nastepujaco:

Q= ” y,2)-dA= J’[I v,2)- dy] Zl:[gu;.AyJ.Azzé[gua-AA] (5.42)

gdzie: m - indeks komorki odniesiony do kierunku vy,
n - indeks komdrki odniesiony do kierunku z,
AA - pole powierzchni komorki,
ui*j — predkos¢ przeptywu reprezentatywna dla komorki (i, j).

A

n 5]

»
»

1 j m. oy

Rys. 5.13. Prostokatny obszar catkowania pokryty przez N = nx mkomoérek o wymiarach Azx Ay

Formuta (5.42) jest wazna przy jednostajnym podziale przekroju kanatu na komorki, gdy
AA = const. Jednak w praktyce typowa sytuacja jest pomiar predkosci w punktach roztozo-
nych w przekroju kanatu w sposéb nierdwnomierny. Zatem kazdemu punktowi, w ktérym
pomierzono predkosé¢ przeptywu przypisuje sie komorke o innej powierzchni. W takiej
sytuacji natezenie przeptywu obliczamy wedtug nieco zmodyfikowanego wzoru:

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



5.3. Numeryczne obliczanie wartosci catek podwdjnych 99

N
Q=D u.-AA (5.43)
k=1
gdzie: k - indeks punktu, w ktérym pomierzono predkosé,

N - catkowita liczba punktéw pomiarowych w rozpatrywanym przekroju kanatu,
U, — pomierzona predkosé przeptywu w punkcie K,
AA¢ - pole powierzchni komorki przypisanej punktowi k.

Analogiczne formuty stosujemy przy usrednianiu koncentracji domieszki i temperatury
wody na podstawie wykonanych pomiaréw punktowych. Odpowiednie wzory maja naste-
pujaca postac

N N
C:lzck.AA(, T:lZTk'AA( (5.44, 5.45)
A k=1 A k=1
w ktorych catkowite pole powierzchni przekroju czynnego kanatu jest rowne
N
A=D"AA . (5.46)
k=1

W wymienionych wyzej przypadkach usredniania doktadnos¢ obliczenia catki jest zdeter-
minowana przez wykonane punktowe pomiary usrednianej wielkosci. Jej zwiekszenie
mozna uzyskaé poprzez zwigkszenie liczby punktéw pomiarowych w przekroju kanatu.
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Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

6.1. Wprowadzenie

W wielu dziedzinach techniki bardzo czesta jest sytuacja, gdy funkcja jednej zmiennej
opisujaca dany proces wystepuje w réwnaniu pod znakiem pochodnej. Chcac okresli¢ tg
funkcje, nalezy rownanie scatkowa¢. Innymi stowy, dane jest réwnanie rdzniczkowe zwy-
czajne, a celem postepowania jest znalezienie funkcji spetniajacej je.

W praktyce inzynierskiej bardzo czesto réwnanie rézniczkowe opisujace badany pro-
ces nie daje sie scatkowac¢ zadnym ze znanych sposobdw catkowania. W takiej sytuacji
jedynym wyjsciem jest skorzystanie z metod przyblizonego rozwiazywania réwnan roz-
niczkowych. Stosujac je, otrzymujemy poszukiwana funkcje w postaci dyskretnej, tzn.
w postaci zbioru liczb opisujacych jej wartos¢ w wybranych punktach przedziatu catkowania.

Przyjmijmy, ze dane jest rGwnanie

y’:g—y: f(x,y). (6.1)
X

Jego rozwiazanie polega na znalezieniu funkcji y(x), ktéra w przedziale (a, b) spetni je.
Jednak od funkcji y(x) wymaga sie ponadto, aby spetniata ona pewne dodatkowe warunki.
W zagadnieniach technicznych przedmiotem poszukiwania jest zawsze jedna funkcja spet-
niajaca réwnanie rdzniczkowe. Tymczasem wiadomo, ze ogblne rozwiazanie réwnania
(6.1) ma postaé

y(x) = j fdx +C . (6.2)

Istnieje wiec nieskonczenie wiele rozwiazan rézniacych sie stata C. Chcac otrzyma¢ jedno
konkretne rozwiazanie, na funkcje y naktada sie, oprécz warunku spetnienia réwnania (6.1),
dodatkowe warunki. Istnieja dwie mozliwosci formutowania problemu rozwiazania réznia-
ce sie sposobem formutowania warunkéw dodatkowych. Rozpatrzmy je kolejno.

Dane jest réwnanie rézniczkowe zwyczajne (6.1)

y =f(x.y). (6.3)

Nalezy znalez¢ funkcje y(x), ktéra w przedziale (a, b) spetni powyzsze réwnanie, a na po-
czatku przedziatu przyjmie zadana wartos¢

y(@) = Ya. (6.4)

Zatem sposrdd nieskonczonej liczby rozwiazan rownania, ktérymi sa krzywe rozniace sie
statq catkowania C, wybieramy tylko tg, ktora przechodzi przez punkt poczatkowy o wspot-
rzednych (a, ya). Tak sformutowane zadanie rozwiazania réwnania (6.3) nazywa si¢ zagad-
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nieniem poczgtkowym réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Zagadnienie to ma prawie
zawsze rozwiazanie. Wystarczy, aby funkcja f(x, y) byfa ciagta na ptaszczyznie x — y oraz
ograniczona.

Zagadnienie poczatkowe formutuje sie takze dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych
wyzszych rzedéw. Na przykiad dla réwnania drugiego rzedu

y” =X, y,¥") (6.5)

brzmi ono nastepujaco: nalezy znalez¢ funkcje y(x), ktéra w przedziale (a, b) spetni powyz-
sze réwnanie, a na poczatku przedziatu zaréwno funkcja, jak i jej pierwsza pochodna,
przyjmie zadane wartosci

y(@) = Ya, (6.6)
y@ =y (6.7)

Ogélnie mozna powiedzie¢, ze w zagadnieniu poczatkowym réwnania rézniczkowego
zwyczajnego n-tego rzedu nalezy zada¢ n warunkéw, tzn. na funkcje i jej pochodne do
n —1 rzedu wiacznie.

Drugi sposdb formutowania problemu rozwiazania réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych dotyczy réwnan wyzszych rzedéw lub uktadéw réwnan. Na przyktad dla rownania 11
rzedu (4.5) brzmi on nastgpujaco: nalezy znalez¢ funkcje y(x), ktéra w przedziale (a, b) speini
wymienione rdwnanie rozniczkowe, a na koncach przedziatu przyjmie zadane wartosci:

y(@) =ya oraz y(b) =Yp. (6.8)
Zatem rozwiazanie y(x) musi przej$¢ przez punkty o wspétrzednych (a, y,) oraz (b, y,). Tak
sformutowane zagadnienie nosi nazwe zagadnienia brzegowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego. W przeciwienstwie do zagadnienia poczatkowego, ktérego rozwiazanie ist-
nieje prawie zawsze, znalezienie funkcji spetniajacej rownanie oraz narzucone warunki na
obu brzegach przedziatu (a, b) moze by¢ niemozliwe.

W inzynierii wodnej rownania rozniczkowe zwyczajne wystepuja w opisie wielu wy-
padkéw przeptywu wody, przy czym formutowane sa dla nich zaréwno zagadnienia po-
czatkowe, jak i brzegowe. Szczegdlnie czesto wystepuje problem poczatkowy uktadu réw-
nan rozniczkowych zwyczajnych, jako etap rozwiazywania rozniczkowych réwnan czast-
kowych typu hiperbolicznego i parabolicznego metoda elementoéw skonczonych.

6.2. Numeryczne rozwigzywanie zagadnien poczatkowych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych

W zagadnieniu poczatkowym réwnania rézniczkowego typu (6.3) chodzi o obliczenie
dla x w pewnym przedziale xo < x < b takiego rozwiazania y(x), ktére przyjmie w punkcie
X = Xo zadana warto$¢ poczatkowa y,. Zaktada sie przy tym istnienie i jednoznacznos¢ tego
rozwiazania. Stosowane w tym celu metody numeryczne umozliwiaja obliczenie przyblize-
nia yy, Y2, .., Yk ... Wartosci rozwiazania doktadnego y(xi), y(X2), ..., Y(x) w wybranych
punktach xj, X,, ..., Xk przedziatu (xo, b). O wyborze metody obliczen decyduje w gtéwnej
mierze liczba krokéw oraz zadana doktadnos¢ rozwiazania.

Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego (6.1)

y'=%= f(x,y). (6.9)
X
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Przyjmuje sig, ze funkcja f(x, y) jest ciagta w pewnym obszarze D zawartym w plaszczyz-
nie zmiennych rzeczywistych x, y. Ponadto zaktada sig, ze funkcja f(x,y) jest ograniczona w
tym obszarze oraz ze spetnia warunek Lipschitza (Krupowicz, 1986; Legras, 1974; Ralston,
1971). W obszarze tym szukamy takiego rozwiazania y(x) réwnania (6.9), ktére przejdzie
przez dany punkt poczatkowy o wspétrzednych x = Xq, y =yo. W tym wypadku bedziemy
oczywiscie szukac rozwiazania przyblizonego, tzn. przyblizen y; wartosci y(x;) rozwiazania
scistego w punktach x;(j = 1, 2, 3, ...) (rys. 6.1). R6znica Ax; = Xj+1 — X; nosi nazwe dtugosci
kroku catkowania i oznacza sig ja zwykle symbolem h.

y y(x) .

yo M
+—t—t—t—t—+—+—+—+—+>
a=XgX; X b x

Rys. 6.1. Funkcja y(x) i jej numeryczne przyblizenie

Wigkszos¢ stosowanych metod opiera sie na rownaniu powstajacym z (6.9) przez jego
scatkowanie

Y(Xj41) Xja
j dy = j f(x, y)dx. (6.10)
y(x;j) Xj
Prowadzi to do formuty
Xj+1
y(Xjaa) = Y(xj) + I FOx y())dx, (6.11)
Xj
ktdéra mozna zapisa¢ nastepujaco:
Xj+1
Via=Yi+ | TO0y0e0)dx. (6.12)

X

Catke po prawej stronie (6.12) zastepuje sie wyrazeniem przyblizajacym. W zaleznosci od
sposobu jej obliczania, otrzymuje sie odpowiedniego typu metode przyblizonego catkowa-
nia réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Stosowane metody rozwiazywania réwnan rozniczkowych dzieli si¢ na dwie zasadni-
cze grupy:
1) metody jednokrokowe,
2) metody wielokrokowe.

Metoda jednokrokowa nazywa sie taka metode, w ktorej przyblizona wartos¢ funkcji
yj+1 oblicza sig tylko na podstawie wartosci y z poprzedniego kroku, czyli y;. Metoda wielo-
krokowa jest metoda, w ktorej do obliczenia yj.1 konieczna jest znajomos¢ co najmniej
dwoch wezesniejszych wartosci, czyli yj, Yi-1, Vi-2, -+ Yj-1-

Metody rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych moga by¢ jawne — jesli
wyrazenie na Yj.; jest w postaci i1 = G(X, Vj, V-1, ¥j= - Yj1), lub niejawne — jesli daja
zaleznose typu G(X, Vi1, Y Yi-1. Yi-2 - ¥j=1) =0, czyli w postaci réwnania nieliniowego
wzgledem yj.a.
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6.2.1. Metody jawne jednokrokowe

Istnieje wiele jawnych metod jednokrokowych rozwiazywania réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Ich przeglad podaja Ralston (1971), Krupowicz (1986) i inni. Dalej omawia
sie tylko niektdre metody.

Rozwiniecie w szereg Taylora

Jesli znany jest punkt nalezacy do krzywej y(x) o wspdtrzednych (x;, y;), mozna obli-
czy¢ przyblizona wartos¢ y w punkcie X1 = X; + h, wykorzystujac rozwinigcie tej funkcji
w szereg Taylora:

, h? hP
y(Xjs1) = Y(x;)+hy (xj)+7y (xj)+...+Fy(p)(xj)+..., (6.13)

gdzie: Y5 =i Y (%) = x5, yy), Y7 05) = £ O, yp) + (g, yy) £/ (x, ) itd.

Metoda ta jest rzadko stosowana ze wzgledu na koniecznos¢ obliczania pochodnych
wyzszych rzedow.

Metoda Eulera (famanych)

Metoda ta polega na zastapieniu krzywej
w przedziale h jej styczna w punkcie (x;, ;).
Otrzymuje sie wieC ;. v))

f
f(Xj41, V1)

Xjy =X +h,

i
Vi =Yj +hE(x;,y5)

(6.14)

Widag, ze jest to metoda, ktéra mozna wypro-
wadzi¢ z poprzedniej, pomijajac w rozwinieciu  Rys. 6.2. Zastapienie pola pod krzywa f(x, y)
Taylora cztony z wyzszymi pochodnymi niz polem prostokata — metoda Eulera
pierwsza. ldentyczna zaleznos¢ otrzymuje sig,

gdy w (6.12) zastapimy catke polem prostoka-

ta (rys. 6.2), czyli

=
R

Vi =Yj+hf(x;y5) . (6.15)
y A
Y(%41)
yj+1 h |
|
y(%) 1 —‘
|
1 |
X X

Rys. 6.3. Geometryczna interpretacja metody Eulera
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o4 Interpretacje geometryczng tej metody przedstawio-
no na rys. 6.3. Krzywa y(x) zastepujemy odcinkiem
prostej, ktora jest styczna do krzywej w punkcie x;.
Przyblizenie y;.; wartosci funkcji y(x;.1) oblicza sig,
dodajac do wartosci poprzedniej przyrost /- f(x;, ).
Przyblizenie to jest tym lepsze, im mniejszy jest krok 4,
co ilustruje rys. 6.3. Zalezno$¢ btedu metody od wiel-
ko$ci 4 jest funkcja rosnaca, co schematycznie przed-
stawiono na rys. 6.4, oznaczajac btad przez J,. Jednak-

; ze zmniejszanie kroku calkowania # powoduje wzrost

ilosci obliczen, a zatem i wzrost bledu wynikajacego

Rys. 6.4. Zaleznos¢ bledow z zaokraglen, oznaczonego przez J,. Gdy /4 jest dosta-
od wielkosci kroku catkowania tecznie mate, btad zaokraglefi moze przewazac i dalsze

zmniejszanie 7 moze powodowaé nie poprawe, a po-
gorszenie wyniku obliczen, gdyz catkowity blad jest
suma bledu metody i bledu zaokraglen. Wynika z tego, ze istnieje pewna optymalna war-
to$¢ h,,, dla ktorej catkowity bfad jest minimalny.
Powyzsze uwagi o bledach odnosza si¢ do wszystkich metod catkowania.

y A
y(xl'+1) _____________________________
L
- . h k
K nachylenie f (x+ 5. ¥; +§1-)
: nachylenie f(x;, y;)
. l

y,‘ T : :
1 - 1 1
1 - 1 I
1 1 I
Il I Il »
T T T »
X X

hi2

Rys. 6.5. Geometryczna interpretacja ulepszonej metody Eulera

Metoda Eulera ulepszona
W metodzie tej zastepuje si¢ krzywa y(x) odcinkiem prostej, ktory jest do niej styczny
w potowie przedziatu (x;, x;1;), zamiast — jak w poprzedniej metodzie — w punkcie (x;, ;).

Do obliczenia przyblizonej wartosci y w punkcie x; + /4/2 wykorzystuje si¢ metode Eulera,
czyli

h
yj+]/2 :y] +Ef(xj7y1),
(6.16)
h
Yinn =DV +hf(xj +Esy1+l/2js
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lub oznaczajac inaczej
Ky =hf(x;,y;),

h k
k2:hf(xj+§,yj+?1j, (6.17)

Yia=Yjtks.
Z kolei biorac pod uwage wzor (6.12), fatwo mozna zauwazy¢, ze analogiczng formulg do

(6.17) daje on, gdy catke zastapimy polem prostokata o wysokosci f(x; + h/2, y; + ki/2), co
przedstawiono na rys. 6.6.

faA
f(xj+1 » Yj+1 )
(X + 12, Yjrqp)

fx; v)) I~

Rys. 6.6. Obliczanie catki w (4.12) w ulepszonej metodzie Eulera

Metoda Rungego-Kutty

Metoda ta jest algebraicznym uogolnieniem ulepszonej metody Eulera. Polega ona na
znalezieniu na yj.; wyrazenia zgodnego z rozwinigciem w szereg Taylora, az do pewnej
potegi h, bez obliczania pochodnych. Przyjmujac zgodnos¢ wyrazéw zawierajacych h, az
do potegi p, mamy:

gdzie: k; = hf (x;,y;),
ko =hf (X + 240, y; +41K),

Kp =hf(Xj +up4h,  Yj+ 4501k + Apa Ko+ Apg pakpa)

gdzie o, w4, Aij sa wspotczynnikami, ktore nalezy okreslic. Sposob okreslenia tych wspot-
czynnikow mozna przesledzi¢ na przyktadzie, w ktérym zostana uwzglednione wyrazy
rozwiniecia do h® whacznie, czyli dla p = 2. W tym wypadku formuty (6.18) przyjma po-
stac:

Yju =Yj+onky + ks, (6.19)

przy czym: k; =hf (x;,y;),
kp =hf(xj +uh,y; + k).
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Wstawienie do (6.19) wyrazenia na k; oraz zastapienie wyrazenia na k, rozwinigciem
w szereg Taylora wokot punktu (x;, y;) z zachowaniem pochodnych | rzedu prowadzi do
formuty

Yitt = Yj +051hf(Xjvyj)+052hf(xj,yj)+a2ﬂh2f;(Xj,yJ')JF
+apAhky (X, Y5).

Po jej uporzadkowaniu otrzymujemy

’ k 7
Yja =Y +(oq + a)hf (xj,yj)+a2h2{ﬂfx(xj,yj)+/1ﬁfy(xj,yj)}:

(6.20)
=Yj+ (o +ap)hf (Xj:)’j)"‘hz[052/‘1f>:()(1'vyj)+0‘2;tf (%, yj) fy (%, ¥ )1
Z drugiej strony, z rozwiniecia Taylora wynika wyrazenie
h2
Yisn =Y +hy’j +7Y’J{ =
) (6.21)
he ., ,
=y;+hf (va)’j)+7[fx(xj:yj')+ fO,y5) fy (x5, ¥
Poréwnujac ze sobg (4.20) i (4.21), otrzymuje sig zaleznosci
o +a, =1, az,u:%, azﬂ:%, (6.22a,b,c)
z ktorych wynika, ze:
U=, og= 2u-1 , Oy = L . (6.23a,b,c)
24 2u
Przyjmujac u = 1/2, otrzymujemy o1 = 0i o, = 1. Zaleznos¢ (6.19) przyjmie wigc postaé
Vi =Yj+ka, (6.24)
gdzie: k; =hf(x;,y;),
1 1
k2 = hf (X] +Eh, yJ +Ek1) .
Sa to formuty identyczne z (6.17).
Z kolei przyjmujac w (6.23) ¢ =1, otrzymujemy o = 1/2 i o, = 1/2, czyli
1
yj+1=yj+§(k1+k2), (6.25)

gdzie: k; =hf (x;,y;),
ko =hf(x;+h,y;+k).
Ten wariant metody Rungego-Kutty nazywa sie rdwniez metoda Eulera-Cauchy.
W podobny sposéb, uwzgledniajac kolejne wyrazy rozwiniecia Taylora, mozna uzy-
ska¢ szereg wariantow tej metody (Legras, 1974). | tak mamy:
— uwzgledniajac h®

1
Vi =Y +€(kl +4k, +k3) , (6.26)
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gdzie: k; =hf(x;,y;),
1 1
k, :hf[xj +§h'yj +§k1j,
kg =hf(x; +h, yj+k —2k;);

— uwzgledniajac h*
Yin=Yj+= (k + 2Kk, +2k5 +ky), (6.27)
gdzie: k; =hf(x;,y;),

1 1
1 1
kg =hf(xj +h, y;+ks);

— uwzgledniajac h®
Vit = ¥+ porg (1445Kk; + 6561ks +3264K, +2500ks) (6.28)

gdzie: k; =hf(x;,y;),
k2=hf(xj+§h, yj+§klj,
k3=hf[xj+lh, yj+i(kl+3k2)j,
3 12
k, = hf(xj +%h, Yi +i(23k1—81k2 +90k3)j,

k5_hf(x +— 9 h, y;+

n — (345K, + 2025k, — 1224k, + 544k4)j

1000
— uwzgledniajac h®

Vi =Yj +$(23kl +125k, —81ks +125kg) , (6.29)

gdzie: k; =hf (x;,¥y),
1 1
k, :hf(xj +-h, y;j +§k1),
+i(6k +4k,)
5 2 V)

Jg'

X;

1
= hf(xJ +h, +Z(kl -12k, +15k3)),
o=

+§h, yj+i(6kl+90k2—50k3+8k4)j,
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kg = hf(xj +%h, Yi +%(6k1+36k2 +10k, +8k4));

— uwzgledniajac h?
Vi =Y)+ags L a1k, + 216k, + 27k, + 272ks + 27k, + 216k, +41k;),  (6.30)

gdzie: k; = hf (x-,y-),

1
k, =hf| x; += h S+ =k, |,
2 ( y] 9 1)

1 1
(] B Yj+§(k1+3kz))
4 =hf 1h L k, —3k k
= X]+§ ; Yj+g(1—3 2 +4ks) |,
1 1
= hf(xJ +Eh’ Yj +§(—5kl+27k2 — 24k, +6k4)],
2 1
= hf[xJ +§h, Y +§(221k1 —981k, +867k; —102k, + k5)j,
_ hf(xl +§h, Y Jr%(—lssk1 1678k, — 472K, — 66k, + 80K +3k6)j |

=hf (x +hy; +$(716kl — 2072k, +1002K +834k,, — 454k — 9K +72k7)j .

6.2.2. Metody jawne wielokrokowe

Catkujac rownanie y = f (x, y), otrzymuje sie znana juz zaleznos¢ (6.12), czyli
Xj+1

Yia=Y+ j (X, y(X))dX . (6.31)

X

Funkcja zmiennej niezaleznej x — f(x, y(x)) nieznana jest w przedziale (X;, X;:1), ale znana
jest w punktach Xo, X1, Xa, ..., X;. Oznacza to, ze znane sa wartosci f (Xo, Y(Xo)), T (X1, Y(X1)),
f(x2, Y(X2)), ..., T (X;, y(x))). Mozna wigc zastosowa¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a
w celu przyblizenia funkcji f(x, y(x)) migdzy weztami x; i X;:1. Jesli dokona sig ekstrapolacji
funkcji f na ten przedziat, to otrzymuje sig proste wyrazenie na yj.1 typu Y = F (X, Yo,
Y1, ..., ¥j), czyli tak zwany schemat jawny.

Ogolna posta¢ formuty jawnej jest nastepujaca (Ralston, 1971):

q
Yia =Yj-p T hZ,Bi fii. (6.32)
i=0

Stosujac wielomiany interpolacyjne Lagrange’a, mozna otrzyma¢ szereg wariantdw w za-
leznosci od wartosci p i g. W szczeg6lnym przypadku, przyjmujac p =0, otrzymujemy
grupe formut typu Adamsa-Bashfortha, ktére dla r6znych wartosci g maja postac:
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h
q=1 yj+1=y,-+§(3f,-—fj_1), (6.33a)
h
h
q:3 yj+l:yj +§(55f1_59fj—l+37fj—2_9fj—3) (6330)

Sposéb obliczenia wspotczynnikow formuty ekstrapolacyjnej przedstawia sie dla q = 2,
czyli dla wypadku, kiedy dokonuje si¢ interpolacji za pomoca wielomianu Lagrange’a
2. stopnia. Wielomian ten, jak wiadomo z podrozdziatu 3.3, mozna zapisa¢ w postaci

P(X)=X L F. (6.34)

Przyjmujac, ze weztem poczatkowym jest punkt o wspétrzednych (X, Yj-), otrzymujemy

figb. (6.35)

=

P(x):{l, % X—z} -

NIHleH

Catkujac ten wielomian w przedziale migdzy X; i Xj:1, tzn. w granicach od 2h do 3h, ponie-
waz poczatek zostat sprowadzony do punktu j — 2, otrzymuje sie

3h 3h 3h 2
[fac=h [ Lac=2n [ Zax=2n,
2h on 1 2 on D 3
czyli
T 5 4 23] |
j P(x)dx=h{—, -2 —} fi
5h 127 3 12 f
Ostatecznie réwnanie (4.31) przyjmie postac¢
h

W podobny sposob mozna wyprowadzi¢ inne formuty interpolacyjne.

m Przykfad 6.1
Transformacja fali wezbraniowej przez pojedynczy zbiornik

Pojedynczy zbiornik o liniowej charakterystyce transformuje fale wezbraniowa zgod-
nie z réwnaniem (Szymkiewicz, 2000)

9Q_1 pay-
& = PO-QM). (6.1.1)
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gdzie: P(t) — znana funkcja zalezna od czasu, reprezentujaca natezenie doptywu do zbiornika,
Q(t) — poszukiwana funkcja czasu reprezentujaca natezenie odptywu ze zbiornika,
K - stala retencji.

Nalezy wyznaczy¢ funkcje Q(t) dlat € (0, N - h), rozwiazujac powyzsze rownanie metoda
ekstrapolacyjna Adamsa (6.33b) i wiedzac, ze:
— warunek poczatkowy ma posta¢

Q(t=0) = Py; (6.1.2)

— doptyw do zbiornika zmienia si¢ w czasie zgodnie z réwnaniem

t ? t ?
P(t) = PO + Pm [ﬁ} exp[l—[ﬁ] J,

gdzie: Py, Py, T, — zadane parametry;
— krok catkowania wynosi h, a liczba krok6w — N.

Zalecona do rozwiazania formuta Adamsa ma postac¢
h 7 ’ 7
Qju=Q; +E(5Qj—2 —16Qj_, +23Qj) . (6.1.3)

Jak wida¢, do rozpoczecia obliczen wymagana jest znajomos¢ Qj w punktach j =1, 2, 3. Do
wyznaczenia ich zastosujemy metode jednokrokowa Eulera (ulepszona), ktéra zgodnie
z (6.17) zapiszemy
Qju1 =Q; +hQ’(t; +0,5h,Q; +0,5k), (6.1.4)
gdzie: ky =h Q'(t;, Q).
Metode te¢ nalezy stosowa¢ dla dwdch pierwszych krokéw, czyli dlaj =1, 2, gdyz Q; znane
jest jako warunek poczatkowy.
Algorytm rozwiazania opisanego wczesniej zagadnienia mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej postaci:
1) podstaw: t; =0, Q; = Pq;
2) dlaj=1, 2 powtorz operacje:
— podstaw tj,; = t; + h,
— oblicz Qj:1 wedtug wzoru (6.1.4);
3) dlaj=3,4,.., N-1powtdrz operacje:
— podstaw tj,; = t; + h,
— oblicz Qj:; wedtug wzoru (6.1.3).
Dziatanie algorytmu zilustrowano przyktadem obliczen. Przyjeto, ze:
— krok catkowania wynosi h =1 h,
— stata retencji wynosi K =12 h,
— parametry funkcji P(t) sa rowne: Py = 50 m%s, P, = 300 m%s, t,, = 20 h,
— liczba krokdéw catkowania wynosi N = 120.

Obliczong funkcje Q(t) przedstawiono na rys. 6.1.1, na ktérym dla poréwnania zaznaczono
rowniez funkcje P(t).
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P.Q 4 [m3/s]

0 I I 1 I I I I I I 1 1 I >
T T T T T T T T T T T T »

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 110120 t[h]

Rys. 6.1.1. Funkcja Q(t) otrzymana jako wynik transformacji funkcji P(t) przez zbiornik u

6.2.3. Metody niejawne jednokrokowe

Do tej grupy metod rozwiazania réwnan rozniczkowych zwyczajnych zalicza sig nie-
jawna metode Eulera oraz niejawna metode trapezowa. Obydwie metody mozna tatwo
wyprowadzi¢, wykorzystujac ogélny wzor (6.12).

Metode niejawna Eulera otrzymujemy jako wynik przyblizenia pola trapezu krzywoli-
niowego polem prostokata o wymiarach h - f(X;:1, Yj+1) (rys. 4.7), czyli

Xj+1

[ Oy dx=h- (X, Yjea) - (6:37)

Xj

fix, y) 4

X1
fi f dx= hf(x; , Vi
[#x.y) dx= s yon .

%

f(xl'”‘ ”*1) T /
A

Xy

%j %1

|l
I~ 1

Rys. 6.7. Zastapienie pola pod krzywa f(x, y) polem prostokata — niejawna metoda Eulera

Réwnanie (6.12) przyjmie wigc postaé
Yitr =Y + h - f(Xje1, Yjer) (6.38)
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Jesli w réwnaniu (6.12) catke zastapimy polem trapezu prostoliniowego (rys. 6.8)

Xj+1

JFOy 0= 20106y + F (X, ¥30). (6.39)

to otrzymamy niejawna metodg trapezowa
h
yj+l:yj+5(f(xjvyj)+f(Xj+l1yj+1))' (6.40)

Jak widzimy, formuty metody niejawnej Eulera oraz niejawnej metody trapezéw prowadza
do algebraicznych réwnan nieliniowych. Zatem w kazdym kroku catkowania poszukiwana
wartos¢ Yj., otrzymamy, rozwiazujac nieliniowe réwnanie algebraiczne dowolna metoda
opisana w rozdziale 2. Najczesciej stosowany wariant metody iteracji prostej, nazywany
algorytmem ,,predyktor-korektor”, przedstawiono w punkcie 6.2.4.

Obydwie wymienione metody naleza do najczesciej stosowanych metod rozwiazywa-
nia uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

fix, y)4

%41

jfxy =B (05,3 31, 00)

Xt Yur) T m

105 9)1

<y

Rys. 6.8. Zastapienie pola pod krzywa f(x, y) polem trapezu — niejawna metoda trapezowa

m Przykfad 6.2
Czas oprodzniania zbiornika retencyjnego

Obliczy¢ czas konieczny do przygotowania zbiornika retencyjnego na przyjecie fali
wezbraniowej, to znaczy czas, w ktérym zwierciadto wody w zbiorniku H(t) z poczatkowe-
go poziomu H, (rys. 6.2.1) obnizy si¢ do poziomu pozadanego Hy.

Obliczenie nalezy wykona¢, przyjmujac nastepujace zatozenia i dane:

— poczatkowy poziom wody w zbiorniku wynosi H, = 15 m npp, za$ poziom, do ktorego
nalezy obnizy¢ zwierciadto wody, wynosi Hy = 10 m npp;
— doptyw wody do zbiornika nie zmienia si¢ w czasie i wynosi q = 3 m¥s;
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— odptyw wody odbywa sie przez upust denny przy jego catkowitym otwarciu. Jego po-
wierzchnia wynosi A = 2,50 m?, za§ wspétczynnik wydatku ¢ = 0,65;

— poziom wody na stanowisku dolnym jest staty i wynosi Hy =5 m npp;

— powierzchnie zbiornika na poziomie zwierciadta wody, bedaca funkcja napetnienia
zbiornika F(H), definiuje tabela 6.2.1 i rys. 6.2.2.

Z
3
T
S e
k
Hy
poziom poréwnawczy v
Rys. 6.2.1. Schemat zbiornika retencyjnego
Tabela6.2.1
Zaleznos¢ powierzchni zbiornika od jego napetnienia
Hi [m npp] 5,00 6,00 7,40 8,30 10,40 13,25 16,00
Fi [mz] 1000 20000 40000 60000 120000 240000 400000

Dla posrednich wartosci H wartos¢ F(H) oblicza sie, interpolujac liniowo pomiedzy punk-
tami. Zatem F(H) zdefiniowana jest nastepujaco:

= dla H<H,

F(H)= Fi+F”1—_E(H—Hi) dla H;<H<H,,(=1234567) (6.2.1)
Fs dla H>Hg.

Hig —H;

»
LI B B B B a ) LUNNNL L B B BN B

2 6 10 14 18 22 26 30 34 3B
F[x10*m?]

Rys. 6.2.2. Zaleznoé¢ powierzchni zbiornika od jego napetnienia
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Dla zbiornika przedstawionego na rys. 6.2.1 mozna napisa¢ nastepujace rozniczkowe
réwnanie retencji:

dH

F=W(Q() Q). (6.22)

w ktorym chwilowy odptyw Q(t) jest funkcja réznicy pozioméw wody w zbiorniku i poni-
Zej zapory:

QM) = A-4/2g (H(1)-Hg)¥?. (6.2.3)
Do rozwigzania zastosujmy niejawny schemat Eulera (6.38), ktéry ma postac:
Hig=H;+AtH),, (6.2.4)
gdzie: j - indeks punktu obliczeniowego,

At — krok catkowania w czasie.
Podstawiajac przyjete dane i zaleznosci, otrzymujemy:

Hi = HHHD@ PAJ20 (H o —Hy)¥2). (6.2.5)

Poniewaz zastosowany schemat catkowania jest niejawny, otrzymane réwnanie jest
nieliniowe. Zastosujmy wiec metode iteracji prostej. Zatdzmy jednoczesnie, ze pierwsze
przyblizenie obliczymy jawna metodq Eulera (6.15):

HUSO = Hj+—2 (g pAy2g (H; —H)Y?). (6.2.6)
: F(H )
Tak obliczony wynik korygujemy, stosujap (6.2.5) w postaci:
k [2q (H
H E+Il) =R+ F(H (k)) (q PAY29 (H §+)1 d )]/Z)v (6.2.7)
i+1

gdzie: k=0, 1, 2, ... — indeks iteracji.

Proces kontynuujemy do chwili, gdy r6znica wynikéw w dwach kolejnych iteracjach spetni
warunek:
HED -HE)I<e, (6.2.8)

gdzie: £- przyjeta doktadnosé rozwiazania.

Zatem odpowiedz na pytanie o czas oprdznienia zbiornika otrzymujemy, rozwiazujac réw-
nanie rozniczkowe zwyczajne (6.2.2) z warunkiem poczatkowym:

H(t=0) = H,, (6.2.9)

Nie interesuje nas posta¢ funkcji H(t), lecz czas t, po ktérym zwierciadto wody w zbiorniku
osiagnie wartos¢ Hy. ROwnanie rozniczkowe nalezy wiec catkowa¢ z krokiem At do chwili
spetnienia warunku

H(t) < Hg (6.2.10)

Algorytm obliczen mozna zapisa¢ w nastepujacej ogolnej postaci:
1) podstaw j =1, H;j = Hy;
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2) oblicz pierwsze przyblizenie H{?) wedtug (6.2.6);

3) oblicz nastepne przyblizenie H ) wedtug (6.2.7);
4) sprawdz warunek (6.2.8):
— jesli jest spetniony:
podstaw: Hjy = H )
i przejdz do punktu 5,
— jesli nie jest spetniony:
podstaw: H(%) = H{)
i przejdz do punktu 3;
5) sprawdz warunek (6.2.10);
— jesli nie jest spetniony: przejdz do punktu 2;
— jesli jest spetniony, zakoncz obliczenia, poniewaz t = (j — 1) - At jest poszukiwanym
czasem, po ktorym zwierciadto wody osiagnie poziom Hy.

na j podstaw j+1

Obliczenia wykonane wedtug powyzszego algorytmu dla przyjetych danych wykazaty,
ze przygotowanie zbiornika na przyjecie fali wezbraniowej wymaga ok. 17 godzin i 36
minut. Wynik ten uzyskano, przyjmujac doktadnos¢ rozwiazania réwnania nieliniowego
£=10,0005 m. Krok catkowania At zmieniano w kolejnych wariantach zadania w granicach od
At =180 s do At = 720 s. Zmiany te nie mialy istotnego wptywu na wynik ostateczny. ]

m Przyktad 6.3
Obliczenie krzywej spietrzenia

Obliczenie krzywej spietrzenia polega na wyznaczeniu profilu zwierciadta wody w ka-
nale, ktory wywotuje budowla pigtrzaca przy danym natezeniu przeptywu (rys. 6.3.1).
W tym celu nalezy scatkowaé rownanie rézniczkowe zwyczajne opisujace ruch ustalony
wolnozmienny w kanale z warunkiem poczatkowym odpowiadajacym spietrzeniu w prze-
kroju posadowienia budowli. W ukladzie wspdtrzednych, jak na rys. 6.3.1, réwnanie to
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci (Szymkiewicz, 2000):

dE

—=5, 6.3.1
i (6.3.1)
gdzie: E(x) - catkowita energia mechaniczna liczona wzgledem przyjetego poziomu odniesienia,
S — spadek linii energii.
Energie mechaniczna E definiuje wyrazenie
2
E=h+297, (6.3.2)
20A
za$ spadek linii energii przy wyrazeniu oporéw ruchu przez réwnanie Manninga okresla wzor
2A2
n“Q
gdzie: h(x) — rzedna zwierciadta wody w punkcie X,
o - wspoiczynnik de Saint-Venanta,
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Q - natgzenie przeptywu,

g — przyspieszenie grawitacyjne,

A — powierzchnia przekroju czynnego kanatu,

R - promien hydrauliczny przekroju czynnego,

n - wspdtczynnik szorstkosci kanatu wg Manninga.

h4
&\A
Tt~ h(x = 0)
S.n T~
Yn
r(x .: O). S

P poziom odniesienia v
X X x=0

Rys. 6.3.1. Profil zwierciadta wody wywotany budowla pietrzaca
Réwnanie (6.3.1) rozwiazujemy niejawna metoda trapezowa (6.40)
AX
E,-+1=E,-+7(S,-+S,-+l), (6.3.4)

gdzie: j - indeks przekroju obliczeniowego,
Ax — krok catkowania.

Podstawiajac do powyzszego wzoru wyrazenia (6.3.2) i (6.3.3), otrzymujemy

2 2 22 22
hj+1+£2: hj + 9 2 +% n4/3(*? 2 T I;1]/3(22 ' (6.3.5)
20A74 20Aj Ry7A] RiAja

Poniewaz w przekroju budowli pietrzacej o indeksie j =1 znana jest rzedna zwierciadta
wody h,, wynikajaca z przyjgtego pigtrzenia
h(x=0) =h; = h,, (6.3.6)
to tym samym w réwnaniu (6.3.5) wszystkie zmienne z indeksem j sa znane. Rdwnanie to
jest wigc rownaniem z jedna niewiadoma h;j.;, reprezentujaca rzedna zwierciadta wody
w przekroju 2 odleglym od zapory o Ax. Rdéwnanie jest jednak nieliniowe, gdyz
Ajr1 = A(hj+1) oraz Ry = R(hj1). Rozwiazujac je jedna z metod rozwiazywania rownan
algebraicznych nieliniowych, otrzymujemy przyblizona wartos¢ h,. Nastepnie identyczny
tok postepowania powtarzamy dla nastepnego odcinka kanatu. Obliczenia prowadzimy do
miejsca, w ktorym spetniony jest nastepujacy warunek:
(hj—r;)—Y,<0,02m, (6.3.7)

gdzie: Y, - gtebokos¢ normalna w kanale odpowiadajaca natezeniu przeptywu Q.
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Powyzszy warunek okresla koniec krzywej spietrzenia.

Tabela 6.3.1
Obliczony profil zwierciadta wody w kanale
Indeks_ Kkm Rzedna dna Rzedna zw. Gtebokos¢

przekroju r [m npp] wody h [ m npp] y [m]
1 0,000 5,000 8,500 3,500
2 0,250 5,063 8,501 3,438
3 0,500 5,125 8,501 3,376
4 0,750 5,188 8,502 3,314
5 1,000 5,250 8,503 3,253
6 1,250 5,313 8,504 3,191
7 1,500 5,375 8,504 3,129
8 1,750 5,438 8,505 3,068
9 2,000 5,500 8,506 3,006
10 2,250 5,563 8,508 2,945
11 2,500 5,625 8,509 2,884
12 2,750 5,688 8,510 2,823
13 3,000 5,750 8,512 2,762
14 3,250 5,813 8,513 2,701
15 3,500 5,875 8,515 2,640
16 3,750 5,938 8,517 2,579
17 4,000 6,000 8,519 2,519
18 4,250 6,063 8,521 2,459
19 4,500 6,125 8,524 2,399
20 4,750 6,188 8,527 2,339
21 5,000 6,250 8,530 2,280
22 5,250 6,313 8,533 2,221
23 5,500 6,375 8,537 2,162
24 5,750 6,438 8,541 2,104
25 6,000 6,500 8,546 2,046
26 6,250 6,563 8,551 1,988
27 6,500 6,625 8,557 1,932
28 6,750 6,688 8,564 1,876
29 7,000 6,750 8,571 1,821
30 7,250 6,813 8,579 1,767
31 7,500 6,875 8,588 1,713
32 7,750 6,938 8,598 1,661
33 8,000 7,000 8,610 1,610
34 8,250 7,063 8,623 1,560
35 8,500 7,125 8,637 1,512

Wydziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



118 6. Rozwiazywanie rownan rézniczkowych zwyczajnych

Opisany algorytm rozwiazania zastosowano do wyznaczenia krzywej spigtrzenia w ka-
nale trapezowym o nastepujacych parametrach:
— szerokos¢ kanatu B =5m,
— nachylenie skarp kanatu M = 1,5,
— spadek dna kanatu s = 0,00025,
— wspdtczynnik szorstkosci wg Manninga n = 0,030,
— gtebokos¢ normalna Y, =1,5m,
— natezenie przeptywu Q = 3 m*/s,
— rzedna zwierciadta wody po podpigtrzeniu w przekroju budowli: h, = 8,5 m.

Wyniki obliczen, uzyskane przy kroku catkowania Ax = 250 m oraz dokfadnosci roz-
wiagzania réwnania nieliniowego (6.3.5) metoda siecznych £=0,0005, przedstawiono
w tabeli 6.3.1. ]

6.2.4. Metody niejawne wielokrokowe

Jesli do interpolacji funkcji f w réwnaniu (6.31) wykorzystany zostanie réwniez punkt
nieznany (Xj+1,  (Xj+1, Y(Xj+1))), otrzymujemy zaleznos¢ na y;:1 W postaci réwnania nielinio-
wego: G(X, Y1, ... ¥j, ¥j+1) = 0, czyli tzw. schemat niejawny. Dla grupy otrzymanych w ten
sposob schematéw ogdlna formuta ma nastepujaca posta¢ (Ralston, 1971):

q
Yisn =Yjp T hz Binfii (6.41)
j=—
Wspotczynniki f mozna obliczy¢, jak w wypadku schematow jawnych, za pomoca wielo-
mianéw interpolacyjnych Lagrange’a, przyjmujac odpowiednie wartosci parametréw p i q.
Zaktadajac p = 0, otrzymuije sie formuty typu Adamsa-Moultona:

h
q=0 yj+1=yj'+§(fj+fj+1), (6.42a)
= = h f f f
q=1 yj+1—Yj+E(— jo 8 +5F,.,), (6.42b)
h
q=2 y,-+1=y,-+a(fj_2—5fj_1+19fj+9fj+1). (6.42c)

Sposéb  wyprowadzenia powyzszych
wzoréw zilustrujemy najprostszym warian-
tem metody. W celu wyprowadzenia formuty
(6.42a), przez wezly x; oraz xj;; prowadzimy
liniowy wielomian interpolacyjny Lagrange’a
(rys. 6.9).

y' A

*1

y (x)

Rys. 6.9. Schemat do wyprowadzenia niejawnej
formuty Adamsa-Moultonadlagq=0
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Pochodna y'; w wezle X; znamy z poprzedniego kroku obliczen lub z zadanego warunku
poczatkowego. Natomiast nie znamy jej w wezle Xj.1. Liniowy wielomian ma posta¢

Y (X) =] +M(x—xj) dla X <X < X (6.43)
Xja —Xj
Woprowadzmy nowy uktad wspotrzednych, taki ze X = x —x;. Wz0r powyzszy zapiszemy
nastepujaco:
y(X) = y’j+%x dla 0<X<h. (6.44)
Obliczmy catke z pochodnej y’(X) w przedziale (0, h). Otrzymamy

n n Y

[ yoax = [y',—+%xjd><=
0 0 (6.45)
Yia—Yjh?

=y'h+
i h o 2

h 7 ’
:E(yj = Yj)-
Wstawiajac otrzymany wynik catkowania do ogdlnego wzoru (6.12), otrzymuje si¢ rdwnanie
h ’ ’
Vi =Y +§(y,- +Yi) (6.46)

czyli poszukiwana formute (6.42a). W podobny spos6b mozna wyprowadzi¢ pozostate
formuty typu Adamsa-Moultona.

Jak wynika z réwnan (6.42), w wypadku schematéw niejawnych otrzymuje sie wyra-
zenie na yj,1 W postaci rownania nieliniowego G(Yj+1, ¥j, ¥j-1, --.) = 0, Ktorego rozwiazanie
jest bardziej skomplikowane. Do rozwiazywania tego typu réwnan stosuje si¢ zwykle me-
tode ,,predyktor-korektor”. Idea tej metody jest nastepujaca:

— znajac wartosci y w punktach az do j-tego wihacznie, oblicza sie pierwsze przyblizenie y
w punkcie j + 1, stosujac schemat jawny, czyli dokonuje sie predykcji

q
yﬁkio) =Yyt hz Bitii; (6.47)
i=0
— znajac to przyblizenie, dokonuje sie korekty wyniku metoda iteracji prostej, czyli
g
Y =y +hY Bt +hpt, (6.48)
i=0

gdzie 19 = f(xj,0,y)) ., zas k jest indeksem iteracji.
Proces ten prowadzi si¢ do momentu uzyskania wystarczajaco dokfadnego rozwiazania.
Mozna powiedzie¢, ze metoda ,,predyktor-korektor” jest praktyczna realizacja niejawnej
metody wielokrokowej.

Metody wielokrokowe wymagaja wczesniejszej znajomosci pewnej liczby punktow.
Punkty te mozna obliczy¢, stosujac metody jednokrokowe. Zauwazmy jednak, ze réwnanie
(6.42a) jest identyczne z formuta niejawnej metody trapezowej (6.40), czyli w zasadzie jest
metoda jednokrokowa.
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Z doswiadczen wynika, ze schematy jawne sa mniej doktadne od niejawnych, jednak-
ze te z kolei wymagaja dos¢ doktadnego okreslenia poczatkowej wartosci niewiadomej yj.1.

6.2.5. Rozwigzywanie uktadow réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Poznane metody rozwiazywania zagadnienia poczatkowego réwnania rézniczkowego
mozna uogdlni¢ na przypadek n réwnan. Zatozmy, ze uktad réwnan rzedu pierwszego spro-
wadzi¢ mozna do postaci

d

dy,

E: fz(X, yl’ y2,~--: yn)’ (649)
d

gdzie: n oznacza rozmiar uktadu.
Powyzszy uktad w zapisie wektorowym przyjmie posta¢
& ExY), (6.50)
dx
gdzie: Y — wektor o sktadowych yy, vy, ..., Yn,
F — funkcja wektorowa o sktadowych fi(X, Y1, Y2, - Yn)s T2 Y1, Y21 -s Yoo wor TeX Y1, Y2y ee) Yi)-
Warunki poczatkowe okresla wektor Y o sktadowych:
Y1(Xo), Y2(Xo), -, Yn(Xo)

Wszystkie poprzednio oméwione metody daja sie bez trudu uogolni¢ na uktad réwnan,
czyli na przypadek wektoréw i funkcji wektorowych. Na przyktad, wzory Rungego-Kutty
rzedu drugiego dla uktadu 3 réwnan mozna zapisa¢ w postaci wektorowej nastepujaco:

Kl:hF(Xj’YJ)’

1 1
KZZhF(Xj+Eh’Yj+EKl]’ (651)
Yj+1 = YJ +K 2
kl kZ fl(x) U(X)
gdzie: Ky =11l r, Ky=ql o FO)=1f(x)p Y(X)=qv(X)
m; m, f3(x) W)
k1 =h 1:l(Xja uj: Vj’ Wj)’
|1 =h fz(Xj, Uj, Vj1 Wj)7
my = h f3(x;, uj, vj, wj),
1 1 1 1
ky =hf1(xi PR AP AL +Emlj’
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1 1 1 1
I, = hfz(xj +Eh’ uj +§k1, V; +§I1, Wj +Emlj,

1 1 1 1
m, = hfa(xj +Eh' uj +§k1, Vj +EI1’ Wj +EmlJ ,

Ujs1 = Ui+ Ko,
Vi = Vit I,
Wi+ = Wj+ ma.

Analogicznie mozna przedstawi¢ w zapisie wektorowym kazda inng metode rozwiazywania
rownan rozniczkowych zwyczajnych.

W wielu zagadnieniach otrzymuje si¢ uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
ktdrych nie warto sprowadza¢ do rozpatrywanej wczesniej postaci (6.50). Na przykiad,
rozwiazujac rownania rozniczkowe czastkowe metoda elementéw skonczonych (o czym
bedzie mowa w rozdziale 7), napotykamy problem rozwiazania uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych o postaci:

s‘ij—\t(+ AY =0, (6.52)

gdzie S jest zwykle macierza stata, A jest macierza zmienna zalezna od t, a w zagadnie-
niach nieliniowych rowniez od Y.

Diagonalizacja tego uktadu w celu sprowadzenia go do postaci (6.50) jest nieoptacal-
na. Macierze Si A sa zwykle pasmowe. Ich elementy niezerowe zlokalizowane sa w ogra-
niczonej odlegtosci od gtownej przekatnej, zas poza pasmem wszystkie elementy sa zero-
we. Do rozwiazywania tego typu rownan rézniczkowych zwyczajnych najlepiej jest stoso-
waé¢ metody A-stabilne, czyli takie metody, ktérych obszarem absolutnej stabilnosci jest
cala lewa poétptaszczyzna zespolona (Re z <0Q) (Dahlquist i Bjorck, 1983; Palczewski,
1999). Okazuje sig, ze sposrod wszystkich metod rozwiazywania uktadéw réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych metodami A-stabilnymi sa tylko te metody, ktore spetniaja nastepuja-
ce warunki (Jankowscy, 1981):

— sa metodami niejawnymi,
— sa rzedu nie wyzszego niz 2.

Warunki te spetniaja tylko 2 metody sposrod metod klasycznych, a mianowicie:
— metoda niejawna Eulera,

— metoda niejawna trapezéw (niejawny schemat Adamsa-Moultona Il rzedu).
Metody te opisa¢ mozna jedna formuta wspolna

Yiar= Y+ A(1-6) Y + Y tenr) (6.53)

Dla €= 1 jest to schemat Eulera niejawny, dla 8= 0,5 jest to niejawny schemat trapezowy.
W niektdrych przypadkach dobre rezultaty uzyskuje sie przy 6= 2/3, co odpowiada tzw.
schematowi Galerkina.

Wyznaczajac z réwnania (6.52) wektor pochodnych, otrzymamy

Y’ =S (-AY). (6.54)
Po wstawieniu tego wyrazenia do réwnania metody (6.53), otrzymuje sig zaleznos¢
Year = Y+ At((1-6) st (ALY + 65t (A tat Yeear),
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ktora po przeksztatceniu i uporzadkowaniu mozna zapisa¢ nastepujaco:

(S + At@AHA[)YHA[ = (S— At(l-@ At)Yt), (655)
lub krécej
ReeatY teat = F, (6.56)

gdzie: Ryar= S+ At 6A 1ay
F=(S—At(1- 6 A)Y-..

Ostatecznie wiec problem rozwiazania uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych w po-
staci (6.52) sprowadzony zostat do problemu rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych.
Poszukiwany wektor Y., Otrzymujemy, rozwiazujac w kazdym kroku czasowym ukiad
(6.56). Uktad ten jest liniowy, jesli elementy macierzy A nie zaleza od Y. Jesli A zalezy od
Y, ukiad jest nieliniowy. W tym drugim przypadku nalezy zastosowa¢ iteracyjne rozwiaza-
nie uktadu réwnan, stosujac np. metode Newtona albo metode iteracji prostej. Jesli macie-
rze Soraz A sa pasmowe, to macierz R jest réwniez pasmowa.

6.2.6. Rozwigzywanie rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu wyzszego niz jeden

Dane jest réwnanie rozniczkowe rzedu Il

d’y dy d’y
—=flxy,——. 6.57
dx® ( Vi o (©.57)
Nalezy znalez¢ funkcje y(x) spetniajaca je oraz zadane warunki poczatkowe:
dy dy d?y d?y
dlax=Xgy=Yo —=— , —=—2
0-Y=Yo ax  dx . o2 A X
0

Réwnanie to mozna zastapic¢ uktadem réwnan w sposéb nastepujacy:

dy d?y du dy d%u dv
2 =U, —=—=V, —2=—p=—2=f(X,y,U,v), 6.58a,b,c
dx dx?  dx d®  dx®  dx (xy,u.v) ( )
czyli:
dy
—Z=u, (6.59a)
dx
W_y, (6.59b)
dx
dv
—=f(X, y,u,V) (6.59c¢)
dx

z warunkami poczatkowymi: dla X = Xg: Uy = Yo', Vo = Yo, ¥ = Yo.
Powyzszy tok postepowania ma charakter ogélny, gdyz kazde réwnanie n-tego rzedu moz-
na zastapic¢ uktadem n réwnan rzedu pierwszego.
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m Przykiad 6.4

Rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
opisujacych przeptyw wody w sztolni i komorze wyréwnawczej

Przeptyw nieustalony w sztolni i komorze wyréwnawczej (rys. 6.4.1) opisuje uktad
rownan rozniczkowych zwyczajnych o postaci (Czetwertynski i Utrysko, 1969):

L dv
T ~(Z+KVN), (6.4.1)
Fe %—f =(RV -Q()), (6.4.2)

gdzie: V(t) — predkos¢ wody w sztolni [m/s],

Z(t) — wzniesienie zwierciadta wody w komorze ponad przyjety poziom poréwnawczy [m],
L - dhugosé¢ sztolni [m],
Fs — pole przekroju poprzecznego sztolni [m?],
F. - pole przekroju poprzecznego komory [m?],
g — przyspieszenie grawitacyjne [m/s?],
Q(t) — znana funkcja czasu reprezentujaca odptyw ze sztolni [m%s], K = Ln¥/R*?,
n  — wspolczynnik szorstkosci sztolni wg Manninga,
R — promien hydrauliczny sztolni [m].
Zz
c | __] 1
v IZ(t =0)

zbiornik |

komora

Rys. 6.4.1. Schemat systemu zbiornik-sztolnia-komora wyréwnawcza

Warunki poczatkowe dla tego uktadu maja postac:
dlat=0

v :%t), Z=-KVV|. (6.4.3a,b)

Uklad ten nalezy rozwiaza¢ metoda Rungego-Kutty, stosujac formuty IV rzedu, czyli
(6.27). Catkowanie nalezy prowadzi¢ do chwili zaniku oscylacji w komorze wyréwnaw-
czej.

Ukfad rownan (6.4.1, 6.4.2) mozna przeksztatci¢ do postaci:

av 5 9_
E_( Z |<|V|V)L F(V,2), (6.4.4)
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dz 1
e —Q(t))F—k =G(LV). (6.4.5)

Zastosowanie przyjetego wariantu metody Rungego-Kutty dla tego uktadu réwnan prowa-
dzi do formut:

L, =hG(t;,V;), (6.4.6b)
k,=h K b
2 =hF\Vj+=2 Zj+2 ], (6.4.6¢)
2 2
ko 1,
ks =hF|V;+-2, Z;+2]|, (6.4.6¢)
2 2
h k
Iy = hG(tj o V; +?2J (6.4.6f)
I, =hG(tj +h,V; +ks). (6.4.6h)
VH:VJ +%(k1+2k2+2k3+k4), (6.4.7a)
Ziu=2, +%(|1+2|2 L2l +1,). (6.4.7b)

Algorytm obliczen przedstawi¢ mozna w nastepujacej postaci:

1) podstaw j =1, t; = 0 i oblicz poczatkowe wartosci V; oraz Z; wedtug wzorow (6.4.3a, b);
2) oblicz wspdtczynniki: ki, I1, ko, I, ks, I3, ks, 1, realizujac formuty (6.4.6a, b, c, d, e, f, g, h);
3) oblicz tj,1 = tj + h oraz Vjs1 i Zj+;, wedtug wzorow (6.4.7a, b);
4) sprawdz warunek ustalenia si¢ przeptywu w sztolni: | Vi1 =V | <e

— jesli nie jest spetniony, na j podstaw j + 1 i przejdz do punktu 2;

— jesli jest spetniony, zakoncz obliczenia, pamigtajac, ze liczba punktéw catkowania

wynosi N =j + 1.

Dla zilustrowania dziatania algorytmu wykonano obliczenia, w ktérych przyjeto, ze:
— krok catkowania wynosih=1s,
— dopuszczalna zmiana predkosci wody w sztolni w ruchu ustalonym &= 0,001,
— dtugosé sztolni wynosi L =300 m,
— srednica sztolni wynosi Ds = 3,5 m,
— $rednica komory wynosi Dy = 9 m,
— wspdtczynnik szorstkosci sztolni wg Manninga wynosi n = 0,012,
— nastepuje gwattowne zamknigcie doptywu wody do turbin, tzn. funkcja Q(t) ma postac:
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Qy dla t<ty,

M ={0 dla t>ty;

— przeptyw poczatkowy w sztolni wynosi Qg = 25 m%/s, zas t, = 0.
Otrzymane wyniki obliczen przedstawiono na rys. 6.4.2 oraz w tabeli 6.4.1.
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[m] | [m/s]
40T
o1 z()
20+ r
A / \ / R
0,0 \ t ./ t t / A ‘\4 >
ol \ ko 100\\ 1/% 2&)\ /és?[s]
2,0+ \ /
-3,0 7
-40+
Rys. 6.4.2. Obliczone funkcje Z(t) i V(t)
Tabela6.4.1
Wyniki obliczen komory wyréwnawczej
t[s] Z[m] Vmis] | Q[m¥s] t[s] Z [m] Vmis] | Q[m¥s]
0,0 -0,35 2,60 25,00 150,0 -3,78 -0,97 0,00
10,0 3,27 2,00 0,00 160,0 -4,23 0,40 0,00
20,0 5,24 0,51 0,00 170,0 -2,69 1,56 0,00
30,0 4,71 -1,18 0,00 180,0 0,08 1,94 0,00
40,0 2,00 -2,26 0,00 190,0 2,72 1,41 0,00
50,0 -1,55 —2,24 0,00 200,0 4,02 0,25 0,00
60,0 -4,25 -1,19 0,00 210,0 3,42 -1,01 0,00
70,0 —4,89 0,37 0,00 220,0 1,22 -1,77 0,00
80,0 -3,23 1,73 0,00 230,0 -1,48 -1,67 0,00
90,0 -0,11 2,23 0,00 240,0 -3,42 -0,80 0,00
100,0 2,96 1,67 0,00 250,0 -3,72 0,42 0,00
110,0 4,55 0,36 0,00 260,0 -2,26 1,42 0,00
120,0 3,98 -1,08 0,00 270,0 0,22 1,72 0,00
130,0 1,56 -1,98 0,00 280,0 2,53 1,21 0,00
140,0 -1,51 -1,92 0,00 290,0 3,60 0,16 0,00
|
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6.3. Numeryczne rozwigzywanie zagadnien brzegowych
uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Jesli wymagamy, aby rozwiazywany ukiad rownan rézniczkowych zwyczajnych spet-
niat zadane warunki nie tylko w punkcie poczatkowym przedziatu catkowania (a, b), ale
takze na jego koncu, to tak sformutowany problem jest zagadnieniem brzegowym uktadu
rownan rézniczkowych zwyczajnych.

W poprzednim przypadku warunki zadane na poczatku przedziatu catkowania zapew-
niaty jednoznaczne rozwiazanie. Otrzymywano je, przemierzajac przedziat (a, by z krokiem
catkowania h i obliczajac funkcje w kolejnych weztach. Natomiast w tym przypadku warunki
zadane na poczatku przedziatu nie zapewniaja jednoznacznego rozwiazania problemu, gdyz
przyjete przypadkowo pozostate warunki na brzegu x =a zwykle nie zapewniaja spetnienia
warunkoéw wymaganych na koncu przedziatu catkowania x = b. Jest to zasadnicza roznica po-
migdzy zagadnieniem poczatkowym opisanym w punkcie 6.2.5 a zagadnieniem brzegowym.
W takiej sytuacji nalezy oczekiwa¢, ze metody stosowane do rozwiazania zagadnienia brzego-
wego beda miaty charakter iteracyjny. W konsekwencji naktad pracy w przypadku zagadnienia
brzegowego jest nieporéwnywalnie wigkszy niz w przypadku zagadnienia poczatkowego.

Druga, zasadnicza réznica pomiedzy zagadnieniem poczatkowym i brzegowym doty-
czy istnienia rozwiazania. O ile to pierwsze praktycznie zawsze ma rozwiazanie, jesli tylko
spetniony jest warunek Lipschitza, to rozwiazanie zagadnienia brzegowego moze nie ist-
nie¢ (Stoer i Bulirsch, 1980).

Standardowe sformutowanie zagadnienia brzegowego ukfadu n réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych o postaci

D9 6, vy 30) (6:60)
gdzie:i=1,2,..,n

brzmi nastepujaco: poszukujemy rozwiazania uktadu (6.60) w przedziale (a, b) takiego, aby
spetniato ono n; warunkéw zadanych w punkcie x = a oraz n, = n — n; warunkow zadanych
w punkcie x = b. Zauwazmy, ze tak zdefiniowany problem moze by¢ formutowany réwniez
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu wyzszego niz 1. Jak bowiem wiadomo
z punktu 6.2.6, kazde réwnanie rzedu n mozna zastapi¢ uktadem n réwnan rzedu pierwszego.

Do rozwiazania zagadnienia brzegowego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
stosuje sie dwie klasy metod. Sa to metody strzatu oraz metody réznicowe nazywane nie-
kiedy relaksacyjnymi (Press i inni, 1992). Metody strzatu polegaja na przyjeciu wartosci
wszystkich zmiennych zaleznych, nie tylko zadanych jako warunek brzegowy na poczatku
przedziatu catkowania i nastepnie na cyklicznym rozwiazywaniu zagadnienia poczatkowe-
go. W trakcie rozwiazywania nieznane wartosci w punkcie poczatkowym sa tak modyfiko-
wane, aby otrzymac spetnienie warunku brzegowego zadanego na koncu przedziatu catko-
wania. Natomiast metody roznicowe wymagaja zastapienia rdwnan rézniczkowych przy-
blizajacymi je réwnaniami algebraicznymi. Otrzymuje si¢ w ten sposéb uktad réwnan alge-
braicznych, ktory nalezy domknaé, wykorzystujac zadane warunki brzegowe, a nastepnie
rozwiazac¢ go. W rezultacie otrzymuje si¢ wartosci funkcji w weztach obliczeniowych prze-
dziatu catkowania, ktdre jednoczesnie spetniaja zadane warunki na jego brzegach.

W hydraulice kanatéw otwartych formutowaé¢ mozna zaréwno zagadnienia poczatko-
we, jak i zagadnienia brzegowe réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Rozwiazanie zagad-
nienia poczatkowego réwnania ruchu ustalonego wolnozmiennego, w wyniku ktdérego
otrzymano tzw. krzywa spietrzenia w kanale wywotana budowla pietrzaca, przedstawiono
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w przyktadzie 6.3. Dla tego samego réwnania mozna sformutowa¢ taki problem rozwiaza-
nia, ktéry da sie sprowadzi¢ do standardowego zagadnienia brzegowego.

Rozpatrzmy réwnanie przeptywu ustalonego wolnozmiennego w kanale otwartym,
zapisane w nastepujacej postaci (Szymkiewicz, 2000).

2 22
i[mo‘Q J: nQ (6.61)

dx|  2gA? RY3A2’
gdzie: h - rzedna zwierciadta wody liczona od przyjetego poziomu poréwnawczego,
Q - natgzenie przeptywu,
A — powierzchnia przekroju czynnego kanatu,
R — promien hydrauliczny przekroju czynnego,
o — wspdiczynnik de Saint-Venanta,
g - przyspieszenie grawitacyjne,
n — wspoétczynnik szorstkosci wg Manninga.

Zatbzmy, ze na odcinku kanatu o dtugosci L bez doptywu bocznego panuje przeptyw usta-
lony niejednostajny (rys. 6.10).

h 4
g
A

Q, |

ho '
,’»W he

|
x=0 x=L ;

Rys. 6.10. Odcinek kanatu

Zak6zmy rowniez, ze w wyniku pomiaréw znane sa:
— rzedna zwierciadta wody na poczatku odcinka h(x = 0) = hy,
— rzedna zwierciadta wody na koncu odcinka h(x = L) = h,
— natezenie przeptywu Q = const.
Przyjmijmy ponadto, ze wspo6tczynnik szorstkosci wg Manninga, ktéry nie zmienia sie na
dtugosci kanatu (n = const), jest nieznany.

Sformutujmy nastepujacy, bardzo praktyczny, problem: wyznaczy¢ potozenie zwiercia-
dta wody h(x) (0 < x < L), ktére na koncach odcinka kanatu przyjmie zadane wartosci
h(x = 0) = hy oraz h(x = L) = h, a takze odpowiadajaca tej sytuacji wartos¢ wspoétczynnika
szorstkosci n. Zauwazmy, ze tak sformutowany problem jest niczym innym jak zagadnie-
niem brzegowym nastepujacego uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych:

d OtQZ n2Q2
&[m 29A2J:_ RYAZ’ (662
%:o. (6.63)
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Podobne zagadnienie mozna sformutowaé¢ w sytuacji, gdy znany jest wspétczynnik
szorstkosci n, natomiast nieznane jest natezenie przeptywu Q. Rozwiazujac problem brze-
gowy uktadu réwnan

q 2 Q? n?Q?
&(h + 2gA2] =B (6.64)
(3_(3: 0, (6.65)

otrzymujemy profil zwierciadta wody spetniajacy narzucone warunki na koncach odcinka
kanatu oraz natezenie przeptywu Q.

Rozwiazanie uktadu (6.62) i (6.63) metoda réznicowa oraz metoda strzatu przedsta-
wiono odpowiednio w przyktadzie 6.5 oraz w przykiadzie 6.6.

m Przykfad 6.5

Wyznaczenie profilu zwierciadta wody
oraz natezenia przeptywu w kanale metoda réznicowa

Przedziat catkowania rownan (6.64) i (6.65) (0, L) dzielimy za pomoca N weztdw na
odcinki o dtugosci 4Axi(i=1, 2, ..., N — 1). R6wnanie (6.64) aproksymujemy niejawna me-
toda trapezowsa (6.40)

E..—E.
S 281+ 51) =0, (65.1)
1

Po zastapieniu energii E oraz spadku linii energii S wyrazeniami (6.3.2) i (6.3.3) otrzymuje
sie rownanie algebraiczne

h an h an AXI nZQZ n2Q2
2 oean, )\ ogar) T 2 (R AT TR A2

i+1 i+1 7Y+l

0. (652

Podobne réwnania mozna zapisa¢ dla kazdego przedziatu 4x; (i = 1, 2, ..., N — 1). Otrzy-
mujemy w ten sposéb uktad N — 1 réwnan. W réwnaniach tych wystepuje N + 1 niewia-
domych. Jest to N rzednych zwierciadta wody w weztach h; (i = 1, 2, 3, ..., N) oraz nate-
zenie przeptywu Q. Uktad zamykamy, wprowadzajac dwa zadane warunki na brzegach
kanatu

hy=h, i hy=h,.

Jest to ukkad nieliniowych réwnan algebraicznych, ktéry mozna zapisa¢ w nastepujacej
postaci:

AX =B, (6.5.3)
gdzie: B = (hy, 0, ..., 0, h, 0)' — wektor prawych stron,
X = (hy, hy, ..., hyet, Q)" — wektor niewiadomych,
T — symbol transpozycji.
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Macierz A jest macierza rzadka o wymiarze (N + 1) x (N + 1) i strukturze przedstawionej
narys. 6.5.1. Jej elementy sa zdefiniowane nastepujaco:

ajy =layy =1 (6.5.4a,b))

a,; =1 a;,=-1 dai=23,.,N-1, (6.5.4c,d)

Ajnn =

aQ  oQ Axia| n?lQ  n?[Q
7 To 2T 3n2 T oA a2
20A;  20A; 2 | R{GAL RICA

dlai=2,3, .., N-1, (6.5.4¢)

AnpNa =

AX n 2 n 2
- a? + an + N‘l{ e |QZ| + 4/3|Q|2]. (6.5.4.)
20A 1 20A§ 2 RyiAVG RWVAY

Celem uwzglednienia wiasciwego znaku czionu 1 N N+1
tarcia w réwnaniu (6.5.2) wyrazenie Q° zastapiono 1
wyrazeniem Q| Q|. Rozwiazanie uktadu (6.5.3) ..
metoda Newtona lub metoda iteracji prostej jest .o
ktopotliwe, gdyz w wielu przypadkach proces ofe
iteracyjny jest niezbiezny. Skuteczna metoda roz- o
wiazania tego ukfadu jest nastepujacy algorytm ol
bedacy modyfikacja metody iteracji prostej *le

A'X k) =g (6.5.5) -
w ktérym i

N -
. () 4 y (k=)
A A[LJ 656 N T

2
Rys. 6.5.1. Struktura macierzy A
gdzie: k jest indeksem iteracji.

Dla k = 0 nalezy przyja¢ A* = A(X?). Po przyjeciu pierwszego przyblizenia, proces itera-
cyjny kontynuuje si¢ do chwili, gdy kolejne przyblizenie spetnia nastepujace warunki do-
ktadnosci rozwiazania

X _x<ey dai=tN i XU x¥) | <eg, (6.5.7a,b)
gdzie g4 i & oznaczaja doktadnos¢ obliczenia odpowiednio rzednej zwierciadta wody h;
oraz natgzenia przeptywu Q.

Opisana wyzej metode rozwiazania zagadnienia brzegowego zastosujmy do wyznacze-
nia uktadu zwierciadta wody i natezenia przeptywu w hipotetycznym kanale. Kanat ma dtu-
gos¢ L = 4000 m, przekréj trapezowy o szerokosci dna 5 m i nachyleniu skarp 1: 1,5, spadek
dna jest zmienny i wynosi s = —0,0001 w pierwszej potowie oraz s = 0,0005 w drugiej.
Wspétczynnik szorstkosci wg Manninga wynosi n = 0,030. Kanat podzielono na N = 40 od-
cinkéw o statej dhugosci Ax = 100 m. Rzedne dna rosna liniowo od 1,0 m na poczatku kanatu
do 1,20 m w srodku jego dtugosci, a nastepnie zmniejszaja sie do 0,0 m na koncu kanatu.
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W przekroju gérnym przyjeto poziom wody hy=3,0 m, co odpowiada gtebokosci
Ho = 2,0 m. W przekroju dolnym przyjeto hy = h. =2 m, czyli gtebokos¢ H. = 2 m. Wyniki
obliczen przedstawiono na rys. 6.5.2. Otrzymanemu profilowi zwierciadta wody odpowiada
natezenie przeptywu Q = 6,618 m®/s.

h A
[m npp]

3,0 4
2,0 _\\'

10 frermr e

>

0,0 T T T T T T T T T »
0 1000 2000 3000 4000 5000 X[km]

Rys. 6.5.2. Ukfad zwierciadta wody w kanale o zmiennym spadku dna

Pierwsze przyblizenie rzednych zwierciadta wody oraz nat¢zenia przeptywu przyjeto
arbitralnie. Mianowicie, zatozono hydrostatyczne napetnienie odcinka kanatu do rzgdnej
h = 3 m oraz Q = 50 m®/s. Rozwiazanie z doktadnoscia &; = 0,002 oraz & = 0,1 uzyskano
po 15 iteracjach. Uktad réwnan liniowych w kazdej iteracji rozwiazywano metoda elimina-
cji Gaussa, w wersji uwzgledniajacej wytacznie niezerowe elementy macierzy A*. ]

m Przykfad 6.6

Wyznaczenie profilu zwierciadta wody oraz wartosci wspoétczynnika
wg Manninga metoda strzatu

Rozwiazanie zagadnienia brzegowego uktadu réwnan (6.62) i (6.63) mozna otrzymad,
rozwiazujac ciag zagadnien poczatkowych o postaci
dE _ =S, (6.6.1)
dx

E(x=0)=E,. (6.6.2)

Problem ten ma jedno rozwiazanie. Poniewaz E = E(x, n), rozwiazanie to bedzie zalezato
od wyboru poczatkowej wartosci wspoétczynnika szorstkosci n. Rozwiazaniem zagadnienia
brzegowego bedzie rozwiazanie zagadnienia poczatkowego przy tak dobranej wartosci n,
aby spetniony byt drugi warunek na brzegu x = L (rys. 6.6.1)

E(L, n) = E,. (6.6.3)
Woprowadzmy funkcje
F(n) =E(L, n) - E, (6.6.4)

definiujaca réznice pomiedzy obliczona wartoscia E w punkcie x = L dla danego n i zada-
nym warunkiem brzegowym w tym punkcie E,. Rozwiazanie zagadnienia brzegowego
sprowadza si¢ w tej sytuacji do wyznaczenia miejsca zerowego powyzszej funkcji. War-
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tos¢ F(n) mozna obliczy¢ dla dowolnej wartosci n. W tym celu nalezy wyznaczy¢ wartosé¢
rozwiazania zagadnienia poczatkowego (6.6.4) w punkcie x =L E(L, n). Jesli znana jest
para wartosci n takich, ze

F(n®) - F(n®) <0, (6.6.5)

to pierwiastek réwnania F(n) = 0 mozna obliczy¢ jedna sposréd znanych metod poszuki-
wania miejsca zerowego funkcji jak metoda potowienia, siecznych, Newtona itd. Proces
iteracyjny konczy sie, gdy spetniony jest warunek:

[F()|<e, (6.6.6)
gdzie: £- doktadnos¢ obliczenia rzednej zwierciadta wody.

E 4

Eo 1 E(x; n @)

E(x; n)

v

x=0 Xx=1L
Rys. 6.6.1. Rozwiazanie zagadnienia brzegowego jako rozwiazanie ciagu zagadnien poczatkowych

Postepujac w opisany wyzej sposéb, rozwiazmy nastepujace zagadnienie: w kanale
prostym o dtugosci L = 9 800 m, majacym przekrdj trapezowy o szerokosci w dnie B =5 m
i nachyleniu skarp 1:1,5 oraz staty spadek dna s = 0,0001, nalezy wyznaczy¢ profil zwier-
ciadta wody oraz wspétczynnik szorstkosci wedtug Manninga, jesli wiadomo, ze natezenie
przeptywu wynosi Q = 30 m¥s, zas rzedne zwierciadta wody na koncach kanatu sa rowne
ho = 12,750 m npp oraz h_ = 12,020 m npp. Rzedne dna kanatu zmieniaja si¢ liniowo od
wartosci 10,000 m pp do 9,020 m npp. Przyjgto staty przestrzenny krok catkowania
Ax =200 m. Przedziat, w ktérym jest pierwiastek rownania (6.6.4), okreslono tablicujac
funkcje F(n) z interwatem An =0,015. Rozwiazanie zadania z doktadnoscia £=0,0001
otrzymano juz po 3 iteracjach. Wyliczona wartos¢ wspotczynnika szorstkosci wynosi
n = 0,011, za$ obliczony profil zwierciadta wody przedstawiono na rys. 6.6.2.

h 4
[m npp]
13,0

12,0 —\¥\

e —

10,0 X [km]

Rys. 6.6.2. Uklad zwierciadta wody w kanale obliczany metoda strzatu ]
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Réwnania rézniczkowe
o pochodnych czastkowych

7.1. Przyktady réwnan w inzynierii wodnej

Wiele przypadkéw przeptywu wody, waznych z inzynierskiego punktu widzenia,
opisywanych jest za pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych. Réwnania takie otrzy-
mujemy, gdy w analizowanym zjawisku wystepuje wigcej niz jedna zmienna niezalezna.
Jest to zatem typowa sytuacja w inzynierii wodnej, gdyz zjawiska przeptywu sa zwykle
zmienne w przestrzeni i w czasie. Rownania rézniczkowe o pochodnych czastkowych sa
wynikiem lokalnego stosowania podstawowych zasad zachowania (masy, energii, pedu).
Z tego powodu liczba typoéw réwnan lub ich uktadéw jest ograniczona. Podobne réwnania
opisuja bardzo rézne procesy i zjawiska. Ogolnie nazywa sie je rownaniami fizyki matema-
tycznej.

Jednym z istotnych dziatéw inzynierii wodnej jest przeptyw wody w osrodku porowa-
tym, nazywany zwykle filtracja w gruncie. RGwnania opisujace ruch wody w gruncie wy-
prowadza sie z zasady zachowania masy oraz z zachowania pedu, ktéra w tym przypadku
sprowadza si¢ do znanego réwnania Darcy’ego.

Jak wiadomo, réwnanie dwuwymiarowej nieustalonej filtracji moze by¢ przedstawio-
ne w nastepujacej ogolnej formie:

Aa—hzi[Ba—hj+i(Ba—hj+w. (7.1)
ot ox\ ox) odyl oy
gdzie: t — czas,

X,y — wspdtrzedne przestrzenne,

h(x,y) — funkcja reprezentujaca tzw. ci$nienie piezometryczne,

w — czton zrédtowy,

A, B  — wspdtczynniki réwnania.

Zaleznie od znaczenia, jakie przypiszemy parametrom A i B w powyzszym réwnaniu,
otrzyma¢ mozemy nastepujace podstawowe przypadki.

— Filtracja obszarowa ze swobodnym zwierciadtem wody (rys. 7.1)
Przyjmujac A = i, B = k(h — z), otrzymujemy uogolniona posta¢ rownania Boussinesga

h d n 2 oh
N _9 -0 Ll kh-2) D 1w, 72
ot ax( ( Z)axJ+ay( ( Z)ayj”v (7:2)

w ktorym: h = h(x,y,t) — rzedna swobodnego zwierciadta wody gruntowej,

z=1z(x,y) — rzedna spagu warstwy wodonosnej,
k=k(xy) — wspotczynnik filtracji,
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M= uxy) — odsaczalnos¢ (porowatos¢ efektywna),
w =w(x,y,t) — zasilanie zewngtrzne niezalezne od h (np. infiltracja).

W réwnaniu (7.2) wspotczynnik B przy pochodnych Il rzedu zalezy od poszukiwanej
funkcji h, co komplikuje problem jego rozwiazania. Do celdw praktycznych czgsto dokonu-
je si¢ linearyzacji, przyjmujac np. k (h — z) = a = const, co prowadzi do réwnania liniowe-
go, ktorego rozwiazanie jest zdecydowanie tatwiejsze w pordwnaniu z (7.2). Wiasciwe
przyjecie statej a wymaga dobrej znajomosci modelowanego zjawiska.

— Nieustalona filtracja obszarowa pod cisnieniem (rys. 7.2)
Przyjmujac A =s, B = T = k m, otrzymujemy réwnanie opisujace nieustalong filtracje
wody w warstwie wodonosnej pod cisnieniem

sa—h:i T@ +i T% +w. (7.3)
ot  ox\ ox) dyl\ oy
przy czym: h =h(x, y, t) — rzedna linii cisnien,

T=T(y)=km — przewodnos¢ warstwy réwna iloczynowi wspotczynnika filtracji
k(x, y) oraz miazszosci warstwy wodonosnej m(x, y),

s=5(x,Y) — wspotczynnik zasobnosci sprezystej,

w=w(x, Y, t) — zasilanie zewnetrzne warstwy wodonosnej.

w
pow. terenu rrrTTT7 powierzchnia terenu

¢ zwierciadto wody gruntowej = —7777
= —

12 o‘\’s‘&eﬁ/ B
yie

® | mi%
warstwa m

wodonosna
7777777777777
7
7z warstwa

poziom | hieprzepuszczalna poziom
poréwnawczy poréwnawczy

Rys. 7.1. Filtracja obszarowa Rys. 7.2. Filtracja nieustalona

ze swobodnym zwierciadtem pod cisnieniem

— Filtracja ustalona ze swobodng powierzchnig
Przyjmujac oh/dt = 0 oraz k(h — z) = a = const, otrzymujemy réwnanie
2 2

RN (7.4)
ox°= oy

w ktdrym h = h(x, y) jest cisnieniem piezometrycznym, zas F = F(x, y) = — w/a reprezentuje

zasilanie wod podziemnych przez czynniki zewnetrzne. Jak widzimy, ten przypadek filtra-

cji opisuje dobrze znane réwnanie Poissona.

Wyadziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



134 7. Réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych

— Filtracja ustalona pod cisnieniem (rys. 7.3)

Przyjmujac
oh
—=0,B=k-m=const, w=0,
ot
otrzymujemy dobrze znane réwnanie Laplace’a
2 2
8_21+8_t21 =0, (7.5)
ox° ady

w ktérym h(x, y) jest tzw. cisnieniem piezometrycznym.
Powyzsze réwnanie opisuje klasyczne zagadnienie budownictwa wodnego, jakim jest fil-
tracja pod budowla pietrzaca w jednorodnej warstwie gruntu (rys. 7.3).

Rys. 7.3. Ustalona filtracja pod cisnieniem

W niektorych sytuacjach mozna przyja¢, ze parametry ruchu wody sa identyczne we
wszystkich ptaszczyznach pionowych réwnolegtych do x. Oznacza to, ze analizowany
przeptyw wody jest zagadnieniem jednowymiarowym. Jego réwnanie ogdlne otrzymuje sie
zaniedbujac w (7.1) czion reprezentujacy zmiennos¢ funkcji w kierunku y. Podstawowe
przypadki filtracji jednowymiarowej otrzymuje sie z réwnania ogdlnego w sposéb analo-
giczny do przedstawionego dla filtracji dwuwymiarowej.

— Nieustalona filtracja w przypadku jednowymiarowym
Przyjmijmy w réwnaniu (7.2), ze parametry ruchu nie zaleza od y. Wéwczas réwnanie
to mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

@=1(Da—hj+ﬂ, (7.6)
ot ox\ ox) u
gdzie: D = k(h — 2)/u jest wspotczynnikiem dyfuzji.

Réwnanie to jest dobrze znanym jednowymiarowym réwnaniem dyfuzji. Moze ono opisywaé
np. przeptyw wody w obszarze miedzy dwoma biegnacymi rownolegle (w Kierunku osi y)
kanatami, w ktorych poziomy wody zmieniaja Sie w czasie niezaleznie od siebie (rys. 7.4).
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h4 W(x, 1)

7777777777777 —777777'77777‘W7777-

z(x)

poziom V.V

poréwnawczy x=0 X X
Rys. 7.4. Przekroj warstwy wodonosnej

— Nieustalony przeptyw w przewodach pod cisnieniem

S VAR
zbiornik
L U -
—> A
D . N\

Rys. 7.5. Schemat rurociagu

XV

Jesli w rurociagu, w ktérym ptynie ciecz ze statym natezeniem Q, zmienimy warunki
przeptywu przez przymknigcie zaworu na jego koncu, wywotamy przeptyw nieustalony.
Skrajna sytuacje wywotamy przez nagte i catkowite zamknigcie przeptywu. Przeptyw

nieustalony wywotywany jest réwniez przez nagte otwarcie zaworu.

Réwnania opisujace ten przypadek przeptywu cieczy wyprowadzamy z zasady zacho-

wania pedu oraz zasady zachowania masy. Jesli zatozymy:

— sprezystos¢ §cian rurociagu,

— &cisliwosc cieczy,

— jednostajny rozktad predkosci i cisnienia w przekroju poprzecznym rurociagu,

— state napetnienie rurociagu ciecza,

— opory hydrauliczne wywotane tarciem jak w przeptywie ustalonym

otrzymamy uktad réwnan rézniczkowych czastkowych o postaci (Mitosek, 2001):
oU oU oh f

—+U—+g—+—UJU|=0,
ot ox ox 2d
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2
% +U a_h + C_a_U =0
ot ox g ox

gdzie: x — wspotrzedna przestrzenna,

— czas,

— ci$nienie piezometryczne,

— predkosé¢ przeptywu cieczy,

— wsp6tczynnik oporéw liniowych,

— $rednica wewngtrzna rury,

— przyspieszenie ziemskie,

— predkosé¢ fali cisnienia.

(7.8)

cQao—*+cCc oS~

Predkos¢ fali cisnienia wyrazona jest nastgpujaco:
C=—Fm—, (7.9)
1,4
P K Ee
gdzie: p - gestosé cieczy,

K — wspotczynnik scisliwosci cieczy,
E — modut Younga materiatu rurociagu,
e — grubosc¢ scianki rurociagu.

Rdwnania (7.7) i (7.8) czesto nazywa sie rownaniami uderzenia hydraulicznego.

— Nieustalony przeptyw w kanatach otwartych
Przy zatozeniu, ze:

— przeptyw wody jest wolnozmienny

— przeptyw jest jednowymiarowy,

— obowiazuje hydrostatyczny rozktad cisnienia,

— jedyna sita masowsa jest sita cigzkosci,

— pochylenie dna kanatu jest niewielkie,

— rozktad predkosci w pionie jest jednostajny,

— doptyw boczny nie wystepuije,

otrzymuje sie nastepujacy uklad réwnan (Cunge, Holly i Verwey, 1980; Szymkiewicz,

2000):

oU ouU oH

ot ox 9 ox ( ) (7.10)
oH 0
—+—(UH)=0, 7.11
ot ox UH) (7.11)
w ktérym poszczegolne symbole maja nastepujace znaczenie (rys. 7.6):
X — wspbirzedna przestrzenna,

t — czas,
U(x,t) — srednia predkos¢ przeptywu,
H(x,t) — glebokose,

S — spadek dna kanatu,
S — spadek hydrauliczny (linii energii),
g — przyspieszenie grawitacyjne.
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Spadek hydrauliczny, jak wspomniano w zatozeniach, oblicza si¢ jak w ruchu ustalonym.
Po przyjeciu formuty Manninga ma on nastepujaca postac:

n2
S =75V ul. (7.12)

gdzie: n —wspotczynnik szorstkosci wg Manninga.

Réwnanie (7.10), nazywane dynamicznym, wyprowadza sie z zasady zachowania pedu, zas
rownanie (7.11) jest rownaniem ciagtosci ruchu, wyprowadzonym z zasady zachowania
masy.

T 27

|
poziom poréwnawczy la !

} >
0 L X
przekréj a - a
B
< .
“ >
v »
y I~
] = N
{ = y
S
E’ p

poziom poréwnawczy

Z(x)
M

Rys. 7.6. Schemat kanatu otwartego

— Przenoszenie masy w strumieniu ptyngcej wody

Jesli do ptynacego strumienia wody wprowadzona zostanie domieszka tatwo rozpusz-
czajaca Si¢ W wodzie i niezmieniajaca dynamiki strumienia (tzw. domieszka pasywna),
rozpocznie sie proces jej przenoszenia. Przenoszenie masy jest wynikiem adwekcji wywo-
tanej ruchem strumienia wody oraz dyfuzji wywotanej gradientem koncentracji domieszki.
Ogolnie mdwi sie o procesie przenoszenia adwekcyjno-dyfuzyjnego, zas réwnanie opisuja-
ce ten proces nazywa sie rownaniem adwekcji-dyfuzji. W przypadku dwuwymiarowym,
gdy mozna zatozy¢ jednostajny rozktad koncentracji w pionie, réwnanie to ma nastepujaca
posta¢ (Szymkiewicz, 2000):

d d 0 d oC) o dC

Z (HC)+-=(UHC) +—=—(VHC) - —=| HD, = |-Z| HD, == |+ H§ =0,  (7.13

ot (HC) 55 UHC) + 22 (VHC) ax( Xax] ay( yaij“ (7.13)
gdzie: x,y — wspdirzedne przestrzenne,
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138 7. Réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych

t — czas,

C(x,y,t) — koncentracja domieszki,

U(x,y,t) — sktadowa wektora predkosci w kierunku x,

V(xy,t) — sktadowa wektora predkosci w kierunku y,

H(x,y,t) — gtebokosé,

D,,Dy - wspotczynniki przenoszenia dyfuzyjnego w kierunku x iy,
) — czlon zrodiowy.

Wykorzystujac réwnanie ciagtosci przeptywu ze swobodna powierzchnia oraz zakladajac
stata gtebokos¢ H i state wartosci wspotczynnikow Dy = Dy = D, a takze pomijajac czton
zrodtowy, otrzymujemy prostsza, dobrze znana, posta¢ réwnania (7.13):

2 2

a—C+Ua—C+Va—C—Da—C—Da—C=0. (7.14)

ot ox oy ox? ay?

Jest to dwuwymiarowy przypadek rownania adwekcji-dyfuzji o statych wspdtczynnikach.
Analizujac przeptyw w rzekach i kanatach, czesto mozna zatozy¢ rownomierny roz-

ktad koncentracji w przekroju poprzecznym. W takiej sytuacji réwnanie (7.13) mozna

przeksztatci¢ do postaci jednowymiarowej:

d d d aC ~
§(AC)+&(QC)—&£ADXJ+ Ac=0, (7.15)

gdzie: A(x,t) — pole powierzchni przekroju czynnego,
Q(x,t) — natgzenie przeptywu,
C(x,t) — koncentracja (usredniona w przekroju),
D — wspotczynnik dyfuzji.

W szczeg6lnym przypadku przeptywu ustalonego jednostajnego i domieszki nieroz-
ktadalnej, réwnanie (7.15) upraszcza si¢ do jednowymiarowego réwnania adwekcji-dyfuzji
o statych wspétczynnikach

oC  dC _0d°C

—~4+U—=-D—2==0, 7.16
T xax (7.16)

w ktérym: U = Q/A jest srednia predkoscia przeptywu.

Dwa szczegdlne przypadki powyzszego réwnania, to:
— rownanie adwekcji

a—CJrUa—C:O, (7.17)
ot oX
— réwnanie dyfuzji
oC _9°C
—-D—-=0. 7.18
o W, (7.18)

Réwnaniem tego typu jest réwniez réwnanie (7.6) opisujace jednowymiarowa filtracje
nieustalona.
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— Uproszczone modele propagacji fal wezbraniowych

W inzynierii wodnej réwnania adwekcji-dyfuzji, adwekcji oraz dyfuzji opisuja nie
tylko przenoszenie rozpuszczonych w wodzie domieszek, ale i inne procesy. | tak, réwna-
niem adwekcji-dyfuzji jest tzw. réwnanie fali dyfuzyjnej, bedace uproszczonym modelem
propagacji fali wezbraniowej (Eagleson, 1978)

2
a_Q+Ca_Q_V_a ?:O, (719)
ot oX oX
gdzie: Q(x,t) — natezenie przeptywu,
c — predkos¢ kinematyczna fali,
v — wspotezynnik dyfuzji hydraulicznej.

Predkos¢ kinematyczna definiuje sie nastepujaco:
1

- 7.20
S 720

przy czym a:; m= 3

51/2 ’ g ’
npz/s
gdzie: s - spadek dna kanatu,

n — wspodtczynnik szorstkosci wg Manninga,
p — obwdd zwilzony przekroju czynnego.

Natomiast wspétczynnik dyfuzji hydraulicznej okresla nastepujace wyrazenie:

Q

V=—, 7.21
2Bs ( )

gdzie: B — szerokos¢ kanatu.
Z kolei tzw. model fali kinematycznej ma posta¢ wymienionego wczesniej rdwnania ad-
wekcji:

0 90
—_— — =0, 7.22
ot Cox (7.22)

w ktorym predkos¢ kinematyczna c definiuje zaleznosé (7.20).

7.2. Klasyfikacja rownan rézniczkowych czastkowych
i poprawne formutowanie problemu ich rozwigzywania

Rdwnanie rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu o dwoch zmiennych niezaleznych
mozna napisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci:

o%u 9% 9% ,ou _au
aa7+baxay+cy+d&+e§+fu:F(x,y), (7.23)

gdzie: u=u(x,y) - szukana funkcja,
a, b, c,.. f — wspbtczynniki rownania,
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F(x,y) — funkcja zrédtowa,
X,y — zmienne niezalezne.

Z powyzszym réwnaniem zwiazany jest tzw. wyroznik
A=b? —4ac. (7.24)

Zaleznie od znaku wyr6znika A mamy do czynienia z réwnaniem rézniczkowym
czastkowym okreslonego typu. | tak, réwnanie jest:
— typu eliptycznego, jezeli A <0,
— typu parabolicznego, jezeli A =0,
— typu hiperbolicznego, jezeli A > 0.

Powyzszy sposob klasyfikacji jest bardzo prosty i — jesli tylko mozna — powinien by¢
stosowany. Niestety, ma on istotna wade, ktora jest ograniczenie do réwnan Il rzedu
z dwiema zmiennymi niezaleznymi. Tymczasem, wsréd rdwnan wymienionych w poprzed-
nim podrozdziale, wystepuja zarowno rownania Il rzedu z 3 zmiennymi niezaleznymi, jak
i rbwnania | rzedu oraz ich uktady. Bardziej ogdlny sposéb klasyfikacji réwnan rézniczko-
wych czastkowych polega na badaniu ich charakterystyk.

Zgodnie z definicja (Fletcher, 1991) charakterystykami sa linie w czasoprzestrzeni
(lub powierzchnie w przypadku dwu- i tréjwymiarowym), na ktdrych wyjsciowe réwnanie
lub uktad réwnan nie ma jednoznacznego rozwiazania. Inaczej mowiac, na charakterysty-
kach wystepuje nieciagtos¢ rozwiazania. Warunek ten pozwala wyznaczy¢ rdwnania cha-
rakterystyk, a na podstawie ich natury wnioskowa¢ o typie réwnania lub uktadu réwnan.
| tak, réwnanie jest typu:

— hiperbolicznego, jesli wszystkie charakterystyki sa rzeczywiste,
— parabolicznego, jesli tylko jedna charakterystyka jest rzeczywista,
— eliptycznego, jesli wszystkie charakterystyki sa urojone.

Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych czastkowych | rzedu z dwiema zmiennymi
niezaleznymi reprezentujacymi potozenie x oraz czas t:

ou ov _au ov
a—+b—+e—+f—=
ot ot ox ox

ca—u+dﬂ+ga—u+hﬂ=5, (7.25h)
ot ot ox  ox

w ktérym: u(x, t) i v(x, t) — sa poszukiwanymi funkcjami,
a,b,..,g,h — wspdlczynniki,
Fi, F2 — cztony zrodiowe.

F, (7.25a)

W notacji macierzowej uktad ten mozna zapisa¢ nastepujaco:

a0 . d
A—+B—+=F, 7.26
ot o (7.26)

ydzie: ¢={3}, F={2} A{: ﬂ B:B ﬂ
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Warunek, jaki musi by¢ spetniony na charakterystykach uktadu, ma posta¢ (Fletcher, 1991)

99

A B3| _[F

{Edt de} 29 _{o}’ (7.27)
ox

gdzie E jest macierza jednostkowa o0 wymiarze rdwnym wymiarowi uktadu.
Jesli wymaga sie, aby uktad (7.25) nie miat jednoznacznego rozwiazania na charakte-
rystykach, to wyznacznik gtdwny uktadu (7.27) musi by¢ rowny zero:

det(Adx — Bdt) = 0. (7.28)
Dla uktadu (7.26) warunek ten przyjmie postac:
a b e f
d h
M E (7.29)
d 0 dx O
0 dt 0 dx

Po obliczeniu wyznacznika otrzymujemy réwnanie
dx )’ dx
(ad —bc)(aj —(ah—cf +ed —hb)a+(eh— fg) =0, (7.30)

ktdre nalezy rozwiaza¢ wzgledem dx/dt. Jego wyr6znik ma wartosé
A = (ah—cf +ed —hb)? —4(ad —bc)(eh - fg) . (7.31)

Wartos¢ wyroznika okresla nature pierwiastkow réwnania (7.30), a tym samym nature
charakterystyk uktadu (7.25). | tak uktad bedzie typu:
— hiperbolicznego, gdy A > 0,
— parabolicznego, gdy A =0,
— eliptycznego, gdy A < 0.

Réwnania charakterystyk uktadu (7.25) otrzymujemy, rozwiazujac rownanie kwadratowe
(7.30).

Réwnanie rézniczkowe o pochodnych czastkowych nie zmienia swego typu w obsza-
rze rozwiazania, jesli jest ono liniowe. ROwnanie (7.23) i ukfad (7.25) sa liniowe, jesli
wspdtczynniki sa state lub zaleza tylko od zmiennych niezaleznych (w réwnaniu (7.23) sa
nimi x i y, zas w ukladzie (7.25) sa to x i t). Jesli wspotczynniki réwnania zaleza nie tylko
od zmiennych niezaleznych, ale i od zmiennej zaleznej: a = a(x, y, u), b = b(x, y, u), ..., to
rownanie jest quasi-liniowe. Jesli natomiast w réwnaniu wystepuja pochodne w potedze
innej niz 1, co oznacza, ze jego wspdiczynniki sa funkcja réwniez pochodnej nieznanej
funkcji, to réwnanie nazywamy réwnaniem nieliniowym. Zatem w przypadku réwnan r6z-
niczkowych czastkowych o zmiennych wspo6tczynnikach, quasi-liniowych lub nielinio-
wych, typ rdwnania moze mie¢ charakter lokalny.

Korzystajac z zaprezentowanych sposobow klasyfikacji réwnan rézniczkowych czast-
kowych, okreslmy typ niektdrych réwnan przedstawionych w podrozdziale 7.1.
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Dla réwnan Poissona (7.4) oraz Laplace’a (7.5) wspétczynniki przy pochodnych dru-
giego rzedu sa réwne: a=1, b =0, ¢ = 1. Wyrdznik (7.24) bedzie wiec réwny:

A=b’-4ac=0-4-11=-4<0.

Zatem rédwnania Poissona i Laplace’a sa typu eliptycznego.
Z kolei w jednowymiarowym réwnaniu dyfuzji (7.6) wspdtczynniki sa rowne a=D, b =0,
¢ = 0. Wyrdznik (7.24) przyjmie nastepujaca wartos¢:

A=b%*-4ac=0-4-D-0=0.

Réwnanie dyfuzji jest wiec rownaniem typu parabolicznego. Rownaniami typu parabolicz-
nego sa réwniez rownania adwekcji-dyfuzji (7.16) i (7.19).

Z kolei w celu sklasyfikowania uktadu réwnan (7.7) i (7.8), opisujacych uderzenie
hydrauliczne, musimy wyznaczy¢ réwnania charakterystyk. Dla tego ukladu warunek
(7.29) przyjmie postac:

1 0 U g
2
c
01 —U
g =0. (7.32)
dt 0 dx O
0 dt 0 dx
W wyniku obliczenia wyznacznika otrzymujemy kwadratowe réwnanie algebraiczne
2
dx dx 2 2
— | -2U——-(c"-U“)=0. 7.33
(&) -2 - -u) (7.39)
Wyréznik tego rdwnania jest rowny:
A=4U? +4(c?-U?)=4c?, (7.34)
a jego pierwiastek ma wartosé¢
JA =2c. (7.35)
Zatem réwnanie (7.33) ma dwa pierwiastki:
&y ¥ _u_c. (7.36a,b)
dt], dt|_

Réwnanie pierwsze okresla tzw. charakterystyke dodatnia, za$ drugie — ujemna.

Réwnania te definiuja charakterystyki uktadu (7.7) i (7.8). Sa one rzeczywiste, a zatem

rownania te tworza uktad réwnan rozniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego.
Przeprowadzona w analogiczny sposéb analiza charakterystyk uktadu réwnan de Sa-

int-Venanta (7.10) i (7.11), opisujacych przeptyw nieustalony w kanatach otwartych, po-

zwala wykaza¢, ze uktad ten ma réwniez dwie charakterystyki rzeczywiste:

dx dx
| =U+4/gH, —| =U-4/gH, 7.37a,b
il H. &l g ( )

a zatem jest on takze uktadem typu hiperbolicznego.

Na zakonczenie problemu Klasyfikacji okreslmy jeszcze typ réwnania adwekcji (7.17).
W tym przypadku warunek (7.28) bedzie miat postac:
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1 U

=0. 7.38
dt dx ( )

Wynika z niego rownanie charakterystyki
by
dt

Zatem rownanie adwekcji ma jedna charakterystyke. Jest ona rzeczywista, a wiec zgodnie

z definicja réwnanie to jest typu hiperbolicznego.

Wykonana wyzej analiza typu rdwnan wykazuje, ze w inzynierii wodnej wystepuja
wszystkie typy rownan. Sa wiec réwnania typu hiperbolicznego, parabolicznego i eliptycz-
nego. RAwnania hiperboliczne opisuja zjawiska falowe. Roéwnania typu parabolicznego
opisuja dysypacyjne procesy zmienne w czasie, czyli nieustalone. Natomiast réwnania typu
eliptycznego opisuja procesy ustalone i sa charakterystyczne dla zagadnien rownowagi.

Chcac uzyska¢ rozwiazanie réwnania rozniczkowego o pochodnych czastkowych
w zadanym obszarze ograniczonym, nalezy poprawnie sformutowaé problem jego rozwia-
zania. Przyjmuje sig, ze problem ten jest poprawnie sformutowany, gdy spetnione sa naste-
pujace warunki (Fletcher, 1991):

— rozwiazanie réwnania istnieje,

— rozwiazanie réwnania jest jedyne,

— rozwiazanie zalezy w sposob ciagly od dodatkowych warunkéw zadanych na granicy

obszaru rozwiazania.

(7.39)

Omoéwmy krotko poszczegdlne warunki.

Problem istnienia rozwiazania, istotny z teoretycznego punktu widzenia, zwykle nie
jest badany. Przyjmuje sig, ze rozwiazanie réwnan wyprowadzonych z podstawowych
zasad zachowania istnieje. Taka sytuacja ma miejsce w zagadnieniach przeptywu wody.

Problem jednoznacznosci rozwiazania zwiazany jest scisle z dodatkowymi warunkami
zadawanymi na granicy obszaru rozwigzania. Jesli na granicy zadamy za mato informacji
dodatkowych, otrzymamy nieskonczenie wiele rozwiazan. Jesli zas zadamy ich za duzo,
otrzymamy rozwiazanie 0 niefizycznym charakterze lub sprzeczne. Sposéb zadawania
dodatkowych warunkdw zwiazany jest $cisle z typem réwnania. Zatem dokonanie klasyfi-
kacji réwnania, ktéremu wczesniej poswiecono duzo miejsca, ma zasadnicze znaczenie
praktyczne, gdyz umozliwia poprawne sformutowanie problemu rozwiazania réwnania.

Jak wiadomo, rozwiazaniem réwnania rézniczkowego czastkowego jest funkcja, ktdra
spetnia jednoczesnie w obszarze rozwiazania C to rownanie, jak réwniez warunki na grani-
cach obszaru C. Wymagany rodzaj i ilos¢ warunkéw granicznych zaleza od typu réwnania.

Dla réwnan typu hiperbolicznego obowiazuje zasada zadawania na kazdej granicy tylu
warunkow, ile charakterystyk wchodzi z tej granicy do obszaru rozwiazania (Godunow,
1975). Sprawdzmy konsekwencje tego wymagania w odniesieniu do przytoczonych w pod-
rozdziale 7.1 réwnan tego typu, a mianowicie rownan uderzenia hydraulicznego (7.7)
i (7.8), przeptywu nieustalonego w kanatach otwartych (7.10) i (7.11) oraz réwnania ad-
wekcji (7.17). Obszar rozwiazania wymienionych réwnan jest nastepujacy:

0<x<L, t=0,

gdzie: L oznacza dtugosé rurociagu lub kanatu.
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Réwnania charakterystyk sa nastepujace:

dx
dt

=U +¢, Ll
dt

+

=U-c.

obszar rozwigzania

X

Rys. 7.7. Obszar rozwiazania i uklad charakterystyk uktadu réwnan uderzenia hydraulicznego

Poniewaz ¢ >> U, gdyz predkos¢ fali cisnienia c jest rzedu setek, a nawet tysiaca m/s, pod-
czas gdy predkos¢ przeptywu U jest rzedu m/s, to ukitad charakterystyk bedzie zawsze wy-
gladat jak na rys. 7.7. Jedna charakterystyka bedzie miata zawsze nachylenie dodatnie, zas
druga — ujemne. Zatem przez granice t = 0 do obszaru rozwiazania wchodza dwie charaktery-
styki. Oznacza to, ze na tym odcinku granicy nalezy zada¢ dwa warunki: U(x, t = 0) = Uy(x)
i H(x, t = 0) = Hy(x) dla O <x < L. Informacje na granicy t = 0 nazywa sig warunkami
poczatkowymi. Z kazdego z brzegow, ktdrymi sa fizyczne konce rurociagu, jedna charakte-
rystyka wchodzi do obszaru rozwiazania. W konsekwencji na kazdym z nich nalezy zada¢
jedna informacje: U(x = 0, t) = Ug(t) albo H(x = 0, t) = Ho(t) i U(x = L, t) = U.(t) albo
H(x =L, t) = H () dla t > 0. Warunki zadane na brzegach fizycznych nazywa si¢ warunka-
mi brzegowymi. Zespot sformutowanych wyzej warunkéw poczatkowych i brzegowych
nazywa sie warunkami granicznymi (Kacki, 1992). Sformutowane w powyzszy sposob
zagadnienie nazywa si¢ zagadnieniem poczatkowo-brzegowym uktadu réwnan rézniczko-
wych typu hiperbolicznego.

Bardziej ztozona strukture charakterystyk ma uktad réwnan de Saint-Venanta (7.10)
i (7.11). Sa one nastepujace (7.37a,b):

dx dx
K _usdor, B —u-—oH .
dtl, I g

W tym przypadku nachylenie stycznych do charakterystyk zalezy od rodzaju przeptywu
wody w kanale. W warunkach ruchu nadkrytycznego (spokojnego), gdy liczba Froude’a
jest mniejsza od jednosci (F, < 1), zachodzi relacja

U<4gH,

z ktorej wynika rézne nachylenie charakterystyk. Ich uktad przedstawiono na rys. 7.8a.
W tym przypadku nalezy zada¢ nastgpujace warunki graniczne:
— warunki poczatkowe

U(x, t=0) = Upy(x), H(x, t=0) = Hp(x)dla 0<x<L,
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— warunki brzegowe
U(Xx=0,1t)=Uy(t) lubH(x=0,t) =Hy(t)dlat >0
iUx=Lt)=U ) lubHX=L,t)=H.(t)dlat>0.

Natomiast w warunkach przeptywu podkrytycznego (rwacego), gdy liczba Froude’a jest
wigksza od jednosci (F, > 1), zachodzi relacja:

U>.gH.

Wynika z niej, ze obydwie charakterystyki maja podobne nachylenie. Ich ukfad przed-

stawiono na rys. 7.8b. Poprawnie zadane warunki na granicach sa nastepujace:
— warunki poczatkowe

U(x, t=0) = Up(x) i H(x, t=0) = Hp(x) dla0 < x < L,
— warunki brzegowe

na brzegu x = 0 zadaje si¢ dwa warunki:

U(x=0,1t) = Up(t) i H(x =0, t) = Ho(t) dla t > 0,
za$ na brzegu x = L nie zadaje si¢ zadnego warunku (zadna charakterystyka nie wchodzi do
obszaru rozwiazania).

a) ¢

|

obszar rozwigzania

P4+=————-—-t
x=0 X=L X
b) t fk
1
1 ) ) I
| obszar rozwigzania |
1 — I —
1 I
| : _ 1/ <
1
] +
1 I
I I
e e e P>
x=0 X=L

Rys. 7.8. Uktad charakterystyk uktadu de Saint-Venanta przy przeptywie spokojnym (a) i rwacym (b)

W przypadku réwnania adwekcji (7.17) charakterystyki (7.39) o postaci:
= _y

dt
maja nachylenie zalezne od znaku predkosci U. Przy U > 0 wygladaja one jak na rys. 7.9.
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Warunki graniczne nalezy zadac nastepujaco:
— warunek poczatkowy
Cx,t=0)=Cy(x)dla0<x<L,
— warunki brzegowe
x=0:C(0,t) =Cy(t) dlat=>0,
X = L: nie zadaje si¢ zadnej informacji.

t A

A
!
!
I . .
1 obszar rozwigzania
!
!
!
|
!
|
|

Rys. 7.9. Uklad charakterystyk rownania adwekcji

Oczywiscie przy U < 0 nachylenie charakterystyk bedzie odwrotne i w konsekwencji waru-
nek brzegowy nalezy zada¢ na brzegu x = L. Zasada jest zadawanie informacji na brzegu,
przez ktory nastepuje naptyw wody.
W wypadku réwnania parabolicznego, jak na przyktad (7.6), warunki graniczne two-
rzy¢ beda:
— warunek poczatkowy w postaci zadanej funkcji h na granicy t = 0: h(x, t) = hy(x) dla
0<x<L;
— warunki brzegowe w postaci zadanej funkcji h lub jej pochodnej w punktach brzego-
wych obszaru x =0 oraz x =L, czyli

h(x=0, ) = ho(t) dlat >0 h(x = L, t) = h.(t) lub ‘;—2 =@, (t) dlat>0.

x=L

Zagadnienie rozwiazania réwnania rozniczkowego czastkowego typu parabolicznego jest
rowniez tzw. zagadnieniem poczatkowo-brzegowym.

Inaczej formutuje si¢ warunki graniczne dla réwnan typu eliptycznego, takich jak
réwnanie Poissona lub Laplace’a. Jednoznaczno$¢ rozwiazania tego typu réwnania wyma-
ga, aby poszukiwana funkcja spetniata w obszarze rozwiazania to réwnanie oraz zadane
warunki na brzegu obszaru. Nie mowi si¢ tutaj nic o warunku poczatkowym, gdyz w wy-
mienionych réwnaniach nie wystepuje czas. Zagadnienie rozwiazania rdwnania rdzniczko-
wego czastkowego typu eliptycznego jest tzw. zagadnieniem brzegowym. Wyrdznia si¢
trzy zasadnicze rodzaje zagadnienia brzegowego:

a) zagadnienie brzegowe | rodzaju,
b) zagadnienie brzegowe Il rodzaju,
c) zagadnienie brzegowe Il rodzaju.

Ad a)
Na brzegu B obszaru C dana jest funkcja ¢ (x, y). Znalez¢ funkcje h(x, y) spetniajaca
we wnetrzu obszaru C réwnanie na przyktad (7.5) i przyjmujaca na brzegu B dane wartosci

(X, y), czyli h(x, y) = ¢(x, y) dlax, y € B (rys. 7.10).
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Ad b)

Na brzegu B obszaru C dana jest funkcja ¢y(x, y). Znalez¢ funkcje h(x, y) spetniajaca
we wnetrzu obszaru réwnanie (7.5), taka ze jej pochodna w kierunku normalnym zewnetrz-
nym do brzegu B w kazdym jego punkcie przyjmuje wartos¢ ¢y, czyli

Rys. 7.10. Schemat obszaru C ograniczonego brzegiem B oraz rodzaje warunkéw brzegowych

Adc)

Zagadnienie 111 rodzaju wystepuje wtedy, gdy na czesci brzegu B zadany jest warunek
pierwszego rodzaju (tj. funkcja), a na pozostatej czesci brzegu zadany jest warunek drugie-
go rodzaju (tzn. pochodna). Ten typ zagadnienia jest najczesciej spotykanym w problemach
filtracji.

Majac na uwadze znaczenie funkcji h(X, y) oznaczajacej cisnienie piezometryczne,
mozemy fatwo zinterpretowa¢ fizyczny sens powyzszych sformutowan. Widzimy, ze w za-
gadnieniu | rodzaju na catym obwodzie obszaru C zadane jest cisnienie piezometryczne h
= ¢(X, y). Poszukiwany jest rozktad tego cisnienia we wnetrzu obszaru C, zalezny od warto-
sci na brzegu oraz ksztattu obszaru C. W zagadnieniu Il rodzaju na catym brzegu zadane
jest natezenie przeptywu, co wynika z prawa Darcy’ego, zgodnie z ktorym

oh oh
kD skad L =v/k=0,(xy),
v=koo, skad = vk =@ (x,y)

gdzie: k - wspotczynnik filtracji,
v — predkosc filtracji.
W zagadnieniu 111 rodzaju na czgsci brzegu obszaru wymuszane jest cisnienie piezo-
metryczne, a na pozostatej czegsci wymuszany jest przeptyw.

Bardzo czesto spotykany jest przypadek, kiedy brzeg obszaru jest nieprzepuszczalny.
Konsekwencja braku przeptywu jest warunek:
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o =0, czyli %=0.
an

Zadane na brzegach warunki okresla si¢ jako:
— warunki Dirichleta, gdy zadana jest funkcja,
— warunki Neumanna, gdy zadana jest pochodna normalna do brzegu,
— warunki mieszane, gdy na czesci brzegu zadany jest warunek Dirichleta, a na czesci —
warunek Neumanna.

Z tego powodu sformutowane wyzej typy zagadnien brzegowych nazywa si¢ odpowied-
nio: zagadnieniem Dirichleta, Neumanna, mieszanym. Nalezy doda¢, ze zagadnienie Neumanna
nie ma jednoznacznego rozwiazania z wyjatkiem przypadku, kiedy rozwiazanie powinno spet-
nia¢ dodatkowy znany warunek, na przyktad wynikajacy z zasady zachowania masy.

Trzeci warunek poprawnego formutowania problemu rozwiazania réwnania réznicz-
kowego czastkowego wymaga ciagtej zaleznosci rozwiazania od zadanych warunkéw do-
datkowych. Spetnienie tego warunku zapewnia, ze niewielka zmiana zadanych warunkéw
poczatkowych lub brzegowych wywotla rowniez niewielka zmiane rozwiazania. W przy-
padku drastycznej zmiany rozwiazania warunek ciagtej zaleznosci nie jest spetniony.

Rozwiazania analityczne réwnan rozniczkowych czastkowych sa na og6t trudne do uzy-
skania, zwkaszcza dla bardziej skomplikowanych przypadkow, z jakimi zwykle spotykamy si¢
w praktyce inzynierskiej. Stad do ich rozwiazywania stosuje sie metody numeryczne. Na szero-
ka skale metody te weszty w uzycie wraz z rozpowszechnieniem si¢ komputeréw. Metody
numeryczne sa niezwykle skutecznym narzedziem, ktéremu poddaja sie zardwno réwnania
czastkowe liniowe, jak i nieliniowe, bardzo czgsto wystepujace w zagadnieniach technicznych.

Jak wiadomo z poprzednich rozdziatow, podstawowa cecha metod numerycznych jest
operowanie liczbami. Liczby reprezentuja zaréwno dane, jak i wyniki. Ta cecha implikuje
sposéb postepowania w trakcie aplikacji metod numerycznych. Poniewaz réwnania réznicz-
kowe o pochodnych czastkowych wyprowadzane sa przy zatozeniu ciagtosci osrodka, zas
metody numeryczne moga by¢ stosowane tylko w osrodkach dyskretnych, konieczne jest
zastapienie obszaru ciagtego, w ktérym poszukuje sie rozwiazania, obszarem dyskretnym.
Proces ten nazywa si¢ dyskretyzacja. W jego wyniku obszar ciagly C zastepuje sie zbiorem
wyizolowanych punktéw, zwanych weztami (rys. 7.11). Tworza one obszar dyskretny D.

y r' N y A
c D

X ===
xXv

>
>
X

Rys. 7.11. Transformacja obszaru ciagtego

Potozenie kazdego wezta w przyjetym uktadzie definiuja jego wspotrzedne. Metody nume-
ryczne umozliwiaja obliczenie wartosci rozwiazania rownania rézniczkowego czastkowego
tylko w weztach obszaru dyskretnego. Fakt ten wymaga wykonania drugiej, typowej dla
metod numerycznych, operacji, a mianowicie zastapienia réwnania rézniczkowego czast-
kowego lub uktadu takich réwnan uktadem réwnan algebraicznych, w ktérym niewiado-
mymi beda wartosci rozwiazania w weztach:
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au
at

gdzie: A — macierz wspotczynnikéw uktadu rownan,
X — wektor niewiadomych utworzony przez nieznane wartosci rozwiazania w weztach,
B - wektor wyrazéw wolnych.

+-=0—>AX =B,

Proces ten nazywa sie aproksymacja réwnania rézniczkowego czastkowego. Rozwiazujac
otrzymany ukfad réwnan algebraicznych, uzyskujemy rozwiazanie réwnania rézniczkowe-
go. Zwykle rozwiazanie to ma charakter przyblizony ze wzgledu na btedy wprowadzone
w procesie aproksymacji. Tylko w szczegdlnych przypadkach metody numeryczne daja
rozwiazania identyczne z rozwiagzaniem doktadnym. Opisany sposob postepowania jest
wspoblny dla wszystkich metod numerycznych. Rdznice pomiedzy poszczegélnymi meto-
dami polegaja na roznych sposobach aproksymacji réwnan.

Formutujac problem numerycznego rozwiazania réwnania rézniczkowego o pochod-
nych czastkowych, nalezy zwr6ci¢ uwage na jego poprawnosé. Przez analogie do warun-
koéw poprawnego formutowania problemu rozwiazania réwnania rézniczkowego mozna
sformutowaé¢ warunki poprawnosci dla numerycznego rozwiazania. Sa one nastepujace
(Fletcher, 1991):

— rozwiazanie numeryczne réwnania istnieje,

— rozwiazanie numeryczne réwnania jest jednoznaczne,

— rozwiazanie numeryczne rownania zalezy w sposob ciaglty od dodatkowych warunkow
zadanych na granicach obszaru rozwiazania.

W konsekwencji, poprawnie sformutowany problem numerycznego rozwiazania réwnania
rézniczkowego czastkowego da wynik bliski wynikowi doktadnemu poprawnie sformuto-
wanego problemu rozwiazania rownania rézniczkowego.

Istnieje szereg metod numerycznego rozwiazywania rownan rozniczkowych czastko-
wych. Do najbardziej znanych nalezy metoda réznic skonczonych oraz metoda elementéw
skonczonych.

7.3. Metoda réznic skoficzonych

Jedna z metod numerycznych najczesciej stosowanych do rozwiazania réwnan réznicz-
kowych czastkowych jest metoda réznic skonczonych. W tej metodzie obszar ciagly C zaste-
puje sie obszarem dyskretnym D, ztozonym z weztdw siatki, jaka pokrywa sie obszar C.

Obszar dyskretny tworzy zbidr punktdéw otrzymanych w przecigciach rodzin prostych
rownolegtych do osi uktadu wspétrzednych (Michlin i Smolicki, 1972). W przypadku pta-
skim na ptaszczyznie (X, y) obszar ciagly zastepujemy zbiorem punktow — weztow otrzy-
manych w miejscu przeciecia prostych rownolegtych do osi x oraz prostych réwnolegtych
do osi y (rys. 7.12). Proste te oddalone sa od siebie odpowiednio o wartosci Ax i Ay. Moga
one by¢ state: Ax = const, Ay = const, lub zmienne. Ponadto moga one by¢ jednakowe.
Zaleznie od zastosowanego podejscia, otrzymuje sig siatke prostokatna lub kwadratowa.

W otrzymanym w ten sposéb obszarze dyskretnym nie mozna operowaé réwnaniami
rozniczkowymi. Do obliczenia poszukiwanych wartosci funkcji w weztach siatki stuza tzw.
réwnania réznicowe. Sa to réwnania algebraiczne, ktére otrzymuje sie w wyniku aproksy-
macji pochodnych wystepujacych w réwnaniu rézniczkowym. Podstawa aproksymacji jest
rozwiniecie funkcji w szereg Taylora.
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Rozpatrzmy funkcje u(x) ciagta i rézniczkowalna w otoczeniu punktu o wspotrzednej
Xo. Funkcje te, w otoczeniu punktu X, 0 promieniu Ax, mozna rozwina¢ w szereg Taylora

AX™ 9™u
U(x, +Ax) = (XO)+Z o] (7.40)
A
N
Ayi
2
1 >
1 2 DAL M

Rys. 7.12. Dyskretyzacja obszaru ciagtego w metodzie réznic skonczonych

Dla dodatniej i ujemnej wartosci Ax powyzszy wz0r rozpisuje sie odpowiednio:

2 2 3
u(x0+Ax):u(x0)+&a—u +AL8—L2] +AX ou +.... (7.41)
o ox|, 21 ox 3 ax
0 Xg Xo
i
Axau AC %l A 9%
U(Xg —AX) =u(Xy) ———| +—— —_—— | +.... 7.42
(% = 8¢) = (%) 2o, e, (7.42)
0 0

Réwnanie (7.41) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

du
AX) = AX—]
u(xg +Ax) =u(xy) + Xax

3
. +Tax2 +0(AX?). (7.43)

Czlon O(AX®) oznacza reszte wzoru Taylora, wynikajaca z obciecia go po wyrazie z pochodna
Il rzedu. Informuje on o zmianie bledu wynikajacego z faktu obciecia szeregu wykorzystane-
go do obliczenia wartosci funkcji u(x, + Ax) w zaleznosci od zmiany wartosci Ax. Na przy-
ktad dwukrotne zwiekszenie Ax spowoduje osmiokrotny wzrost bedu, natomiast dwukrotne
zmniejszenie Ax wywota osmiokrotna redukcje btedu obciecia (patrz dodatek).

Wyznaczmy z szeregu (7.41) pochodna | rzedu w punkcie Xo. Jest ona réwna

_ 2 3
au _ u(Xo + Ax) —u(xo) _ga_l; Ax 9°u (7.44)
ox % AX 2! 9x R
Jesli wigc zastapimy pochodna wyrazeniem
a_u 5 u(xg +Ax) —u(xg) ’ (7.45)
x|y, AX
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to bedzie ono aproksymowato ja z doktadnoscia O(Ax). Oznacza to, ze btad aproksymacji
bedzie zmieniat si¢ liniowo ze zmiana Ax. Formufa (7.45) nazywana jest aproksymacja
pierwszej pochodnej ilorazem roznicowym przednim. W analogiczny sposéb mozna wy-
znaczy¢ aproksymacje pochodnej I rzedu z szeregu (7.42). Otrzymamy:

ou B u(xg) —u(Xy —AX)

= 7.46
X[y AX (7:46)

Ten sposob aproksymacji nazywa sie aproksymacja wstecznym ilorazem roznicowym i za-
pewnia doktadnos¢ O(AXx).

Jezeli od réwnania (7.41) odejmiemy réwnanie (7.42) i odrzucimy cztony zawierajace
pochodne 111 rzedu i wyzsze, otrzymamy

u(Xp +Ax) —u(xg — AX) = ZAX?)_;J( , (7.47)

Xo
skad
u|  u(xg+Ax)—u(x, —AXx)

= 7.48
X |y, 2AX (7:48)

W tym wypadku pochodna w punkcie xo aproksymowana jest za pomoca ilorazu réznico-
wego centralnego z doktadnoscia O(AX?).

Graficzna interpretacje aproksymacji pierwszej pochodnej w punkcie X, przedstawiono
narys. 7.13.

u(x)

Rys. 7.13. Aproksymacja pierwszej pochodnej funkcji u(x) w punkcie X, ilorazem réznicowym:
a — przednim, b — wstecznym, ¢ — centralnym

Prosta przechodzaca przez punkty X, i Xo-Ax stanowi przyblizenie stycznej w punkcie
X0, Okreslone za pomoca ilorazu réznicowego wstecznego, prosta przechodzaca przez xo
i Xo + Ax — przyblizenie okreslone za pomoca ilorazu réznicowego przedniego, natomiast
prosta przechodzaca przez xo, — AX i %o + Ax — przyblizenie okreslone za pomoca ilorazu
roznicowego centralnego. Jest oczywiste, ze najdoktadniejsza jest aproksymacja pochodnej
za pomoca ilorazu centralnego (wzor 7.48). Wynika to z faktu, ze w rozwinieciu w szereg
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Taylora odrzucone zostaja w tym wypadku jedynie wyrazy z pochodnymi Il rzedu i wyz-
szymi. Jest to réwniez widoczne na rysunku.

Zauwazmy, ze szeregi (7.41) i (7.42) mozna wykorzysta¢ do aproksymacji pochodnej
Il rzedu. Mianowicie, dodajac do siebie réwnania (7.41) i (7.42) i pomijajac wyrazy zawie-
rajace pochodne 1V rzedu i wyzsze, otrzymujemy

2
U(Xy + AX) +U(Xg — AX) = 2u(Xo) + AXZ?)_L; , (7.49)
X
Xo
skad
82u| _ u(xg — Ax) — 2u(Xg) + U(Xq + AX)

(7.50)

ox? AX?

Xo

Powyzsze aproksymacje otrzymano wprost z rozwiniecia funkcji w szereg Taylora.
Bardziej 0g6lna metoda okreslania ilorazdw réznicowych, aproksymujacych pochodne, jest
zastosowanie og6lnego wyrazenia na aproksymacje pochodnej. W przypadku pierwszej
pochodnej moze ono mie¢ postac:

ou
o, =au; ; +bu; +cu;,;, +O(AX"), (7.51)
gdzie: j — indeks wezta 0 wspotrzednej x;,

a,b, ¢ — wspdtczynniki, ktore nalezy okresli¢,
O(AX™) - wskazuje doktadnosé wynikajaca z zastosowanej aproksymacji.

Wykorzystujac szereg Taylora (7.40) do wyznaczenia wartosci U1 Oraz Uj;1, mozna napisac:

auj_l+buj +CUj, =

292 398 7.52
=(a+b+c)u; +(—a+c)Axa/ui +(a+c)Aia 121 +(—a+c)Aia l; +-n (7.52)
! ox|; 2 o, 6 ox°|;
Porownujac lewa strone (7.51) z prawa strona (7.52), otrzymujemy zwiazki na nieznane
wspotczynniki:
a+b+c=0,(-a+c)Ax=1,

z ktorych dla dowolnego ¢ mozna wyznaczy¢ a oraz b:

a=c—i, b=—20+i.
AX AX

Przyjecie ¢ tak, aby w (7.52) trzeci czton zniknat, daje najdoktadniejsza aproksymacje
mozliwa do uzyskania dla przypadku trzech wystepujacych w réwnaniu parametréw. Zatem
ostatecznie otrzymujemy:

1

=-a=—— 1 b=0.
2AX
Podstawienie powyzszych wartosci do (7.52) daje
ou 1 AX? 9%u
— =— (U, U ) ————= 7.53
x|, 2Ax( it U 6 ox® j (753)
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W ten spos6b otrzymano iloraz réznicowy z réznica centralna, czyli réwnanie (7.50), ktory
daje btad rzedu O(AX?).

Postepujac w podobny sposob, mozna wyznaczy¢ aproksymacje drugiej pochodnej.
Z por6wnania réwnania (7.51) i (7.52) otrzymujemy:

AX?
atb+c=0, (~a+c)Ax=0, (a+c)T:1.
Wynika stad, ze
a= ! b——i c= 1
A A A
a zatem
azu| Ujg—2Uj +Uj, )
= > +0(AX?) . (7.54)

ox? | AX

Przedstawiona metoda moze by¢ wykorzystana do konstrukcji jednostronnych (niesy-
metrycznych) ilorazéw réznicowych lub dla okreslania formut réznicowych na siatce nie-
jednorodnej. Na przyklad dla trzypunktowego niesymetrycznego ilorazu réznicowego
0g6lna formute zapisujemy w postaci

au

ox

=au; +buj,; +cuj,, +O0(AX™). (7.55)
i
Okreslajac ujsq oraz uj, z rozwinigcia funkcji w szereg Taylora wokot punktu j, otrzymu-
jemy

au

oX

+

= (@a+b+cju; +(bAx+ CZAX)?;_;J(

j i

(7.56)

bAX?  c(2Ax)? ) 9%u
4| — 22 |2
2 2 Jox?

i
Z (7.56) wynika, ze celem otrzymania jak najmniejszego btedu, na parametry a, b i ¢ nalezy
natozy¢ nastepujace warunki:

bAx?  c(2Ax)?

at+b+c=0, bAXx+c2Ax=1, + 7 0,
ktore umozliwiaja okreslenie wartosci parametrow:
15 2 0,5
a=-"—, b=—, c=—"F.
AX AX AX
Zatem poszukiwana formuta ma postac:
du| _ —15uj+2uj, —05uj,  AX @ (757)
ox|; AX 3 X j

Wprowadzany przez nia btad jest rzedu O(Ax?). W podobny sposéb mozna konstruowaé
dowolne formuty aproksymujace pochodne wystepujace w réwnaniach rdzniczkowych
czastkowych.
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Ostatecznym efektem zastapienia pochodnych odpowiednimi ilorazami réznicowymi
jest réwnanie algebraiczne, przyblizajace rozwiazywane réwnanie rézniczkowe w punkcie,
w ktorym dokonano aproksymacji. Powtdrzenie tej operacji dla kolejnych weztéw prowa-
dzi do uktadu réwnan algebraicznych, w ktérym wystepuje wigksza liczba wartosci wezto-
wych poszukiwanej funkcji niz rownan. Uktad zamyka sie, wprowadzajac dodatkowe row-
nania wynikajace z zadanych warunkow brzegowych.

7.4. Metoda elementéw skonczonych

Obok opisanej w poprzednim podrozdziale metody réznic skonczonych, do rozwiazywania
rownan rozniczkowych czastkowych mozna wykorzysta¢ metode elementéw skonczonych.
Celem postepowania w tej metodzie jest, podobnie jak w metodzie r6znic skonczonych, przy-
blizone rozwiazanie réwnania lub uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych.

Rozpatrzmy zatem dowolne réwnanie rozniczkowe wazne w obszarze ciagtym C (rys.
7.14), ktérym moze by¢ kazde z rownan wymienionych w rozdziale 7.1, zapisane symbolicznie

Q(h) =0, (7.58)
z warunkami brzegowymi
B(h) =0, (7.59)
gdzie h reprezentuje poszukiwana funkcje.
Jesli w zagadnieniu wystapi uktad réwnan, a wiec i kilka funkcji niewiadomych,
w (7.58) wystapi wektor o odpowiednim rozmiarze. W celu uzyskania przyblizonego roz-
wigzania zagadnienia (7.58) obszar rozwiazania

yA T ..
C dzieli si¢ na mniejsze podobszary — ,,elemen-
ty skonczone” (rys. 7.14). Zaklada sig, ze ele-
menty tacza si¢ ze soba tylko w skonczonej
liczbie punktéw znajdujacych sie na ich obwo-
dzie. Punkty te nazywa si¢ weztami. Nieznana
funkcje h aproksymuje sie wewnatrz obszaru C
wyrazeniem
N h=Nh, (7.60)
X ~
Rys. 7.14. Podziat obszaru ciagtego C, gdzie: h — przyblizenie funkcji h,
ograniczonego brzegiem B, na elementy N =T[.., Ni, Nj, Ny, ...],
skonczone h=(..,hyh,h )"

W réwnaniu tym wektor h jest ciagiem wartosci funkcji h w weztach obszaru. Jesli rozwia-
zujemy zagadnienie nieustalone, w ktdrym jedna ze zmiennych niezaleznych jest czas,
wowczas wartosci weztowe beda funkcjami czasu. Natomiast N jest zbiorem funkcji zalez-
nych tylko od wspétrzednych przestrzennych. Funkcje te nalezy tak dobra¢, aby réwnanie
(7.60) byto spetnione, gdy wstawi sie do niego wsp6trzedne odpowiednich weztéw obsza-
ru. Sa to tzw. funkcje ksztattu lub funkcje bazowe.

Jezeli funkcja h okreslona przez (7.60) jest przyblizeniem rozwiazania doktadnego h

w obszarze rozwiazania C, to nie spetni ona doktadnie réwnania rézniczkowego (7.58)
i bedzie

Q) =R =0. (7.61)
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Rozwiazaniem najdoktadniejszym bedzie takie, ktére zredukuje reszte R do wartosci naj-
mniejszych w catym obszarze rozwiazania. Zatem powinno ono spetnia¢ warunek

j WRAC =0, (7.62)
C

gdzie: W jest pewna funkcja wagowa zalezna tylko od wspdtrzednych.

Jezeli poszukiwana funkcja h aproksymowana jest wedtug (7.60) na podstawie M
nieznanych jej wartosci w M weztach, to mozna wybra¢ M — liniowo niezaleznych funkcji
wagowych W;, uzyskujac w ten sposob odpowiednia liczbg rownan

Jwigz(ﬁ) dc :jwiQ(Nh)dc -0, i=1,2,.. M, (7.63)
C C

z ktorych nalezy wyznaczy¢ h jako rozwiazanie problemu.
Jezeli przyjmiemy, ze W; = N;, tzn. ze funkcjami wagowymi beda funkcje ksztattu, to pro-
ces taki, znany pod nazwa procedury Galerkina dla metody wazonej residualnej, prowadzi
z reguty do najlepszego przyblizenia (Zienkiewicz, 1972).

Zatem procedura Galerkina sprowadza rozwiazanie problemu okreslonego réwnaniem
rézniczkowym (7.58) do nastepujacego uktadu réwnan:

jQ(Nh)Ni dc =0, (7.64)
C

gdzie: i=1,2,3,.., M,
M — liczba weztéw w obszarze C.

Doktadniejszy opis metody wraz z wyprowadzeniem procedury Galerkina podaje Zienkie-
wicz (1972).

Przyjmuje sie dalej, ze catka (7.64) liczona w catym obszarze C moze by¢ zastapiona
suma catek liczonych w poszczegélnych elementach obszaru. Zatem

[@Nn)NTdc = i [amh)NTaF, =0, (7.65)
C F

e=1
e

gdzie: m - catkowita liczba elementéw, na jaka podzielono obszar C,
Fe — reprezentuje powierzchnig ,.elementu skonczonego” o numerze e, jak na rys. 7.15.

Oznacza to mozliwos¢ obliczania catki w kazdym  ya
elemencie oddzielnie. Zsumowanie wynikow catko- | k  tojkatny element
wania prowadzi do uktadu finalnego. Nie wnikajacw "~ skoriczony e
tej chwili w szczeg6ty wyznaczenia poszczegdblnych i
catek uktadu (7.65), nalezy stwierdzic, ze wazna role
w ich obliczaniu odgrywaja funkcje ksztattu, ktére vy |_____
definiuja aproksymacje rozwiazania poprzez podziat i !

obszaru na elementy skonczone. X; Xic X X

i,j,k - wezty
elementu e

Wybor funkcji ksztattu zwiazany jest scisle Rys. 7.15. Tréjkatny element
z warunkami, jakie musza one spetniaé, oraz z ksztat- skonczony

tem zastosowanych elementéw skonczonych. Od
funkcji tych wymaga sig, aby:
— byly ciagte w elemencie,
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— zapewniaty ciagtos¢ funkcji h na styku elementow.

Dla zagadnien jednowymiarowych ele-
mentem skonczonym moze by¢ np. odcinek
zbudowany na dwu lub wiecej weztach (rys.
b) 7.16a), natomiast dla zagadnien dwuwymia-

A A [l rowych bedzie nim dowolna figura plaska,

jak narys. 7.16b.
Rys. 7.16. Niektore ksztatty elementow . W da,'SZ_yCh ro_zwa?aniach ogr_gniczymy
skoriczonych si¢ do omowienia niektdrych funkcji ksztattu
dla elementéw jednowymiarowych oraz ele-
Ax mentéw dwuwymiarowych trojkatnych. Nie
I

[ wyczerpuje to oczywiscie petnej listy mozli-
wych funkcji ksztattu, sposobdw ich tworzenia

a) L —— o——

& \ » oraz mozliwosci metody — jest tylko pewna jej

i i1 X ilustracja. Szeroko problem ten przedstawiony
jest przez Zienkiewicza (1972).

Rys. 7.17. Element liniowy Jak wspomniano wczesniej, dla zagad-

nien jednowymiarowych naturalnym elemen-
tem skonczonym jest odcinek. Rozpatrzmy zatem jednowymiarowy element e bedacy od-
cinkiem ograniczonym weztami i oraz i + 1 o dhugosci Ax; = X+1 — X;, jak na rys. 7.17.
W najprostszym wypadku funkcje h mozna aproksymowaé wewnatrz elementu za pomoca
wyrazenia liniowego
h=ax+b. (7.66)
Wspotczynniki a i b mozna wyznaczy¢, majac na uwadze fakt, ze w weztach na koncach
elementdéw wartos¢ wyrazenia (7.66) musi by¢ réwna wartosci funkcji h w tych wezkach.
Otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

h; = ax; + b,
his1 = aXiss + b,
Rozwiazanie powyzszego uktadu pozwala napisa¢ formulg (7.66) w postaci
h

h = hi+1_hi X — hi+l_ iy +h
1 17
Xiyg =% Xivg =%
Mozna ja zapisa¢ w standardowej formie (7.60)
h =N.h,,
: h
gdzie: Ne =[N;,Nial, he = ho [
i+1
przy czym
N () =X N0 =5 dla x < x< X, (7.67)
i+1 7 N i+l AN

za$ indeks e oznacza element, w ktérym dokonujemy aproksymacji.
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Jak wida¢, w tym wypadku funkcjami ksztattu sa liniowe wielomiany Lagrange’a znane
z podrozdziatu 3.3.

Analogiczna pare funkcji ksztattu formutujemy w kazdym elemencie. tatwo mozna
zauwazyc¢, ze dowolna funkcja N;(x) wystapi w elementach wspoéttworzonych przez wezet i.
Zatem liniowa funkcja ksztattu zdefiniowana bedzie nastepujaco:

0 dla x <X,
X—Xjzq
Xi = Xia
N; (x) =41 dla x=x
Xig — X
S 2 dla x, <x<x
Xizg = Xi

dla x4 <x<X,
(7.68)

i+11

dla x> Xy -

Warunki natozone na tak utworzone funkcje ksztattu sa spetnione, bowiem:
N;=1 w wezle i oraz N;j=0 w wezle i +1, a takze Njz1 =0 w wezle i oraz Nj3;1 =1
w wezle i+ 1. ROwnanie (7.68) opisuje tzw. ,funkcje daszkowe” okreslone na catej osi
liczbowej x (rys. 7.18).

Rys. 7.18. Liniowe funkcje ksztattu N; oraz Nj.1

Aproksymacja funkcji h wedtug formuty (7.60) w pojedynczym elemencie ma w tej sytu-
acji postac¢

h=Nh+Nh., . (7.69)
Rézniczkowanie funkcji ksztattu w takim elemencie prowadzi do wyrazen
aN, 1 1 dNy, 1 1 (7.70)
dX  Xipp— X AX; dx Xis1— X AX
gdzie: Ax; — dtugosé elementu.
Natomiast catkowanie funkcji ksztattu w elemencie daje wynik
Xis1 Xis1
[Nk = [ S2=% g “Lax. (7.71)
M L A 2

Stuszny jest ponadto nastepujacy wzor rekurencyjny, utatwiajacy obliczanie catek z iloczy-
nu funkcji ksztattu

X1 Xit1 131
NN fax = INiﬁNf’dx=a'—ﬁ'Axi A, (7.72)
P ' (a+ B+ B

gdzie: o, - catkowite wyktadniki poteg.
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W?zoér ten jest bardzo uzyteczny przy obliczaniu catki (7.65), w ktérej zwykle wystepuja
iloczyny funkcji ksztattu. Niektére wartosci catek utatwiajacych obliczanie (7.65) przed-
stawiono w tabeli 7.1.

Tabela7.1
Wartosci catek z iloczynéw funkeji ksztattu dla elementdw liniowych
a+f o B A B
1 1 0 1 2
2 0 2
2 1 1 1 6
3 0 3
3 5 1 1 12
4 0 12
4 3 1 3 60
2 2 2
5 0 10
5 4 1 2 60
3 2 1
6 0 60
5 1 10
6 4 > 4 420
3 3 3

Do okreslenia funkcji ksztattu 2. stopnia na elemencie jednowymiarowym, jak na rys.
7.19, potrzebne sa 3 wezty, poniewaz wielomian stopnia 2. mozna poprowadzi¢ przez 3
punkty. Mozna tutaj skorzysta¢ wprost z wielomianu Lagrange’a i utworzy¢ bezposrednio
funkcje ksztattu dla takiego elementu. Jezeli element zbudowany jest na weztach (i, j, k), to:

(X=X%;)(x=X)
N(X)=————, 7.73
(O (6 = %) (X% = X) (713

(X=X%)(X=X)
(Xj = %) (Xj —Xy) ,
(X=%)(X=X;)
(Xk_xi)(xk_xj).

N (x) = (7.74)

N, (X) = (7.75)

Przebieg powyzszych funkcji wewnatrz elementu pokazano na rys. 7.19. Poszukiwana
funkcja h przyblizona bedzie wewnatrz elementu e w sposob nastepujacy:

h=Nih+N;h + N, . (7.76)

W przypadku zagadnien dwuwymiarowych elementami skonczonymi moga by¢ figury
ptaskie, jak np. na rys. 7.16b. Ograniczymy si¢ tutaj do rodziny elementdw trojkatnych ze
wzgledu na ich korzystne cechy. Niewatpliwa zaleta elementdw o tych ksztattach jest wick-
sza, niz w przypadku np. elementéw kwadratowych lub prostokatnych, elastycznosé
w trakcie odwzorowania geometrii obszaréw. Dla kazdego elementu tréjkatnego mozna,
w zaleznosci od liczby weztéw, dobra¢ wielomiany gwarantujace wymagane wiasnosci
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funkcji ksztattu. Zajmiemy si¢ sposobem bezposred-
niego tworzenia funkcji ksztattu dla takich elemen-
tow, podobnie jak to uczynilismy dla elementéw
liniowych.

Najprostsza funkcja ksztattu dla tréjkatnego
elementu skonczonego e zbudowanego na weztach (i,
j» K), jak na rys. 7.15, bedzie funkcja liniowa o postaci

h=o0,+ox+a,y. (7.77)

Niech jej wartosci w weztach wynosza odpowiednio
hi, h;, he. Wartosci wspotczynnikow o, o, o
w (7.77) nalezy tak dobra¢, aby w weztach i, j, k funk-
cja h przyjeta wartosci h;, h;, h.. W tym celu mozemy
dla kolejnych weztow elementu zgodnie z (7.77)
napisac¢ nastepujace zaleznosci:

h =ay + X + oY, (7.788a)

(@]
[¢]

Ni

C\_/

Rys. 7.19. Kwadratowe funkcje
ksztattu dla elementu liniowego

Réwnania te tworza uktad, ktory po rozwiazaniu wzgledem o, o4, o, umozliwia zapisanie

wyrazenia (7.77) w postaci

h= oF (a+bx+cy)h+ (a +bx+cy)h

e B

(7.79)
+E(ak +b x+c, y)h,,
e
lub krocej w standardowej formie (7.60)
h =N +Njh; +Nh =N, (7.80)
gdzie:
1
N; (X, Y) =f(ai +bx+¢y), (7.81a)
e
1
N; (X, y)— (a +bjx+c;y), (7.81h)
1
N (X, y) = = (ay +b x+cyy), (7.81c)
e
a F jest polem elementu e
1 X v 1
T X Yk

natomiast
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A = XY =X Yjr @5 =XYi — XYk & =XYj— XY (7.83a,b,c)
Bi=Yi—Yio bj=Y—Vi, Be=yi-yj (7.84a,b,c)

Funkcje Ni, Nj, Ny sa zalezne od geometrii elementu i spetniaja warunki natozone na funk-
cje ksztattu, bowiem:

Ni=1 wwezlei oraz Ni=0 w weztach j oraz k,
Nj=1 wwezlej oraz Nj=0 w weztach i oraz k,
Ne=1 wwezlek oraz Nk=0 w weztachiorazj.

Wykres takiej liniowej funkcji ksztattu dla wezta i w elemencie pokazano na rys. 7.20a.
Natomiast ksztatt Ni(x, y) w catym obszarze przedstawiono na rys. 7.20b.

a) b)

Rys. 7.20. Liniowe funkcje ksztattu dla elementdw tréjkatnych

Ma ona ksztalt ostrostupa o wysokosci 1 w wezle i. Jej wartos¢ zmienia sie liniowo do zera
w kierunku weztow elementoéw wspéttworzonych przez wezet i. Poza tymi elementami
w catym obszarze Ni(x, y) = 0.
Rdzniczkowanie funkcji ksztattu wzgledem zmiennych przestrzennych daje nastepuja-
ce wyniki:
% L aN_l = bJ 7 aN_k: by , (7.86a,b,c)
ox 2k, ox 2F,

ox 2K

oN; _ ¢ INj _ ¢ N, _ ¢
dy 2F 9y 2F, 9y 2F,

(7.87a,b,c)

W konsekwencji rozniczkowanie funkcji h wzgledem x oraz y daje nastepujacy wynik:

o1

e

oh 1

a_yzf(cihi +c;h; +chy). (7.89)
e

Z Kkolei rézniczkowanie wzgledem czasu prowadzi do zaleznosci
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h . dh,
on _ dn . dh o dh

oy oy 7.90
ot tdt o Jdt Xt (7.90)

Catka z funkgcji ksztattu w elemencie e zgodnie z definicja jest rowna objetosci ostrostupa
0 podstawie elementu i wysokosci jednostkowej, czyli

”Ni(x, y)dxdy=i. (7.91)
3
Fe
Do obliczenia catki po powierzchni elementu e z iloczynu funkcji ksztattu podniesionych
do potegi catkowitej mozna wykorzysta¢ nastepujaca formute rekurencyjna:

1 A1 A
NINENZdxdy =— %PV op _AF 7.92
JJ.' PNy (a+pB+y+2) ¢ B °© (7.92)

Niektdre wartosci A i B utatwiajace obliczenie takich catek przedstawiono w tabeli 7.2.

Tabela 7.2
Wartosci catek z iloczynow funkcji ksztattu dla elementdw tréjkatnych
at+f+y o B 4 A B

1 1 0 0 1 3

2 2 0 0 2 12
1 1 0 1 12
3 0 0 6

3 2 1 0 2 60
1 1 1 1
4 0 0 12
3 1 0 3

4 2 2 0 2 180
2 1 1 1
5 0 0 60
4 1 0 12

5 3 2 0 6 1260
3 1 1 3
2 2 1 2
6 0 0 60
5 1 0 10
4 2 0 4

6 4 1 1 N 1680
3 3 0 3
3 2 1 1
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7.5. Elementy teorii numerycznego rozwigzywania
réwnan rézniczkowych czastkowych

Przedstawiony w podrozdziale 7..3 opis metody réznic skonczonych objasnia sposéb
zamiany réwnania rozniczkowego na rownowazny mu uktad rownan algebraicznych. Dla
lepszej ilustracji toku postepowania rozpatrzmy przyktad w postaci réwnania czystej ad-
wekcji. Rownanie tego typu, zaprezentowane w podrozdziale 7.1, opisuje na przyklad ad-
wekcyjne przenoszenie domieszki przez wodg ptynaca z duza predkoscia, czyli przy du-
zych liczbach Reynoldsa, lub tez przemieszczanie sig fali wezbraniowej w kanale o znacz-
nym spadku dna, gdy dopuszcza sie stosowanie modelu fali kinematycznej. Wyb6r tego
typu réwnania wydaje sie odpowiedni ze wzgledu na jego whasciwosci. Jest to, jak wiado-
mo, réwnanie typu hiperbolicznego. Zatem na jego przyktadzie mozna dokona¢ dyskusji
nie tylko ogélnych, waznych dla réwnan kazdego typu probleméw catkowania numerycz-
nego, ale réwniez specyficznych, bo istotnych dla réwnan typu hiperbolicznego, zagadnien
dyssypacji i dyspersji numerycznej.

Rozpatrzmy zatem rownanie (7.17)

aC aC
o Y
w ktérym: t jest czasem, X jest zmienna przestrzenna, C(x, t) jest na przyktad koncentracja
rozpuszczonej domieszki w ptynacej wodzie, U jest predkoscia ptynacej wody, czyli tzw.
predkoscia adwekciji.
Réwnanie to bedziemy rozwiazywali w obszarze 0 < x < L (gdzie L jest dtugoscia odcinka
cieku), t > 0. Zat6zmy najprostszy wariant adwekcji. Woda ptynie ze stata predkoscia zgodnie
z kierunkiem osi x, czyli U = const > 0, za$ poczatkowy rozkiad koncentracji (t = to) wzdhuz
0si X ma postac trojkata rGwnoramiennego o wysokosci jednostkowej (rys. 7.21).
Przy znanej predkosci adwekcji U rownanie (7.93) ma rozwiazanie analityczne o po-
staci (Abbott i Basco, 1989)

0, (7.93)

to

t
C(x1) =c(x-ju ~dt,t0J. (7.94)

Jesli U = const, to powyzsze réwnanie dla t = T przyjmie postaé
C(xT)=C(x=U(T ~ty).tp). (7.95)

Jest to formalny zapis procesu czystej translacji. Zaleznos¢ te interpretuje si¢ nastepujaco:
koncentracja w chwili t=T w dowolnym przekroju kanatu o wspotrzednej x rowna jest
koncentracji w chwili to, wystepujacej w przekroju o wspotrzednej x — U (T - tp). Inaczej
mowiac, czastka, ktora w chwili t =ty znajdowala si¢ w potozeniu xo, przemiesci sie wzdtuz
osi kanatu i w chwili t = T znajdzie si¢ w punkcie 0 wspotrzednej xo + U (T — ty). Nawiazu-
jac do rys. 7.21, mozna stwierdzi¢, ze jesli przenoszenie domieszki rozpuszczonej w wo-
dzie wynika jedynie z adwekcji, to poczatkowy rozktad koncentracji wzdtuz osi kanatu
bedzie przemieszczat sie bez deformacji jego ksztattu, by w chwili t = T znalez¢ sie w odle-
gtosci wynikajacej z predkosci adwekcji: | = U (T —tp). Chociaz, jak wida¢, rdwnanie ad-
wekcji (7.93) ma bardzo proste rozwiazanie analityczne, wiele bardzo waznych informacji
i wnioskow wynika z jego numerycznego rozwiazania. Rozwiazmy wigc rownanie metoda
roznic skonczonych.
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C 4

1,0

C(x, t=T)

Lc

Xs

Rys. 7.21. Poczatkowy rozktad koncentracji C(x, to) i analityczne rozwiazanie
réwnania adwekcjidlat=T

Obszar rozwiazania rownania (0<x <L, t>0) zastepujemy obszarem dyskretnym.
Fragment przyjetej siatki weztéw przedstawiono na rys. 7.22. Jej wymiary wynosza
Ax = const w kierunku osi x oraz At = const w kierunku osi czasu. Zatozmy, ze we wszyst-
kich weztach na poziomie czasu k znane sa wartosci koncentracji: Cjk (i=1,2,.. M.
Celem postepowania jest okreslenie koncentracji na nastepnym poziomie czasowym
k+1:Cf* (j=2,3, .., M). W wezle pierwszym koncentracja jest znana. Definiuje ja zada-
ny warunek brzegowy: C,“** = Co(tws1), gdzie Co(t) jest znana funkcja.

t 4
k+1 - 2 , 2
|
|
At ;
|
k 4 {—f========- : 2
2 2 >
1 2 -1 j 1 M-1 M
x=0 < AX >ie Ax > x=L

Rys. 7.22. Siatka weztdw zastosowana do rozwiazania rownania adwekcji

Dokonajmy aproksymacji pochodnych wystepujacych w réwnaniu (7.93) w wezle (j,
k) odpowiednio ilorazem r6znicowym przednim i wstecznym:

k k+1 k
ckt_ck
aa_c e i Iy (7.96)
t j At
k k k
ck-ck
oCF _Si~hin (7.97)
ox i AX

Po wstawieniu powyzszych formut do réwnania (7.93), otrzymujemy wyrazenie
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k+1 k k k
ckt_c! LS —Ch

=0, 7.98
At AX ( )

z ktérego mozna wyznaczy¢ jedyna niewiadoma Cjk”. Jest ona réwna

UAt

okt _ ok _ VAL
J ] AX

(Cy-chy). (7.99)

Wprowadzmy tzw. adwekcyjna liczbe Couranta

_ UAt

C .
AX

(7.100)

a

Jest to bezwymiarowy parametr interpretowany jako stosunek predkosci adwekcji U do
tzw. predkosci na siatce: Ax/At, ktory jest zawsze wiekszy od zera. Rownanie (7.99) mozna
przepisac nastepujaco:

ckt=@-c,ck+c, Cl,. (7.101)

Jak juz wspomniano, wartos¢ koncentracji w pierwszym wezle na poziomie czasu
k + 1 (C{“"") okresla zadany warunek brzegowy. Zatem przemierzajac w dowolnej kolejno-
sci wezty siatki na poziomie k + 1, tzn. przyjmujac j = 2, 3, ..., M, obliczamy wartosci kon-
centracji w pozostatych weztach.

Opisany wyzej sposdb rozwiazania rdwnania adwekcji nazywa sie schematem ,,pod
prad” (w jezyku angielskim: up-wind scheme). Nazwa pochodzi od sposobu aproksymacji
pochodnej przestrzennej. Zawsze bierze si¢ wartos¢ koncentracji w wezle aproksymacji
oraz w wezle sasiednim w Kierunku, skad naptywa woda (doktadniej: skad wieje wiatr).
Przy U > 0 jest to wezet (j — 1, k), zas przy U < 0 bedzie nim wezet (j + 1, k) (rys. 7.22).
Schemat ten zalicza sie do grupy tzw. schematéw jawnych. Niewiadoma wyznacza sie
wprost z réwnania aproksymujacego réwnanie rézniczkowe, przy czym, jak juz wspomnia-
no, nie ma tutaj wymagan co do kolejnosci obliczen. Do problemu jawnosci i niejawnosci
powrdcimy nieco dalej.

Niewatpliwa zaleta opisanego schematu jest jego prostota. Algorytm rozwiazania jest
wyjatkowo nieskomplikowany i fatwy w realizacji komputerowej. Zastosujmy ten schemat
do rozwigzania nastgpujacego hipotetycznego problemu:

— w kanale ptynie woda ze stata predkoscia U = 0,5 m/s,
— w chwili t = 0 rozktad koncentracji domieszki ma ksztatt trojkata réwnoramiennego, jak
narys. 7.21, przy czym potowa jego podstawy jest réwna xs = 1000 m.

Kolejne rozwiazania numeryczne, ktdrych efektem jest rozktad koncentracji po czasie
T = 7200 s, otrzymane dla r6znych, arbitralnie przyjetych wymiardw siatki weztéw Ax oraz
At, przedstawiono na rys. 7.23. Analizujac przedstawione wykresy obliczonej koncentracji,
zauwazamy istotne roznice zaleznie od przyjetych wartoéci Ax oraz At. | tak, dla Ax = 200
m i At = 400 s rozwiazanie numeryczne pokrywa si¢ z rozwiazaniem dokfadnym. Jest to
poczatkowy rozkiad koncentracji przesunigty wzdluz osi kanatu o odlegtos¢ 1=U-T =
0,5 - 7200 = 3600 m. Zwiekszenie wartosci kroku czasowego i przyjecie At =420 s powo-
duje zmiane charakteru otrzymanego rozwiazania. Jest ono zupetnie niepodobne do spo-
dziewanego rozktadu koncentracji. Wystepuja liczne oscylacje, ktorych obecnos¢ nie ma
zadnego zwiazku z fizycznym przebiegiem procesu. Z kolei zmniejszenie kroku catkowania
w czasie At powoduje systematyczne rozmycie rozwiazania. Rozkiad koncentracji ma
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ksztatt zdeformowanego przez wygtadzenie tréjkata. Z kolei, jak wynika z rys. 7.23b, przy

statej wartosci At = 100 s zmniejszanie wartosci Ax daje rozwiazanie coraz bardziej podob-
ne do rozwiazania doktadnego.

a) ca t=7200s
100 — t=0 At=420's
- At=400's
757 At=300s
At=200s
50 -
25
0 1 I IV I 1 I 1 j Ll
X [m
0 2000 4000 6000 gooo XM
5 I = 3600 m R
I~ ll
b) C r' 3
t=0 t=7200s
100 —
75—
50 —
25—
0 2000 4000 6000 gooo XM

1 =3600 m

Rys. 7.23. Rozwiazanie réwnania adwekcji po czasie T = 7200 przy: a) U = 0,5 m/s,
Ax = 200 m i r6znych wartosci At, b) U = 0,5 m/s, At = 100 s i rdznych wartosciach Ax

Wyadziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



166 7. Réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych

Przedstawione wyniki obliczen wykazuja zasadniczy wptyw przyjmowanych wartosci
Ax oraz At na jakos¢ otrzymanego rozwiazania numerycznego. Okazuje si¢ jednak, ze zale-
zy ona nie tylko od samych wartosci Ax i At, ale takze od relacji pomigdzy nimi. Wptyw
wymiaréw siatki weztéw na jakos¢ otrzymanego rozwiazania mozna zinterpretowac.
Wykonanie badania zastosowanego schematu numerycznego umozliwia nie tylko wyja-
$nienie jego wihasciwosci, ale pozwala wrecz przewidzie¢ jakosciowy charakter spodzie-
wanego wyniku bez koniecznosci wykonywania obliczen testowych. Badanie takie wy-
konujemy, bazujac na teorii metod numerycznego rozwiazywania réwnan rézniczkowych
czastkowych.

Podstawowa wiasciwoscia kazdej metody numerycznej rozwiazania réwnania réz-
niczkowego jest zbiezno$¢. Rozwiazanie uktadu réwnan algebraicznych aproksymujacych
réwnanie rézniczkowe nazywa sie zbieznym, jesli przy wymiarach siatki zmierzajacych do
zera zmierza ono do rozwiazania doktadnego réwnania w kazdym punkcie obszaru rozwia-
zania. Wymagamy wigc, aby

CK > C(x;.t), gdy Ax,At—0,

gdzie: ¢ — przyblizona wartos¢ funkcji C w wezle (j, k),
C(x; t) — doktadna wartos¢ funkcji C w punkcie (xj, ti).

Réznice pomiedzy rozwiazaniem doktadnym réwnania rézniczkowego czastkowego a do-
ktadnym rozwiazaniem ukfadu réwnan algebraicznych nazywa si¢ btedem rozwiazania. Jest
on réwny

e =C(x;,t)-C}, (7.102)
gdzie: e btad rozwiazania w wezle (j, k).

Wielkos¢ tego btedu zalezy od wymiardw siatki oraz od wartosci cztonéw szeregu Taylo-
ra pominietych w procesie aproksymacji pochodnych wystepujacych w réwnaniu réz-
niczkowym.

Chociaz pojecie zbieznosci schematu jest intuicyjnie zrozumiate i oczywiste, to wyka-
zanie tej wiasnosci nie jest fatwe. Najprostszym sposobem wykazania zbieznosci jest po-
dejscie empiryczne. Polega ono na cyklicznym rozwiazywaniu réwnania przy systematycz-
nej redukcji wymiaréw siatki i porownywaniu otrzymanego rozwiazania z rozwiazaniem
doktadnym. Podejscie to jest mozliwe tylko w przypadku, gdy znamy rozwiazanie doklad-
ne. Jest to rzadko spotykana sytuacja, na ogdt bez wiekszego znaczenia praktycznego. Ma
ona jednak miejsce w przypadku rozwiazywanego wczesniej rownania adwekcji. Jedna
z serii eksperymentow wykonana dla réznych wartosci Ax, ktorej wyniki zamieszczono na
rys. 7.23b, ilustruje ten problem. Dla malejacych wartosci AX rozwiazanie numeryczne
zmierza do rozwiazania doktadnego. Tendencja ta sugeruje, ze zastosowany do rozwiazania
rownania schemat ,,pod prad” jest schematem zbieznym.

W zagadnieniach praktycznych dokfadne rozwiazanie réwnania nie jest znane. W ta-
kiej sytuacji czesto mozna wykazaé¢ zbieznos¢ schematu numerycznego metoda posrednia.
W tym celu wykorzystuje sie twierdzenie Laxa (Fletcher, 1991), ktdre brzmi: ,,Dla danego
poprawnie postawionego liniowego zagadnienia poczgtkowego i jego réznicowej aproksy-
macji spetnienie warunku zgodnosci i stabilnosci jest koniecznym i wystarczajgcym warun-
kiem zbieznosci”. Zatem jesli dla danego schematu wykazemy jego zgodnos¢ i stabilnose,
to tym samym wykazemy jego zbieznos¢, gdyz zgodnie z twierdzeniem Laxa

zbieznos¢ = zgodnosc¢ + stabilnosé
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Wada tego podejscia jest jego ograniczenie do zagadnien liniowych. Pomimo to, jest ono
bardzo uzyteczne, gdyz zwykle mozna wnioskowaé o zbieznosci zagadnien nieliniowych
na podstawie wynikéw analizy ich zlinearyzowanych wariantdw. Wykonanie za$ analizy
zgodnosci oraz stabilnosci jest wzglednie tatwe. Omoéwmy je kolejno.

Ukfad réwnan réznicowych nazywa sie zgodnym z réwnaniem rozniczkowym, jesli
w granicy, przy wymiarach siatki zmierzajacych do zera, uklad ten w kazdym wezle siatki
zmierza do réwnania rézniczkowego, ktore aproksymuje. Badanie zgodnosci jest procesem
odwrotnym do dyskretyzacji. Polega ono na zastapieniu w réwnaniu aproksymujacym warto-
sci weztowych funkcji ich rozwinieciami w szereg Taylora wokdt badanego wezta. Zgodnosé
wymaga, aby otrzymane ta droga rownanie zawierato rozwiazywane réwnanie rézniczkowe
czastkowe oraz dodatkowe cztony, ktore powinny znika¢ w trakcie redukcji wymiar6w siatki.
W celu zilustrowania problemu zgodnosci rozpatrzmy schemat ,,pod prad”.

Schemat ,,pod prad” pozwolit zastapi¢ réwnanie adwekcji rownaniem algebraicznym
(7.98). Wystepuja w nim nastepujace wartosci weztowe funkcji C: C, G/, C/* 1. Wy-
znaczmy C,-k+1 oraz Cjk_l, rozwijajac funkcje C w szereg Taylora wokdt wezta (j, k)
(rys. 7.22).

k 2 42~

Cht =gk 4 pat2S] L AL IC +.., (7.103)
! ! al, 2 at? J_
k 2 2~

ck, =gk oaxdS| AT Ch (7.104)
- ! ox i 2 9x2 j

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do rownania (7.98), otrzymujemy
k

k 2 52 )
C}‘+Ata—C Aia—g +...—C]
a2 |
! +
At k k (7.105)
2 52
C;(— C:f_AXai AT 9°C
ox|; 2 ox? j
+U =0.
AX

Po uproszczeniu i uporzadkowaniu otrzymujemy nastepujace rownanie wazne w wezle (j, k):

oC dC UAXx 9°C At 9%C
_+U_: —
ot ox 2 ox? 2 ot?

(7.106)

Zgodnie z oczekiwaniem zawiera ono wyjsciowe rdwnanie adwekcji (7.93) oraz dodatkowe
cztony. Cztony te znikaja, gdy Ax — 0 i At — 0. Zatem w granicy rownanie (7.106) zmie-
rza w wezle (j, k) do rozwiazywanego réwnania adwekcji (7.93). Wnioskujemy stad, ze
zastosowany schemat ,,pod prad” jest schematem zgodnym.

Drugim warunkiem, ktérego spetnienia wymaga zbieznos¢, jest warunek stabilnosci
numerycznej. Przez stabilno$¢ rozumie si¢ zdolnos¢ schematu do wyttumienia dowolnych
przypadkowych zakidcen rozwiazania (np. wynikajacych z bleddéw zaokraglen) w trakcie
obliczen. W przypadku rozwiazywanego wczesniej rownania adwekcji wyniki przedstawione
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na rys. 7.23a zawieraja symptomy niestabilnosci. Sa to oscylacje o niefizycznym charakterze.
Z kolei przyktadem stabilnych rozwiazan sa wyniki przedstawione na rys. 7.23b.

Stosowane schematy numeryczne moga by¢ absolutnie stabilne, warunkowo stabilne
lub absolutnie niestabilne. Schemat absolutnie stabilny to taki schemat, ktéry nie powoduje
nigdy nieograniczonego wzrostu btedéw powstajacych w trakcie obliczen. Ta cecha jest
oczywiscie pozadana i stanowi istotna zalet¢ schematu. Schemat warunkowo stabilny to
taki schemat, ktory zapobiega lawinowemu narastaniu btedéw tylko wtedy, gdy spetniony
jest pewien warunek. Warunek ten okresla dopuszczalna relacjg pomigdzy wymiarami
siatki i nazywany jest warunkiem stabilnosci lub kryterium stabilnosci. Jesli warunek sta-
bilnosci nie jest spetniony, schemat jest niestabilny. Z kolei schemat absolutnie niestabilny
to taki, ktory nigdy nie zabezpiecza przed nieograniczonym wzrostem bledu. Z oczywistych
powodow schemat o takich cechach jest nieinteresujacy.

Dokonajmy analizy stabilnosci numerycznej schematu ,,pod prad” zastosowanego do
rozwiazania rownania adwekcji, w efekcie czego otrzymano uktad réwnan algebraicznych
(7.101)

Ci*'=(@1-C,)Ci+C,Cly (j=2,3, ..., M). (7.107)
Przypomnijmy, ze wartos¢ C,*"* okresla zadany warunek brzegowy. Rozwiazanie powy:-
szego uktadu réwnan da w kazdym wezle przyblizona wartos¢ funkcji Cj"”, zamiast do-
ktadnej C(x;, tx+1). Btad tego rozwiazania definiuje zaleznos¢ (7.102). Podstawmy tg zalez-
nos¢ do réwnan (7.107). Otrzymamy

C(Xj ) = elj<+1 =(1-C)(C(xj.t) - e?) +Ca(C(Xjat) — elj(—l) (7.108)
(=23, .., M).

Poniewaz rozwiazanie doktadne C(x, t) musi spetnia¢ réwnanie schematu (7.107), to po-
wyzszy uklad uprosci sie do postaci

e =(1-C,)el +Cely (j=23..,M). (7.109)

Zauwazmy, ze blad rozwiazania e spetnia jednorodny ukfad réwnan wynikajacy z (7.107).
Ma on identyczna strukture jak (7.107). Do ukiadu tego dodaje si¢ warunki poczatkowe
i brzegowe. Poniewaz przyjmuje sie, ze sa one dokladne, to btad wynikajacy z ich przyjecia
jest rowny zeru. Zateme=0dlaj=2,3,..,Moraze,*=0dlak=0,1,2, ....

Jedna z najczesciej stosowanych metod badania stabilnosci jest metoda Neumanna
(Fletcher, 1991; Potter, 1977; Szymkiewicz, 2000). W metodzie tej biedy na danym pozio-
mie czasowym w weztach wzdtuz osi x rozwija si¢ w skonczony szereg zespolony Fouriera.
Okreslenie stabilnosci badz niestabilnosci polega na zbadaniu zachowania pojedynczej
sktadowej szeregu. Jesli przy przejsciu z poziomu czasowego k na k + 1 amplituda fali
Fouriera jest ttumiona, to schemat jest stabilny. Jesli jednak nastepuje wzmocnienie ampli-
tudy — schemat jest niestabilny.

W punkcie x; btad rozwiazania rownania wyrazamy nastepujaco:

N - -
ef =D Ane I (7.110)
n=1
gdzie: j=2,3,.., M,
i=(-1)" — jednostka urojona,
n — indeks sktadowej szeregu — fali Fouriera,
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m — liczba falowa zdefiniowana wzorem
m= 2z , (7.111)
A
A — dtugosc fali,
AX — wymiar przestrzenny siatki,
AY, — wspotczynnik Fouriera — amplituda fali o indeksie n na poziomie czasu k,
N — indeks o skonczonej wartosci.

W przypadku réwnania liniowego, jak rozwigzywane tutaj rownanie adwekcji, mozna
ograniczyc¢ sig do analizy pojedynczej sktadowej szeregu (7.110 ). Zatem dla n = 1 bedzie

el = Afe'. (7.112)
Symbol ¢ oznacza kat zdefiniowany nastepujaco:

(p:mAx:Z?”, (7.113)

gdzie K = A/Ax jest iloscia interwatdw Ax mieszczacych sie na fali o dtugosci A.
Wstawiajac wyrazenie (7.112) do réwnania (7.109) opisujacego btad, otrzymujemy
ARHlet?l — (1-C,)Ake"T 4 C Ale U (7.114)

Réwnanie powyzsze dzielimy obustronnie przez e'?, a nastepnie przez A*. W efekcie uzy-
skuje si¢ zaleznos¢

Ak+l .
K =1-C,+C,-e™"7. (7.115)
Wprowadzmy oznaczenie
Ak+1
G= X (7.116)

Zmienna G interpretuje si¢ jako tzw. wspotczynnik wzmocnienia amplitudy n-tej sktadowej
Fouriera funkcji btedu przy przejsciu z poziomu czasowego k na k + 1. Z rdwnania tego
wynika zaleznosé¢

AL =G AR, (7.117)

Btad rozwiazania nie bedzie miat tendencji do wzrostu, jesli bezwzgledna wartos¢ wspot-
czynnika wzmocnienia nie bedzie wigksza od 1 dla wszystkich sktadowych Fouriera. Wa-
runek stabilnosci przyjmie wigc postaé

G| <1. (7.118)
Wykorzystujac uogdélniony wzor Eulera (Bronsztejn i Siemindiajew, 1990) o postaci
e =cosp—ising, (7.119)
rownanie (7.115) zapiszemy nastepujaco:
G=1-C,+C,(cosp—ising). (7.120)

Wykorzystujac znane zalezno$ci trygonometryczne, powyzsze wyrazenie mozna prze-
ksztatci¢ do postaci:

Wyadziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



170 7. Réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych

G=1-2C, sin?2-i.2.c, sinLcos?. (7.121)
2 2 2
Jak wida¢, wspétczynnik wzmocnienia jest liczba zespolona. Jego modut jest wiec rdwny
12
|G|:(1—4Ca-sin2%+4-C§-sin2%j . (7.122)
Warunek stabilnosci (7.118) przyjmie postaé
12
(1—4Ca-sin2%+4-C§-sin2%j <1. (7.123)

Poniewaz funkcja sin® ¢/2 przyjmuje wartosci z zakresu od 0 do 1, relacje powyzsza wy-
starczy zbada¢ dla jej skrajnych wartosci.
Dla sin’¢/2 = 0 nieréwnos¢ (7.118) spetniona jest zawsze. Natomiast dla sin?g/2 = 1
otrzymujemy relacje
1-4C, +4C2 <1, (7.124)
ktéra bedzie spetniona, gdy
C,<1. (7.125)

Powyzszy warunek jest tzw. kryterium stabilnosci dla numerycznego rozwiazania réwnania
adwekcji schematem ,,pod prad”. Schemat zapewni stabilne rozwiazanie tylko wtedy, gdy
adwekcyjna liczba Couranta nie bedzie wigksza od jednosci. Wprowadzajac jej definicje
(7.100), otrzymamy relacje

u-at_q (7.126)
AX
z ktdrej wynika warunek
At< X (7.127)
U

narzucajacy ograniczenie na wartos¢ maksymalna czasowego kroku catkowania przy przy-
jetym kroku przestrzennym Ax. Powyzsze kryterium stabilnosci wyjasnia oscylujace roz-
wigzanie rdwnania adwekcji, otrzymane przy At = 420 s i przedstawione na rys. 7.23a.

Jak weczesniej wykazano, zastosowany do rozwiazania réwnania adwekcji schemat
,pod prad” jest schematem zgodnym z rozwiazywanym réwnaniem, a takze jest schematem
stabilnym, gdy spetniony jest warunek (7.125). Zatem, zgodnie z twierdzeniem Laxa, przy
spetnieniu tego warunku jest on schematem zbieznym. Spetnia on wiec podstawowe wy-
magania stawiane metodom numerycznym rozwiazywania réwnan rézniczkowych czast-
kowych.

Zaréwno analiza stabilnosci, jak i zgodnosci pozwala interpretowaé niektore efekty
obserwowane w rozwiazaniu numerycznym. Niestety, nie wyjasniaja one wszystkich wia-
sciwosci metody numerycznej. Na przykfad, nie daja one zadnych informacji o przyczy-
nach niefizycznego wygtadzania wynikéw oraz niefizycznych oscylacji, czesto obecnych
W rozwiazaniu nawet wtedy, gdy kryterium stabilnosci numerycznej jest spetnione. Okazu-
je sie, ze wymienione efekty numeryczne maja geneze, ktéra mozna objasnic i zinterpreto-
waé. W tym celu nalezy wykona¢ analize doktadnosci rozwiazania. Jednak powinna by¢
ona wykonana w sposéb szczeg6lny, mianowicie metoda tzw. réwnania zmodyfikowanego.
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Jak wiadomo, metody numeryczne réznia sie miedzy soba sposobem przeksztatcenia
réwnania rézniczkowego w uktad réwnan algebraicznych. Podstawe procesu tego prze-
ksztatcenia stanowi rozwiniecie funkcji w szereg Taylora. Stosowne formuty aproksymuja-
ce pochodne otrzymuje sie pomijajac wyrazy szeregu, co wprowadza tzw. btad obciecia
szeregu. Determinuje on wlasnosci numeryczne schematu. Zwykle z btedem obciecia wiaze
sie bezposrednio pojecie rzedu doktadnosci formuty aproksymujacej odpowiednia pochod-
na. Rzad ten okresla najwyzsza pochodna w obcietym szeregu Taylora, zachowana w for-
mule aproksymacyjnej. Niestety, rzad doktadnosci metody numerycznej jest tylko ogdlna
informacja, niemdwiaca nic o wielkosci biedu.

Jak juz wspomniano, rozwiazania rownan typu hiperbolicznego opisujacych wiele
zagadnien z zakresu hydrodynamiki maja postac¢ fal propagujacych bez zmiany amplitudy
lub z jej niewielka zmiana. Jest sprawa zasadniczej wagi, aby metody numeryczne stoso-
wane do rozwigzywania takich réwnan nie wprowadzaly sztucznej dyssypacji. ROwnie
wazna sprawa jest, aby metody numeryczne nie zaktocaty predkosci propagacji fal, to zna-
czy, aby nie generowaty sztucznej dyspersji. Obecnos¢ sztucznej dyssypacji obserwuje sie
w postaci nadmiernego wygtadzenia rozwiazania. Natomiast obecno$¢ sztucznej dyspersji
zauwaza Sie W postaci jego oscylacji o niefizycznym charakterze.

Dla funkcji gladkich wartos¢ bledu obciecia szeregu Taylora zdeterminowana jest
przez wartos¢ pierwszego wyrazu obcigtej czesci szeregu. Mozna wykazaé, ze rodzaj do-
minujacego btedu w rozwiazaniu w takiej sytuacji zalezy od parzystosci badz nieparzysto-
sci rzedu pochodnej w pierwszym wyrazie obcietej czesci szeregu Taylora. W tym celu
rozpatrzymy problem propagacji fali ptaskiej ulegajacej jednoczesnie dyssypacji i dysper-
sji. Opisuje ja rownanie (Fletcher, 1991; Tan Weiyan, 1992)

C(x, t) = Ag Pt gime-am-, (7.128)
gdzie: A - amplituda fali,
X — potozenie,
- czas,
i = (-1)2 - jednostka urojona,
m — liczba falowa zwiazana z dtugoscia fali A zaleznoscia (7.111),
p(m) — parametr determinujacy tempo ttumienia amplitudy w czasie,
g(m) — predkos¢ propagacji fali.

Rozpatrzmy najprostszy przypadek réwnania hiperbolicznego, kiedy fale opisuje li-
niowe réwnanie adwekcji (7.93). Podstawiajac (7.128) do réwnania (7.93), otrzymuje sie:

p(m) =0 oraz g(m) = U, (7.129a,b)

co oznacza propagacje fali (7.128) ze stala predkoscia bez thumienia jej amplitudy.
Rozpatrzmy teraz liniowe réwnanie adwekcji-dyfuzji (7.16)

aC . oC azc:

—+U—-D—-=0. 7.130
ot ox ox? (7.130)

Podstawienie (7.128) do (7.130) daje zaleznosci:
p(m) = Dm? oraz q(m)=U . (7.131a,b)

Otrzymany wynik wskazuje, ze ruch fali opisanej rownaniem adwekcji-dyfuzji przebiega ze
statg predkoscia U i jednoczesnym tlumieniem jej amplitudy. Tempo ttumienia zalezy od
dtugosci fali i jest intensywniejsze dla fal krétkich niz dtugich, poniewaz m = 27/ A.
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172 7. Réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych

Z kolei dla fali, ktérej ruch opisuje réwnanie Kortwega-de Vriesa

3
oc ., % _

-tV ——+¢& 0, 7.132
ot ox ( )

po wykonaniu podobnych operacji otrzymuije sig:
p(m)=0 oraz q(m)=U —em?. (7.133a,b)

W przypadku tego réwnania amplituda fali nie zmienia sie, lecz fala propaguje z predkoscia
zalezna od jej dtugosci. Jesli wystepuja fale o réznych dtugosciach, kazda z nich propa-
guje z r6zna predkoscia, co oznacza ich dyspersje. W tym przypadku stopien zaktécenia
predkosci zalezy rowniez od dtugosci fali i jest wigkszy dla fal krdtkich (duza wartos¢ m).
Przy £ > 0 fale krétkie przemieszczaja sie wolniej, za$ przy £ < 0 szybciej niz wynika to
z predkosci adwekcji.

Podsumowujac, mozna przyja¢, ze zmiane amplitudy propagujacej fali wywotuja
cztony zawierajace pochodne parzystych rzedéw, natomiast zmiang predkosci propagacji —
cztony zawierajace pochodne nieparzystych rzeddw.

Powyzszy wniosek sugeruje, ze dyssypatywne i dyspersyjne wiasnosci metod nume-
rycznych mozna bada¢, analizujac btad obciecia interpretowany w szczegélny sposéb za-
proponowany przez Warminga i Hyetta (1974). Mianowicie, jesli Q(C) = 0 reprezentuje
rownanie algebraiczne aproksymujace réwnanie rézniczkowe, to mozna napisac, ze

Q.(C) = Q(C) + E(C) =0, (7.134)

gdzie E(C) reprezentuje btad obcigcia. RGwnanie (7.134) otrzymujemy, wyrazajac wartosci
weztowe rdwnania algebraicznego za pomoca rozwiniecia w szereg Taylora i tak prze-
ksztatcajac je, aby btad E(C) byt funkcja jedynie pochodnych przestrzennych. Q,(C) jest
rownaniem rézniczkowym z nieskonczona liczba cztondw. Jest ono nazywane réwnaniem
zmodyfikowanym. Réwnanie to mozna wykorzysta¢ do badania zgodnosci metody nume-
rycznej oraz rzedu jej doktadnosci. Dla danego réwnania rozniczkowego Q(C) postaé row-
nania zmodyfikowanego zalezy od metody numerycznej zastosowanej do rozwiazania, a jej
wiasnosci numeryczne mozna oszacowaé, analizujac E(C). Ogo6lnie mozna powiedzie¢, ze
E(C) zawiera wszystkie cztony szeregu Taylora pominiete w procesie aproksymacji po-
chodnych. W réwnaniu zmodyfikowanym, podobnie jak w omoéwionych réwnaniach
(7.130) i (7.132), cztony z pochodnymi rzedu parzystego zwiazane sa z dyssypacja, zas
z pochodnymi rzedu nieparzystego — z dyspersja. Poniewaz dla funkcji gtadkich o wartosci
btedu obciecia decyduje pierwszy wyraz obcietej czesci szeregu Taylora, zatem pierwszy
wyraz E(C) bedzie decydowat o rodzaju btedu dominujacego w rozwiazaniu. Jesli bedzie
on zawierat pochodna nieparzysta, schemat bedzie dyspersyjny. Natomiast jesli bedzie to
wyraz z pochodng parzysta, schemat bedzie dyssypatywny, przy czym z najnizszym rzgdem
parzystym wiaze si¢ proces dyfuzji numerycznej. Zatem zaleznie od dominujacego cztonu
w biedzie obciecia bedziemy otrzymywali albo wygtadzenie rozwiazania, albo jego oscyla-
cje. Efekty te maja nature numeryczna i nie wynikaja z charakteru réwnan. Przykiad obec-
nosci w rozwiazaniu réwnania adwekcji opisanych wyzej efektow numerycznych przed-
stawiono na rys. 7.24. Rozwiazanie doktadne zawiera nieciagtos¢. Natomiast rozwiazania
numeryczne — zaleznie od typu btedu dominujacego — sa albo sztucznie wygtadzane, albo
zawieraja niefizyczne oscylacje. O ile stosunkowo tatwo mozna zidentyfikowac przyczyne
niefizycznych oscylacji rozwiazania, tzn. dyspersyjnos¢ schematu, o tyle interpretacja wy-
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nikéw obliczen w przypadku schematu dyssypatywnego moze nastrecza¢ pewnych trudno-
sci. Ich przyczyna jest identyczny efekt dyssypacji fizycznej i numerycznej.

W przypadku wystepowania nieciagtosci funkcji C(x, t), btad obciecia nie musi by¢
zdominowany przez pierwszy wyraz obcietej czesci szeregu Taylora, a przez nastepny,
zawierajacy pochodna wyzszego rzedu. W takim wypadku niefizyczne oscylacje rozwiaza-
nia wystapia nawet wtedy, gdy zastosowany schemat numeryczny jest umiarkowanie dys-
sypatywny.

Ze wzgledu na swoja geneze dyfuzja numeryczna jest zwykle postrzegana jako uciaz-
liwy problem sztucznego, niewynikajacego z réwnania wygtadzania rozwiazania. Taka
sytuacja wystepuje w przypadku najprostszego rozwiazania rownania typu hiperbolicznego,
jakim jest jednowymiarowe rownanie adwekcji (7.93). Réwnanie to, aproksymowane
schematem ,,pod prad”, staje si¢ rownaniem algebraicznym (7.98). Badajac zgodnos¢ tego
réwnania, wykonano proces odwrotny do dyskretyzacji. W efekcie otrzymano réwnanie
(7.106). Zauwazmy, ze r6wnanie to ma lewa strone identyczna z réwnaniem adwekcji
(7.93). Natomiast prawa strona, w przeciwienstwie do (7.93), nie jest réwna zero. Prze-
ksztakémy ja w taki sposob, aby wyeliminowane zostaly pochodne po czasie wyzszych
rzedéw i aby pozostaty jedynie pochodne wzgledem zmiennej x. W tym celu réwnanie
adwekcji rézniczkuje si¢ kolejno, najpierw wzgledem czasu t, a nastepnie wzgledem x.
Otrzymujemy

2 2 2 2
a—S+U3—C=0, a—C+Ua—§=o. (7.135a,b)
ot oxat dtax ox
F(x, t) 4 ”
1,00+ AAAR I\ AaANN
O TNV VY \ru
0,75 \
rozwigzanie doktadne \
———— rozwigzanie z dyfuzjg \{
0,50 — numeryczng
rozwigzanie z dyspersjq
numeryczna, \\
0,25 - \
\
L\
0,00 T T T < >
0 10 20 30 40 x [m]

Rys. 7.24. Przyktad rozwiazania réwnania adwekcji w przypadku wystepowania nieciagtosci
(Szymkiewicz, 2001)

Eliminacja pochodnej mieszanej prowadzi do zaleznosci
2’C | ,0%C
ot? ox?

Po jej wstawieniu do réwnania (7.106), otrzymujemy

(7.136a,b)
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9C |, 9C _UAx-AtU? 9%C

ot x 2 2
, (7.137)
+UAx 14 3%_2U At 8C
AX e
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie wyrazen przy pochodnej 11 i Il rzedu:
D, =%(1 UAIJ (7.138)
2 AX
2
g JUAC( , QUAt ,utA) (7.139)
AX AX?

ktére po uwzglednieniu definicji adwekcyjnej liczby Couranta (7.100) mozna zapisa¢ w po-
staci:

D, = Uﬁx t-c,), (7.140)
2
E, =UA6X (-1+3c, —2c2). (7.141)

Réwnanie (7.137) mozna ostatecznie zapisa¢ nastepujaco:

oC oC 9°C 9°C
T fU T =D, S+ B e, 7.142
ot ox  "oax? "oxd (7.142)

Otrzymane w ten spos6b rownanie nazywamy réwnaniem zmodyfikowanym. W tym przy-
padku jest to zmodyfikowane przy uzyciu schematu ,,pod prad” rdwnanie adwekcji (7.93).
Wystepujace w nim wspotczynniki przy pochodnych wyzszych rzeddw nazywa sie odpo-
wiednio: D, — wspotczynnikiem dyfuzji numerycznej; E, — wspotczynnikiem dyspersji
numerycznej.

Dyssypatywna metoda numeryczna zastosowana do rozwiazania réwnania adwekcji
(7.93) modyfikuje je do postaci:

2
oC +U a—C_ na—C. (7.143)
ot oX ox?
W efekcie, nawet przy U = const, zamiast czystej translacji wzdtuz osi x otrzymuje sig rozwia-
zanie typowe dla rownania adwekcji-dyfuzji, w ktorym zadany rozktad na przyktad koncentracji
nie tylko przemieszcza sie z predkoscia adwekcji ale rownoczesnie podlegajac dyfuzji ulega
sptaszczeniu. Problem ten jest niezalezny od wymiarowosci zagadnienia.

Dla zagadnien dwu- i tréjwymiarowych zamiast wspotczynnika dyfuzji pojawia si¢ tensor
dyfuzji numerycznej. Problem ten dobrze ilustruje rozwiazanie dwuwymiarowego réwnania
adwekcji przy uzyciu schematu ,,pod prad”. RGwnaniem tego typu jest réwnanie (7.14) przy
D = 0 w przypadku dwuwymiarowym. Ma ono nastepujaca postac:
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—+U—+v—=0. (7.144)

Rozwiazujemy je na siatce prostokatnej o wymiarach Ax - Ay (rys. 7.25), przy zatozeniu, ze
u, v > 0. Aproksymacje pochodnych przestrzennych w wezle (i, j) z zastosowaniem ilora-
z6w roznicowych wstecznych wykonujemy na

poziomie czasu t, co prowadzi do réwnania algebra- . Ax
iCznego o postaci: < >
k1 ~k k k k k
Cii —Cij +u Cij—Ciyj +vCi,j -Cija -0
At AX Ay ’ i —¢ < 'y
(7.145) Ay
gdzie: k — indeks poziomu czasowego, ) L :
T ¢
At — Kkrok czasowy.
Poszukiwana wartos¢ funkcji C na poziomie
czasowym k + 1 oblicza sie nastepujaco: i_‘1 : )f
Ci‘f}d: Ci‘fj —CX(Ck Ck 1 )+C (Ck CI j= 1) Rys. 7.25. Siatka weztow stosowana
7146 w schemacie ,,pod prad” dla dwuwy-
. (7.146) miarowego réwnania adwekcji
gdzie:
Cy=UAt/Ax, C,=VAt/Ay (7.147a,b)

sa adwekcyjnymi liczbami Couranta odpowiednio w Kierunku x oraz y.

Celem wyznaczenia réwnania zmodyfikowanego w rownaniu (7.145) wartosci weztowe
wyraza si¢ za pomoca rozwiniecia funkcji C w szereg Taylora w wezle (i, j) na poziomie
czasu t. W szeregu uwzglednia si¢ wyrazy z pochodnymi do drugiej wkacznie. Wykorzystu-
jac dodatkowo nastepujaca zalezno$¢ wynikajaca z rozniczkowania réwnania (7.144):

2 2 2 2
J S=u2& S+v2a c2:+2uv J°C , (7.148)
dt Ix ay axdy
otrzymuje si¢ w punkcie aproksymacji réwnanie:
JdC  JC JC
ot IX &y
1 Ax]a?C [1 Ay|d°C J%C (7.149)
=[—Atu2+u} > +[—Atv2+u} > —Atuv 4o
2 2 JoJx° |2 2 |dy IxIy
Powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w postaci
8—C+ a—c+va—:d|v(D VC)+--- (7.150)
ot d X oy
gdzie:
a2+ 925 L s
D"=|2 2 2 . (7.151)

iAtvu 1 ZAtv? + =L vay
2 2
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y A Jest to zmodyfikowane wskutek aproksymacji réwnanie
| adwekgcji (7.144). Po jego prawej stronie pojawity sie

e dodatkowe cztony. Ich posta¢ zalezy od doktadnosci
R zastosowanej aproksymacji. Gdyby zastosowana aprok-
D symacja wzgledem potozenia i czasu byta Il rzedu,

N w (7.150) nie wystapi pierwszy czton po prawej stro-
s P nie. Dla aproksymacji Il rzedu nie wystapi rowniez
drugi czton itd. Analiza dodatkowych cztonéw wyste-
pujacych w réwnaniu zmodyfikowanym dostarcza
informacji o wasnoséciach metody.

Zmodyfikowane roéwnanie adwekcji (7.150) jest
podobne do réwnania adwekcji-dyfuzji (7.14). W obu
réwnaniach wystepuje czton dyfuzyjny. W réwnaniu
(7.14) czton ten opisuje fizyczny proces transportu w przypadku ogélnym zdefiniowany
tensorem dyfuzji fizycznej D. Natomiast w réwnaniu (7.150) czton dyfuzji reprezentuje
efekt btedu numerycznego wynikajacy z aproksymacji réwnania rozniczkowego. Przez
analogie do (7.14) tensor D" wystepujacy w tym cztonie nazywa sie tensorem dyfuzji nu-
merycznej.

Dokonajmy transformacji uktadu wspdtrzednych x —y przez obrét o kat ¢, tak aby
jego os | byta réwnolegta, a 0§ n prostopadta do wektora predkosci w = ui + vj (rys. 7.26).
Przy obrocie ukfadu dowolny tensor R transformuje si¢ do nowego uktadu wg reguty (Sa-
wicki, 1994):

xv

Rys. 7.26. Obrot osi uktadu
wspotrzednych x —y o kat ¢

R=QRQT, (7.152)
gdzie: R — tensor w ukfadzie | —n,
R - tensor w ukladzie x -y,
T - symbol transpozycji,
cos¢ sin
:{ . 4 q — macierz transformacji. (7.153)
—sing cos¢
Po wykonaniu mnozenia (7.152) otrzymuije si¢ tensor R o elementach rownych:
Ryy = Ry;€0s? ¢+ Ry,sin? ¢ + Ry,sin 2¢ (7.154a)
— 1 .
Ry, =Ry = —E(R11 Ry, Jsin2¢+ Ry, €024 . (7.154c)

Jesli przyjmiemy Ax = Ay = A, tensor dyfuzji numerycznej D" (7.151) w ukladzie wspdt-
rzednych | — n zgodnie z powyzszymi wzorami bedzie miat nastepujace elementy:

D)) = —%Ath sin? 2¢+%W sin2¢ (sing + cosg) , (7.155a)

ﬁgzz%w sin 2¢ (sing +cos¢) (7.155h)
=n_©n A . .

D.,=Dy, = wsin 2¢ (sing —cosg). (7.155¢)
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Z powyzszych zalezno$ci wynika, ze schemat z réznicami wstecznymi generuje maksymal-
na dyfuzje numeryczna, gdy przeptyw skierowany jest pod katem 45° do osi ukiadu x —y.
Dla ¢ = 74 tensor ten ma nastepujaca postac:

L Aw o
pr=| 2 2y2 Nt (7.156)
—W
22
Jak mozna zauwazy¢, schemat zawsze generuje dyfuzje numeryczna w kierunku normal-
nym do wektora predkosci, gdyz D, 0. Natomiast dyfuzja numeryczna w kierunku prze-
ptywu zalezy od relacji pomigdzy wymiarami siatki A oraz krokiem czasowym. Zauwazmy,
ze dyfuzja w kierunku stycznym bedzie zawsze mniejsza od dyfuzji w kierunku normal-
nym, gdyz Dj} < D},. Jednak warunek poprawnego sformutowania problemu poczatkowo-
brzegowego dla réwnania adwekcji-dyfuzji, jakim jest réwnanie zmodyfikowane (7.150),

wymaga, aby elementy tensora dyfuzji numerycznej byty nieujemne. Zatem musi by¢ spet-
niona relacja

w2 w0, (7.157)
2 242
Wynika z niej warunek
NPRCEY (7.158)
2w
ktéry zapewnia istnienie rozwiazania numerycznego. W skrajnym przypadku, gdy
a=d28 (7.159)
2w

dyfuzja w kierunku stycznym nie wystapi. Pozostanie tylko dyfuzja w kierunku normal-
nym. W przypadku przeptywu jednowymiarowego przy liczbie Couranta réwnej jednosci
otrzymuje sie rozwiazanie doktadne. Tensor dyfuzji numerycznej (7.151) bedzie miat ze-
rowe elementy. Rozwiazanie numeryczne bedzie zgodne z rozwiazaniem analitycznym,
poniewaz schemat jest doktadng aproksymacja rownania adwekcji.

Przedstawione wiasnosci schematu potwierdzaja wyniki testow numerycznych przed-
stawione na rysunkach 7.27 i 7.28. W zbiorniku o wymiarach 45x45 m, podzielonym na
oczka o wymiarach Ax = Ay =1 m, panuje przeptyw ustalony z jednorodnym polem pred-
kosci. Warunek poczatkowy C(t = 0, X, y) okresla rozktad Gaussa o parametrach o= 2 m,
Xs = Ys = 9 m i wartosci maksymalnej Crax = 1. Dla przeptywu wzdhuz przekatnej zbiornika,
gdy u=0,1 m/siv=0,1m/s, rozwigzaniem doktadnym jest przemieszczenie poczatkowe-
go rozktadu bez deformacji (rys. 7.27). Po czasie T = 200 s maksimum rozktadu poczatko-
wego zostato przesuniete do punktu o wspohrzednych x =29 m, y =29 m. Tymczasem
W rozwiazaniu numerycznym zawsze wystepuje silna dyfuzja numeryczna. Dla C,=C, =1/2,
co odpowiada At = 5 s, otrzymuje sig rozktad niesymetryczny. Poniewaz D < D,,, rozkfad

jest wydtuzony w kierunku normalnym do wektora predkosci (rys. 7.28) i jednoczesnie
silnie sptaszczony. Maksymalna koncentracja zostata zredukowana do wartosci C = 0,406.
Jest to typowy wynik dla jawnego schematu ,,pod prad”.
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Omawianie problemu dyfuzji numerycznej zakonczmy podsumowaniem jej roli pod-
czas rozwiazywania réznych zagadnien i mozliwych konsekwencji ewentualnego zanie-
dbania wykonania analizy doktadnosci. Rozwiazanie réwnania adwekcji-dyfuzji (7.130)
metoda dyssypatywna modyfikuje je nastepujaco:

ac .,

9°C
i -(D+D =0. 7.160
5 Y35 (D + n)a (7.160)

X2

45
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20

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Rys. 7.27. Czysta adwekcja wzdtuz przekatnej zbiornika

45

40

35 4

w0 @% t=200's
D)

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Rys. 7.28. Znieksztatcenie poczatkowego rozktadu koncentracji przez proces dyfuzji numerycznej
w przypadku rozwiazania dwuwymiarowego réwnania adwekcji schematem ,,pod prad”
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Oznacza to silniejsze wygtadzenie rozwiazania niz wynikajace z dyfuzji fizycznej, ktéra
charakteryzuje wspotczynnik D. Zauwazmy, ze brak oszacowania dyfuzji numerycznej
w tej sytuacji doprowadzi do biednego oszacowania wartosci wspétczynnika D, poniewaz
W rozwiazaniu wystepuje taczny efekt dyfuzji fizycznej i numerycznej. Proces dyfuzji fi-
zycznej zostanie czesciowo zastapiony procesem dyfuzji numerycznej. Typowe schematy
numeryczne dla praktycznie stosowanych wymiar6w siatki Ax oraz At generuja dyfuzje
numeryczna o intensywnosci porownywalnej z dyfuzja fizyczna (D, = D) (Szymkiewicz,
2000).

Sa jednak przypadki, kiedy dyfuzje numeryczna wprowadza si¢ do rozwiazania celo-
wo z pelng $wiadomoscia. Celem takiego podejscia jest wprowadzenie do rozwiazania
efektéw niemozliwych do uzyskania, gdyz procesy je wywotujace nie sa reprezentowane
w réwnaniu problemu.

W niektorych przypadkach dyfuzja numeryczna wykorzystywana jest w celu zapew-
nienia gtadkiego rozwiazania. W tym sensie mozna moéwi¢ o jej pozytywnej roli. Mianowi-
cie, rozwiazujac rownania hiperboliczne, w ktérych nie sa reprezentowane procesy dyssy-
pacyjne lub réwnania paraboliczne — w kt6rych procesy dyssypacyjne odgrywaja niewielka
role — niekiedy celowo wprowadza sie dyfuzje numeryczna. Celem tego zabiegu jest za-
pewnienie gtadkiego rozwiazania. Stopien wygtadzenia rozwiazania jest na tyle niewielki,
ze wyniki moga by¢ uznane za poprawne. Przyktadem tego typu podejscia jest metoda
,»sztucznej lepkosci” (w j. angielskim: artificial viscosity) stosowana do rozwiazania réw-
nan nieustalonego przeptywu ze swobodna powierzchnia (Cunge, Holly i Verwey, 1980)
oraz réwnan przeptywu ptynéw $cisliwych (Potter, 1973). Wprowadzanie dyfuzji nume-
rycznej jest czesto stosowanym zabiegiem w wielu specjalnych algorytmach rozwiazywa-
nia nieliniowych réwnan hiperbolicznych z nieciagtosciami, w celu eliminacji niefizycz-
nych oscylacji (Chang, 1995).

Niestety, znane sa rowniez przypadki, kiedy dyfuzja numeryczna generowana przez
zastosowana metode numeryczna wprowadzana jest w sposob nieswiadomy. Efekt jej dzia-
tania w postaci wygtadzania rozwiazania i thtumienia amplitudy fal jest btednie interpreto-
wany jako efekt proceséw fizycznych, reprezentowanych w réwnaniach opisujacych pro-
blem.
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Algorytmy rozwiazania réownan
rézniczkowych o pochodnych czastkowych
metoda réznic skonczonych

8.1. Rozwiagzanie jednowymiarowego réwnania filtracji nieustalone;j

Zasady numerycznego catkowania rownania filtracji nieustalonej metoda réznic skon-
czonych omdéwimy na przyktadzie jednowymiarowego rownania dyfuzji (7.6), rozpatrujac
trzy podstawowe schematy numeryczne:

a) schemat jawny (explicit scheme),
b) schemat catkowicie niejawny (implicit scheme),
c) schemat Cranka-Nicolsona.

Zakladajac, ze parametry ruchu sa identyczne we wszystkich ptaszczyznach piono-
wych réwnolegtych do osi x, czyli ruch nie zalezy od y oraz zaniedbujac czton zrodiowy
(w = 0), réwnanie filtracji (7.6) mozemy zapisa¢ w postaci réwnania dyfuzji (7.18).

oh _ 9 [kh=2dh
a ax( u axJ' ®.1)

Réwnanie tej postaci opisuje szereg rdznych proceséw. Miedzy innymi opisuje ono prze-
ptyw wody w obszarze miedzy dwoma biegnacymi réwnolegle (w kierunku osi y) kanata-
mi, w ktérych poziomy wody zmieniaja si¢ w czasie niezaleznie od siebie (rys. 7.4),
a miazszos¢ warstwy wodonosnej jest na tyle mata, ze uzasadnia zatozenie jednostajnego
rozktadu predkosci filtracji w pionie, a tym samym zredukowanie wymiarowosci zagadnie-
nia. W tym przypadku wspétczynnik dyfuzji definiowany jest nastepujaco:

_k-(h-2
—

D (8.2)
gdzie: k - wspotczynnik filtracji,

h — wysokos¢ piezometryczna,

Z — rzedna spagu warstwy wodonosnej,

M — porowatosé efektywna.

Z powyzszego wzoru wynika, ze wspotczynnik dyfuzji hydraulicznej jest funkcja rozwia-
zania réwnania (8.1): D = D(h). Konsekwencja tego faktu bedzie nieliniowos¢ uktadu réw-
nan algebraicznych aproksymujacych réwnanie (8.1). Celem uproszczenia algorytmu roz-
wigzania mozna dokona¢ linearyzacji. Polega ona na przyjeciu statego wspdtczynnika dy-
fuzji, obliczonego na podstawie $rednich wartosci parametréw wystepujacych w réwnaniu
(8.2) D=k -(h-2)/u gdzie kreska nad symbolem oznacza parametr wymieniony w (8.2),
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0 wartosci usrednionej w obszarze catkowania. Podejscie takie jest dopuszczalne, jesli
zakres zmiennosci funkcji h(x, t) oraz z(x) jest odpowiednio maty. Powyzsze uproszczenie
umozliwia zapisanie réwnania (8.1) w postaci liniowego réwnania dyfuzji
2
oh_poth
ot oX

Jak wspomniano w podrozdziale 7.2, do rozwiazania réwnania rézniczkowego czastko-
wego konieczne jest podanie warunkéw dodatkowych na granicy obszaru rozwiazania.
W rozwazanym wypadku warunki te beda nastepujace:

— warunek poczatkowy  h(x,t=0) =hy(x) dla 0<x<L,
— warunki brzegowe h(0, t) = hy(t) dla t>0,
h(L, t) = h.(t) dla t>0,

przy czym funkcje hy, hy i h sa zadane, zwykle w postaci tabelarycznej. Rozwiazanie rowna-
nia (8.3) polega na znalezieniu funkcji h(x, t) spetniajacej to réwnanie w obszarze 0 < x< L
i t>0 oraz zadane warunki poczatkowe i brzegowe (rys. 8.1a).

(8.3)

a) t4
g g
o
N k+1
o h(x, t) =72
N0 "
c 0 !
=i w— h A
©
E - Ax-
o X L > t=0-4 —>
h\, hp () h j=1  j-1 j j+1  j=NX
. x=0 x=L
warunek poczatkowy
—e—e— wartosci znane z warunku —o—o— wartosci znane z warunku
poczatkowego brzegowego

Rys. 8.1. Warunki poczatkowe i brzegowe (a) oraz siatka weztdw (b) dla réwnania (8.3)

Zastapmy ciagly obszar, w ktérym poszukujemy rozwiazania w ptaszczyznie (X, t),
obszarem dyskretnym, ztozonym z punktoéw przeciecia sie linii poziomych, poprowadzo-
nych rownolegle do osi x z odstepem At oraz linii pionowych, poprowadzonych réwnolegle
do osi t z odstgpem Ax. Rozwiazania poszukiwaé begdziemy w weztach powstatej siatki
prostokatnej (rys. 8.1b). Jak wynika z przyjetych warunkéw poczatkowo-brzegowych,
wartosci funkcji h(x, t) sa znane (zadane) w weztach na linii poziomej t = 0 (warunek po-
czatkowy) oraz na pionowych x = 0 i x = L (warunki brzegowe, rys. 8.1a). Metoda réznic
skonczonych umozliwia znalezienie wartosci h w pozostatych weztach siatki.

Ad a) Jawny schemat réznicowy

Zastapmy pochodne w réwnaniu (8.3) odpowiednimi ilorazami réznicowymi. Stosujac dla
pochodnej wzgledem czasu iloraz réznicowy przedni, a dla pochodnej Il rzedu wzgledem x
iloraz réznicowy centralny na poziomie czasowym k, otrzymujemy dla wezka (j, k) wyrazenie
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ktl K k k , 1k
hj+ —h; b h]._l—2hj2+hj+l . ©.4)
At AX

W powyzszym rdwnaniu wartosci funkcji h we wszystkich weztach na poziomie k sa
znane — najpierw z warunku poczatkowego, potem z biezacych obliczen. Réwnanie (8.4)
zawiera wiec tylko jedna wartos¢ niewiadoma, mianowicie hjk” réwna

h}Hl = h;( +Cy (h}(—l_Zh}( +h1k+l) ' (85)

_ DAt
dzie: Ca=—""" 8.
. =7 (8.6)

jest tzw. dyfuzyjna liczba Couranta.

Znajac wartosci hj":o w weztach j =1, 2, ..., N, mozemy za pomoca powyzszego Wzoru
obliczy¢ wartosci h/“* dla wszystkich weztéw wewnetrznych 2 < j < N -1 (rys. 8.1b). Po-
niewaz wartosci h&l i hy"! sa znane z zadanych warunkéw brzegowych, wiec wartosci
poszukiwanej funkcji okreslane sa w catym wierszu k = 1, czyli na poziomie t + At. Powta-
rzajac ten cykl dla kolejnych wartosci k, mozemy uzyska¢ rozwiazanie dla dowolnego
czasut>0.

Omoéwiony wyzej schemat obliczen, jak wida¢ bardzo prosty, ma pewna wade. Mia-
nowicie schemat ten jest stabilny, jesli C4 < 0,5. Wynika stad ograniczenie na dopuszczalna
wielkos¢ kroku czasowego At. Mianowicie, poniewaz musi zachodzi¢ relacja

DAt 1

el gt
AX® 2

to numeryczna stabilnos¢ wymaga spetnienia warunku

2
A< 8.7)
2D

Warto$¢ Cy ma takze wptyw na doktadnos¢ aproksymacji rownania (8.1). Zastosowana
powyzej aproksymacja jest najdoktadniejsza dla Cq = 1/6 (Demidowicz, Maron i Szuwato-
wa, 1965). Warto takze zauwazy¢, ze dla C4=0,5, co jest gérna dopuszczalna granica,
wz0r (8.5) sprowadza si¢ do postaci

it = ). (8:8)

Obliczenia za pomoca powyzszego wzoru prowadzi¢ mozna nawet recznie.

Ad b) Catkowicie niejawny schemat réznicowy
Rozwazmy powtornie zlinearyzowane réwnanie (8.3)

oh __a%h
—=D—, 8.9
e (8.9)
z warunkiem poczatkowym h(x, t = 0) = hy(x) dla 0 < x < L oraz warunkami brzegowymi:
h(x=0,t) =hy(t), h(x=L,t)=h_(t).

Zdyskretyzujmy obszar 0 < x < L, t > 0 jak poprzednio, oraz zastapmy pochodne
w réwnaniu (8.9) ilorazami réznicowymi w sposob nastepujacy (rys. 8.2):
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hil— ko hi _onkt kil
) L -p- L= (8.10)
At AX

Réwnanie to mozna uporzadkowaé, zapisujac niewiadome po jednej, zas wiadome po dru-
giej stronie znaku réwnosci. Otrzymujemy

—Cy-hiT +(1+2C)h™ —CyhT =h¥, (8.11)

gdzie Cyq jest dyfuzyjna liczba Couranta zdefiniowana zaleznoscia (8.6).

K+1 hi (teer)

Rys. 8.2. Niejawny schemat aproksymacji réznicowej réwnania (8.9)

Jak wida¢, pochodna Il rzedu wzgledem x zostata tutaj aproksymowana — nie jak po-
przednio na poziomie k, lecz na poziomie k+ 1. W réwnaniu (8.11) wystepuja zatem trzy
niewiadome reprezentujace wartosci poszukiwanej funkcji w trzech sasiadujacych ze soba
weztach. Podobnych réwnan mozemy napisa¢ tyle, ile jest weztéw wewnetrznych, czyli
N -2 (rys. 8.2), zatem otrzymujemy w rezultacie uktad réwnan algebraicznych liniowych,
w ktérym wystepuje N wartosci weztowych. Uktad zamykamy, wprowadzajac dwa dodat-
kowe réwnania wynikajace z zadanych warunkdw brzegowych:

hikﬂ = ho (tk+l)’ hh“ = hL (tk+1) .

Uktad ten mozna zapisa¢ w notacji macierzowej

AX=W, (8.12)
gdzie: A - macierz wspdtczynnikdw,
X — wektor niewiadomych,
W — wektor prawych stron.
b, o _
a, b, ¢ <t W
a; by c hytt W,
h|(+l W.
A= ;o x=473% L w={"
h,lf,tll WN-1
aya bya Cna hh+1 Wi
L ay by
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przy czym: b =1 ¢ =0 w =h(t.),
a;=-Cq, bj=1+2Cy, ¢;=-Cy, w;=hf (j=23..,N-1),

Jak wida¢, otrzymany uktad réwnan liniowych ma tréjdiagonalna macierz wspdtczynni-
kéw. Mozna go rozwiazaé, stosujac bardzo efektywny algorytm rozwiazania, przedstawio-
ny w rozdziale 1.

Ten spos6b rozwiazania réwnania dyfuzji jest bardziej skomplikowany niz przedsta-
wiony wczesniej, w ktérym zastosowano schemat jawny. W tym wypadku nie mozna
wprost wyznaczy¢ wartosci funkcji h w kolejnych weztach j na poziomie czasu k + 1. Nale-
zy to zrobi¢ jednoczesnie, rozwiazujac uktad rownan. Ten dodatkowy naktad pracy jest
rekompensowany bardzo cenna wiasnoscia schematu niejawnego: jest on bezwarunkowo
stabilny, a to oznacza mozliwos¢ catkowania réwnania z duzym krokiem At, gdyz ze
wzgledu na stabilno$¢ numeryczna rozwiazania nie ma tutaj ograniczen na stosunek dobra-
nych wymiarow siatki Axi At.

Zwykle badanie stabilnosci schematu numerycznego wykonuje si¢ metoda Neumanna,
analizujac rozwiniecie funkcji w szereg Fouriera w sposdb opisany w podrozdziale 7.4.
O stabilnosci mozna wnioskowaé réwniez na podstawie wiasciwosci macierzy wspotczyn-
nikow uktadu réwnan, gdyz stabilnos¢ lub niestabilnos¢ schematu numerycznego implikuje
cechy tej macierzy. Mianowicie, uktad réwnan liniowych ma jednoznaczne rozwiazanie,
gdy w jego macierzy wspotczynnikéw dominuje gtéwna przekatna, tzn. gdy:

N
&= Y Jy| (=12...N), (8.13)
j=L
}:ti
gdzie: a; - element lezacy na gtdwnej przekatnej,
N - wymiar ukfadu.

W przypadku uktadu (8.12) bedziemy mieli
|1+2C4| 2|~ Cy|+|-Cyl- (8.14)

Poniewaz D, At i Ax sa zawsze wieksze od zera, to réwniez liczba Couranta Cy bedzie zaw-
sze wigksza od zera. Zatem dla dowolnych wartosci At i Ax warunek (8.13) bedzie spetnio-
ny zawsze, gdyz

1+2Cy>2C, (8.15)

Schemat niejawny, mimo ze dla przejscia z poziomu k do k + 1 wymaga nieco wiek-
szego naktadu pracy obliczeniowej niz schemat jawny, jest chetnie stosowany w praktyce.
Nie wystepuje tu, jak wyzej wykazano, zadne ograniczenie na stosunek kroku czasowego
i przestrzennego. Ma to istotne znaczenie. Obliczenia mozna bowiem prowadzi¢ z duzym
krokiem czasowym, czyli wykona¢ znacznie mniej krokéw, a w rezultacie koncowym —
w krétszym czasie.

Ad c) Schemat Cranka-Nicolsona

Omowione wczesniej schematy rozwiazania rownania dyfuzji dawaty btad aproksy-
macji rzedu O(At, AX?). Réwnanie dyfuzji mozna rozwiaza¢ schematem bardziej doktad-
nym. Jest nim schemat Cranka-Nicolsona. W schemacie tym aproksymacje réwnania
wykonuje sie w punkcie P lezacym w potowie przedziatu czasowego, czyli na poziomie
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czasu t + At/2 (rys. 8.3). Warunki poczatkowe i brzegowe sa identyczne jak w poprzed-
nich schematach.

t A

k+1 4 ¢ ‘.“.
P Sl
F—————-——1 - At
Sle
k 45 $5 -+
Im
1 ji-1 j 1 N X

AX AX

Rys. 8.3. Siatka weztdw stosowana w schemacie Cranka-Nicolsona

Zatem pochodna wzglgdem czasu aproksymuje sig ilorazem réznicowym centralnym

o

At

oh

e (8.16)

P
Natomiast pochodna 11 rzedu wzgledem x aproksymuje si¢ za pomoca sredniej arytmetycz-
nej z aproksymacji na poziomie czasowym k oraz k + 1
k

o
ox? j

o
ox?
p

1o

2| ox?

1 nky-enkanl, hit it en
2 AX? AX?

]. (8.17)
i

Podstawiajac powyzsze aproksymacje do réwnania filtracji (8.3), otrzymujemy réwnanie
algebraiczne

(8.18)

hi* —h D[ hjs —2hf +hy N hi“t —2hk - hit
At 2 AX? AX? ’
ktdére po wprowadzeniu dyfuzyjnej liczby Couranta (8.6) i uporzadkowaniu mozna zapisa¢
nastepujaco:
_Cd st +(1+Cy)hiH ~Ca et e +C—d(h.k —2h¥+h¥)) (8.19)
o i d/t o it T o Vi j j+L7 :
Réwnanie tego typu mozna napisa¢ dla kazdego wezta wewnetrznego, czyli dla j = 2,
3, ..., N—= 1. Otrzymujemy uklad réwnan, ktéry zamykamy wprowadzajac dwa dodatkowe
rownania wynikajace z zadanych warunkow brzegowych. Ostatecznie powstaje uktad row-
nan podobny do ukfadu otrzymanego w przypadku schematu catkowicie niejawnego. Ma
on postac (8.12), przy czym wspotczynniki macierzy A oraz wektora wyrazéw wolnych W
sa zdefiniowane nastegpujaco:

b =1 ¢ =0 w=h(t.)

a =29 b =1+C,, c.:—%d (j=2.3 ... N-1),
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C .
w; =h¥ +Td(hjk_1—2hj.< +hfy) (j=23...,N-1),

ay =0, by =1 wy=h (t).

Rozwiazujac ten uktad znana metoda Thomasa, otrzymujemy poszukiwane wartosci funkcji
h we wszystkich weztach na poziomie czasu k + 1.

W sposéb zupetnie podobny jak w przypadku schematu niejawnego mozna wykazac,
ze macierz wspotczynnikéw uktadu ma dominujaca gtéwna przekatna. Zatem uktad zawsze
bedzie miat jednoznaczne rozwiazanie, a to oznacza absolutna stabilnos¢ schematu Cranka-
Nicolsona. Schemat zapewnia aproksymacje rzedu O(At?, Ax?). Jest on najczesciej stoso-
wanym schematem do rozwiazania réwnania dyfuzji.

m Przyktad 8.1
Filtracja przez groble prostokatna

Prostokatna grobla wykonana z gruntu przepuszczalnego i posadowiona na gruncie
nieprzepuszczalnym oddziela 2 zbiorniki (rys. 8.1.1).

h [m]A
o ] | 242005 o
5.0
A ] 3000 o
3.0
20
v 1.0 v =0 v
0.0 .
0.0 L=25m

Rys. 8.1.1. Schemat grobli oddzielajacej dwa zbiorniki

W chwili poczatkowej poziom wody w obu zbiornikach jest jednakowy i wynosi 1,0 m
ponad spag warstwy nieprzepuszczalnej. W zbiorniku lewym (x=0) poziom wody nie
zmienia sie w czasie natomiast poziom wody w zbiorniku (x = L) prawym zmienia si¢ na-
stepujaco:
10mdlat <0
1,0+2,5t/3000 m dla0<t<3000s
35+ 2,0(t —3000)/(4200 —3000) m  dla 3000's <t < 4200's
556m dlat>4200s.

hL(t) =

(8.1.1)

Wyznaczy¢ chwilowe potozenia zwierciadta wody w grobli wywotane zmianami napetnie-
nia prawego zbiornika, jezeli wiadomo, ze:

— wspotczynnik filtracji wynosi k = 0,002 m/s,

— porowatos¢ efektywna wynosi x4 = 0,20,
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— rzedna spagu warstwy wodonosnej z (xX) = 0,0 m,
— szerokos¢ grobli wynosi L = 25,0 m.

Zmieniajace sie potozenie zwierciadta w grobli otrzymamy rozwiazujac rownanie filtracji
(8.3) dla nastepujacych warunkéw poczatkowo-brzegowych:
— warunek poczgtkowy
w chwili t = 0 poziom wody w grobli jest rwny poziomowi wody w zbiornikach czyli
ht=0,x)=1,0mdla0<x<L;

— warunki brzegowe
— nabrzegu x = 0 poziom wody jest staty i wynosi h(t, x=0)=1,0mdlat>0,
— na brzegu x=L poziom wody zmienia si¢ zgodnie z réwnaniem (7.1.1) czyli
h(t, x=L) = h.(t) dlat > 0.

Réwnanie (8.3) nalezy rozwiaza¢ metoda roznic skonczonych — schematem Cranka-Nicol-
sona. Obliczone chwilowe zwierciadta wody w grobli przedstawione na rys. 8.1.2 otrzyma-
no rozwiazujac liniowe réwnanie dyfuzji (8.3) przyjmujac krok przestrzenny Ax=1,0m
oraz krok czasowy At = 300 s.

h [mi4
6,0

5,0 1

t=4200s ¢

4,0 1 t=3000s ¢
3,0 4
2,0

v 1.0

0,0

t=0 v

00 50 100 150 200 250 XM

Rys. 8.1.2. Obliczone chwilowe potozenia zwierciadta wody w grobli oddzielajacej dwa zbiorniki

Dla pordwnania, na tym samym rysunku naniesiono koncowy ukiad zwierciadta wody
w grobli otrzymany dla réwnania nieliniowego (8.1). Jak mozna zauwazy¢, linearyzacja
réwnania ma powazne konsekwencje. [

8.2. Rozwiazanie ukladu réwnan de Saint-Venanta

W praktyce inzynierskiej bardzo czesto spotykamy sig z potrzeba rozwiazania rownan
de Saint-Venanta opisujacych wolnozmienny przeptyw nieustalony w kanale otwartym.
Z tego powodu zagadnieniem tym interesowano si¢ od diuzszego czasu. Efektem jest sze-
reg algorytméw numerycznego rozwiazania opracowanych w ciagu ostatnich 30 lat.

Schematem najczesciej i najchetniej stosowanym jest schemat czteropunktowy nie-
jawny, a doktadniej jego szczeg6lna wersja — schemat Preissmanna. Mozna w zasadzie
powiedzie¢, ze jest on podstawowym narzedziem rozwigzywania réwnan przeptywu nie-
ustalonego. O jego powodzeniu zadecydowaty nastepujace cenne cechy (Cunge, Holly
i Verwey, 1980):
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— schemat wykorzystuje nieprzesunigta siatke weztdw, co pozwala oblicza¢ obydwie niewia-
dome w kazdym weZle siatki (w przypadku kanatdw naturalnych ma to duze znaczenie);

— schemat wiaze zmienne wytacznie z dwoch sasiednich weztéw X oraz x4, co umozli-
wia tatwe uwzglednienie zmiennego kroku przestrzennego bez zaktdcania doktadnosci
aproksymacji;

— schemat jest aproksymacja pierwszego rzedu, zas w pewnym szczegdlnym przypadku —
aproksymacja drugiego rzedu;

— schemat zapewnia dokfadne rozwiazanie liniowych rownan falowych (5.3) dla odpo-
wiednio dobranych wartosci Ax i At, co pozwala na poréwnanie rozwiazan numerycz-
nych z rozwiazaniem doktadnym;

— schemat jest niejawny i absolutnie stabilny, a zatem nie wymaga ograniczenia wartosci
kroku catkowania po czasie.

W praktycznych zastosowaniach wygodniej jest stosowaé uktad réwnan de Saint Ve-
nanta w postaci, w ktérej zmiennymi zaleznymi sa natezenie przeptywu Q oraz rzedna
zwierciadta wody h. W celu otrzymania tej wersji rownan, uktad (7.10) i (7.11) przeksztal-
camy wyrazajac gtebokos¢ i predkosé¢ przeptywu odpowiednio przez rzedna zwierciadta
wody i nat¢zenie przeptywu. Po odpowiednich przeksztatceniach (Szymkiewicz, 2000;
2010) otrzymuje si¢:

2 .n?

ot x| A ox A-RYS
oh 1Q_, (8.21)
ot B ox

gdzie: Q - natezenie przeptywu,

—rzedna zwierciadta wody liczona od przyjetego poziomu poréwnawczego,
— pole powierzchni przekroju czynnego kanatu,

— przyspieszenie grawitacyjne,

— wspotczynnik szorstkosci wedtug Manninga,

— promien hydrauliczny przekroju kanatu,

— szerokos¢ kanatu na poziomie zwierciadta wody.

WUSQ >

Rozwiazmy uktad réwnan de Saint-Venanta opisujacy przeptyw w kanale o zmiennym
ksztalcie przekroju poprzecznego i o dtugosci L. Przyjmujemy, ze w kanale panuje prze-
ptyw nadkrytyczny (spokojny). Zgodnie z informacjami podanymi w rozdziale 7.1, w takim
przypadku na kazdym brzegu kanatu x =0 oraz x = L nalezy zada¢ po jednym warunku
brzegowym: funkcje h(x=0, t) = hy(t) albo Q(x=0, t) = Qy(t) oraz funkcje h(x=L, t) = h.(t)
albo Q(x=L, t) = Q.(t).

Obszar rozwigzania 0 < x < L i t > 0 zastepujemy obszarem dyskretnym. W tym celu
konstruujemy siatke weztdw, jak na rys. 8.4. Wybierzmy jedno dowolne oczko tej siatki
utworzone przez wezty (j, K), (j + 1, K),  + 1, k+ 1) i (j, k+ 1) (rys. 8.5). Wewnatrz oczka,
w potowie odlegtosci pomiedzy przekrojami j oraz j + 1, wybierzmy dowolny punkt P,
w ktérym wykonamy aproksymacje pochodnych. Potozenie tego punktu wzgledem osi
czasu jest zmienne. Jego lokalizacja zdefiniowana jest przez parametr 6. Stosowane w tym
przypadku formuty aproksymacyjne maja postac:

df zl[ fjk+1_fjk + fjlf:il_fjku

It

, 8.22a
2 At At ( )

p

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



8.2. Rozwiazanie uktadu réwnan de Saint-Venanta

189

21| gttt a1
X . AX AX ’

fo=lotf -ttt a-ortfl]

gdzie: & —parametr wagowy z przedziatu {0, 1),
j —indeks wezia,
k —indeks poziomu czasowego.

t A

(8.22b)

(8.22¢)

k+1

At

—

AX AX |

|l AX »l
t A AXI2 AX/2
[————pl———>|
k+1 1
(1- 6)At
P T At
OAt
k
j j+1

XV

>
»

X

Rys. 8.5. Oczko siatki stosowanej w schemacie Preissmanna

Zastosujmy powyzsze formuty do aproksymacji pochodnych i funkcji wystepujacych

w uktadzie réwnan de Saint-Venanta. Rownanie dynamiczne (8.20)
pujacego réwnania algebraicznego:
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1Q-Qf 1 Qi -Qk,
= += +
2 At 2 At

(1_ 9) { Q2 k Q2 k 0 QZ k+1 Q2 k+1
AX A A ) AX[{ A ). A )
j+1 j j+1 j
hk hk hk+1 hl-(+l
! j+1 —1j gn” |QIQ| _
+ gAp((l 0) o~ +6 ™ J (R“/Q‘ A ]P =0.

Podobnie wykonana aproksymacja rownania ciagtosci (8.21) pozwala zapisac je w postaci

k k k
h h hj:ll h]+1 ((1 9)Q1+1 QJ Q:(Ill
P

1%
2

k+l
=0. (8.23b)
At 2 At X

W obu powyzszych réwnaniach indeks P oznacza aproksymacje funkcji lub wyrazenia
arytmetycznego w punkcie P zgodnie z formuta (8.22). Zatem bedzie

A, = ;[ oA 11— ) A+ l[HA:‘jll+(l A, (8.24a)

p

k+1 k
(%mm] EHQ_ |o|o] o 9)[ |Q|Q”+
R A 2l \RB® A Booa
] : : (8.24¢)
1 21Q|Q 21Q|Q
+;{e[gz>3' 501" oo Lol }]
]+ ]+

W réwnaniach (8.23a, b) nieznane sa wartosci rzednej zwierciadta wody h*** i h}‘jll oraz
natezenie przeptywu QK+ i Qi czyli wartosci obu funkcji na nastepnym poziomie cza-
sowym k+ 1. Jesli N, zgodnie z przyjetym oznaczeniem, jest liczba przekrojow poprzecz-
nych na dlugosci L analizowanego odcinka rzeki, to piszac dla kazdego oczka siatki we-
zkéw analogiczny zestaw dwdch réwnan algebraicznych, otrzymamy uktad 2(N — 1) réw-
nan. W réwnaniach tych wystepuje 2N weztowych wartosci funkcji h oraz Q. Brakujace
dwa réwnania znane sa z zadanych warunkéw brzegowych. Mozna je zapisa¢ w nastepuja-

B 2[ 0B +(1-0)BY |+ 1[6?B:<Ill+(1 6)B", ], (8.24b)

cej postaci:
— dlawezlaj=1
ShF™ +(1-8)Q™ = Ohy (1) + (L 8)Qp (tya) - (8.25)
— dlaweziaj =
ShE™ + (10— 8)QE™ = Shy (tyg) + 1 0)QL (b - (8.26)
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W obu przypadkach parametr & moze przyjmowa¢ wartos¢ 0 lub 1, przy czym 6= 1 ozna-
cza warunek w postaci limnigramu (ho(t) lub h.(t)), natomiast 6= 0 oznacza warunki brze-
gowe w postaci hydrogramdéw (Qo(t) lub Q.(t)). Powyzsze réwnania zamykaja uklad
otrzymany w wyniku aproksymacji réwnan de Saint-Venanta. Jest to uktad réwnan algebra-
icznych nieliniowych. Po wprowadzeniu warunkéw brzegowych (8.25) i (8.26) mozna go
zapisa¢ w postaci wektorowej

F(X) =0, (8.27)
gdzie: X = (hy, Qu, ., M, Qjy o iy, Q)T — wektor niewiadomych,

F=(Fy, Fay .y Fj, Fisa, -y Fona, Fon)' = wektor réwnan.

Kolejne rdwnania wektora F maja postac:

R (h™, Q™) = Shy™ + (L- 8)Qr™ - Shy (tyes) — (L 8) Qg (tiess) =0, (8.28a)

(8.28b,¢)

kil ~kel ik k
sz(hl(j+17QL+1:hlj(ﬁlej;i)Zo 19 N -1
1 1 kel 1 s Ly e
Foia(hi™, Q7 hily, Q1) =0

Fon (N Q™) = 6§ + (1= 6)QN™ = SNy (ty) — (L 6)Q (tews) = 0. (8.28d)

Pierwsze i ostatnie rownanie wynika z zadanych warunkéw brzegowych. Pozostate rowna-
nia ukfadu sa symbolicznie zapisanymi rownaniami odpowiednio (8.23a) oraz (8.23b) dla
kolejnych oczek siatki.

Przyjety sposob dyskretyzacji powoduje, ze w kazdym réwnaniu wystepuja jedynie
cztery niewiadome, gdyz rownania wiaza z soba wartosci funkcji tylko w weztach tworza-
cych analizowane oczko siatki. Do rozwiazania ukfadu (8.27) nalezy zastosowaé¢ metode
iteracyjna. W tym przypadku bardzo skuteczna metoda jest metoda Newtona opisana
w punkcie 2.7.2. Przyjmijmy pierwsze przyblizenie wektora X

XO = ()@, @O, (1O, @ ..., (HO,@HO) . ©29)

Poniewaz wektor ten nie jest doktadnym rozwiazaniem ukfadu (8.27), jego prawa strona
bedzie rézna od zera

FXO)=F© x0, (8.30)

Nastepne przyblizenie zgodnie z metoda Newtona obliczamy nastepujaco (Dahlquist
i Bjorck, 1974):
JOXD _xO)=_F O (8.31)

Formute t¢ mozna zapisa¢ w ogélniejszej postaci

J(' )AX (+1) _ _|:(|) ’ (8.32)
gdzie: AX"D =X _x O,
| — indeks iteracji.

Wyadziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



192 8. Algorytmy rozwiazania réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych...

Woystepujaca w (8.31) i (8.32) macierz J jest jakobianem uktadu (8.27). Jej elementami sa
pierwsze pochodne kolejnych réwnan uktadu (8.27) liczone wzgledem kolejnych sktado-
wych wektora X

[JF, OJF JdF, dF, |
I¥x  I%  I% T Ixy
Ixg  IX Ix T dxy
I=I9F o 9F  oF | (8:33)
% ax ok o
JOFy, JFy  OFy  JFy
| % I%  I%  IXy |

gdzie M = 2N jest rozmiarem uktadu (8.27).

Jak juz wspomniano wczesniej, w kazdym réwnaniu ukfadu (8.27) wystapia co najwyzej
cztery niewiadome. Oznacza to, ze wspotczynniki przy pozostatych niewiadomych sa ze-
rowe. Konsekwencja tego faktu jest pasmowos¢ macierzy Jacobiego (8.33). W pierwszym
wierszu wystapi jeden element niezerowy, w wierszach od drugiego do przedostatniego
wystapia cztery niezerowe elementy, za$ w ostatnim wierszu ponownie wystapi tylko jeden
element rozny od zera. Strukture macierzy J, otrzymana dla odcinka kanatu sktadajacego
si¢ z pieciu weztdw (N = 5), przedstawiono na rysunku 8.6 dla réznych wariantdw przyje-
tych warunkow brzegowych na brzegu gérnym x = 0 oraz brzegu dolnym x = L. Macierz J
jest macierza pasmowsa okotoprzekatniowa, przy czym szerokos¢ pasma wynosi 5. W przy-
padku (a) w punkcie x =0 przyjeto warunek h; = hy(t), co odpowiada 6=1 w rdwnaniu
(8.25), zas w punkcie x =L warunek Qy = Q(t), co odpowiada 6=0 w rdwnaniu (8.26).
Natomiast w przypadku (b) sytuacja jest odwrotna. Na poczatku kanatu warunek brzegowy
okresla hydrogram Qy(t), zas na koncu kanatu — limnigram h,(t).

Proces iteracyjny (8.32) prowadzi sie tak dtugo, az przyjete kryterium dokfadnosci
rozwiazania zostanie spetnione. Jako kryterium mozna przyja¢ r6znice wartosci sktado-
wych wektora niewiadomych w kolejnych iteracjach, czyli warunek

@M @O e i |(HTD - (i) O|<e, (=12..N, (834

gdzie: &y — dokfadnos¢ obliczenia natgzenia przeptywu Q,
&, — doktadnos¢ obliczenia rzednej zwierciadta h,
| — indeks iteracji.

Inng miara doktadnosci rozwiazania moze by¢ odpowiednia norma wektora residual-
nego FO. Jesli jej wartosé¢ bedzie mniejsza od przyjetego parametru ¢, okreslajacego do-
ktadnos¢ rozwiazania, proces iteracyjny konczy sig.

Istotng sprawa w kazdym procesie iteracyjnym jest przyjecie poczatkowego przyblize-
nia (I =0) wektora niewiadomych. W tym przypadku jako pierwsze przyblizenie mozna
przyja¢ wynik obliczen z poprzedniego kroku czasowego, czyli

(Qlj<+1)(I:0) — QIJ( i (hlj(+1)(I:0) — h:‘( (=12 ... N). (8.35)
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a) _ b) _ —
e !

Rys. 8.6. Struktura macierzy Jacobiego uktadu (8.27) przy N = 5 i réznych warunkach brzegowych

W wigkszosci przypadkow przyjecie poczatkowego przyblizenia zgodnie z (8.35) i wykona-
nie 2+3 iteracji zapewnia rozwiazanie z wystarczajaca dla celéw praktycznych dokfadnoscia.

Z rownania (8.32) wynika, ze w kazdej iteracji nowe przyblizenie wektora niewiado-
mych otrzymuje si¢ w wyniku rozwiazania uktadu algebraicznych réwnan liniowych. Do
tego celu zwykle wykorzystuje si¢ doktadna metodg rozwiazania, jak metoda Gaussa lub
metoda rozktadu macierzy wspotczynnikow. Dla uzyskania efektywnego algorytmu nalezy
stosowa¢ warianty wymienionych metod uwzgledniajace pasmowos¢ macierzy J. Pozwala
to na istotna o0szczedno$¢ zaréwno pamieci, jak i czasu pracy komputera.

Zastosowany do rozwiazania ukfadu réwnan de Saint-Venanta schemat zawiera para-
metr wagowy definiujacy lokalizacje punktu aproksymacji P wewnatrz oczka siatki weztéw
(rys. 8.5). Parametr ten decyduje o whasciwosciach numerycznych schematu. W celu zba-
dania tych wiasciwosci wykonuje si¢ analize stabilnosci oraz doktadnosci rozwiazania
numerycznego liniowego ukfadu réwnan falowych, ktére otrzymujemy upraszczajac uktad
réwnan de Saint-Venanta:

JH ﬁo"U _

TR -0, (8.36)
ot adX

JU JH

= +g—=0, 8.37
ot 9ox (837)

gdzie H jest usredniona stata gtebokoscia.

Pochodne w obu réwnaniach zastepujemy ich aproksymacjami (8.22), otrzymujac nastepu-
jace rownania algebraiczne:

L e s L U L L U e SV L

L0 T 1 m T g e T g (8.38)
2 At 2 At AX AX

UI-(+1—UK UI-(+1—UI-( H|_< _H|_< HI_<+1_HI_<+1

l j J+£ j+1 ]+l+g(1_9) j+1 ]+99 j+ Il __9o. (8.39)
2 At 2 At AX AX

Badanie stabilnosci numerycznej niejawnego schematu Preissmanna wykonane meto-
da Neumanna (Szymkiewicz, 2000) wykazuje, ze schemat jest absolutnie stabilny, gdy

92%. (8.40)
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Nawiazujac do rysunku (8.5), mozna powiedzie¢, ze schemat czteropunktowy bedzie
absolutnie stabilny, jesli punkt aproksymacji P bedzie potozony w gdrnej potéwce oczka
siatki. Dla @=1/2 punkt P potozony jest w srodku oczka siatki. W tym przypadku aprok-
symacja formutami (8.20) i (8.21) jest aproksymacja za pomoca ilorazéw réznicowych
centralnych, czyli o maksymalnej mozliwej w tym przypadku doktadnosci.

Znajomos¢ rzedu aproksymacji pochodnych w réwnaniach rézniczkowych jest infor-
macja, z ktérej mozna wysnu¢ ogélne wnioski o wlasnosciach schematu. Niestety, nie do-
starcza ona szczegotowych informacji o btedach generowanych przez schemat, czyli o do-
kladnosci rozwiazania. Informacje takie mozna uzyskaé¢, wykonujac analize dokfadnosci
metoda rownania zmodyfikowanego. Korzystajac z szeregu Taylora wartosci weztowe
w réwnaniach (8.38) i (8.39) wyrazamy przez wartosci w wezle (j + 1, k+ 1) (rys. 8.5). Po
uwzglednieniu w szeregu Taylora wyrazéw z trzecia pochodna wiacznie, otrzymujemy
oszacowania wartosci weztowych, ktére wstawiamy do réwnan réznicowych (8.38)
i (8.39). Po uporzadkowaniu otrzymujemy zmodyfikowane w wyniku aproksymacji po-
chodnych réwnania (8.36) i (8.37). Maja one nastepujaca postac:

IH U _AI’H AP FPH  Ax I°H

o 202 6 o8 2 oxat

2 3 3 _ 2 _ 2
_AX &zH _ AxAt 3H2+H£32_H AX 93li+ (8.41)
4 9% 4 Ixot 2 Jx 6 Jx
PEt AxAt 9% INGICAS
-HQ- HAt -HQ- - J
( ) It 1-0)—— 2 Ix 2&,[ ( 0)—- ) 8t2

U  IH AU A? U Ax U AP U

—_ —_ = —_ +_ —_—
ot IX 2 9t2 6 It 2 Ixdt 4 Ix%ot

_Axat 9 AX J°H AX? 2%H Jd°H
+ —_— 1-— HAt + 8.42
4 ol 197 o2 96 g TUOMTS (8.42)
AXAt I°H At? J°H
—gll-9)=— 5.
29Xt 2 Jdxot

W powyzszych réwnaniach dla uproszczenia zapisdw pominicto indeksy wezta (j + 1, k+ 1),
jednak nalezy pamietac, ze sa one wazne w tym wezle. Po wyeliminowaniu z rownan (8.41)
i (8.42) pochodnych wyzszych rzeddw wzgledem czasu, réwnania zmodyfikowane przyjma
postac

AH —JdU  J°%H d°H 2°U
—+H =

9 _ 8.43
It ox Vo g T (843)
U  JH QU d°%U Jd°H
—_— = ey 8.44
gt Iox Vo T T e T (6844
gdzie
_ [e_ %j oFTAL (8.45)
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£ =M(1—9J , (8.46)
2 2
2
€, =9ATX{(39— 2)C2 +ﬂ . (8.47)

Wystepujaca w powyzszych zaleznosciach liczbe Couranta C, definiuje réwnanie:

C =@. (8.48)

' AX

Jak widzimy, aproksymacja rownan (8.36) i (8.37) schematem czteropunktowym w punkcie
P powoduje ich modyfikacje. Po prawej stronie rownan pojawity sie cztony z wyzszymi
pochodnymi pominigtymi w trakcie aproksymacji pochodnych. Wystepujacy z pochodnymi
drugiego rzedu wspotczynnik v jest wspotczynnikiem dyfuzji numerycznej. Natomiast
w cztonach z pochodnymi trzeciego rzedu wystepuja wspotczynniki & oraz & nazywane
wspotczynnikami dyspersji numeryczne;j.

Z postaci rownan zmodyfikowanych (8.43) i (8.44) mozna wyciagna¢ szereg wnio-
skéw na temat whasciwosci numerycznych schematu.

Po pierwsze, tatwo mozna stwierdzi¢, ze schemat ten daje réwnania algebraiczne
zgodne z réwnaniami rozniczkowymi. Dla Ax, At — 0 wszystkie cztony prawych stron
réwnan zmodyfikowanych zmierzaja do zera. W konsekwencji w granicy réwnania zmody-
fikowane (8.43) i (8.44) staja sie rownaniami falowymi (8.36) i (8.37). Zatem schemat
spetnia warunek zgodnosci. Poniewaz jest on réwniez absolutnie stabilny przy 6>1/2,
zatem jest on zbiezny, gdy @ spetnia warunek (8.40).

Po drugie, czton dyfuzji numerycznej znika, gdy przyjmiemy 8= 1/2. W tej sytuacji
schemat nie bedzie generowat dyfuzji numerycznej. Og6lniej méwiac, schemat bedzie
niedyssypatywny. Wynika to z faktu uwzglednienia w szeregu Taylora cztonéw z drugimi
pochodnymi. Przy tej wartosci @ pochodne sa aproksymowane ilorazami réznicowymi
centralnymi. W bledzie obciecia zaczynaja dominowac¢ cztony zawierajace pochodne trze-
ciego rzedu. Efektem tego sa cztony dyspersji numerycznej w roéwnaniach zmodyfikowa-
nych (8.43) i (8.44). Rzeczywiscie, o ile przy 6= 1/2 mamy v=0, to jednoczesnie otrzy-
mujemy

£ =0, (8.49)
AX?
€, = 912 (1-C2). (8.49b)

Obecnos¢ cztondw dyspersji, jak wiemy, modyfikuje predkosci fazowe fal i w konsekwen-
cji, przy nieobecnosci mechanizmu dyssypacji (v=0), wywotuja one oscylacje rozwiaza-
nia. Zauwazmy jednak, ze w szczegélnym przypadku, gdy liczba Couranta réwna jest jed-
nosci (C, = 1), cztony dyspersji numerycznej zanikaja. W tym przypadku réwnania zmody-
fikowane (8.43) i (8.44) sa identyczne z réwnaniami falowymi (8.36) i (8.37). Konsekwen-
Cja tego jest doktadne rozwiazanie uktadu. Zatem przy €= 1/2 i C, = 1 schemat Preissman-
na nie generuje, ani btedu dyssypacji ani btedu dyspersji numerycznej i zapewnia doktadne
rozwiazanie réwnan falowych. Inaczej méwiac, dla wymienionych wartosci @i C, schemat
jest niedyssypatywny i niedyspersyjny.
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Po trzecie, réwnania zmodyfikowane (8.43) i (8.44) dostarczaja identycznych infor-
macji na temat stabilnosci schematu jak analiza stabilnosci. Réwnania (8.43) i (8.44) sta-
nowia uktad réwnan parabolicznych. Dla uktadu tego formutuje sie tzw. problem poczat-
kowo-brzegowy, ktérego rozwiazanie istnieje tylko wtedy, gdy wspotczynnik dyfuzji jest
dodatni: v> 0. Tymczasem zauwazmy, ze bedzie on ujemny przy < 1/2. Zatem dla tej
wartosci parametru & problem poczatkowo-brzegowy dla uktadu (8.43) i (8.44) jest postawiony
niepoprawnie, a jego rozwiazanie nie istnieje. Niemozno$¢ uzyskania rozwiazania na gruncie
numerycznym traktuje si¢ jako niestabilnos¢ metody numerycznej. Zatem dla 6< 1/2 schemat
Preissmanna jest niestabilny. Whniosek ten, jak widzimy, catkowicie pokrywa sie z warun-
kiem stabilnosci (8.40).

Po czwarte, dyfuzja numeryczna wystapi w rozwiazaniu réwnan (8.36) i (8.37), jesli
przyjmiemy 6> 1/2. Przy tych warunkach v>0, co oznacza, ze problem poczatkowo-
brzegowy jest postawiony poprawnie i jego rozwiazanie istnieje zawsze. Schemat jest wigc
absolutnie stabilny, niezaleznie od przyjetych wartosci wymiardw siatki Ax i At oraz giebo-
kosci przeptywu H . Jednak schemat generuje dyfuzje numeryczna, ktérej wielkos¢ zalezy
od wymiarow siatki, gtebokosci H oraz wartosci parametru 6. Maksymalna dyfuzja nume-
ryczna wystapi, gdy 8= 1. W tym przypadku schemat zapewnia aproksymacje pierwszych
pochodnych wzgledem czasu z doktadnoscia pierwszego rzedu. W biedzie obcigcia domi-
nuja teraz cztony z drugimi pochodnymi, czyli cztony dyfuzyjne. Konsekwencja tego jest
wygladzanie rozwiazania w sposob charakterystyczny dla procesu dyfuzji. Schemat jest
teraz schematem dyssypatywnym. Eliminuje on oscylacje wywotane dyspersyjnoscia, lecz
jednoczesnie zakioca wyniki obliczen, powodujac wygtadzanie rozwiazania i w konse-
kwencji redukujac gradienty. Jesli rozwiazanie réwnan (8.36) i (8.37) opisuje propagacje
gwattownego wezbrania, to mozna spodziewac sie, ze schemat generujacy tak duza dyfuzje
numeryczna da wyniki o matej doktadnosci.

Wszystkie powyzsze wnioski potwierdzaja obliczenia (Szymkiewicz, 2000). Dobra
ilustracja omoéwionych cech schematu jest rozwiazanie rownan falowych w przypadku
nagtej zmiany warunkéw przeptywu w kanale. W tym celu rozpatruje si¢ kanat o dtugosci
L = 1000 m, w ktérym woda pozostaje w spoczynku, wypetniajac go do gtebokosci H =1 m.
Na brzegu x = 0 zadaje sie funkcje

Im dla t=0,
H(x=0,t) = 2,2ém dla 0<t<60s,

22m dla t>60s.

Przyjety warunek brzegowy wywoluje propagacje fali wezbraniowej. Na brzegu x = L przy-
jeto stata glebokosé rowna poczatkowej: H(x=L, t) = 1 m. Pozostate dane sa nastepujace:
H =1,6 m, g= 10 m/s?, co oznacza, ze fala przemieszcza si¢ z predkoscia (g H )2 = 4 m/s.
Kanat podzielono na odcinki o réwnej dtugosci Ax = 10 m. Obliczenia wykonano dla r6z-
nych wartosci kroku czasowego At oraz réznych wartosci parametru 6, a wyniki w postaci
funkcji H(X) i U(X) po czasie t = 180 s przedstawione sa na rysunku 8.7. Zgodnie z wnio-
skami wynikajacymi z analizy doktadnosci, schemat zapewnia doktadne rozwiazanie przy
C,=11i 6= 1/2. Wyniki uzyskane dla tych wartosci parametréw (At = 2,5 s) przedstawiaja
krzywe 1 narys. 8.7a i 8.7b, reprezentujace odpowiednio gtebokosci i predkosci wzdtuz osi
kanatu w chwili t = 180s. Zwiekszenie kroku czasowego do wartosci At =5 s, co odpowia-
da liczbie Couranta C, = 2, spowodowato pojawienie si¢ w rozwiazaniu oscylacji. Wynik
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taki jest zgodny z oczekiwaniem. Przy 6= 1/2 schemat jest dyspersyjny, a efektem tego
przy braku dyfuzji numerycznej sa wtasnie oscylacje. Systematyczne zwigkszanie wartosci
parametru € powoduje wzrost btedu dyssypacji generowanego przez schemat. Coraz wigk-
sza dyfuzja numeryczna powoduje eliminacje oscylacji i coraz silniejsze wygtadzanie roz-
wiazania. Tendencje te zauwaza sie poréwnujac kolejne krzywe na rys. 8.7. Podobna sytu-
acja wystepuje w przypadku, gdy C, < 1.

a)
Hm 4
20+ 1, 6=0,5
=2,0=05
=2,0=06
,0=1
15+
1,0 . . . . >
250 500 750 1000 XM
b)
Umis 4
3,0
=1, 0=05
=2,0=05
2,0 =2 0=06
=2, 0=1
1,0
010 t ¥ = t >
250 500 750 1000 XM

Rys. 8.7. Poréwnanie gtebokosci i predkosci dla liniowych réwnan falowych
przy réznych wartosciach C, i € (Szymkiewicz, 2000)

m Przykfad 8.2
Transformacja fali wezbraniowej w kanale otwartym

W kanale otwartym o staty spadku dna i przekroju trapezowym przemieszcza sie fala
wezbraniowa o ksztatcie danym réwnaniem:
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2 2
Qolt) = o + (O ~ %)[%} exp 1—(%] 8.2.1)

max max

gdzie:t  —czas,
Qo - chwilowe natezenie przeptywu w poczatkowym przekroju kanatu,
Qo - bazowe natezenie przeptywu ( przed nadejsciem fali wezbraniowej),
Omax — Kulminacyjne natezenie przeptywu,
tmax — €zas wystapienia kulminacji fali.

Wyznaczy¢ ksztatt fali wezbraniowej w przekrojach kanatu potozonych w odlegtosci
x = 25,0 km, x =50,0 km oraz x = 75,0 km od przekroju poczatkowego.

Ksztalt transformujacej sie w kanale fali wezbraniowej otrzymamy rozwiazujac nume-
rycznie ukfad rdwnan de Saint Venanta (8.20) i (8.21) dla nastepujacych warunkéw poczat-
kowych i brzegowych:

— warunki poczgtkowe
w chwili t = 0 woda w kanale ptynie ruchem ustalonym jednostajnym z natezeniem ¢ co
oznacza, ze Q(t=0, X) =qp dla 0 < x < L za$ glebokos¢ w kazdym przekroju jest réwna
gtebokosci normalnej wynikajacej ze wzoru Manninga czyli h(t=0, x) =h,dla0<x<L;

— warunki brzegowe
na brzegu x=0 zadane jest natezenie przeptywu, ktére opisuje funkcja (8.2.1) czyli
Q(t, x=0) = Qo(t) dla t >0, poniewaz na brzegu x =L nie jest znana ani funkcja Q_(t)
ani funkcja h(t) dla t > 0 przyjmuje sie, ze zalezno$¢ pomiedzy nimi opisuje réwnanie
przeptywu ustalonego jednostajnego czyli réwnanie Manninga

QO =ROOP?- 8 Al O) (8.2.2)

gdzie: n —wspdtczynnik szorstkosci wedtug Manninga,
R — promien hydrauliczny przekroju kanatu,
s - podtuzny spadek dna kanatu,
A — pole powierzchni przekroju czynnego kanatu.

Dla wyzej sformutowanych warunkéw poczatkowo-brzegowych réwnania de Saint Venan-
ta rozwiazuje sie metoda réznic skonczonych — schematem Preissmanna. Do obliczen przy-
jeto nastepujace dane:

— przeptyw bazowy g = 13,20 m?%s,

— przeptyw kulminacyjny Qmax = 250 m?/s,

— czas wystapienia kulminacji fali tm. = 12 h,

— szerokos¢ dna kanatu B = 10,0 m,

— pochylenie skarp kanatu m = 1,50,

— spadek podtuzny dna kanatu s= 0,0005,

— wspotczynnik szorstkosci kanatu wedtug Manninga n = 0.050,

— dtugosé kanatu L = 80 km,

— odlegtos¢ pomigdzy przekrojami obliczeniowymi Ax = 500 m,

— krok catkowania w czasie At = 600 s,

— parametr wagowy 6= 0,525.

Kolejne krzywe na rys. 8.2.1 reprezentuja ksztatt fali wezbraniowej w wybranych przekro-
jach kanatu, ktéra pojawita sie w jego przekroju poczatkowym (réwnanie 8.2.1). Jak widac,
propagujaca fala wezbraniowa ulega transformacji polegajacej na systematycznej redukcji
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jej kulminacji i wydtuzaniu podstawy. Poniewaz w ukfadzie réwnan de Saint Venanta row-
nanie ciagtosci (8.21) reprezentuje zasade zachowania masy, to przy braku doptywu bocz-
nego, jak w rozwiazywanym przyktadzie, powierzchnie zawarte pod kolejnymi krzywymi
sa jednakowe.

km 0,000
A
250 —
| km 50,000
200 — km 75,000
& 150 -
E ]
S 100
50 —
0 T I T I T I T I T I T I :
0 12 24 36 48 60 72
t [h]
Rys. 8.2.1. Obliczone natgzenia przeptywu w kolejnych przekrojach kanatu u

8.3. Rozwigzanie jednowymiarowego réwnania adwekcji-dyfuzji

Rozpatrzmy jednowymiarowe réwnanie adwekcji-dyfuzji (7.16):
2
9C y9C poC_
ot X ox?

gdzie: C - koncentracja domieszki przenoszonej przez ptynaca wode,
U- predkosé¢ przeptywu,
D - wspotczynnik dyfuzji.

0, (8.49)

Réwnanie tego typu stosowane jest bardzo czesto w inzynierii wodnej. Opisuje ono przeno-
szenie przez ptynaca wodg rozpuszczonych w niej domieszek, przenoszenie energii cieplnej
itd. Rdwnaniem tego typu jest rdwniez réwnanie (7.19), reprezentujace uproszczony model
transformacji fal wezbraniowych w rzece — tzw. model fali dyfuzyjnej. Chociaz réwnania
opisujace rzeczywiste sytuacje przedstawione w podrozdziale 7.1 sa nieco bardziej skom-
plikowane niz (8.49), to zasady rozwiazywania numerycznego oraz problemy wystepujace
w jego trakcie mozna wyjasni¢ na przykladzie najprostszej wersji réwnania, jaka jest row-
nanie (8.49) ze statymi wspotczynnikami. Zaktadamy wiec, ze U = const > 0 i D = const.

W ogdlnym przypadku z rozwigzaniem roéwnania adwekcji-dyfuzji moga si¢ wiazaé
trudnosci typowe dla réwnania czystej adwekcji, oméwione w podrozdziale 5.4. Przyczyna
trudnosci jest dwoista natura réwnania (8.49). Jest ono superpozycja procesu przenoszenia
adwekcyjnego, ktére w réwnaniu reprezentuje czton UoC/ox, oraz przenoszenia dyfuzyjne-
go reprezentowanego przez czton Do*C/ox2. Czton adwekcyjny ma nature hiperboliczna,
natomiast czton dyfuzyjny — paraboliczna. Trudnosci w trakcie numerycznego rozwiazy-
wania wystapia, gdy w procesie przenoszenia dominujaca rolg bedzie odgrywato przeno-
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szenie adwekcyjne. W przypadku przeciwnym, przy dominacji przenoszenia dyfuzyjnego,
rozwiazanie réwnania (8.49) nie nastrecza wiekszych trudnosci. Mozna je otrzymac, stosu-
jac w zasadzie dowolny schemat metody r6znic skonczonych.

Z wymienionych wyzej powod6w zasadnicze znaczenie ma ocena wzajemnej propor-
cji przenoszenia adwekcyjnego i dyfuzyjnego. W tym celu mozna wykorzysta¢ tzw. liczbe
Pecleta, ktéra w przypadku rozwiazan na siatkach weztéw ma posta¢ (Patankar, 1980)

p-Uax (8.50)
D

gdzie: P - numeryczna liczba Pecleta,
AX  — wymiar przestrzenny siatki weztow,
U- predkos¢ przeptywu,
D - wspotczynnik dyfuzji.

Liczbe te mozna traktowa¢ jako stosunek adwekcyjnej liczby Couranta do dyfuzyjnej licz-
by Couranta. Ze wzgledu na podobienstwo do znanej z mechaniki ptynéw liczby Reynold-
sa, czesto nazywa sie ja komorkowa liczba Reynoldsa (w jezyku angielskim: cell Reynolds
number (Fletcher, 1991)).

Liczba Pecleta jest dodatnia liczba z przedziatu (0, «). Z definicji (8.50) wynika, ze:
— P =0 dlaréwnania dyfuzji,
— P = = dla réwnania adwekcji.

Numeryczne rozwiazanie réwnania (8.49) staje sie klopotliwe przy duzych liczbach Pecle-
ta. Powod trudnosci i ich skutki oméwiono w podrozdziale 7.4, przy okazji omawiania
rozwiazywania rownania adwekcji oraz zwiazanych z tym zjawisk dyssypacji i dyspersji
numerycznej.

Rozpatrzmy problem rozwiazania réwnania adwekcji-dyfuzji (8.49) w obszarze 0 < x<L
it>0, gdzie L jest dtugoscia badanego odcinka kanatu. Na granicach obszaru rozwiazania
zadajemy warunki dodatkowe, stosowne dla réwnania typu parabolicznego. Obszar rozwia-
zania pokrywamy siatka weztéw o wymiarach Ax - At, jak na rysunku 8.8. Rdwnanie (8.49)
aproksymujemy w punkcie P. Pochodna wzgledem czasu zastgpujemy ilorazem rdznico-
wym w nastepujacy sposob:

k+1 k
oc| G -C;
= = (8.51)
ot |p At
t A
IAI
k+1 )
At
P v
------ *------ At
+oat I
K v
1 2 -1 i j+1 N
x=0 AX AX x=L
[—P—

Rys. 8.8. Siatka weztdw stosowana w schemacie roznicowym dla rownania adwekcji-dyfuzji
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Pochodne wzgledem x aproksymujemy w punkcie P, interpolujac liniowo ich aproksymacje
nas poziomie czasu k oraz k + 1.

k+1 k

2 2 2
a—g :98_(23 +(1—6’)a—(2: , (8.52)
oxX“ |, x| X~ |
j i
k+1 k
o =68—C + (1—9)8—C , (8.53)
X|p  OX| X ||
gdzie @jest parametrem wagowym z przedziatu (0, 1).
Pochodna Il rzedu aproksymujemy réznicowym ilorazem symetrycznym
aZC _ Cj_l—ZCj +Cj+1 . (854)

ox? AX?
Do aproksymacji pochodnej | rzedu zastosujemy szczegblny sposéb umozliwiajacy stero-
wanie sposobem aproksymacji (Kot i Szymkiewicz, 2002). Przyjmijmy, ze aproksymacja
pochodnej w wezle j bedzie $rednia wazona z aproksymacji w tym wezle ilorazem rézni-
cowym przednim i wstecznym. Ma ona nastgpujaca postac:

C, -C,_ Ciy—C;
e M -y, Py T Ll B (8.55)
AX AX

dC|
oXx

i
gdzie o jest parametrem wagowym z przedziatu (0, 1). Powyzsza formutge mozna przepisaé
W nieco zmienionej postaci

oC

aCc| _ -0Cj, -(1-20)C; +(1-0)Cj,
ox '

AX

(8.56)

j
Zauwazmy, ze jej szczegblnymi przypadkami sa znane ilorazy réznicowe aproksymujace
pochodna | rzedu. Przyjmujac o = 0, otrzymujemy iloraz réznicowy przedni. Przy o= 1/2
jest to iloraz réznicowy centralny, za$ przy o= 1 — iloraz réznicowy wsteczny. Zaleta za-
stosowanego podejscia jest mozliwosé stosowania dowolnych wartosci oz przedziatu (0, 1)
i tym samym sterowanie dokfadnoscia aproksymacji pochodnej I rzedu wzgledem x.
Podstawiajac kolejno (8.54) i (8.56) odpowiednio do (8.52) i (8.53), a nastepnie (8.51),
(8.52) i (8.53) do réwnania adwekcji-dyfuzji (8.49), otrzymujemy nastepujaca zaleznosc:

k+1 k k+1 k+1 k+1
Ci™-Cj ‘U e—on_l—(l—ZO')Cj +(1—0')Cj+1++
At AX

—oCk | - (1-20)CK + (- 0o)C"
R @57)
k+1 k+1 k+1 k k k
—D{e cl —2;:j2 Ll le—zchz +cj+l]=0
X X
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Poniewaz wartosci funkcji C na poziomie czasu k sa znane albo z warunku poczatkowego,
albo z obliczen w poprzednim kroku czasowym, niewiadomymi w powyzszym réwnaniu sa
wartosci funkcji C na poziomie k + 1. Wprowadzajac znane z rozdziatu 7 definicje adwek-
cyjnej i dyfuzyjnej liczby Couranta

_ UAt DAt

C , Cy=—7, 8.58, 8.59
2 AX 47 A ( )

réwnanie (8.57) mozna uporzadkowa¢ nastepujaco:
— 8(0C, + C,)C\*} +[L- 6C,(1 - 20) + 26C,]CK* +

+6[(L- 0)C, - G4]CI} =C - - H)C,[-oCl, - (8.60)

— (1= 20)C + (L- 0)Cf, ] + (1 - )C,[CI, — 2Cf + C¥ ] .

Réwnanie typu (8.60) mozna napisac dla kazdego wezta wewnetrznego, tzn. dlaj =2, 3, ...,
N -1 (rys. 8.8). Do otrzymanych w ten sposéb N — 2 réwnan dodajemy 2 réwnania wynika-
jace z zadanych warunkéw na brzegach x = 0 oraz x = L. W ten sposob powstaje zamkniety
ukfad algebraicznych réwnan liniowych o wymiarze NxN, ktory zapisujemy w postaci
analogicznej do (8.12):
AC=W, (8.61)
gdzie: A - tréjdiagonalna macierz, ktérej elementy pod gtéwna przekatna (), na gtéwnej przekat-
nej (b)) i nad gtéwna przekatna (c;) sa réwne:

b]_ = 1, C = O,

a; =-60(0-C, +Cy),

b; =1-6C,(1-20)+20Cq,} (j =23+, N-1),

¢j =6(1-0)Cq-Cy),

aN = 0, bN Zl,

C=(Clk”,Cé‘*l,---CK‘tll,C,'f,”)T — wektor niewiadomych utworzony z wartosci weztowych
funkcji C na poziomie czasu k + 1,
W = (W, Wy, ... Wy _1, Wy )T — wektor prawych stron, ktérego skiadowe, przy zatozeniu
warunkoéw typu Dirichleta na obu brzegach, sa réwne:

wj = C¥ - (1-6)Cy[-0CY 1 —~(1-20)CK + (1-0) Cky]+
+(1-0)CalCly —2CK +Cy] (1=2,3, ..., N-D),

W =Co(tys), Wy =Cy (tysa)s

przy czym Cy(t) i C.(t) sa zadanymi funkcjami zaleznymi od czasu, reprezentujacymi
zmiany wymuszane na brzegach.

Po rozwiazaniu uktadu (8.61) metoda Thomasa otrzymujemy przyblizone wartosci funkcji
C w weztach na poziomie czasu k + 1, tzn. C,-k+1 (i=12,..,N).

Zastosowany do rozwiazania réwnania adwekcji-dyfuzji (8.49) schemat numeryczny
modyfikuje je. Mianowicie, wyrazajac w réwnaniu (8.60) wartosci weztowe funkcji C
przez jej rozwiniecia w szereg Taylora wokot wezta (j, k + 1), otrzymujemy zamiast (8.49)
nastepujace rownanie:
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oC . oC _9°C 9°C a%c
ZiU=-D =D E
ot ox ox? " ox? T En ox°

to (8.62)

w ktérym wspdtczynniki dyfuzji i dyspersji numerycznej D, oraz E, zdefiniowane sa naste-
pujaco:
UAX

Dy ==-1(20-1)C, +(20-1)], (8.63)
_UAX® 2) 2 1
Ey== Ke—gjca ~(1-0)a-20)C, -5 |. (8.64)

Z powyzszych réwnan wynika wazna cecha zastosowanej metody rozwiazania, a mianowi-
cie zgodnos¢. Widzimy, ze przy redukcji wymiaréw siatki weztdw, gdy Ax — 0 oraz At — 0,
réwnanie (8.62) zmierza do réwnania (8.49), gdyz D,, — O oraz E, — 0.

Dodatkowe cztony wystepujace po prawej stronie réwnania (6.62) sa wynikiem aprok-
symacji pochodnych | rzedu w rozwiazywanym réwnaniu (8.49). Zauwazmy, ze przy
0=1/2 i o0=1/2, tzn. gdy pochodne te aproksymujemy z dokkadnoscia Il rzedu (ilorazami
réznicowymi centralnymi), zjawisko dyfuzji numerycznej nie wystapi, gdyz D, =0. Dla
innych wartosci @ oraz ¢ schemat generuje dyfuzje numeryczng. Zatem w rozwiazaniu
wystapi zardwno efekt dyfuzji fizycznej obecnej w rdwnaniu procesu adwekcji-dyfuzji
(8.49), jak i dodatkowy efekt dyfuzji numerycznej wywotanej zastosowanym schematem
rozwiazania. Ostatecznie otrzymane rozwiazanie bedzie silniej sptaszczone niz wynika to
z dyfuzji fizycznej zdefiniowanej wspdtczynnikiem D, gdyz taczny efekt bedzie wynikiem
obu typéw dyfuzji. Otrzymane rozwiazanie bedzie odpowiadato rozwiazaniu réwnania
adwekcji-dyfuzji ze wspotczynnikiem dyfuzji efektywnej

Dg =D +D,. (8.65)

Z tego wzgledu naturalne jest dazenie do eliminacji dyfuzji numerycznej w rozwiazaniu.
Jesli dyfuzja fizyczna jest znaczna, to przyjmujac 6= 1/2 i o= 1/2, otrzymujemy schemat
niedyssypatywny, ktéry mimo to zapewni gladkie rozwiazanie. Jesli natomiast dyfuzja
fizyczna jest mata, w celu zapewnienia gtadkiego rozwiazania konieczne jest wprowadze-
nie pewnej dyfuzji numerycznej. Mozna to zrobi¢, przyjmujac odpowiednie dla danej sytu-
acji wartosci parametrdw wagowych 0i o.

Analiza stabilnosci schematu wykonana metoda Neumanna pozwala wykazaé, ze
schemat jest absolutnie stabilny, gdy spetnione sa nastepujace warunki (Kot i Szymkiewicz,
2002):

o>L o1 (8.66a,b)
2 2
Dla innych wartosci parametréw schemat moze by¢ niestabilny lub warunkowo stabilny.

Zastosowany schemat mozna potraktowaé jako uog6lniona posta¢ innych znanych
schematow rdznicowych. Otrzymujemy je, przyjmujac szczeg6lne wartosci parametrow
wagowych. Rozpatrzmy niektore przypadki szczeg6lne.

e 9=00=1.

Przyjecie powyzszych wartosci pozwala zapisa¢ rownanie (8.60) w postaci
Ci=C,-Cl,+(1-C,)Cf +Cy(§,—2CK +CY,y). (8.67)
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Jest to rdwnanie odpowiadajace schematowi jawnemu z aproksymacja ,,pod prad” cztonu
adwekcyjnego. Przyjmujac j = 2, 3, ..., N — 1, obliczamy wartosci na poziomie k + 1. Nato-
miast w weztach skrajnych determinuja je zadane warunki brzegowe: C,*"* = Cy(tie1) | C** =
Ci(tk+1). Zauwazmy, ze w tym przypadku macierz A ukkadu réwnan (8.61) stata si¢ macierza
jednostkowa. Pozwala to rozszczepi¢ ukfad na niezalezne réwnania typu (8.67) i rozwiazac je
w dowolnej kolejnosci. Schemat jest warunkowo stabilny, a kryterium stabilnosci ma posta¢

At<min [ 2% &< | (8.68)
U720

Pierwszy wyraz prawej strony powyzszej nieréwnosci odnosi sie do stabilnosci czesci ad-
wekceyjnej (C, < 1), zas drugi — do stabilnosci czesci dyfuzyjnej (Cqy < 1/2).
e 0=1/2,0=1/2

Réwnania uktadu (8.61) przyjma postaé¢

C, C C
—(Tu—dj jkjf+(1+cd)cjk+1+(7a— jc,kjf
(8.69)

C
=Cf - a(cm ClL)+=H(Cla —2C[ +Cfy)

(=2,3,..,N-1).

Jest to doskonale znany i powszechnie stosowany schemat Cranka-Nicolsona. Fletcher
(1991) wykazuje, ze schemat ten zapewnia gtadkie, bezoscylacyjne rozwiazanie, gdy ilo-
czyn wspdtczynnikdw réwnania lezacych poza gtéwna przekatna macierzy jest nieujemny,
tzn. gdy & - ¢;= 0. Warunek ten ma postac¢

Ca,Ca)[Ca_Calsp, (8.70)
4 2 )4 2
Relacje powyzsza przeksztatcamy nastepujaco:
[%+Cdj[%—cdjs0. (8.71)

Poniewaz zaréwno adwekcyjna liczba Couranta C,, jak i dyfuzyjna liczba Couranta sa
dodatnie, powyzsza relacja bedzie spetniona, gdy
%—Cd <0. (8.72)
Jesli wezmiemy pod uwagg definicje liczby Pecleta (8.50) oraz definicje obu liczb Couranta
(8.58) i (8.59), z powyzszej relacji otrzymamy warunek gladkiego rozwiazania réwnania
adwekcji-dyfuzji
P<2. (8.73)
Zatem w przypadku réwnania adwekcji-dyfuzji, jesli tylko liczba Pecleta nie jest wieksza
od 2, gtadkie rozwiazanie zapewni nam schemat niedyssypatywny. Oznacza to, ze dyfuzja

fizyczna w rownaniu (8.49) jest na tyle duza, iz wygtadzi oscylacje wywotane dyspersyjno-
$cia spowodowana aproksymacija pochodnych | rzedu.
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Nawiazujac do ogoblnej postaci omawianego schematu rozwiazania réwnania adwek-
cji-dyfuzji, mozna stwierdzi¢, ze w konkretnych zadaniach parametry wagowe 6 i o moga
przyjmowac inne niz wymienione wyzej wartosci. Jednak jesli chcemy zapewni¢ absolutna
stabilnos¢ schematu, ich wartosci powinny spetnia¢ nastepujace relacje:

12<0<1, 12<o<1. (8.74a,b)

Zaleta zastosowanego schematu jest mozliwos¢ ptynnego wiaczania, w miare potrzeby,
efektu ,,pod prad”. Ma to znaczenie szczegdlnie, gdy w poszukiwanym rozwiazaniu réwna-
nia adwekcji-dyfuzji wystepuja duze gradienty.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze rozwiazanie numeryczne réwnania adwekcji-
dyfuzji z dominujaca adwekcja moze by¢ kiopotliwe. Przyczyna sa bledy dyfuzji i dyspersji
numerycznej wynikajace z aproksymacji pochodnych | rzedu. Z tego powodu, mimo ze
opracowano juz szereg metod, w dalszym ciagu poszukuje si¢ specjalnych technik rozwia-
zywania tego rownania.

8.4. Rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania filtracji nieustalonej

Zagadnienie dwuwymiarowego przeptywu w gruncie rozpatrzymy na przykiadzie
rownania (7.2) ze statym wspétczynnikiem dyfuzji D

2 2
%z D a—h+ﬂ +Ww. (8.75)
ot x> ay?

Poniewaz jest to rdwnanie typu parabolicznego, problem jego rozwiazania formutuje-
my jako zagadnienie poczatkowo-brzegowe. Poszukujemy funkcji h(x, y, t), ktéra w obsza-
rze rozwiazania spetni réwnanie (8.75) oraz warunek poczatkowy

h(x, y, t=0) = hy(X, y)

h(Xe, Ve, t) = ha(t),

i nastepujace warunki brzegowe:

gdzie B oznacza brzeg obszaru.

Zatozmy dla uproszczenia zapiséw, ze w plaszczyznie (x, y) rozwazany obszar ma
ksztatt prostokata o wymiarach Ly i L, i przyjmijmy ponadto w réwnaniu (8.75) w=0.
Rozwiazanie rdwnania poszukuje sie¢ wigc w obszarze

0<x<lL, 0<y<L, t=0.

Obszar ograniczony brzegiem B pokrywamy siatka weztow o wymiarach Ax x Ay. Bedzie
ona liczyta Nx M weztéw (gdzie: N — liczba wierszy, M — liczba kolumn). Réwnanie to
rozwiazemy, stosujac kolejno nastepujace schematy:

a) schemat jawny,

b) schemat niejawny,

c) schemat naprzemiennych kierunkéw.

Ad a) Schemat jawny

Aproksymacje pochodnej wzgledem czasu wykonujemy analogicznie, jak w wypadku
réwnania jednowymiarowego. Pochodne Il rzedu aproksymujemy na poziomie t. Poniewaz
odlegtosci Ax i Ay sa state, dowolny wezet siatki mozna zidentyfikowa¢ poprzez indeksy i
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oraz j (rys. 8.9a). Podobnie indeks k bedzie oznaczat poziom czasowy t. W efekcie otrzy-
mujemy w wezle (i, j) rébwnanie algebraiczne

hiif}—l _hily(j — I J+l Zh + h| -1 h|+1J h + hl 1,
At (4%)° (Ay)

, (8.76)

gdzie: i,j — indeksy wezta okreslajace jego potozenie wzgledem osi X, y,
k — indeks poziomu czasowego.

W praktycznych obliczeniach bardzo czesto stosuje sie siatke kwadratowa. Przyjmujac
jednakowy krok przestrzenny siatki, tj. AX = Ay = A, otrzymujemy

k+1 + Cd (h j+1 + hlkj at h|+l j + h| -1,j hk]) ' (8-77)
gdzie
DAt
Cq = (8.78)

jest dyfuzyjna liczba Couranta.

W ten spos6b uzyskano formute, ktéra w jawny sposob pozwala obliczy¢ wartosé poszuki-
wanej funkcji h w wezle (i, j) na poziomie k + 1, czyli w chwili t + At (rys. 8.9b). Jak wi-
da¢, formula ta, bardzo prosta, obowiazuje we wszystkich weztach wewnetrznych obszaru,
tzn.dlai=2,3,..,N=-1;j=2,3, ..., M= 1. W wezlach brzegowych wartosci funkcji h
okreslaja zadane warunki brzegowe. Schemat ten, jak kazdy schemat jawny, jest warunko-
wo stabilny. Dla zachowania stabilnosci musi by¢ spetniona relacja Cy<0,25, z ktorej
wynika warunek (Fletcher, 1991)

2
A< (8.79)
4D
a) b) t A
poziomt + At
(wskaznik k + 1)
v /L
1 J M X
1 g 7Y
jlat R
- A%/ Ly / % X
{855 =356 L RN 72
" e 2
X|e—
L, /
yv . / poziom t
Yy~ X (wskaznik K)

Rys. 8.9. Jawny schemat aproksymacji réznicowej réwnania (8.75)
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Ad b) Schemat niejawny

W tym przypadku aproksymacje pochodnych Il rzedu w réwnaniu (8.75) wykonujemy
na poziomie czasu k + 1, czyli w chwili t + At. Jest to wiec poziom czasowy, na ktérym
poszukujemy wartosci funkcji h. Bedziemy mieli odpowiednio (rys. 8.10b):

kil pkHl pk
oh i —h

ALl L L Y 8.80
ol At (5:80)
o, |+ k+1 kil | kel
d°h _ b —2h +h (8.81)
2 2 ' :
ox ” AX
PLS k+1 Kl | kel
2°h hZrj — 20 +hig
5| = ! . (8.82)
ay i Ay

Przy zatozeniu, ze siatka weztoéw jest kwadratowa, 0 wymiarach Ax = Ay = A, po wstawie-
niu powyzszych aproksymacji do réwnania (8.75) otrzymujemy

—h —GH - - + (@ 9T =sh, (8.83)
gdzie
A2
s=2 (8.84)
DAt

jest odwrotnoscia dyfuzyjnej liczby Couranta (8.78).

W réwnaniu (8.83) wartosci z gornym indeksem k + 1 sa nieznane. Jednak réwnania tego
typu mozna napisa¢ dla kazdego wezta wewnetrznego. Utworza one uktad réwnan o liczbie
réwnan réwnej liczbie niewiadomych.

t A
a) b) poziom t+At
(wskaznik k+1)
1 j M X
1 >
A
jlat

A

< >
yv / >< poziom t

Yy i~ (wskaznik k)

Rys. 8.10. Niejawny schemat aproksymacji rznicowej réwnania (6.75)

Dla zilustrowania struktury uktadu utwérzmy go dla siatki weztéw przedstawionej na
rys. 8.11a. Obszar ma ksztatt prostokata, w ktorym wystepuje N=5 wierszy i M =6 ko-
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lumn, co razem daje 30 weztdw. Wymiary oczek sa rowne AxA. Zatdzmy warunki brze-
gowe typu Dirichleta.

a) y4 b) y 4
IA 6 7 8 9 10
5 5'
4 2 3 6 9| 12 11
IA 2 5 8| 11
3 3 12'
5 o 1 4 7| 10 13
1 P> 1 P>
X

1 2 3 4 5 6 18 17" 16° 15 14 X

Rys. 8.11. Numeracja weztow w przyjetej siatce

Oznacza to, ze w kazdym wezle na obwodzie obszaru znane sa wartosci funkcji h. Defi-
niuja je zadane warunki brzegowe. Dla utatwienia konstrukcji uktadu zamieamy dwuin-
deksowy system oznaczen weztow jednym indeksem. Okresla on kolejny numer wezta
w przyjetym sposobie numeracji. Numeracje te wykonamy wzdtuz pionowych linii, konty-
nuujac ja od dotu w gére. Wydzielmy wezty brzegowe, oznaczajac ich numery dodatko-
wym symbolem ,,prim” (rys. 8.11b). W weztach tych, jak wczesniej wspomniano, wartosé
funkcji okreslaja zadane warunki brzegowe. Wewnatrz obszaru wystepuje 12 weziow,
w ktorych bedziemy poszukiwali wartosci h. Dla kazdego z nich mozna napisa¢ réwnanie
(8.83). Réwnania utworza uktad, ktéry mozna zapisa¢ w postaci

Ah¥t=w. (8.85)

k1 oraz W, uklad ten zapisujemy nastepujaco:

Uwzgledniajac strukture A, h

4+s| -1 -1 bt | | s +hy +hyg
—1 |4+s| -1 -1 hytt | [shf +hy
-1 |4+s -1 he*t | [ shs +hy +hg
-1 4+s| -1 -1 hitt | [shf +hyp
-1 —1 |[4+s| -1 -1 het | | she
-1 —1 | 4+s -1 * h&t = shf +hy
-1 44s| -1 -1 hi | [ shE + hyg
-1 ~1 |4+s| -1 -1 hit | | she
-1 —1 |4+s 1| R [shé +hyg
-1 d4s| -1 60 | | s+ +hig
-1 —1 |4+s| -1 | |h&T | |shK +hy
-1 —1 |4+s| [hST | shf +hy +hyy
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Jak wida¢, macierz wspotczynnikéw ukladu jest macierza pasmowa rzadka. Szeroko$é
pasma zalezy od przyjetego sposobu numerowania weztdw. Numeracja wzdtuz linii trans-
wersalnych do dtuzszej osi daje szerokos¢ minimalna. Poniewaz w praktycznych zagadnie-
niach uktad ma duze rozmiary (rzedu 1000), do jego rozwiazania stosuje sie iteracyjne
metody rozwiazania. Zastosowany schemat jest absolutnie stabilny. Macierz wspétczynni-
kéw ma dominujaca gtéwna przekatna. Wada schematu jest koniecznos¢ rozwiazywania
uktadu rownan o bardzo duzych wymiarach.

Ad c) Metoda naprzemiennych kierunkéw

W celu unikniecia wady schematu jawnego, ktora jest warunkowa stabilnos¢, i nie-
jawnego, ktora sa wielkie rozmiary rozwiazywanych w kazdym kroku czasowym uktadow
rownan algebraicznych, Peaceman i Rachford (Potter, 1977) zaproponowali technike roz-
wigzania dwuwymiarowego réwnania dyfuzji, zapewniajaca absolutna stabilnos¢ nume-
ryczna oraz minimalizujaca wymiary powstajacych uktadéw réwnan. Poprzednio przedsta-
wiane schematy umozliwiaty bezposrednie przejscie z poziomu czasu t na poziom t + At.
Metoda naprzemiennych kierunkdw umozliwia przejscie na poziom czasu t + At po wyko-
naniu obliczen na poziomie posrednim t + At/2. Pomimo koniecznosci prowadzenia dwoch
etapow obliczen w celu przejscia z poziomu t na t + At, technika ta okazuje sie najbardziej
ekonomiczna pod wzgledem kosztdéw obliczen. Jest ona jednym z wariantdw tzw. techniki
dekompozycji, ktéra umozliwia sprowadzenie rozwiazania rownania wielowymiarowego
do rozwiazania ciagu réwnan jednowymiarowych (Marczuk, 1983).

Metoda ta wykorzystuje znana wiasnos¢ catkowania. Catka oznaczona w przedziale
czasu réwna jest sumie catek w podprzedziatach tworzacych przedziat. Scatkujmy réwna-
nie (8.75) w przedziale czasu (t, t + At). Otrzymamy 0g6lna zaleznos¢

t+At 2 2
d°h 9°h
h(x,y,t+At)-h(x,y,t)= | D| —+— |dt 8.86
(xy )(y){[axzasz (8.86)
Wykorzystujac wspomniana wyzej wkasnos¢ catki, mozna napisac
t+At/2 2 2 t+At 2 2
houy,t+aY =hix y.+ | (Dg—h+a—?jdt+ | [Da—h+ Dg—?Jdt (8.87)
y

2 2
t Xy t+At/2 X

Oznaczajac sume dwdéch pierwszych cztondw prawej strony powyzszego réwnania symbo-
lem h(x, y, t+ At/2), mozna zapisa¢ dwa réwnania réwnowazne réwnaniu (8.86):

t+AY/2 2%h 3%h
h(x y,t+At/2) =h(x y)+ [ | DSZ+D ldt (8.88)
" oX ay
t+At 2 2
h(x, y,t+A0) =h(x y,t+At/2)+ | [Da—g‘+ Da—?Jdt (8.89)
t+At/2 ay

W konsekwencji przejscie z poziomu czasowego t na poziom t + At odbywa sie dwuetapo-
wo. Najpierw przechodzimy z poziomu t na t + At/2, wykorzystujac réwnanie (8.88), a na-
stepnie z poziomu t + At/2 na poziom t + At, wykorzystujac réwnanie (8.89).
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Jesli zastapi¢ zmienne ciaglte odpowiednimi indeksami, pochodne pod catka — ilora-
zami réznicowymi na poziomie t + At/2 wzgledem x oraz na poziomie t wzgledem vy, oraz
obliczy¢ catke metoda prostokatéw, réwnanie (8.88) w wezle (i, j) przyjmie posta¢

1 1 1 1
k+E K k+E +E k+E K K K
hi,j _hi,j _E hi,j+1_2hi,j +hi,j—l + hi+1,j _2hi,j +hi—1,j
2

At AX? Ay?

, (8.90)

przy czym wskaznik k + 1/2 stosowany jest dla wartosci obliczanych na poziomie t + At/2
(rys. 8.12). Jak wida¢, druga pochodna wzgledem x zostata aproksymowana na poziomie
t + At/2, natomiast druga pochodna wzgledem y — na poziomie t. Przyjmujac siatke kwadra-
towa AX = Ay = A oraz 0znaczajac

2
g= 24" (8.91)
DAt
mozemy réwnanie (8.90) przeksztatci¢ do postaci:
k+l k+l k+i K
gdzie:
pX Z_hik+l,j +(2_S)hil,(j _hk—l,j : (8.93)

i “ <
sl e
,/:/ - 2
i
PR e s >
2. At X
/ 7
| rd
y > R
Z f >
2 t X
/ 'e‘\)(\(?\l\ >0 -1 | kierunek
g W‘\ L obliczer
A/y [T

Rys. 8.12. Przebieg obliczen wg metody Peacemana i Rachforta
Powyzsze rdwnanie zawiera trzy niewiadome, ktérymi sa wartosci h w trzech kolej-

nych weztach danego wiersza. Jezeli wiersz o wskazniku i sktada sie z M weztdéw, wédwczas
mozemy dla niego napisa¢ M — 2 takich réwnan z M — 2 niewiadomymi. W weztach j = 1
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oraz j = M wartosci h sa zadane. Uktad ten rozwiazujemy metoda Thomasa, opisana w pod-
rozdziale 1.2. Postepujac analogicznie we wszystkich wierszach, otrzymujemy wartosci

hi'fj*l/ 2 we wszystkich weztach. Nalezy zaznaczyé, ze wartosci te nie maja fizycznego sen-
su. Sa one jedynie wielkosciami pomocniczymi, umozliwiajacymi dokonanie nastepnego
kroku, prowadzacego do znalezienia rozwigzania na poziomie t + At.

W drugim kroku wyjsciowe réwnanie rozniczkowe (8.89) aproksymujemy nastepujaco:

1 1

1 1
k+= k+= += k+=
hilf-ji-l _hi'j 2 D hi,j+21 _2hl,j 2 +hi,j—21 hlﬁ-']-_:’l] —Zhilv(}—l +h|k_‘f-J
_Db + (8.94)
At 2 A? N
Postepujac jak poprzednio, mozemy powyzsze réwnanie doprowadzi¢ do postaci
1
k+=
hikjl,lj -2+ s)hilfj+l + hilrili =P 2, (8.95)
gdzie:
k+£ k+£ kJrl k l

Poniewaz 1 <i <N, to dla kazdej kolumny mozna napisa¢ N — 2 takich réwnan z N — 2
niewiadomymi oraz doda¢ réwnania wynikajace z zadanych warunkéw brzegowych. Roz-
wiazujac otrzymane uktady dla wszystkich kolumn j(1 < j < M), uzyskujemy poszukiwane
rozwiazanie na poziomie t + At. W nastepnym kroku czasowym caty cykl powtarza sig.

Opisana metoda, nazywana w skrocie ADI (od angielskiej nazwy Alternating Direc-
tion Implicit method), jest bezwarunkowo stabilna, czyli nie ma ograniczenia na wartosé s.
W praktyce oznacza to, ze mozemy stosowa¢ dowolnie duzy krok czasowy At. Metoda jest
ekonomiczna, chociaz przejscie z poziomu t na poziom t + At odbywa si¢ w dwoch etapach.
Jednak w kazdym etapie rozwiazuje si¢ sekwencje zagadnien jednowymiarowych, ktérych
dyskretyzacja prowadzi do uktadéw algebraicznych rownan liniowych z tréjdiagonalnymi
macierzami wspotczynnikéw. Taki sposdb postepowania jest zdecydowanie bardziej eko-
nomiczny niz rozwiazanie schematem catkowicie niejawnym.

Zatézmy, ze réwnanie (8.75) rozwiazujemy w obszarze prostokatnym pokrytym siatka
weztow 0 wymiarach NxM. Wiadomo, ze czas rozwiazania ukfadu réwnan z pasmowa
macierza wspotczynnikow jest proporcjonalny do liczby réwnan i kwadratu szerokosci
pasma. Po zastosowaniu zatem schematu niejawnego (8.83), rozwiazanie ukfadu réwnan
(8.85) w kazdym kroku czasowym bedzie wymagato czasu

T, ~(NxM)-n?, (8.97)

gdzie: N - liczba wierszy,
M - liczba kolumn,
n - szerokos¢ pasma.

Z kolei wykonanie obliczen metoda naprzemiennych kierunkéw wymaga na kazdym etapie
rozwiazywania odpowiednio N oraz M ukladéw z macierzami trojdiagonalnymi, czyli
0 szerokosci pasma n = 3. Czas obliczen wyniesie wigc

T,~N-(M-3%)+M-(N-3%)=18-N-M . (8.98)
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Stosunek czaséw obliczen wykonywanych w jednym kroku czasowym wymienionymi meto-
dami bedzie w rezultacie réwny
I _1BN-M_18 (8.99)
T, N-M-n®> n?
Jesli wezmiemy pod uwage fakt, ze szerokos¢ pasma n macierzy wspotczynnikéw otrzy-
manej w schemacie niejawnym w zadaniach praktycznych moze by¢ rzedu 100, to wyraze-
nie (8.99) dowodzi radykalnego skrdcenia czasu obliczen dzieki zastosowaniu metody ADI.
Algorytm metody naprzemiennych kierunkdw jest bardzo tatwy w realizacji kompute-
rowej, gdy obszar rozwiazania jest regularny, najlepiej prostokatny. W przypadku obszaru
o0 duzej nieregularnosci zaprogramowanie algorytmu obliczen jest ktopotliwe.

m Przykfad 8.3
Nieustalona filtracja w warstwie artezyjskiej

Rozpatrzmy przeptyw wody w jednorodnej warstwie artezyjskiej o ograniczonym
zasiegu. W widoku z gory obszar rozwiazania ma ksztatt kwadratu o wymiarach 13x13 km.
Obszar ten przedstawiono na rys. 8.3.1, za$ przekroj pionowy narys. 8.3.2.

y A
12 km ‘
"
— o o
o S o
N N —
13 a
12
11
10
9
8 studnia
£
7 N
—l
6
5
4
3
Ay
i 12
Yy
1 Ll
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 X
= zadane state cisnienie w wezle g{

Rys. 8.3.1. Obszar filtracji, jego dyskretyzacja oraz poczatkowy rozktad cisnienia
w warstwie artezyjskiej

Jak wiadomo z podrozdziatu 7.1, przeptyw wody w takich warunkach opisany jest réwna-
niem (7.3)
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ah a(T%j+i Tah +WwW, (8.3.1)
at S oox\ ox oyl oy

gdzie: h=h(x,y, t) — rzedna linii cisnien,
T=T(x y) =k-m — przewodnos¢ warstwy réwna iloczynowi wspétczynnika filtracji k(x, y)
i miazszosci warstwy m(x, y),

s=9(X,Y) — wspotczynnik zasobnosci sprezystej,
w=w(X Y, 1) — zasilanie zewnetrzne warstwy.
A
H t,= 240 h t1=24h

[m]

t,=48h
200+ @ooe=ssS== - - -
pow. terenu

190 : warstwa nlepr%

ol 2L

501 7777777771’{/77777777
1 : A | R

40

warstwa artezyjska [
30+ _’| |<_2r
20+ | |
10+ y
0 t —t—F——>

—t—t—t—t—t—1+—
01 2 3 456 7 8 910111213 j

Rys. 8.3.2. Przekroj pionowy przez warstwe artezyjska i obliczone chwilowe uktady
powierzchni reprezentujacych cisnienie piezometryczne

Dla uproszczenia problemu zatézmy, ze warstwa artezyjska ma stata miazszos¢ m, jest
jednorodna — co oznacza stata warto$¢ wspétczynnika filtracji k oraz wspétczynnika zasob-
nosci sprezystej s— oraz ze nie istnieje zasilanie zewnetrzne, czyli w = 0. Powyzsze zatoze-
nia pozwalaja zapisa¢ réwnanie (8.3.1) w nastepujacej prostszej formie:

2 2
oh_ploth, othy (83.2)
ot ox?  ay?

gdzie

D :k-_m: const

jest wspdtczynnikiem dyfuzji.

Jest to znane z podrozdziatu 8.4 dwuwymiarowe liniowe réwnanie dyfuzji. Przyjmijmy
nastepujace warunki poczatkowo-brzegowe:

— warunek poczatkowy: h(x, y, t =0) = hy(x, y),

— warunki brzegowe: h(Xg, Ys, t) = hg(t).

Do rozwiazania (8.3.2) zastosujmy opisany wczesniej schemat jawny. W tym celu obszar
rozwiazania pokrywamy siatka weztdw jak na rys. 8.3.1 o wymiarach Ax x Ay. Pochodng

wzgledem czasu aproksymujemy ilorazem réznicowym przednim, a pochodne wzgledem x
i y— ilorazami r6znicowymi centralnymi. W efekcie otrzymujemy réwnanie (8.76)
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" e e (8.3.3)

W powyzszym réwnaniu réznicowym, bedacym aproksymacja wyjsciowego réwnania
rézniczkowego, wystepuje tylko jedna niewiadoma hi,'j-”, gdyz wartosci funkcji h z pozio-
mu czasowego k sa znane. Mozna ja obliczy¢ wedtug wzoru

K _pk 4D At W —2hf +hf5 . Wi —2hf +hfy
S (a%)? (ay)? '

h - [hi'fm —2hf +hi W 2N R ]

(8.3.4)

W chwili poczatkowej t =0 wgztowe wartosci h okresla przyjety warunek poczatkowy.
Réwnanie réznicowe (8.3.4) umozliwia obliczenie h we wszystkich weztach wewnetrznych
w chwili t = At. Natomiast na brzegu B ograniczajacym obszar, funkcja h jest znana z wa-
runku brzegowego.

Obliczenia przeptywu wody wykonano dla warstwy artezyjskiej przedstawionej na
rys. 8.3.1 i 8.3.2. Przyjety obszar filtracji pokryto siatka weztow o wymiarach Axx Ay =
100 x 100 m. Warunek poczatkowy wynika z przyjetego poczatkowego rozktadu cisnien
w warstwie w chwili t = 0. Zaznaczono go na rys. 8.3.1 i 8.3.2. Na brzegach obszaru przy-
jeto, ze cisnienia nie zmieniaja sie W czasie i pozostaja takie, jak w chwili poczatkowej.
W wezle (7, 7) istnieje studnia, ktéra rozpoczynajac prace w chwili t = 0, w ciagu 24 go-
dzin wytwarza depresje o0 wartosci 10 m, a nastepnie utrzymuje ja na statym poziomie (rys.
8.3.3). Przyjeta stata miazszos¢ warstwy artezyjskiej wynosi m = 50 m (rys. 8.3.1), a jej
wiasnosci filtracyjne definiuje wspdtczynnik Darcy’ego k = 0,3 m/h. Ponadto przyjeto, ze
wspdtczynnik zasobnosci sprezystej warstwy wynosi s = 107*. W weztach lezacych na
brzegu lewym (x = 0) cisnienie jest jednakowe i wynosi 201,5 m npp. Natomiast w weztach
lezacych na brzegu prawym (x = 12 km) jest ono réwne 198,5 m npp. Pomiedzy wymienio-
nymi brzegami cisnienie zmienia sig liniowo, co ilustruja zaznaczone na rys. 8.3.1 izolinie:
201 m, 200 m, 199 m. Przyjety krok catkowania w czasie spetniat kryterium stabilnosci
(8.79). Otrzymane w wyniku obliczen rezultaty przedstawiono na rys. 8.3.1 i 8.3.4. Na
pierwszym z nich zilustrowano ewolucje w czasie leja depresji, zaznaczajac potozenie
powierzchni h(x, y, t). Z kolei na rys. 8.1.4 przedstawiono ewolucje cisnienia w czasie
w dwaéch wybranych weztach obszaru, a mianowicie w wezle (7, 5) i (4, 11).

H7’7 A
[mm]

205

200

195

190

»

0 1 2 3 4 5 17 18 19 20 t[doby]

185

Rys. 8.3.3. Wymuszone zmiany poziomu zwierciadta wody
w studni zlokalizowanej w wezle (7, 7)

Romuald Szymkiewicz — Metody numeryczne w inzynierii wodnej



8.5. Rozwiazanie dwuwymiarowego réwnania filtracji ustalonej pod cisnieniem 215

H A
[m]
200 \
199

\ wezet (4,11)

\
198 \

N wezet (7,5)

197 e — >

0 4 8 12 16 20 24 t[doby]

Rys. 8.3.4. Ewolucja cisnienia w wybranych weztach obszaru filtracji u

8.5. Rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania filtracji ustalonej
pod ciSnieniem

Ze wzgledu na liczne zastosowania, réwnanie Laplace’a odgrywa szczeg6lna role
w inzynierii wodnej, hydromechanice i hydrogeologii. Typowym zagadnieniem opisywa-
nym tym réwnaniem jest filtracja pod budowla pietrzaca (rys. 7.3). Na tym przykiadzie
omowimy metode numerycznego rozwiazywania réwnania Laplace’a. Rozwaza¢ bedziemy
zagadnienie dwuwymiarowe opisywane réwnaniem (7.5)

9°h 9%h
Xt dyt (8.100)
a) ya b) y 4
C D PN
5
IA
i X
> 1 >
X 1 j 5 6 X

Rys. 8.13. Obszar ciagly i dyskretny, w ktérym poszukuje sie rozwiazania
réwnania filtracji ustalonej

Podobnie jak to uczynilismy poprzednio dla réwnania filtracji nieustalonej, réwniez

i teraz ciagly obszar C zastapimy obszarem dyskretnym D, ztozonym z weztéw siatki, jaka
pokryty zostal obszar C. Zatozymy ponadto dla uproszczenia, ze obszar jest prostokatny,
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a siatka jest kwadratowa o boku Ax = Ay = A (rys. 8.13b). Rozpatrzmy zagadnienie brze-
gowe Dirichleta, tzn. przypadek rozwiazania réwnania (8.100) w obszarze, na ktorego
brzegu zadane sa wartosci funkcji h (patrz podrozdziat 7.1).

W kazdym wezle siatki (rys. 8.13b) rownanie (8.100) zastepujemy réwnaniem alge-
braicznym. W typowym wezle wewnetrznym (i, j), majacym otoczenie innych weztow,
pochodne Il rzedu aproksymujemy, stosujac roznicowe ilorazy symetryczne

2 h. . ,—-2h:+h .
0 ? _hi IZ,J i)+ ’ (8.101)
x|, | A
2 h, —-2h.+h._ .
d Zl _ 12,1 L (8.102)
| A
Po podstawieniu do réwnania Laplace’a (8.100) otrzymujemy
Mg +h ja+ g +h g —4h ;=0 (8.103)

Jest to rownanie algebraiczne aproksymujace réwnanie Laplace’a w typowym wezle maja-
cym petne czteropunktowe otoczenie. Zauwazmy, ze przy zatozeniu warunkéw brzegowych
typu Dirichleta w zadaniu wystapia tylko takie wezlty. W weztach brzegowych zadane sa
wartosci funkcji, a zatem nie ma potrzeby wykonywania w nich jakiejkolwiek aproksymacji.
Zatem réwnania typu (8.103) mozna napisa¢ dla kazdego wezta wewnetrznego. Jesli prosto-
katny obszar dyskretny liczy N wierszy i M kolumn, to otrzymamy uktad réwnan o wymiarze
(N=2) x (M —2), w ktoérym liczba niewiadomych wartosci weztowych funkcji h rowna jest
liczbie rownan. W zadaniach praktycznych uklad ten zawiera setki, a nawet tysiace rownan
i niewiadomych. Poniewaz w kazdym réwnaniu wystepuje tylko 5 niewiadomych, cecha cha-
rakterystyczna ukfadu jest rzadka macierz wspotczynnikow. Jest to réwniez macierz pasmowa
0 szerokosci pasma zaleznej od sposobu numerowania weztow. Z tego powodu do rozwiazania
uktadu réwnan, powstajacego w trakcie rozwiazywania rownania Laplace’a, niecelowe jest
stosowanie metod doktadnych. Zdecydowanie skuteczniejsze beda metody iteracyjne.

Dla lepszej ilustracji problemu zbudujmy taki ukfad réwnan. W tym celu zatézmy
obszar rozwiazania, jak na rys. 8.11. Skfada sie on z N = 5 wierszy i M = 6 kolumn. Odle-
gtosci miedzy weztami sa réwne Ax = Ay = A. W weztach lezacych na brzegu i oznaczo-
nych numerami z indeksem ,,prim” zadane sa wartosci funkcji h. Nalezy znalez¢ przyblizo-
ne wartosci h w weztach wewngtrznych, ponumerowanych jak na rys. 8.11b, od 1 do 12.
Jak wspomniano wczesniej, dla kazdego wezta wewnetrznego piszemy réwnanie typu
(8.103). W rezultacie otrzymujemy uktad 12 roéwnan algebraicznych zawierajacych 12
niewiadomych. Uktad ten zapisany w notacji macierzowej ma postac:

Ah=W (8.104)

gdzie: A — macierz wspoétczynnikow uktadu,
h - wektor niewiadomych utworzony z weztowych wartosci funkcji h,
W - wektor wyrazéw wolnych.
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Uwzgledniajac strukture elementdw uktadu wynikajaca z réwnania (8.103), uktad (8.104)
mozna zapisa¢ nastepujaco:

-4 1 1 hy —hy —hyg
141 1 h, —hy
1|4 1 hs —hy —hy
1 -4 |1 1 hy —h
1 11411 1 hs 0
1 1| -4 1 *hg  |=|-h,
1 4|1 1 hy —hg
1 1|41 1 hg 0
1 11]-4 1 hg —hy
1 4|1 ho | |-hy-hy
1 1| -4 1] | —hy
1 1| 4| |he | |-hy—hy

Jak widzimy, macierz ukfadu rzeczywiscie jest stata, rzadka i pasmowa. Poniewaz na jej
gtownej przekatnej leza elementy niezerowe, z kolejnych réwnan ukfadu mozna wyznaczy¢
kolejne niewiadome. Prowadzi to do znanej z podrozdziatu 1.3 formuty

-1

K
_Zalk'hk_zalk'hk +W

h =2 k=il (I1=12,,K), (8.105)
&
gdzie: K=(N-2)x (M-2) — wymiar ukfadu réwnan,
a — element macierzy wspdtczynnikow A,
h — element wektora niewiadomych h,
w — element wektora prawych stron W.

Jak wiadomo réwniez z podrozdziatu 1.3, najprostszy proces iteracyjny (metoda Jacobiego
—réwnanie (1.49)) ma posta¢

1-1 K
- alkhlsm) - zalkhlgm) +b

(™) = k=L kel , (=12, ..., K), (8.106)
q

gdzie: m- indeks iteracji.

Typowe réwnanie ukiadu (8.104) dla wezta przedstawionego na rys. 8.14 ma posta¢
(8.103).

Wprowadzmy pojedyncze indeksy niewiadomych zgodnie z oznaczeniami przyjetymi
na rysunku (8.11b). Réwnanie (8.103) dla wezta 8, czyli 8 réwnanie ukiadu (8.104), ma
postac:

hs + h;—4hg + hg+ hy; =0, (8.107)
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zas formuta Jacobiego (8.106) dla | = 8 bedzie nastepujaca:

™ =2+ H 40 ). (8.108)
(o] @i+1,))
(,i-1) o <>(I'D oj+1)
o (-1}

Rys. 8.14. Typowy wezet wewngtrzny

Jesli teraz ponownie powrdcimy do dwuindeksowego oznaczenia wartosci funkcji h w we-

ztach jak na rys. 8.14 oraz na rysunku 8.11a, to powyzsze réwnanie zapiszemy nastepujaco:
R =2 (NP + 0, +HT, + 1)) (8.109)

Jestonawaznadlai=2,3,..N-1;j=2,3,..,M-1.

Jak wida¢, w przypadku rownania Laplace’a rozwiazywanego metoda réznic skonczo-
nych, rozwiazanie finalnego ukfadu réwnan algebraicznych (8.104) iteracyjna metoda Ja-
cobiego sprowadza sie do bardzo prostego algorytmu obliczen. Wystarczy w dowolnej
kolejnosci przemierzy¢ obszar rozwiazania i wedtug formuty (8.109) policzy¢ nowe przy-
blizenie poszukiwanych wartosci funkcji h we wszystkich weztach wewnetrznych.

Do rozwiazania uktadu rownan (8.104) mozna zastosowa¢ réwniez metode Gaussa-
Seidela (1.51). Spos6b przemieszczania sie po siatce weztdw w metodzie Jacobiego, czyli
kolejnos¢ obliczania nowego przyblizenia, jest dowolny. Jesli jednak przemieszczanie sie
bedzie systematyczne, na przyktad kolejnymi wierszami lub kolumnami, to jak fatwo moz-
na zauwazy¢, przystepujac do obliczen w wezle (i, j), w weztach (i, j — 1) oraz (i — 1, j)
beda juz znane nowe przyblizenia funkcji h. Moga one by¢ wykorzystane do obliczen.
Formuta (8.109), uwzgledniajaca ten fakt, przyjmie postac

D = (B hT - h, ). (6.110
Jest to znana metoda Gaussa-Seidela. Algorytm obliczen jest tutaj réwnie prosty, jak w me-
todzie Jacobiego.

Poniewaz macierz wspotczynnikow uktadu (8.104) ma dominujaca gtowna przekatna,
zaréwno metoda Jacobiego, jak i metoda Gaussa-Seidela sa bezwzglednie zbiezne nieza-
leznie od przyjgtego przyblizenia poczatkowego (m=0). Wada obu metod jest wolna
zbieznos¢ procesu iteracyjnego.

Metoda najszybciej zbiezna jest metoda nadrelaksacji (1.55)
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hi(yrjml) _ hi(,T) +2 ; rl(;n), (8.111)
gdzie
P =™ + R + D+ —an. (8.112)

Podstawiajac (8.112) do (8.111), otrzymuje sie

W™ =R+ op (D + R + KD, 41 - an?, (8.113)

lub inaczej zapisujac
R = 1- @) +oh ™, (8.114)
gdzie: R =2 (R + KD+ R, 1), (8.115)

Wspotczynnik nadrelaksacji w zawiera sie w przedziale (1, 2). Dla @ = 1 metoda nadrelak-
sacji staje sic metoda Gaussa-Seidela. Dla @ = 2 proces iteracyjny jest niezbiezny. Opty-
malna wartoscia @ jest taka wartos¢, dla ktdrej proces iteracyjny ma najszybsza zbieznosc,
tzn. taki, ktéry prowadzi do rozwiazania z zadana dokladnoscia w najmniejszej liczbie
iteracji. Istnieje szereg propozycji oszacowania optymalnej wartosci . Na przykiad, wg
Younga dla zagadnienia Dirichleta w prostokatnym obszarze o M kolumnach i N wierszach
w okresla si¢ nastepujaco (Remson, Hornberger i Molz, 1971):
2

U
o=1+ ——nu— , (8.116)
1+ 1+ u°
. 1 .4 T
dzie == cos + C0S . 8.117
g a 2( M -1 N—J ( )

Mimo ze wzor (8.116) dotyczy tylko obszaru prostokatnego i warunkéw Dirichleta,
stosuje sie¢ go czasem do oszacowania wartosci @ dla innych przypadkéw. Inny sposéb
oceny wspotczynnika w podat Moller

1+1.701—
r

gdzie A jest krokiem siatki, natomiast r oznacza promien kota o powierzchni réwnej po-
wierzchni obszaru S w ktérym poszukuje sie rozwiazania, czyli r = (S72)"
W kolei Piwecki i Sokélski (1966) podaja wzor okreslony na drodze eksperymentu

numerycznego
w=2_328 ( ) , (8.119)
o JMN UN
gdzie: q=0,3M N %,
M — ilos¢ wierszy,
N — ilos¢ kolumn.
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Poniewaz oméwione metody charakteryzuja sie bezwzgledna zbieznoscia, prowadza
one zawsze do rozwiazania, niezaleznie od poczatkowego przyblizenia wektora niewia-
domych. Jest sprawa oczywista, ze tym szybciej uzyskamy rozwiazanie réwnania Lapla-
ce’a, im bedzie ono lepsze. Wybierajac pierwsze przyblizenie rozwiazania, warto pamie-
ta¢ o zasadzie ekstremum, ktora spetnia rozwiazanie réwnania Laplace’a (Fletcher,
1991). Zasada ta méwi, ze funkcja spetniajaca w dowolnym obszarze C réwnanie Lapla-
ce’a w zadnym jego punkcie nie moze przyja¢ wartosci wickszej od najwickszej wartosci
zadanej na brzegu i wartosci mniejszej od najmniejszej wartosci zadanej na brzegu.
Oznacza to, ze dobrym przyblizeniem rozwigzania sa wartosci funkcji h zawarte pomie-
dzy zadana na brzegu maksymalna i minimalna wartoscia tej funkcji.

Innym istotnym problemem zwiazanym z rozwiazywaniem iteracyjnym ukfadu row-
nan jest test konca obliczen. O zakonczeniu procesu iteracyjnego decyduje zatozona
doktadnos¢ rozwiazania. Jak wiadomo z podrozdziatu 1.3, jeden z mozliwych testéw
zakonczenia obliczen polega na poréwnywaniu wartosci funkcji w kolejnych przyblize-
niach we wszystkich weztach. Test ten ma postac¢

‘nﬁr{“’ - n{rj“)‘ <e dla i=1,2,3,.,N,j=1,23, ... M. (8.120)
gdzie: £> 0 jest przyjeta dokfadnoscia rozwiazania.

Wada tego testu jest to, ze przy wolnej zbieznosci réznice miedzy wartosciami funkcji
obliczonymi w kolejnych iteracjach moga by¢ mate, mimo ze rozwiazanie moze by¢ odle-
gte od rozwiazania doktadnego. Innym testem jest badanie wartosci residuum kolejnych
réwnan:

iy =[hTE + hTY — 4h(TD L n(HD R < ¢

A (8.121)

gdzie: & > 0 jest przyjeta doktadnoscia rozwiazania.

y4 Opisany wyzej sposéb postepowania dotyczyt
L rozwiazania réwnania Laplace’a w najprostszym
7 przypadku, tzn. w przypadku obszaru prostokatne-
go z warunkami brzegowymi Dirichleta. Rozwiga-
zujac zagadnienia praktyczne, zwykle mamy do
1 / czynienia z obszarem o nieregularnym ksztatcie.
Pokrycie go prostokatna lub kwadratowa siatka
4 weztéw powoduje, ze brzeg obszaru nie pokrywa
si¢ z bokami oczek siatki weztdw. Typowa sytu-
acja bedzie wigc potozenie brzegu pomigdzy we-
ztami, jak na rysunku 8.15.
Rys. 8.15. Dyskretyzacja nieregularnego Rozwazmy sytuacjg pokazana na rys. 8.16.
obszaru catkowania Brzeg przecina ramiona siatki w punktach A i B,
w ktérych zadane sa wartosci cisnienia h. Rozwi-
jajac funkcje h w szereg Taylora w otoczeniu wezta (i, j) wzdhtuz kierunku osi y mozemy
napisa¢, pomijajac wyrazy z pochodnymi rzedu wyzszego niz drugi

o ghoh (&A)? 9%h
Yoonoy 2 gy (8.122)

T~

| X

hAzh

oraz
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Aoh A?9°h

hifl,j = hi,j +—|—+—'—2

Loy 2oy” (8.123)

Eliminujac z powyzszych rownan pierwsza pochodna, otrzymujemy nastepujaca aproksy-
macje drugiej pochodnej wzgledem y w wezle (i, j):

2
a?| 2 - 2 Zhi—lj_izhij (8.124)
Wl EarHN TN T oot
Analogicznie, dla kierunku x otrzymamy
0%h 2 2 2
| = L+ - hiJ . (8125)

= hg + h; —
x|, Lo T @A’ nAZ

Réznicowym odpowiednikiem réwnania Laplace’a dla rozwazanego wezta bedzie wiec

wyrazenie
2 2 2 2 2 2
hy + hs + hy .+ —|=+—=1h =0, 8.126

Fr ) e Ty i T g (cf nj "] (8126)

w ktérym 0 < £< 10 < 77< 1 oznaczaja skrocenie ramion siatki, zas ha, hg, hi j+1, hig j, hi j
sa wartosciami funkcji odpowiednio w punktach A, B, (i -1, j), (i, j+1), (i, j). Warto zauwa-
zy¢, ze dla £= 7= 1,0 wyrazenie (8.126) przechodzi natychmiast w (8.103).

ylk

brzeg

>
»

X

Rys. 8.16. Potozenie brzegu obszaru w stosunku do weztéw

Przypadek, kiedy w punktach A i B (rys. 8.16) zadana jest nie funkcja h, lecz jej
pochodna, tzn. warunek typu Neumanna, jest bardziej skomplikowany i nie bedzie tu
omawiany.

Uwzglednienie warunku Neumanna jest natomiast stosunkowo proste w sytuacji,
gdy brzeg obszaru przechodzi przez wezly siatki. Jest to szczeg6lnie tatwe, gdy brzeg
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przebiega réwnolegle do jednej z osi wspdtrzednych i jest to brzeg nieprzepuszczalny,
tzn. gdy
oh/on = 0. (8.127)

Rozpatrzmy sytuacje w wezle lezacym na lewym pionowym brzegu (rys. 8.17a). Dla wezta
tego piszemy réwnanie (8.103), bedace aproksymacja réwnania Laplace’a

hi+l,j +h,j+l+hi—1,j +hi,j—l_4hi,j :0 (8128)
h $cianka
a) an-0 b) szczelna
0 (i+1, ) (i+1, )’ (i+1, )"
@i,j-1) @i, j+1) (i, ji-1) @i, j+1)
o — ——Ap————0 o o
((9)) (%))
o] o
(-1, J) (-1, ))

Rys. 8.17. Uklad weztow na brzegu nieprzepuszczalnym i ostrzu $cianki szczelnej

Dokonajmy rowniez aproksymacji warunku (8.127), stosujac iloraz réznicowy centralny.

Bedziemy mieli
ih{ :ih{ zwzo, (8.129)
onjjj  IXj | 2A

Poniewaz wezet (i, ] — 1) lezy poza obszarem, wiec wartos¢ h; j_ 1 jest fikcyjna i nie moze
wystapi¢ w réwnaniu réznicowym dla wezta (i, j). Uwzgledniajac jednak na podstawie
rownania (8.129), ze h j_1 = h; j+1, mozemy napisaé

hi—l,j +2hi,j+l + hi+l,j _4hi,j =0. (8.130)

Jest to réznicowy odpowiednik réwnania Laplace’a dla wezta na lewym brzegu,
z uwzglednieniem warunku nieprzepuszczalnosci brzegu. Utworzenie analogicznych
réwnan réznicowych dla weztow lezacych na brzegu gérnym, dolnym lub prawym oraz
w narozach nie przedstawia trudnosci. Postgpuje si¢ analogicznie.

Jesli w obszarze catkowania istnieje $cianka szczelna, wowczas nalezy wprowadzié
jeszcze jeden rodzaj wezta, a zatem jeszcze jedna postaé rownania roznicowego. Scianka
szczelna ma grubosé¢ bardzo mata w stosunku do wymiaru siatki weztow. Nalezy ja wiec
traktowac jako nieskonczenie cienki obiekt, na ktérego obu powierzchniach, lewej i prawej
(od strony gérnej i dolnej wody), znajduja sie wezty, w ktorych spetniony jest warunek
(8.127). Przyjmujac, ze koniec scianki szczelnej znajduje sie w wezle i, j, mozemy dla tego
wezta napisac (rys. 8.17b)

hi’+l,j +h,j+l+hi—l,j +hi,j—l_4hi,j =0, (8131)
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oraz
hi+l,j +h,j+l+hifl,j +hi,jfl_4hi,j =0 (8132)
Tabela 8.1
Rdznicowe odpowiedniki rdwnania Laplace’a
Nr Potozenie wezta Roéwnanie réznicowe Uwagi
i+1, j
1 Risg,j+ Do+ NiZyj + hijo1 —4h ;=0 wezet wewnetrzny
_ wezet na brzegu

2 Rijat 20iogj+hijo1—ah;=0 nieprzepuszczalnym
3 2h|+1‘1+h|,1+1+h|‘1—1_4h|‘1=0 -
4 Nisg,j+ 2N e+ hisgj—4h ;=0 -
5 Nisg,j+ hiogj+ 20 o1 — 4h; ;=0 -
6 Zhi,j+1+2hi,11j—4hi,j=0 --
7 2hi,11j+2hi'j,1—4hi1j=0 - -
8 2Ny + 2N e —4hy ;=0 -
9 2hi+1,j+2hiyi,1—4hi,j=0 --
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Dodajac powyzsze rownania do siebie i dzielac przez 2, otrzymujemy
1 ’ ”
E(hiJrl,j +hi ) +hjathy;+h 4 —4h; =0, (8.133)

przy czym h'i.qj i hi.aj 0znaczajq cisnienia piezometryczne w weztach lezacych na lewej
i prawej powierzchni scianki, bezposrednio nad weztem centralnym.

Réwnania réznicowe dla oméwionych wyzej warunkéw zestawiono w tabeli 8.1.

Rozwiazujac réwnanie filtracji ustalonej pod cisnieniem, kazdemu weztowi przy-
pisujemy odpowiednie réwnanie réznicowe, zaleznie od potozenia wezta w obszarze.
Nastepnie, po przyjeciu poczatkowego przyblizenia funkcji h we wszystkich weztach,
obliczamy kolejne przyblizenia, stosujac metode iteracyjna (8.109), (8.110) lub
(8.114). Nalezy pamieta¢, ze formuty te sa realizacja metod iteracyjnego rozwiazania
uktadu algebraicznych réwnan liniowych, chociaz ukfadu tego w postaci (8.104) nie
budujemy w sposéb jawny.

Oméwione wyzej rodzaje warunkow brzegowych i odpowiadajace im réznicowe
odpowiedniki rownania Laplace’a nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci, umozliwiaja
jednak modelowanie szerokiej klasy zagadnien praktycznych, nie tylko dotyczacych
filtracji, lecz rowniez szeregu innych zjawisk, opisywanych tym réwnaniem.

m Przykfad 8.4
Filtracja pod budowlg pietrzaca

Rozwiazmy zagadnienie filtracji pod budowla pietrzaca wynikajaca z réznicy
poziomow wody gornej i dolnej, wywotanej przez budowle. Jak wiadomo, zwykle
zagadnienie filtracji mozna traktowa¢ jako ptaskie, co uzasadnia stosowanie rownania
Laplace’a.

Zatézmy, ze warunki posadowienia budowli sa nastepujace:

— grunt jest jednorodny,

— warstwa nieprzepuszczalna jest pozioma, zas miazszos¢ warstwy przepuszczalnej
jest stata i wynosi 15 m,

— aktywny obszar filtracji ma dtugos¢ 75 m,

— od strony wody gornej zastosowano uszczelnienie w postaci fartucha itowego o dtu-
gosci 10 m i grubosci 1 m,

— na krawedzi budowli wykonano przestone do giebokosci 7 m ponizej spodu funda-
mentu.

Wymiary fundamentu, elementéw uszczelniajacych oraz obszaru filtracji przed-
stawiono na rys. 8.4.1. Poziom wody gérnej wynosi H; =6 m, za$ dolnej — H, =1 m.
Rozwazany obszar filtracji ogranicza linia tamana A, B, C, D, E, F, G, H, |, J, K, L,
pokazana na rys. 8.4.2.

Przyjeto nastepujace warunki brzegowe:

— na odcinkach AB i IJ znane sa wartosci funkcji h, ktdre wynosza odpowiednio
H1:6miH2:1m,

— na pozostatych odcinkach, tzn. BC, CD, DE, EF, FG, GH, HI, JK, KL i LA, znana
jest wartos¢ pochodnej normalnej do brzegu: dh/on = 0.
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Rys. 8.4.2. Warunki brzegowe dla filtracji pod budowla pigtrzaca

Mamy wigc do czynienia z zagadnieniem 111 rodzaju, czyli z mieszanymi warunkami
brzegowymi. Rozwiazaniem réwnania Laplace’a z powyzszymi warunkami brzegowymi
jest funkcja h(x, y) reprezentujaca cisnienie piezometryczne. W celu numerycznego rozwia-
zania przedstawionego zagadnienia, ciagly obszar filtracji zastapiony zostat obszarem dys-
kretnym. Zastosowano siatke kwadratowa o wymiarach oczka Ax =1 mi Ay =1 m. W ob-
szarze tym mamy do czynienia z réznymi typami weztéw obliczeniowych. Réwnania alge-
braiczne obowiazujace w poszczegdlnych typach weztéw zestawiono w tabeli 8.1. Do roz-
wiazania otrzymanego ukfadu réwnan algebraicznych uzyto metody Jacobiego. Wynikiem
obliczen sg cisnienia piezometryczne w weztach siatki. Rozktad cisnien zmieniajacych sie
od h=H; =6 m - od strony wody gérnej, do h = H, =1 m — od strony wody dolnej, przed-
stawiono na rys. 8.4.3. Znajomos¢ potozenia linii jednakowych cisnien piezometrycznych
pozwala wyznaczy¢ rodzing linii pradu, a na ich podstawie rozktad predkosci wody wy-
ptywajacej z gruntu na dolnym stanowisku, rozktad cisnienia i parcia dziatajacego na fun-
dament budowli, a takze ilos¢ wody filtrujacej pod budowlg pigtrzaca.

Liczba iteracji zalezy od przyjecia pierwszego przyblizenia rozwiazania oraz od jego
dokfadnosci. Na przyktad, rozwiazanie przyblizone z dokfadnoscia €= 0,001 otrzymano po:
— 1514 iteracjach przy h® = 0;

— 1242 iteracjach przy h® = Hy;
— 1279 iteracjach przy h® = Hy;
— 753 iteracjach przy h©@ = (H; + H,)/2.

Natomiast rozwiazanie z dokfadnoscia € = 0,01 przy h® = (H; + H,)/2 otrzymano po 61
iteracjach.
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8.6.Rozwiazanie uktadu réwnan uderzenia hydraulicznego
metoda charakterystyk
z zastosowaniem metody réznic skonczonych
Poszukujemy przyblizonego rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych
typu hiperbolicznego (7.8), (7.9), opisujacego nieustalony przeptyw w rurociagu
ou ouU oH f
+U —

U M T he_g, 8.134
o ox 9ox T2 (8134)

2
oH +U8H +c_aU _0

—_— —_— —_— (8.135)
ot oX g ox
gdzie: x — potozenie,
t — czas,
U - predkos¢,
H — cis$nienie piezometryczne w rurociagu,
f — wspotczynnik opordéw na dtugosci,
d - srednica rurociagu,
g - przyspieszenie ziemskie,
¢ — predkosc fali cisnienia.
Predkos¢ fali cisnienia jest wyrazona nastepujaco:
= (8.136)
BE
P K Ee
gdzie: p — gestos¢ cieczy,
K — wspdtczynnik scisliwosci cieczy,
E - modut sprezystosci scian przewodu,

e — grubos¢ scianki przewodu.

Dla ukfadu tego formutuje si¢ tzw. problem poczatkowo-brzegowy, ktéry rozwiazuje sie
w obszarze: 0 <x<L, t>0 (rys. 8.18). Warunek poczatkowy okresla si¢ przy zatozeniu
w chwili t=0 w rurociagu ruchu ustalonego. Pozwala to okresli¢ funkcje U(x, t=0)
i H(x, t=0) na catej jego dlugosci. Na brzegach x=0 i x=L, tzn. na poczatku i koncu
rurociagu nalezy zada¢ albo funkcje U(t), albo H(t), poniewaz — jak pokazano w podroz-
dziale 7.2 — z kazdego brzegu jedna charakterystyka wchodzi do obszaru rozwiazania.

Klasyczna metoda rozwigzania ukfadu (8.134), (8.135) jest tzw. metoda charaktery-
styk. Szczegdlnie szeroko stosowany jest jej wariant, w ktorym wykorzystuje sig stata siat-
ke weztdw. W efekcie otrzymujemy algorytm rozwiazania silnie zwiazany z metoda réznic
skonczonych. Ten wariant metody charakterystyk zastosujemy do rozwiazania réwnan
uderzenia hydraulicznego.

Istota metody charakterystyk polega na odpowiedniej zamianie uktadu wspétrzednych.
Dzieki temu uktad réwnan rézniczkowych czastkowych przeksztatca sie w uklad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, ktory nastepnie rozwiazuje sie znana metoda réznic skonczo-
nych (Ziotko, 2000). W metodzie charakterystyk zamieniamy uktad wspétrzednych (x, t) na
(@ 8, x=x(@, &), t=t (g, &), przy czym nowe wspbtrzedne zmieniaja sie¢ wzdtuz krzywych
zwanych charakterystykami. Dokfadny opis metody charakterystyk podaja np. Legras
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(1974), Godunow (1975), Abbott (1979), Abbott i Basco (1989), Zidtko (2000) i inni. Tutaj
przytoczymy za Streeterem i Lai (1962) skrocony sposob wyprowadzania rownan charakte-
rystyk, rownan na charakterystykach oraz metode ich rozwiazania na statej siatce weztow.

AH

zbiornik

Rys. 8.18. Schemat rurociagu prostego

W uktadzie réwnan (8.134) i (8.135) nalezy wyznaczy¢ pochodne funkcji U i H w wy-
branym kierunku definiujacym charakterystyke. W tym celu przepiszmy wymieniony uktad
oU oU oH f

J=—+U " +g—+—U? =0, 8.138
" ox gax 2d ( )

3, =0y 4 (8.139)
ot X g X

i utworzmy liniowa kombinacje réwnan o wspotczynniku A. Otrzymamy:

323,443, =Y iu+ PLA NPT 1(9+U)8—H+lu2 -0.  (8.140)
at g X ot A ox 2d
Poniewaz U = U(x, t) i H = H(x, t), ich r6zniczki zupetne sa réwne
du =Y axr Y g | (8.141)
X ot
dH = %—de+aa—Hdt (8.142)

Poréwnujac odpowiednie cztony réwnania (8.140) z powyzszymi zaleznosciami, mozna
poszukiwac ich identycznosci

ou BU 8U dx ouU dU
U+Ai— , 8.143
[ J X ot ox dt ot dt ( )
g+u 8_H+8H oH dx oH dH _ (8.144)
A ox  at  ox dt ot dt
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Réwnanie (8.140) moze by¢ zredukowane do postaci
_du aH f

J—E+2E+EU2=O, (8.145)
jesli spetnione sa nastepujace warunki:
2
LNy (8.146)
dt g
% - %+U . (8.147)

Z powyzszej pary rownan wyznaczamy wspotczynnik A

1=+9 (8.148)
C

Po podstawieniu powyzszego wyniku do rownan (8.146), (8.147) i (8.145) otrzymujemy
cztery nastepujace réwnania zwiazane z rozwiazywanym uktadem (8.134) i (8.135):

a _ 1 a1 (8.149, 8.150)
dx, U+c dx_ U-c
U gdd , f2_g (8.151)
d cd 2d
au _gdd T 2 g (8.152)
d cd 2d

Réwnania (8.149) i (8.150) definiuja dwie rodziny omoéwionych w podrozdziale 7.2 krzy-
wych charakterystycznych (nazywanych w skrocie charakterystykami) na ptaszczyznie
(x—t). Natomiast rownania (8.151) i (8.152), zalezne tylko od czasu, definiuja funkcje
U(x, t) i H(x, t) na wymienionych charakterystykach. Kazda para funkcji U(x, t) i H(x, t),
bedaca rozwiazaniem uktadu (8.135) i (8.134), spetnia rownania (8.149)+(8.152).

Z réwnan (8.149) i (8.150) wynika — znany z podrozdziatu 7.2 — fakt, ze uktad réwnan
uderzenia hydraulicznego ma dwie rodziny charakterystyk rézniacych si¢ katem nachylenia
stycznych do nich. Konsekwentnie, biorac pod uwage znak, méwimy o charakterystyce do-
datniej C* oraz o charakterystyce ujemnej C~. Z charakterystyka C" zwiazane sa réwnania

dt 1 0 du gdH N f

=0, —+2 —Uu?=0, (8.153, 8.154)
dx U+c d c¢cd 2d

za$ z charakterystyka C~
dt 1 0 du gdHd f

dx U-c  d cadt 2d

Uktad obu charakterystyk na ptaszczyznie (x — t) przedstawiono na rysunku 8.19.

Zatozmy, ze na przecinajacych si¢ charakterystykach dane sa punkty R oraz So wspot-
rzednych (Xg, tr) i (Xs, ts), w ktorych znane sa wartosci funkcji U i H, czyli Ugr i Hg oraz Us
i Hs. Na podstawie wymienionych informacji mozna obliczy¢ wsp6trzedne punktu przecie-
cia charakterystyk xp i tp oraz wartosci poszukiwanych funkcji w tym punkcie, czyli Up

u2=0. (8.155, 8.156)
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i Hp. W tym celu nalezy dokona¢ aproksymacji rownan (8.153)+(8.156) w sposob typowy
dla metody réznic skonczonych. Otrzymamy kolejno:

teote 1 g (8.157)
Xp—Xg Ug+cC
Ue—Ur, 9He-He T2, (8.158)
tr—tg  C tp—tg 2d
teots 1 g (8.159)
Xp—Xg Ug-cC
Up=Us _gHe=Hs T yz_g (8.160)
tp —tg c tp—tg 2d
a Powyzsze réwnania tworza uktad, ktdrego
rozwiazaniem sa wspétrzedne punktu P
(Xp itp) oraz wartosci poszukiwanych
c c* funkcji Up i Hp.
Przedstawiony sposéb obliczen, cho-
p ciaz bardzo prosty, jest jednak niepraktycz-
ny. Chodzi o to, ze punkt P, w ktdrym
R s otrzymujemy rozwiazanie, przemieszcza
si¢ po ptaszczyznie (x—t) w sposob zalez-
ny od funkcji U i H w punktach Ri S

»

X

Rys. 8.19. Przeciecie dwoch charakterystyk

W efekcie otrzymane rozwiazania nie beda
zwiazane z wybranym punktem rurociagu
o0 danej wspdtrzednej, co w obliczeniach
inzynierskich jest istotna sprawa. Bardziej

praktyczny jest taki wariant metody charakterystyk, w ktdrym operuje sie stata siatka we-

zkow, jak w metodzie roznic skonczonych.

Rozpatrzmy fragment siatki weztow, ktdra pokrywa obszar rozwiazania ukiadu
(8.134), (8.135): 0 < x <L, t>0. Przedstawiono go na rysunku 8.20.

AX

AX

Ll‘

=
T
[iN
1
1

Yy

»<

c,, ct

Rys. 8.20. Siatka weztow z przecinajacymi si¢ charakterystykami
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W weztach siatki na poziomie czasowym k znamy wartosci funkcji U oraz H. Jest to zada-
ny warunek poczatkowy lub wynik obliczen w poprzednim kroku czasowym. Przez wezet
(j, k + 1) poprowadzmy charakterystyki uktadu rownan C * oraz C ~. Przetna one poziom
czasowy k odpowiednio w punktach R i S Jak wiemy, dysponujac réwnaniami
(8.157)+(8.160) i znajac wspotrzedne obu punktow oraz wartosci funkcji U i H w tych punk-
tach, mozna okresli¢ zarowno wsp6trzedne wezia (j, k + 1), jak i poszukiwane wartosci funk-
cji wnim, tzn. U oraz H*%. Jesli przyja¢ siatke weztéw, jak na rys. 8.20, wspotrzedne
punktu przeciecia charakterystyk sa oczywiscie znane, gdyz z gory zaktadamy, ze przeciecie
bedzie miato miejsce w wezle (j, k + 1). Nie sa natomiast znane wartosci Ug, Hg, Us i Hs
konieczne do obliczenia U,—k+1 oraz H,—k"l. Mozna je jednak obliczy¢ na podstawie wartosci obu
funkcji w weztach siatki na poziomie czasu k. Wspbétrzedne obu punktéw beda odpowiednio
rowne:

Xg=X;—(U :( +C)At, (8.161)

xs =X, — (U} —C)AL, (8.162)
gdzie: At jest krokiem czasowym.

Poniewaz przestrzenny wymiar siatki Ax jest stosunkowo maty, mozna zatozy¢, ze
predkosci przeptywu w punktach R i S nieznacznie roznia sie od predkosci w wezle (j, k),
co pozwala przyja¢

U+cg=Uf+c oraz (U-c)g=Uf-c.
Jesli znamy wspOtrzedne punktéw R i S mozemy wyznaczy¢ wartosci Ug, Hg, Us i Hg.

W tym celu dokonujemy interpolacji liniowej pomiedzy weztami (j — 1, K) i (j, K) oraz (j, k)
i (j +1, k). Efektem tej operacji sa nastepujace zaleznosci:

UR=UT[1—%(UT+C)]+UF-1(U?+C)%, (8.163)
Us=Ujk(1+%(U;k—C)]—Uﬁl(UT—C)% (8.164)
= H (1 S0 ) el @169
HS=H:‘(lJr%(U;‘—c)j—Hjﬁl(U}‘—c)%. (8.166)

Znajac wartosci cisnienia i predkosci w punktach R i S nieznane predkosci i cisnienia
w weztach na nastgpnym poziomie oblicza sig z uktadu réwnan (8.158) i (8.159):

k+1 k+1
At (o At

+%(Ujk)2 =0, (8.167)

U}-‘“—US_Q.H}‘”—HS
At c At

+%(ujk)2 =0. (8.168)
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Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

k
k 1 g f
Uj+lZE(UR‘FUS)"'%(HR_Hs)_(%UMJJM’ (8.169)
c 1
H;(+1:5(UR—US)+E(HR+HS) (8.170)

dlaj=2,3,..,M-1,
gdzie: M - liczba weztow.

W réwnaniu (8.169) zamiast wyrazenia U? wprowadzono U lUl, co zapewnia automatycz-
ne uwzglednienie w trakcie obliczen znaku sity tarcia, ktéra dziata zawsze w kierunku
przeciwnym do kierunku przeptywu.
Rdwnania algebraiczne (8.169) i (8.170) umozliwiaja obliczenie przyblizonych warto-
sci predkosci i cisnienia we wszystkich weztach wewnetrznych na poziomie czasu k + 1.
Szczeg6lnego potraktowania wymagaja wezty lezace na obu koncach rurociagu.
W weztach tych zadane sa nastepujace warunki brzegowe:
— na poczatku rurociagu, od strony zbiornika (j = 1) przyjmuje sie stata wartos¢ cisnienia
H; = H,=const,
— na koncu rurociagu (j = M) zaklada sie, ze predkos¢ wyptywu jest funkcja stopnia
otwarcia zaworu. Oblicza si¢ ja, rozwiazujac nastepujace réwnanie nieliniowe (Streeter

i Lai, 1962):
k+1 2
1 c
M k k k+1
=7,/—| Hy +—Uyy —-U , 8.171
U, p( H, [ M 9 ( M M )D ( )
gdzie: Uy — poczatkowa predkosé w stanie ustalonym,
Ho — poczatkowe cisnienie odpowiadajace predkosci Uy,

7, — stosunek efektywnego otwarcia zaworu w czasie t,; do otwarcia w chwili t = 0,
ktéry moze by¢ obliczony wg formuty:

2
7 =(1—TLJ , (8.172)

C

Te

czas zamykania zaworu.

Réwnanie (1.172) jest wazne, gdy t < T.. Przy t > T, U ,\k,,*l =0, co oznacza catkowite za-

mkniecie przeptywu.

W konsekwencji, w weztach skrajnych j =1 oraz j = M, znana jest jedna funkcja okre-
slona przez warunek brzegowy H; oraz Uy. Do obliczenia brakujacych wartosci Uy i Hy
w tych weztach wykorzystuje sie réwnania charakterystyk. | tak, na brzegu lewym, od strony
zbiornika, gdzie zadany jest warunek H; = H, = const, predkos¢ oblicza sig wedtug formuty:

k
u1k+1=us+§(H1k-HS)—(iu|u|] At, (8.173)
c 2d 1
natomiast na brzegu prawym, po obliczeniu predkosci wyptywu z réwnania (8.171), braku-
jace cisnienie oblicza sie wedtug formuty:

k
f

Hit—po—Cuk —us ) Eu? | at. 8.174

M R g( M R) ng " ( )
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Wystepujace w powyzszych wyrazeniach wartosci Hs, Us, Hr i Ug obliczane sa zgodnie
z wzorami (8.163)+(8.166). W ten sposob dla zadanych warunkéw poczatkowych i brze-
gowych mozna obliczy¢ wartosci cisnienia i predkosci we wszystkich weztach na poziomie
czasu k + 1.

Analize stabilnosci i doktadnosci rozwiazania réwnan uderzenia hydraulicznego me-
toda charakterystyk wykonamy dla ich zlinearyzowanej postaci. Pominiecie cztondw nieli-
niowych i sity tarcia pozwala zapisa¢ uktad (8.134), (8.135) w postaci

ou  oH
—+

2 o, 8.175
ot gax ( )
H, U, (8.176)
at g ox

Wynikiem linearyzacji uktadu (8.134) i (8.135) jest zmiana réwnan jego charaktery-
styk. Beda one prostymi o nachyleniu:

dx
|,

=l oraz %‘ =—£. (8.177, 8.178)
C dt|_ c

Z kolei konsekwencja zmiany réwnan charakterystyk, a takze pominiecia tarcia, jest zmiana
rownan aproksymujacych (8.169) i (8.170). Beda one nastepujace:

Uk+1 (U +UQ)+ 2gc(HR_HS)' (8.179)
c 1
H|]~(+1=5(UR_US)+E(HR+HS)’ (8180)

przy czym réwnania (8.163)+(8.166) przyjma postac:

Ug= jk[l—%cjwjk_ %c, (8.181)
Ug=U }‘(1—%cj+ujkﬂ%c, (8.182)
Hp=H' (1-%(:]“% i)t(c, (8.183)
Hg=H" (1_ECJ+ H¥, i)t( (8.184)

Wstawiajac zaleznosci (8.181)+(8.184) do réwnan (8.179) i (8.180), otrzymujemy

k+1 k
U -Uf  Hiu-H{Y
+9
At 2AX

{_%ujk_ﬁujk_%u,ﬁlji:o, (8.185)

k k k
HJ-“—H C UH—UJ_
At g 2AX

+(_%ij_1+ij_%ij+1)§=0. (8.186)
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Stabilnos¢ numeryczna rozwiazania zbadajmy znana metoda Neumanna, opisana

w podrozdziale 7.5. W jej wyniku otrzymuje sie macierz wzmocnienia, ktorej wartos¢ wia-
sha jest rowna:

A =1+C,(cos (mAx)—1)—i C,sin (mAx), (8.187)

gdzie: i — jednostka urojona,
m — liczba falowa,
C, = c-At/Ax — liczba Couranta.

Warunek stabilnosci numerycznej (Fletcher, 1991) wymaga, aby najwieksza warto$¢ modu-
tu wartosci whasnej byta nie wieksza od 1, czyli aby

2
K :(1—4Ca(1—ca)sin2[%n <1. (8.188)

Poniewaz C, > 0 oraz sin* (mAx/2) > 0 dla kazdej liczby falowej m, to warunek powyzszy
bedzie spetniony, gdy:
C.< 1. (8.189)

Jest to znany warunek stabilnosci numerycznej schematéw jawnych dla réwnan hiperbo-
licznych.

Analiza doktadnos$ci rozwiazania réwnan wyjsciowych prowadzi do réwnan zmodyfi-
kowanych o postaci

2
N M, oV, | (8.190)

ERbr e
2 2

H, g _, aH, (8.191)

ot g ox x>

w ktorych wspotczynnik dyfuzji numerycznej zdefiniowany jest zaleznoscia

_BXa_c). (8.192)

n

W tym przypadku btad dyfuzji numerycznej zostat wprowadzony wskutek liniowej interpo-

lacji pomiedzy weztami siatki zastosowanej do obliczenia wartosci funkcji U i H w punk-

tach przeciecia charakterystyk z poziomem czasu k, w tzw. punktach Ri S(rys. 8.20).

Identyczny wynik otrzymuje sie, rozwiazujac réwnanie czystej adwekcji réznicowym

schematem typu ,,up—wind”, opisanym w podrozdziale 7.5.

Z réwnania wspdtczynnika dyfuzji numerycznej (8.192) wynika, ze:

— metoda charakterystyk zapewnia doktadne rozwiazanie przy C, =1, gdyz w tym przy-
padku v, =0. W tej sytuacji charakterystyki pokrywaja si¢ z przekatnymi oczek siatki
i przecinaja poziom czasu kw weztach (j — 1, K) i (j + 1, K) (rys. 8.20);

— metoda charakterystyk jest niestabilna, gdy C, > 1. W tym przypadku v, < 0, a to ozna-
cza, ze problem poczatkowo-brzegowy dla uktadu (8.191), (8.192) jest niepoprawnie
postawiony i w konsekwencji jego rozwiazanie nie istnieje;

— metoda charakterystyk zapewnia stabilne rozwiazanie, gdy C, < 1, poniewaz przy v, >0
problem poczatkowo—brzegowy dla uktadu (8.191), (8.192) jest poprawnie postawiony,
a zatem jego rozwiazanie istnieje zawsze. W tym przypadku metoda generuje dyfuzje
numeryczna. Jej wielkos$¢ rosnie ze wzrostem Ax i zmniejszeniem liczby Couranta, po-
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wodujac wygtadzenie rozwiazania i redukcje gradientéw cisnienia, a takze ttumienie
amplitudy fali.

Powyzsze wnioski znajduja potwierdzenie na wykresie || =f(N). Modut wartosci
wilasnej przedstawiono tutaj jako funkcje liczby interwatdw Ax przypadajacych na falg
0 dhugosci Ly, czyli N = L¢/Ax. Zgodnie z (7.111) pozwala to zastapi¢ w réwnaniu wyraze-
nie m - Ax wyrazeniem 277N (Szymkiewicz, 2000). Na rysunku 8.21 widzimy, ze metoda
charakterystyk jest warunkowo stabilna, gdyz spetnienie nierdwnosci |4 < 1 otrzymujemy
tylko przy C, < 1. Ttumienie amplitudy, duze dla fal krétkich (mate N), rosnie w miarg
zmniejszania liczby Couranta. Przy C, = 1 otrzymuje sig |4 = 1, czyli fala nie jest ani
wzmacniana, ani ttumiona. Dla liczb Couranta wigkszych od jednosci otrzymuje sig |4] > 1,
co oznacza wzmocnienie amplitudy fali, czyli niestabilnos¢ metody.

|;b|A
2,04

] S
m /
- @
00 L2

Y
/
T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys. 8.21. Wykres |a] = f(N) dla metody charakterystyk reprezentujacy ttumienie amplitudy fali
przy réznych liczbach Couranta

Dodatkowym potwierdzeniem przedstawionych wnioskéw o wiasciwosciach metody
charakterystyk sa wyniki obliczen testowych. Zlinearyzowane réwnania (8.175) i (8.176)
rozwiazujemy w rurociagu prostym o diugosci L =500 m. Poczatkowa predkos¢ przeptywu
w stanie ustalonym wynosi Uy = 0,5 m/s. Poziom wody w zbiorniku jest rowny Ho = 50 m
npp i nie zmienia sie. Zamknigcie zaworu nastepuje w sposéb natychmiastowy, czyli w cza-
sie T, < At. Rozwiazanie dokladne ukfadu réwnan uderzenia hydraulicznego ma posta¢
niegasnacej oscylacji. W tym przypadku charakterystyki pokrywaja si¢ z przekatnymi siatki
i przechodza przez jej wezty. ldentyczne rozwigzanie otrzymujemy przyjmujac wartosci Ax
i At, przy ktorych liczba Couranta réwna jest jednosci. Dla innych wartosci wymienionych
parametréw otrzymujemy rozwiazanie stabilne, gdy C,<1. Jest ono jednak obciazone
btedem dyfuzji numerycznej. Na rysunku 8.22 przedstawiono obliczone cisnienia na koncu
rurociagu dla réznych wartosci Ax oraz C,. Zgodnie z (8.192) btad dyfuzji rosnie w miare
wzrostu Ax i zmniejszenia C,.
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H 4
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Ax=5m,C,=1
Ax=5m,C,;=05
—————— Ax=10m, C,=0,25

Rys. 8.22. Rozwiazanie zlinearyzowanych rownan uderzenia hydraulicznego
metoda charakterystyk dla réznych wartosci Ax oraz r6znych liczb Couranta
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Algorytmy rozwigzania

rownan rézniczkowych

o pochodnych czastkowych
metoda elementéow skonczonych

9.1. Rozwigzanie jednowymiarowego réwnania adwekcji-dyfuzji

Rownanie adwekcji-dyfuzji w przypadku jednowymiarowym, przy zatozeniu statego
wspobtczynnika dyfuzji i braku cztonu zrodtowego ma posta¢ (7.16)

2
L L pdC_y (9.1)
ot oX G

Réwnanie tego typu opisuje szeroka game réznych procesow przenoszenia. Jest ono stoso-
wane réwniez do opisu procesu przenoszenia nierozktadalnego czynnika rozpuszczonego
w wodzie ptynacego cieku (np. chlorki) w strefie dobrego wymieszania w przekroju po-
przecznym. W takim przypadku symbolom wystepujacym w réwnaniu (9.1) nadaje sie
nastepujace znaczenie:

X — wspoOtrzedna przestrzenna,
t - czas,
C=C(x,t) — koncentracja czynnika rozpuszczonego w wodzie,

U=U(x1) usredniona w przekroju poprzecznym cieku predkosé¢ przeptywu wody,
D — wspotczynnik dyfuzji.

t

t=0
x=0 x=L X

Rys. 9.1. Obszar catkowania réwnania (9.1) i jego granice

Problem rozwiazania réwnania (9.1) formutujemy nastepujaco: w obszarze rozwiaza-
nia: 0 < x <L, t >0 (rys. 9.1) nalezy znalez¢ funkcje C(x, t), ktéra spetnia réwnanie oraz
zadane warunki na granicach obszaru. Warunki te sa nastepujace:

— warunki poczatkowe
dlat=0:C(x, t) =Cy(x), (0=x<=L),
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— warunki brzegowe
dlax=0: C(x,t) = Co(t), (t=0),
dlax=1L:C(x, t)=C.(t), (t=0),

lub
oC
— =g (t t>0
x| . g (1) (t=0)
gdzie: L — dhugos¢ odcinka kanatu,

Co(t), Co(t), CL(t), () — znane funkcje.

Zgodnie z wymogami metody elementéw skonczonych, odcinek kanatu o dtugosci
catkowitej L podzielono na M — 1 elementéw liniowych (rys. 9.2) o dtugosci Ax (j = 1,
2,..,M=-1).

Rys. 9.2. Podziat odcinka cieku o dtugosci L na elementy skonczone

W ten sposob otrzymano M weztdw ograniczajacych elementy, w ktérych poszukiwane
bedzie rozwiazanie przyblizone. Wewnatrz dowolnego elementu j ograniczonego weztami j
oraz j + 1, poszukiwang funkcje C aproksymuje si¢ zgodnie z (7.60), czyli

C=NC=..N;(9C;(t) + N, ;) C;,,(®)..., (9.2)

gdzie funkcje ksztattu, w tym przypadku liniowe, opisuje sie réwnaniami (7.67):

Xjag =X Xjyg =X X=X X=X
N; (x) = = 7 Ny = = T Xe <x xJ+1> (9.3)
Xj — X Xj Xja1 = X Xj

Pochodne funkcji C sa réwne:

dc_ 1
i —[c,m+C..0)
_ . ac, (9.4)
dC J +1
=N, N .
dt (X) Y dt

Procedura Galerkina opisana w podrozdziale 7.4 wymaga, aby poszukiwana funkcjaC
spetniata warunek

Lraa 2 2 M-1 %+ 2
Ia_C+U3_C_D_ dx = j C_Da_C NTdx=0. (9.5)
ot oX = ox ox?

Poniewaz w elemencie j tylko N;(x) # 0 i Nj:1(x) # 0, nalezy obliczy¢ w nim dwie nastepu-
jace cakki:
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_ ~ oA
I = 8_C+UB_C_D8_C N. dx,
J ot ox ox? |

X, L a

o,y poC]y

17 _E X o2 | O

(9.6)

(9.7)

Obliczmy najpierw catke (9.6). Poniewaz mozna ja przedstawi¢ w postaci sumy catek z ko-

IejnyCh CZ+0 ()W WyraZenia pOdCﬁ*kOWGgO:
@ (2) 3)
I j I j I ] I i

bedziemy obliczali kolejne jej sktadowe. I tak:

XJ+1 aC J+1
1= [ SN —I Z(N,C, +N, ,C, )N dx =
XJ t X
J+1 ]+1
Ide “1 J'N N0 =
J
:ﬁdcj +Ax dCH1
3 d 6 dt '
12 = ju N, = uj N,C; +N,,,C; N, dx=
J
Xj+1 Xj41
c, ¢ c, c,)
=UI ——L R INdx=U) - L+ B N dx =
: ij ij Axi ij

%

U
:?(_CJ +Cj+1)'

(9.8)

(9.9)

(9.10)

W catce | j‘3) wystepuje pochodna funkcji C Il rzedu. Tymczasem do aproksymacji C zasto-
sowano funkcje liniowe, dla ktdrych nie istnieje druga pochodna. W celu uniknigcia wyni-
kajacego stad konfliktu, mozna dokona¢ catkowania przez czesci, wedtug znanej formuty

(Dziubinski i Swiatkowski, 1980):

Iudv: uv—fvdu.
Przyjmujac
u=N; oraz v:a—C,
oX

otrzymamy:
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XJ+1 J+1 aN
RE D N dx = D -D I oC N 4
oX ox

dc, o m 9 [ 1 J
=D— - —(N,C; +N,;,,.C,))| ——— [dx= (9.12)
jHLIYj+L
dx " )J: Axj

C, D
= - d—XJ"FE(—C] +Cj+1)'
]

dcC. . ., .
Czion - D(TJ reprezentuje strumien przez brzeg elementu, to znaczy przez wezet j.
X

Whprowadzajac obliczone catki do (9.8), otrzymujemy réwnanie:

AX i

' 6

,9C; dCpa)
& Ta

j -Gy +Cpu) ¢
(9.13)

b1 (-c +C.y) p %
-D—(-C,+C. 4,)+D—.
AX; I dx

Obliczenie catki (9.7) przeprowadzamy w sposdb analogiczny. Po wykonaniu podob-
nych obliczen ostatecznie otrzymujemy wynik, ktdry pozwala zapisa¢ zaleznos¢ (9.7) w po-
staci:

Ax; ( dC; dC,,,
Ij”:T T+2 it +—( C, +CJ+1)+ ( Ci+C)+
% (9.14)
— D&
ax

Wynikiem obliczenia catek (9.6) i (9.7) sa wigc zaleznosci (9.13) i (9.14). Wystepuje
w nich zaréwno funkcja C, jak i jej pochodne wzgledem czasu w weztach. Zapiszmy wynik
catkowania w elemencie j, stosujac notacje macierzowa. Otrzymamy:

J' o,y Da—C Ndx =S, P A C+F,, (9.15)
: ot X x> I dt

gdzie:

dc (dc,  d¢  dey )
dt | dt Ut dat |’

C = (Cly ey (:ja Cj+l: ey CM)T!
Fi=(0, .. FjFy,..,0).
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1 i M
1
j Sii | Sjj
Sj=
j+l Sj,j+:|_ Sj+1,j+1
M
j j*+1 M
1
i A | A
A]' =
41 Ajjer [AprLiet
M

Niezerowe elementy macierzy S, A; i wektora Fj, zgodnie z zaleznosciami (9.13) i (9.14),

Sq zdefiniowane nastgpujaco:

AX;
AX;

Sj,j+1 ZT, (916b)
AX;

Sj+1,j =T, (9160)
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Sj+1,j+1 :A_:,j ' (9.16d)
A :_UTLA_ZJ‘ (9.17a)
A= Lé AZ (9.17b)

A, :_U?_A_[;j, (9.17¢)
1, j+1 U?"‘A_[:j! (9.17d)
F, = Ddd% , (9.18a)
Flu =D dc;iﬂ (9.18b)

Wynik catkowania w elemencie j w postaci (9.15) podstawmy do zaleznosci (9.5) wynika-
jacej z procedury Galerkina. Otrzymamy:

L
| x, a—C—Da—CNdx_
0 at oX ox?

(9.19)

Z::( +AC+FJ 0.

Rozpisujac wyrazenie objete symbolem sumowania, uzyskujemy zaleznosé¢

{MZ S J [Mf Aj]m“f F, =0. (9.20)

=1

Jesli wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

M -1 M-1 M -1
S=> S;, A=) Aj, F=3 Fj,
j=1 j=1 j=1
to wynikiem warunku (9.5) bedzie uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych o postaci
S?j—(t:+AC+F 0. (9.21)

Jego wymiar jest réwny liczbie weztéw wystepujacych w obszarze, tzn. Mx M. Za-
uwazmy, ze wobec definicji Fj, wektor F bgdzie miat sktadowe zerowe z wyjatkiem pierw-
szej i ostatniej.
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W ten sposéb problem rozwiazania réwnania rézniczkowego czastkowego (9.1) spro-
wadzono do zagadnienia poczatkowego ukiadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
(9.21). Warunek poczatkowy jest nastepujacy: t =0, C = C,, gdzie C, jest wektorem zawie-
rajacym poczatkowe wartosci weztowe funkcji C, tzn. odpowiadajace chwili t = 0.

Do rozwiazania (9.21) mozna zastosowa¢ dowolna metode rozwiazywania uktadéw
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Dobre rezultaty daje niejawny schemat trapezowy
opisany w punkcie 6.2.3:

At ’ ’
Cioat =C + ?(Ct +Cliat) (9.22)

gdzie: At - krok czasowy,
C’ =dC/dt.

Zastosowanie tego schematu do uktadu (9.21) prowadzi do zaleznosci
At At At
(S+7A)Ct+At =(S—?Ajct _?(F'[ +F1+At)' (923)

Jesli ponadto wprowadzimy dodatkowe oznaczenia:
B=S+At/2A, W =(S-At/2A) Ci— %(Fl + Frear),
to (9.23) mozna zapisa¢ w ostatecznej nastepujacej postaci:
B Cuat=W. (9.24)

W ten sposéb otrzymano ukfad algebraicznych réwnan liniowych. Jego rozwiazanie w ko-
lejnych krokach czasowych: t = At, 2 - At, 3 - At, ..., z uwzglednieniem zadanych warunkéw
brzegowych, jest rozwiazaniem réwnania (9.1). Sa nim przyblizone wartosci funkcji C
w weztach obszaru.

Macierz wspotczynnikow uktadu (9.24) B jest macierza trojdiagonalna. Do rozwiaza-
nia tego uktadu najkorzystniej jest zastosowac znana metodg Thomasa.

Pewnego wyjasnienia wymaga sposob uwzglednienia zadanych warunkéw brzego-
wych. Formutujac zadanie, stwierdzono ze na brzegu x = 0 zadany jest warunek Dirichleta,
czyli funkcja Cy(t). Natomiast na brzegu x =L moze by¢ zadany réwniez warunek typu
Dirichleta C_(t) lub warunek Neumanna dC/ox = ¢ (t). Jesli na obu brzegach zadane sa
warunki Dirichleta, oznacza to, ze w wektorze niewiadomych C.n; W uktadzie (9.24) zna-
na jest pierwsza i ostatnia sktadowa. Zatem z uktadu tego nalezy wyeliminowac¢ pierwsze
i ostatnie rownanie. Jednakze postepowanie takie jest ktopotliwe. Aby nie przeksztatcaé
macierzy uktadu (9.24), wygodniej jest zastosowaé inny sposéb uwzglednienia warunkéw
brzegowych. Mianowicie pierwsze i ostatnie réwnanie uktadu nalezy zastapi¢ réwnaniem
wynikajacym z zadanych warunkdw brzegowych, tzn. przyjmujac:

bl,l =1, bl,Z =0, w= Co(t+ At), (9.25a,b,c)
bM, m-1 =0, bM, m=1 w= CL(t+ At) (9.26a,b,C)

W tym przypadku wektory F i Fu.a: znikaja, bo wszystkie ich sktadowe sa rowne zero.
Jesli natomiast na brzegu x = 0 zadany jest warunek typu Dirichleta, zas na brzegu x=L
warunek typu Neumanna, pierwsze rownanie uktadu (9.24) modyfikujemy zgodnie
z (9.25), natomiast ostatnie rdwnanie pozostawiamy bez zmian. Warunek Neumanna wpro-
wadzamy do ukladu poprzez wektor Fi.., ktorego ostatni element bedzie miat wartosé
rowna @_ (t + At).
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m Przykfad 9.1

Rozwigzanie jednowymiarowego réwnania filtracji nieustalonej
metoda elementéw skonczonych

Zastosowanie opisanej metody elementéw skonczonych zilustrujemy na przykfadzie
rownania jednowymiarowej filtracji nieustalonej ze swobodna powierzchnia, opisanej
ogélnym réwnaniem (7.6). RAwnanie to, przy pominieciu cztonu zrédtowego (w=0) i po
zlinearyzowaniu wzgledem wysokosci piezometrycznej h, mozna zapisa¢ w postaci linio-
wego réwnania dyfuzji:

2
%—Da—hzo, (9.1.1)
ot ox?

gdzie: h=h(x,t) - wysokosé piezometryczna,
D=k- (hs— 2/,

k — wsp6tczynnik filtracji,

hs — $rednia wysokos¢ piezometryczna,

z — rzedna spagu warstwy nieprzepuszczalnej,
Y7 — wspodtczynnik porowatosci efektywnej.

Opisuje ono przeptyw wody przez groble prostokatna wykonana z przepuszczalnego gruntu
i posadowiona na nieprzepuszczalnym poziomym podtozu. Grobla ziemna o wymiarach jak
na rys. 9.1.1 oddziela dwa zbiorniki, w ktérych poziomy wody moga ulega¢ zmianom
w czasie. Zmiany te wywotuja zmiang potozenia zwierciadta wody w grobli.
Dla réwnania (9.1.1) formutuje sig nastepujace warunki graniczne:
— w chwili t = 0 znane jest potozenie zwierciadta wody w grobli, czyli (h(x, t = 0) = hy(x),
— na brzegu prawym x = 0 i lewym x = L zadane sa zmiany potozenia zwierciadta wody,
czyli h(x =0, t) = hy(t), oraz h(x = L, t) = h.(t).

h,z 4

V7777777777777 777777777272777727272727277,

K

grunt przepuszczalny

hy (1)

il

M

1 2 3 lj]+l , M-1

Al CSERY MR RN RN NN
v

ORI T I IS SSSSTS

| O]

grunt nieprzepuszczalny

Rys. 9.1.1. Schemat filtracji przez groble prostokatna

Zagadnienie to rozwiazano metoda elementdw skonczonych, opisana w punkcie 9.1.
Zauwazmy bowiem, ze po przyjeciu U =0 i zastapieniu koncentracji C(x, t) wysokoscia
piezometryczna h(x, t) réwnanie (9.1.1) staje si¢ tozsame z (9.1). Mozna wiec rozwiazac je
ta sama metoda. W rozwiazywanym przyktadzie przyjeto nastepujace dane:
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— groble podzielono na 15 elementéw, przyjmujac krok przestrzenny Ax =1 m = const,

— porowatos¢ gruntu wynosi u = 0,2,
— wspdtczynnik filtracji wynosi k = 1 m/h,

— poczatkowa rzedna zwierciadta wody wynosi hy(X) = Hy = 3 m = const,
— zmiane zwierciadta wody na brzegu x = 0 opisuje funkcja o postaci

Hg dla t<t,
Hl_HO
hy(t) = H0+—t-(t—t0) dla ty <t<t,

t, —

przy czym przyjeto: tp=2,5h,t, =7,5h, H; =3,5m,

dla t=t;

— na brzegu x = L poziom wody nie zmienia si¢ i wynosi h.(t) = Hy = const,

— s$rednia glebokos¢ wynosi hs = 3,25 m,
— krok catkowania wynosi At = 0,025 h,
— zjawisko odtworzono dla 0 <t < 20 h.

h A
[m]
hy (1)
35T
/he(t)
3,0
25T
0,0 t t t t t t t t t t >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 tfh]

Rys. 9.1.2. Przebieg zmian pozioméw zwierciadta wody w wybranych weztach grobli

h 4

g35| """ t=0 t=4h t=6h t=8h t=20h" "gropla".

v '. ..:

.30/ )
1-2-'3* 4.5 6787910 - 11:-12.13- 14° 15’16 i

Y A e S A/ L M i i .
0,0 5,0 10,0 15,0 x[m]

Rys. 9.1.3. Chwilowe ukiady zwierciadta wody w grobli

Wyadziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



246 9. Algorytmy rozwiazania réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych...

Przebieg obliczen odbywa sie zgodnie z algorytmem przedstawionym w podrozdziale
9.1. Wyniki uzyskane dla przyjetych danych przedstawiono na rys. 9.1.2 i 9.1.3. Na rys.
9.1.2 przedstawiono otrzymane uktady zwierciadta wody w grobli dla wybranych czaséw.
Dla przyjetych wartosci parametrow zwierciadto stabilizuje sie po ok. 20 h i uklada sie
wzdtuz prostej. Jest to efekt linearyzacji réwnania 9.1.1. Na rys. 9.1.2 przedstawiono ewo-
lucje poziomu wody w czasie w punkcie 6 (x =5 m), czyli funkcje hg(t). Dla porownania
naniesiono rowniez funkcje hy(t) i hyg(t), bedace przyjetymi warunkami brzegowymi w roz-
wiazywanym zadaniu. u

9.2. Rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania filtracji ustalonej
pod ciSnieniem

Przyktad rozwiazania réwnania typu eliptycznego metoda elementéw skonczonych
omdwimy na przyktadzie réwnania Laplace’a.

2 2
L= 20, 2
ox°  ady

gdzie h oznacza cisnienie piezometryczne.

=0, (9.26)

Opisuje ono przeptyw potencjalny cieczy niescisliwej w osrodku porowatym przy zatoze-
niu, ze jest on ustalony, osrodek jest jednorodny i izotropowy oraz zasilanie zewnetrzne nie
wystepuje. Typowym przyktadem filtracji ustalonej pod cisnieniem w hydrotechnice jest
filtracja pod budowla pietrzaca, posadowiona na przepuszczalnej warstwie gruntu o skon-
Czonej miazszosci.

? budowla pietrzaca
Q H, o
]
B 9y E ¢H2 dno rzeki
oC .

A
|
|
|
|
|
|
|
|

v i
777777 7 /////// H
e l/ fundamen}% o
L . ) |

|
|
|

H G

Rys. 9.3. Schemat budowli pigtrzacej posadowionej na przepuszczalnej warstwie gruntu

W przypadku przedstawionym na rys. 9.3 dla réwnania Laplace’a formutuje si¢ naste-
pujace zagadnienie brzegowe: znalez¢ funkcje h(x, y) speiniajaca w obszarze rozwiazania
rownanie Laplace’a, a na jego brzegach nastepujace warunki:

— odcinek brzegu: A+B: h=Hjy,
— odcinek brzegu E+F: h=H,,
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— odcinki brzegu C+D, G+H: dh/dy = 0, k
— odcinki brzegu A+H, B+C, D+E, F+G: oh/ox=0.

Obszar filtracji pokrywamy siatka tréjkatow. Troj-
katy moga mie¢ dowolng wielkos¢, jednak w obsza-
rach spodziewanych duzych gradientow funkcji h
siatke nalezy zagesci¢, natomiast w obszarach ma- )
tych gradientdéw h siatka moze by¢ rzadka, a wiec )
mozna stosowaé elementy o duzych rozmiarach.
Wybierzmy dowolny element e utworzonej siatki X
weztow (rys. 9.4). Rys. 9.4. Dowolny element
Woprowadzmy najpierw ogélne wyrazenia charakte- ~ SK0nczony o ksztaicie trojkatnym
rystyczne dla metody, zwiazane z aproksymacija

réwnania (9.26). Przyjmijmy, ze wewnatrz tréjkatnego elementu skoniczonego zbudowane-
go na weztach i, j, k, potencjat h aproksymowany jest wedtug (7.80) wyrazeniem

h=Nh=Nh+N;h +NHh, 9.27)

gdzie aproksymujace funkcje N(x, y), tj. funkcje ksztattu, sa funkcjami liniowymi postaci
(7.81)

Np(xy)= |1: (ap +bpx+cyy);, p=i,jKk, (9.28)

w ktorych F. oznacza pole elementu, natomiast wspétczynniki a,, by, C,, zalezne od wspot-
rzednych weztdw elementu, obliczone sa wedtug formut (7.83), (7.84) i (7.85).
Zastosujmy teraz do réwnania (9.26) procedure Galerkina. Otrzymamy

”L(h)N dxdy ” (a h ayth dxdy=0, (=12 ....M), (9.29)

gdzie: F - obszar rozwiazania,
M - liczba weztéw w obszarze rozwiazania F.

Wyrazenie (9.29) zawiera pochodne drugiego rzedu, co wymaga ciagtosci pierwszej po-
chodnej funkcji ksztattu we wszystkich punktach obszaru. Tymczasem do aproksymacji
przyjeto liniowe funkcje bazowe. Ograniczenie to mozemy omina¢, obnizajac stopien ope-
ratora roézniczkowego, podobnie jak to zrobilismy, rozwiazujac réwnanie adwekcji-dyfuzji.
W tym wypadku wygodnie jest uzy¢ przeksztatcenia Greena o ogolnej postaci (Dziubinski
i Swiatkowski, 1980)

[ e e 2

gdzie: B — brzeg obszaru F,
n — kierunek normalny do brzegu B.

Catka krzywoliniowa istnieje tylko dla tych elementéw, ktoérych jeden z bokdw lezy na
brzegu B. Reprezentuje ona strumien przez brzeg obszaru. Dla brzegéw nieprzepuszczal-
nych jej wartos¢ jest rowna zeru.

W przypadku rozpatrywanego tutaj zagadnienia filtracji rozwiazywanego metoda
elementdw skonczonych bedzie W = N, oraz ¢ = h. Zatem warunek Galerkina zapiszemy:
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”(“ 2 ey ”(Nﬁh gyhjdxdy_

[ [aN' oh , N, ah]d dy+jN —dB 0,(=12-,M).
F

(9.31)

oX 8x dy oy

Warunki graniczne zostaty sformutowane tak, ze na czesci brzegu dana jest funkcja h, a na
czesci brzegu pochodna tej funkcji normalna do brzegu jest réwna zero. Oznacza to, ze na
odcinkach brzegu réwnolegtych do osi y obowiazuje warunek:

oh _o- oh
X on’
a na czesci brzegu réwnolegtej do osi x obowiazuje warunek:
oh 0= oh .
ay on

Zatem dla przyjetych warunkéw brzegowych w tym przypadku na catym obwodzie B ob-
szaru F, bedzie

le—dB 0.

Calke t¢ mozna wigc pomina¢ w rozwazaniach. Uwzglednienie tego faktu pozwala sprowa-
dzi¢ réwnanie (9.31) do postaci:

oN, oh BNI dh
dxdy=0, (=12 -, M),. 9.32
.”(ax ax ay d j y= (=1 ) (9.32)

Korzystajac z zasady sumowania catek w elementach tworzacych obszar F, mozemy napisa¢
N oh LN oh c N oh , 9N oh

dxdy = ——+——|dxdy =0, 9.33

Ij(ax ox ady 8yj Y ;-‘;I(ax oxX oy ayJ Y (9:33)

gdzie: F, — pole elementu g,
m — liczba elementéw,
N = (Ny, oy Niy ooy Niy oy Ny .., N)T = wektor funkeji ksztattu.

Sposréd m elementéw pokrywajacych obszar F wybierzmy jeden element o wierzchotkach
oznaczonych indeksami i, j oraz k przedstawiony na rys. 9.4. W elemencie tym tylko 3
sktadowe wektora N, a mianowicie N;, N; oraz N, sa niezerowe. Wszystkie pozostate funk-
cje ksztattu w elemencie e przyjmuja wartosci zerowe. Zatem dla elementu e nalezy obli-
czy¢ tylko 3 nastepujace catki:

N, 9h N, ah .
l, = ' ' dxdy, (I=i,j,K). 9.34
| jﬂaxax ayay} . (=00 (934

Policzmy powyzsza catke dla | = i.
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oN, E)h oN, oh
|. = dxd
' ”[ ox ax y ay] Y=

F

N, N,
.”[ax ; (N +Njhy + N + S

- ON, ) - ON. - oN,
” IN; oN; +ﬂ_lh_+ﬂaﬂ + ﬂﬂh+ﬂ—1h. (9.35)
X ox oX ox ' ox ox dy oy dy oy '

LN D N, N, aN; N
_ d
"y a j} h”( X ox 3y ayj xay+
ON, 0N, aN, oN ON; N, N, N,
dxdy + dxd
”(ax ox ay oy J h‘”(ax ox oy oy ] 4

Pochodne funkcji bazowych, zgodnie z formutami (7.86) i (7.87), sa state wzgledem
zmiennych catkowania, zatem powyzsza catke mozna obliczy¢ nastepujaco:

1 1 1 1
. = + ——¢ | dxdy +
: hJ‘J‘[Z&(q 2F, 2F, 'ZFEQJ y
F

”( 2F b + 2|1: 2|1: cjj dxdy +
e

e

(N h+N;h + Nkhk)J dxdy =

11
Jrh‘JFj[zFeque 2|:e 2F, CdeXdy_

=n{4—é§qquxdy+éqquxdy ;

(9.36)

1 1
+h,|—bb. || dxdy+——cc. || dxdy |+
4|=ezq 'IFJ. Y 4|:ezq 'L y}

+h, T,imjjdxdy+4—,'ﬁzqckﬁdxdyJ
e F, e F,

Poniewaz

[[oxdy=Fe,

:

ostatecznie catke |; mozemy zapisac nastqpujqco:

(bb +¢iG)h, + (bbj +¢icj)h; + (bbk+cck)hk. (9.37)
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Podobne wyrazenia otrzymamy, obliczajac catke (9.34) dla pozostatych funkcji ksztattu
w elemencie e. | tak dla N, uzyskamy

¥ (bb+cc)h+ (bb+cjc)h+ (bbk+cck)hk, (9.38)

i
zas dla Ni quziemy mieli

4 b +c.c)h; + (bkb +¢Cj)h; + (bkbk +c.C)he . (9.39)

Zapiszmy otrzymane przez scatkowanie (9.34) zaleznosci (9.37), (9.38) i (9.39), stosujac
notacje macierzowa:

” Nh NOh |y ah. (9.40)
0X oX dy ady

Prawa strona powyzszej zaleznosci ma nastepujaca postac:

1 i i k M
T

i Aii Aij Aik h_|
j A A Ajk X I
k Ak Ak Akk h_k

przy czym, zgodnie z (9.37), (9.38) i (9.39), elementy macierzy A, sa zdefiniowane naste-
pujaco:

1
Aj =g BB +6c), (9.41a)
e
1
A,j :E(bibJ +CiCj)' (941b)
e
1
A k =F(bibk +CCy), (9.41c)
e
1
Aji :T(bib' +¢C), (9.41d)
e
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1
A =g (biby eicy), (9.41e)
e
1
Ak =7 bjb + i), (9.41f)
e
1
A= aF, b +c¢ci), (9.419)
_ 1 b.b h
A —4—Fe( kbj +cci), (9.41h)
1 .
Ak = AF (beby +cicy). (9.41i)

e

Zauwazmy, ze A, jest macierza symetryczna.
Postepujac w podobny sposéb, obliczamy catki dla kazdego elementu e=1, 2, ..., m,
otrzymujac zaleznosci typu (9.40). Podstawmy wynik obliczen do réwnania (9.33). Otrzymamy

dN oh = dN oh
——+——|dxd A_h)=0. 9.42
Zﬂ[axax MJ yzl(e) (9.42)
Sumujac rezultaty catkowania w kazdym elemencie uzyskujemy nastepujace wyrazenie:
Ah=0, (9.43)
w ktorym
m
A=Y A,. (9.44)
e=1

Jest to uktad algebraicznych réwnan liniowych. Macierz A, podobnie jak jej sktadowe A,
jest macierza pasmowa i Ssymetryczna.

Do ukfadu (9.43) nalezy wprowadzi¢ — przyjete na etapie formutowania problemu
rozwiazania — warunki brzegowe. W tym przypadku sa to warunki typu Dirichleta. Dodaj-
my, ze warunki typu Neumanna zadane na czesciach brzegu B zostaty juz uwzglednione w
catce krzywoliniowej, co pozwolito zapisa¢ réwnanie (9.31) w postaci (9.32). Jak wiado-
mo, warunek typu Dirichleta oznacza, ze w weztach lezacych na brzegu obszaru znane sa
wartosci funkcji h. Oznacza to, ze w wektorze h znane sa te jego sktadowe, ktére odpowia-
daja weztom brzegowym z takim warunkiem. Zatem z ukfadu (9.43) nalezy wyeliminowa¢
wymienione skladowe, jak i rdwnania odpowiadajace im. W rezultacie tego otrzymamy
uktad (9.43) o wymiarze rownym liczbie weztdéw, w ktdrych nie jest znana funkcja h. Po-
stepowanie takie jest jednak kilopotliwe, gdyz zmienia strukture ukfadu réwnan. Z tego
powodu wygodniej jest zastosowac inny sposéb uwzglednienia warunkéw brzegowych,
niewymagajacy zmiany macierzy A i wektora h (Zienkiewicz, 1972).

Zatozmy, ze rozwiazujac uktad réwnan o postaci

BX=W (9.45)

i wymiarze M x M, znamy wartos¢ i-tej sktadowej wektora niewiadomych X: x = ¢. Fakt
ten mozemy uwzglednié, postepujac w nastepujacy sposob:
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— element by lezacy na gtdwnej przekatnej macierzy B w rdwnaniu i mnozymy przez
bardzo duza liczbe d (okoto 8 rzedéw wieksza od elementdw macierzy):
bi =d-b;

(9.46)

— skiadowa wektora wyrazéw wolnych odpowiadajaca rownaniu i zamieniamy, zastepu-
jac wyrazeniem:

Wo=ab (9.47)

W efekcie rozwiazania tak zmodyfikowanego ukadu (9.45) otrzymujemy wartos¢ x; bardzo
bliska zadanej wartosci c.

Ze wzgledu na zwykle duze rozmiary ukfadu (9.45) oraz duza szerokos$¢ pasma jego
macierzy wspotczynnikow, do rozwiazania stosuje si¢ metody iteracyjne. W tym wypadku
metody doktadne moga by¢ rowniez bardzo efektywnym sposobem rozwiazania uktadu.
Jednak wymaga to uwzglednienia symetrii macierzy wspétczynnikéw oraz takiego algo-
rytmu rozwiazania, ktéry bedzie operowat jedynie niezerowymi elementami macierzy.
Podprogramy realizujace algorytmy o wymienionych wilasciwosciach przedstawia np.
Szmelter (1980).

m Przykfad 9.2

Rozwiazanie réwnania filtracji ustalonej pod budowla pietrzaca
metoda elementéw skonczonych

Rozwiazmy ponownie réwnanie Laplace’a (9.26) opisujace przeptyw wody w jedno-
rodnym osrodku gruntowym pod budowla pietrzaca, wymuszony znana réznica pozioméw
wody po jej obu stronach. Tym razem zastosujemy metode elementéw skonczonych. Prze-
kroj pionowy przez warstwe gruntu oraz budowle przedstawiono na rys. 9.3. Przyjeto na-
stepujace wymiary obszaru (rys. 9.2.1):

— miazszos¢ warstwy filtracyjnej wynosi 12 m,

— przekroj pionowy fundamentu budowli ma ksztatt prostokata o wymiarach 10x3 m,

— obszar aktywnej filtracji ma dtugos¢ 50 m, przy czym zaczyna si¢ on 20 m przed bu-
dowla i konczy w odlegtosci 20 m za budowla.

Rys. 9.2.1. Obszar rozwiazania rownania Laplace’a i przyjete warunki brzegowe
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9.2. Rozwiazanie dwuwymiarowego rownania filtracji ustalonej pod cisnieniem
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Warunki brzegowe zadania sa nastepujace (patrz rys. 9.2.1):
1) wzdtuz linii A — B od strony wody gornejh =H; =6 m,
2) wzdtuz linii E — F od strony wody dolnej h=H, =1 m,
3) wzdhuz podziemnego konturu budowli, czyli wzdtuz tamanej B — C — D — E: dh/on = 0,
4) wzdhuz zewnetrznej granicy obszaru, tj. liniit A—H - G - F: dh/an = 0.

Symbol n oznacza normalna do brzegu, skierowana na zewnatrz obszaru.

Wykonujac podziat obszaru filtracji na elementy skonczone, wykorzystano istotna
zalete metody elementéw skonczonych w rozwiazywaniu zagadnien brzegowych, ktéra jest
znaczna elastycznos¢ aproksymacji obszaru rozwiazania. Przyjeto niejednorodna siatke
tréjkatnych elementéw (rys. 9.2.2). Wymiary elementéw w rejonie znacznych gradientow
cisnienia piezometrycznego sa mniejsze, zas w rejonie matych gradientéw — duze. Obszar
rozwiazania tworzy siatka sktadajaca sic z m= 160 trojkatnych elementéw skonczonych
zbudowanych na M = 102 weztach. Wewnatrz elementdw skonczonych cisnienie piezome-
tryczne aproksymowane jest wyrazeniem (9.27). Przyjete funkcje ksztattu sa funkcjami
liniowymi o postaci (9.28).

Aproksymacja réwnania Laplace’a metoda elementéw skonczonych, jak to dokladnie
opisano w podrozdziale 9.2, prowadzi do standardowego ukiadu algebraicznych réwnan linio-
wych o postaci (9.43). Po wprowadzeniu warunkéw brzegowych uktad ten rozwiazano metoda

eliminacji Gaussa. Obliczony przebieg linii ekwipotencjalnych przedstawiono narys. 9.2.3.
[ |

9.3. Rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania filtracji nieustalonej
ze swobodnym zwierciadtem
Réwnaniem, ktére opisuje przeptyw wody w warstwie wodonosnej w sytuacji, gdy

zwierciadto wody gruntowej jest zwierciadtem swobodnym, tzn. na jego powierzchni panu-
je cisnienie atmosferyczne, jest rownanie Boussinesqu’a postaci (7.2)

,u%=i{k(h—z)@}+i{k(h—z)%}rw, (9.48)
ot ox ox| oy ay
gdzie: h(x,y,t) — rzedna zwierciadta wody gruntowej,

zZ(x,y) — rzedna spagu warstwy wodonosnej,

k — wspotczynnik filtracji,

U — porowatos¢ efektywna,

w — czton Zrodtowy reprezentujacy zasilanie zewngtrzne.

Na rys. 9.5 przedstawiono przekréj poprzeczny warstwy, wraz ze stosowanymi ozna-
czeniami.
Poniewaz wspotczynniki réwnania, zalezne od rozwiazania h(x, y, t), wystepuja pod zna-
kiem pochodnej, réwnanie to jest rownaniem nieliniowym. Rozwiazmy prostszy przypadek
filtracji opisanej zlinearyzowanym réwnaniem (9.48). W tym celu zat6zmy, ze:
— zmiana miazszosci warstwy wodonosnej H(x, y, t) jest na tyle mata, iz mozliwe jest
zatozenie H=h-z= H = const;
— porowatos¢ efektywna oraz wspdtczynnik filtracji sa state, czyli 4= @ = const oraz
k= k = const;
— nie ma zasilania zewnetrznego, czyli w= 0.
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a)
A
y B
Ly
a2 a
0 =
0 L, X
b) przekréj a - a
h4 powierzchnia
terenu
A T —L—
Ut HEGY ) T ] warstwa
hy,9[ - |- . = - .| nieprzepuszczalna
S \ A
z(X, y) poziom
v ¥ poréwnawczy R
x=0 X=Ly X

Rys. 9.5. Geometria obszaru filtracji i przekrdj pionowy warstwy wodonosnej

Uwzglednienie powyzszych zatozen pozwala zapisa¢ réwnanie (9.48) w nastepujacej prost-
szej postaci:

2 2
oh_pfoth, dohy) (9.49)
ot ox?  oy?
gdzie D= kTH = const (9.50)
7,

jest wspotczynnikiem dyfuzji. Wystepujace w (9.50) symbole oznaczaja usrednione w ob-
szarze filtracji wartoéci parametréw. Powyzsze réwnanie jest dwuwymiarowym liniowym
rownaniem dyfuzji. Rozwiazanie rownania tego typu réznymi wariantami metody réznic
skonczonych przedstawiono w podrozdziale 8.4.

Chcac rozwiaza¢ je metoda elementow skonczonych, najpierw obszar filtracji pokry-
wamy siatka tréjkatow. Wybierzmy dowolny element e utworzonej siatki weztow przed-
stawiony na rys. 9.4. Przyjmijmy, ze wewnatrz trojkatnego elementu skonczonego zbudo-
wanego na weztach i, j, k, potencjat h aproksymowany jest wedtug (7.80) wyrazeniem

h=Nh=N;(x ) +N; (X y)h; + Ny (x, y)h , (9.51)

gdzie aproksymujace funkcje ksztattu N(x, y) sa funkcjami liniowymi postaci (7.81)

1 .
Np (X, y)=f(ap+bp><+cpy); (p=i,j,k). (9.52)
e
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W powyzszym wzorze F. 0znacza pole elementu, natomiast wspotczynniki ap, by, C,, zalez-
ne od wspdtrzednych weztow elementu, obliczane sa wedtug formut (7.83), (7.84) i (7.85).
Zastosujmy teraz do réwnania (9.49) procedure Galerkina. Otrzymamy

M [a h gyhﬂ N, dxdly = 0, (9.53)

gdzie: F — obszar rozwiazania,
1=1,2,3.., M — indeks wezta,
M — liczba weztéw w obszarze rozwiazania F.

Powyzsza zaleznos¢ przepiszmy w nieco zmienionej postaci:
”ah N dxdly — D”(a h,o th dxdy=0, (=12 .. M). (9.54)

Wyrazenie (9.54) zawiera pochodne drugiego rzedu, co wymaga ciagtosci pierwszej po-
chodnej funkcji ksztattu we wszystkich punktach obszaru, takze przy przejsciu od elementu
do elementu. Tymczasem do aproksymacji przyjeto liniowe funkcje bazowe. Ograniczenie
to mozemy omina¢, obnizajac rzad pochodnych, podobnie jak to zrobilismy, rozwiazujac
réwnanie Laplace’a. W tym wypadku wygodnie jest uzy¢ przeksztatcenia Greena o 0g6lnej
postaci (9.30). Zatem warunek Galerkina (9.54) zapiszemy:

15 oo o[22+ 28 oy o[ v o
F

-DH( oh h N, < hjdxdy ”—N dxdy + (9.55)
D”[aa'j ?): 88'} 32}1 Xt —DJ.Nl—dB 0,(=12 -, M).

W rozwiazywanym tutaj zagadnieniu warunki zostaty sformutowane tak, ze na czgsci brzegu
dana jest funkcja h, a na czesci brzegu pochodna tej funkcji normalna do brzegu jest réwna
zero. Oznacza to, ze na odcinkach brzegu réwnolegtych do osi y obowiazuje warunek:

oh _0- oh
X on’

a na czesci brzegu rownolegtej do osi x obowiazuje warunek:
ay on

Zatem dla przyjetych warunkéw brzegowych w tym przypadku na catym obwodzie B ob-
szaru F bedzie

le—dB 0.
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Catke te mozna wigc pomina¢ w rozwazaniach. Uwzglednienie tego faktu pozwala sprowa-
dzi¢ réwnanie (9.55) do postaci:

oh oN, oh oN, oh
=N, dxdy+D ! —— dxdy =0, (=1 2,---,M). 9.56
gat B ”(axax oy ajxy =1 ). 950

Korzystajac z zasady sumowania catek w elementach tworzacych obszar F, mozemy napisa¢
”a_hN 8N8h+aNah dxdly =
- ot ox dx ay dy
m _
53 ”{a_hN [aN oh N ahﬂddy_o
=iy X oxX dx oy oy

gdzie: F, — pole elementu e,
m — liczba elementéw,
N = (N ooy Niy oy Ny ooy Ny o, )™ = wektor funkgji ksztattu.

(9.57)

Sposréd m elementdw pokrywajacych obszar F wybierzmy jeden element o wierzchotkach
oznaczonych indeksami i, j oraz k przedstawiony na rys. 9.4. W elemencie tym tylko 3
sktadowe wektora N, a mianowicie N;, N; oraz N, sa niezerowe. Wszystkie pozostate funk-
cje ksztattu w elemencie e przyjmuja wartosci zerowe. Zatem dla elementu e nalezy obli-
czy¢ tylko 3 nastepujace catki:

oh oN, oh 0N, oh .
L =1||=—N,+D axdy, (=i, j,k). 9.58
. Iﬂ + [axax 8yayﬂxy =ik (9.58)

Policzmy powyzsza catke dla | = i.
|i :J.I a_hNi+D ﬂa_h.fﬂa_h dxdy:
g ot oX oX 9y ay
0
- ”5(1\“\ +N;h; + NN dxdy +
oN,
+ D”(——(N h+Njh + Nkhk)+——(N h+Njh, + Nth)J ey =

(9.59)
_dy ”deXdy*' J‘J’N Ndxdy+—hk”N N, dxdy +

BN . 8
+Dh” N, aN + NN ey + Dh ” N dxdy +
g oX ax 8y a oX 8x ay 8

oN; oN, aN oN,
D dxd
h(g( X ox ay ay J 4
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Obliczenie kolejnych cztonéw powyzszego wyrazenia pozwala zapisac je nastepujaco:
Fe dh F, dh; Fe dh,
= ek
6 dt 12 dt 12 dt (9.60)
+—(hh G+ - (hb +acphy + o RGN
e
Podobne wyrazenia otrzymamy, obliczajac catke (9.58) dla pozostatych funkcji ksztattu
w elemencie e. | tak dla N; uzyskamy
_F.dy |=dh,-+|=edhK+
| = i ek
5 12 dt 6 d 12 dt (9.61)
+—(qu+ch)h+— ibj +¢;ch; + (bq<+cck)hk
F, 4F,

za$ dla Ny bedziemy mieli
Fodn  Fodn Fodh
K12 dt a6 dt (0:62)
+_(bkq TOGN+ (Wb +aC; +o = Db, +ccohe

Zapiszmy otrzymane przez scatkowanie (9.58) zaleznosci (9.60), (9.61) i (9.62), stosujac
notacje macierzowa:

I M ypf NN AN s dh g (9.63)
g ot oX dx dy ady © dt

Wystepujace po prawej stronie powyzszej zaleznosci iloczyny maja nastgpujaca po-
stac:

— Sudh/dt
1 i j k M
dh, /dt
i Sii Sij Sik dh,/dt
j Sjii Sjj Sjk X dhj/dt
k Skii Sk Skk dh, /dt
M dhy, /dt
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— Adh
1 i i k M
M |
i Aii Aij Aik h;
j Aji Ajj Ajk x | h
k Ak Ak Ak k hk
M "

Zgodnie z (9.60), (9.61) i (9.62) elementy macierzy S, oraz A Sa zdefiniowane nastgpujaco:

S, =Sj] =SK,k=%, (9.64a)
Sji =S =S =Sk=5; =Sj,k=lF—§, (9.64b)
A= 4,1:e (bb +cg), (9.65a)
Aj =4—1F6(hbj +¢c), (9.65b)
Ax= 4|1:e (bby +cicy) (9.65c)
Ajj =4LF6(b;h +CiG), (9.65d)
A | =4i|:e(bjbj +¢,C;), (9.65¢)
Ajk = 4}1:6 (bb +c;cy), (9.65f)
A = 4|1:e (bb +ccc), (9.650)
Aj = %Fe(bkb,- +CCj), (9.65h)
Ak = 41Fe (beby +cicy) - (9.65i)
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Zauwazmy, ze macierze S, oraz A Sa symetryczne.
W podobny sposob obliczamy catki dla kazdego elementu e = 1, 2, ..., m, otrzymujac
zaleznosci typu (9.63). Podstawmy wynik obliczen do réwnania (9.57). Otrzymamy

m N o m
Z”[%,\HDa_Na_h+a_Na_thxdy=z(se@+Aehj=o. (9.66)
& ot ox oX dy dy =\ "ot

Sumujac rezultaty catkowania w kazdym elemencie, uzyskujemy nastepujace wyrazenie:

s9M ., An= 0, (9.67)
dt
w ktorym
m m
S=>S. A=) A,. (9.68a,b)
e=1 e=1

Jest to ukfad réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Macierze S oraz A, podobnie jak ich
sktadowe S.i A¢, Sa pasmowe i symetryczne.

Catkowanie tego ukfadu wzgledem czasu jest zagadnieniem poczatkowym ukiadu
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Do jego rozwiazania zastosujmy opisana w podroz-
dziale 6.2.3 niejawna metode trapezowa (6.40). Sposéb rozwiazania ukfadu réwnan réz-
niczkowych ta metoda jest identyczny z opisanym w podrozdziale 9.1 sposobem rozwiaza-
nia w odniesieniu do jednowymiarowego réwnania dyfuzji.

Metoda trapezowa
At(dh, dh
h. o —h + t DAt 9.69
t+At t 2( dt dt j ( )

gdzie: At jest krokiem catkowania,
po zastapieniu pochodnych wyrazeniem wynikajacym z (9.67) prowadzi do uktadu réwnan:

(S+05AtA) hy, , = (S—0,5AtA) h, . (9.70)

Jest to uktad algebraicznych rownan liniowych, ktérego macierz wspdtczynnikdw jest stata
pasmowa i symetryczna.

Do ukfadu (9.70) nalezy wprowadzi¢ przyjete na etapie formutowania problemu roz-
wiazania, warunki brzegowe. W tym przypadku sa to warunki mieszane. Dodajmy, ze wa-
runki typu Neumanna zadane na czgsciach nieprzepuszczalnych brzegu B zostaty juz
uwzglednione w catce krzywoliniowej, co pozwolito zapisa¢ réwnanie (9.54) w postaci
(9.55). Z kolei, warunek typu Dirichleta oznacza, ze w weztach lezacych na brzegu obszaru
znane sa wartosci funkcji h. Oznacza to, ze w wektorze h znane sa te jego sktadowe, ktdre
odpowiadaja weztom brzegowym z takim warunkiem. Zatem z uktadu (9.70) nalezy wy-
eliminowa¢ wymienione skfadowe, jak i réwnania odpowiadajace im. W rezultacie tego
otrzymamy uktad o wymiarze réwnym liczbie weztéw, w ktérych nie jest znana funkcja h.
Poniewaz postepowanie takie jest kiopotliwe, wygodniej jest zastosowaé opisany w pod-
rozdziale 9.2 spos6b uwzglednienia warunkéw brzegowych, niewymagajacy zmiany struk-
tury macierzy wspdtczynnikéw i wektora niewiadomych.

W chwili t =ty znany jest wektor h; -, reprezentujacy poczatkowe potozenie swobod-
nego zwierciadta w catym obszarze rozwiazania. Mozna wiec dobrze obliczy¢ prawa strone
(9.70), a nastepnie rozwiaza¢ ukfad algebraicznych réwnan liniowych. Powtarzajac opisana
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procedurg dla czasu zmieniajacego sig z interwatem At, czyli dla t =ty + At, ty +2At, to + 3
At, ... az do momentu, gdy spetniony bedzie warunek:

t> tax (9.72)
gdzie: ty. — zadany czas odtwarzania procesu filtracji,

uzyskamy rozktady cisnien piezometrycznych h, czyli potozenia swobodnego zwierciadta
w przedziale (0, tmax)-

Waznym zagadnieniem w trakcie numerycznego rozwiazywania rownan typu parabo-
licznego jest dobdr wielkosci dopuszczalnego kroku czasowego At decydujacego o stabil-
nosci metody rozwiazania. Jesli réwnanie jest — jak w tym przypadku — liniowe, to dla
przyjetego schematu trapezowego (niejawnego) teoretycznie nie ma ograniczen natozonych
na krok czasowy.

m Przykfad 9.3
Filtracja nieustalona wywotana praca studni

Opisana wyzej procedure zastosowano do rozwiazania réwnania (9.49) w obszarze
prostokatnym o wymiarach 3000x3000 m (rys. 9.3.1).

y A

1 22 33 44 55 66 77 88 99 110 191

10 120
9 119
8 118
7 117
6 116
5 115
4 114
3 113
2 112
1 >

12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 X

Rys. 9.3.1. Dyskretyzacja obszaru catkowania réwnania (7.49)
Aproksymacje przestrzenna wykonano 200 tréjkatnymi elementami skonczonymi,
zbudowanymi na 121 weztach siatki kwadratowej o wymiarach 300x300 m. Warstwa wo-

donosna jest ograniczona od dotu warstwa nieprzepuszczalna, poziomo zalegajaca na rzed-
nej z=10 m. Warunki graniczne sa nastepujace:
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— warunek poczatkowy: poziom zwierciadta wody w chwili t, = O jest staty i uktada si¢ na
rzednej h =20 m w catym obszarze;
— warunki brzegowe (rys. 9.3.1):
a) na prawym brzegu obszaru (linia 111-121) zadaje sie stata rzedna h;=19m
(i=111,112, .., 121),
b) nalinii 1 — 11 zadaje sie stata rzedna hy=20m (i =1, 2, ..., 11),
c) w wezle nr 61 istnieje studnia zupetna, w ktdrej zmiana poziomu zwierciadta wody
wywotana poborem wody opisana jest funkcja fyt) o postaci

195m dla t=0,
40
fs(t): 19,5T—t dla 0<tST,
S
155m dla t>T,,
gdzie Ts= 20 h,

d) brzegi wzdtuz linii 1-111 i 11-121 sa nieprzepuszczalne.
Warstwa wodonosna jest jednorodna, o nastepujacych wtasnosciach filtracyjnych:
— wsp6tczynnik filtracji k = 25 m/h,
— wspdtczynnik porowatosci x = 0,35.
Proces przeptywu odtwarzano z krokiem czasowym At =1,0 h. Stan ustalony prze-

ptywu osiagniety zostat po okoto 5 dobach trwania pompowania w studni. Rozktad hydro-
izohips w obszarze, po osiagnieciu stanu ustalonego, pokazano na rys. 9.3.2.

3000 /
2700
2400 ’/
155m
2100 —_—
“
_ 1800 / // AN
SRMBIAT/ N
oo N\
(05‘29 //
900 [ £ ) Q’el =
600 | & ‘90(\ 3
300 \\

0
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
x[m]

Rys. 9.3.2. Uktad hydroizohips wywotany praca studni po 120 godzinach ]
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ZALACZNIK

Btedy w obliczeniach

Jesli x jest doktadna wartoscia pewnej wielkosci, za$ X’ jest jej wartoscia przyblizona,
to wyrazenie

e=[x-x (Z.1)

nazywamy btedem bezwzglednym, zas wyrazenie
g =X 2.2)

X

nazywa si¢ btedem wzglednym.

W trakcie obliczen wykonywanych na maszynach cyfrowych wystepuja 3 podstawowe
rodzaje btedow:
1) bledy wejsciowe,
2) biedy obciecia,
3) bledy zaokraglen.

Bledy wejsciowe (lub btedy danych wejsciowych) wystepuja wéwczas, gdy dane
liczbowe wprowadzane do pamieci maszyny cyfrowej odbiegaja od doktadnych wartosci
tych danych. Bledy takie pojawiaja si¢ np. wtedy, gdy dane wejsciowe sa wynikiem pomia-
row wielkosci fizycznych, mierzonych z pewna doktadnoscia pomiaru. Jednak bardziej
typowa przyczyna wystegpowania btedéw wejsciowych jest skoniczona dtugos¢ stow binar-
nych reprezentujacych liczby w maszynie.

Pamig¢ maszyny cyfrowej podzielona jest na fragmenty nazywane stowami. Kazde
stowo zawiera t¢ sama liczbe cyfr dziesietnych oraz znak. W stowie zajmujacym D cyfr sa
one podzielone na dwie oddzielne czesci. W wiekszosci wspdtczesnych maszyn cyfrowych
liczby rzeczywiste x sa zapamietywane w tzw. postaci zmiennoprzecinkowej

Xx=M-N", (2.3)

gdzie: M - mantysa liczby X,
W — wyktadnik czesci potegowej, czyli tzw. cecha.

Podstawa czesci potegowej N jest na ogot, chociaz nie zawsze, réwna 2. Cyfry w ukfadzie
dwojkowym nazywa sie bitami. Zatem w zapisie zmiennoprzecinkowym liczba rzeczywista
jest przedstawiona za pomoca dwu grup bitdw. Grupa pierwsza, tworzaca mantyse M, jest
interpretowana jako czes¢ utamkowa. W wiekszosci maszyn cyfrowych jest spetniony
warunek (Dahlquist i Bjorck, 1983):

01<|M |<1. (2.4)
Natomiast grupa druga, tworzaca wyktadnik W, jest interpretowana jako liczba catkowita.
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W maszynie cyfrowej liczba cyfr stuzacych do reprezentacji M oraz W jest ograniczo-
na. Wynika stad skonczony zbior liczb, ktére moga by¢ reprezentowane w maszynie. Licz-
by z tego zbioru nazywa sie liczbami zmiennoprzecinkowymi. Ograniczona liczba cyfr
cechy implikuje zakres zmiennosci liczb. Zatem zakres liczb W decyduje o zakresie liczb
rzeczywistych dopuszczalnych w danej maszynie. Trzeba wiec pamieta¢é 0 mozliwosci
wystapienia w trakcie obliczen takich liczb, w ktdérych cecha bedzie wigksza od dopusz-
czalnej. Wystapi wtedy tzw. nadmiar.

Rozpatrzy przyktad przedstawiony przez Fortune, Macukowa i Wasowskiego (1982).
Zatozmy, ze w zapisie dwojkowym liczbe M okresla pieé bitow, a liczbe W okreslaja trzy
bity, przy czym pierwsze bity oznaczaja znaki tych liczb. Liczbe ujemna rozpoczyna bit
o wartosci 1, zas dodatnia — 0 wartosci 0. W tym wypadku zapis

x = (1)1101 (0)10

M w
w zapisie dwojkowym oznacza liczbe
-0.1101- 210 = 1 + 1 + 0 I 1) o +(1:2+0)
2 4 8 16 ’

ktéra w zapisie dziesietnym jest liczba —3,25.

Przyjete powyzej stowo (5 bitow + 3 bity) pozwala utworzy¢ tylko niektére liczby dodatnie
w zakresie od 0,0625 do 7,5, liczbe 0 oraz liczby ujemne w zakresie —0,0625 do —7,5. Wi-
da¢ z tego, ze sa liczby rzeczywiste, ktérych za pomoca takiego zapisu nie mozna doktad-
nie przedstawi¢. Na przykfad liczba x = 0.2 (w zapisie dziesiethym) ma w zapisie dwdjko-
wym nieskonczone rozwiniecie réwne 0,0011(0011) ... . Najblizsza jej liczba, ktéra mozna
przedstawi¢, stosujac przyjety wzorzec, czyli 5-bitowa mantyse i 3-bitowy wyktadnik, to
liczba

X =(0)1100(1)10 = 0,1875.

Zatem blad bezwzgledny (Z.1) wynosi 0,0125, za$ btad wzgledny (Z.2) jest rédwny
£’ =-0,0625. Jak wynika z powyzszego przykitadu, liczby w zapisie dziesietnym, przy
przejsciu na reprezentacje maszynowa (w tym przypadku w systemie dwojkowym) sa
przedstawiane z pewnym przyblizeniem. Przyblizenie to jest tym lepsze, im wigcej bitow
zostanie przeznaczonych na mantysg liczby. Dziatania arytmetyczne na liczbach o dtugosci
jednego stowa nazywamy dziataniami z pojedyncza precyzja (doktadnoscia). Niekiedy
pojedyncza precyzja jest niewystarczajaca i dziatania arytmetyczne nalezy wykonywa¢ na
liczbach dluzszych. W takiej sytuacji mozna wykorzysta¢ tzw. arytmetyke w podwdjnej
precyzji (w jezyku angielskim: double precision). W wiekszosci maszyn cyfrowych mozli-
wos¢ taka istnieje. Powoduje to zwigkszenie doktadnosci, czyli zmniejszenie &

Nalezy dodac, ze wstepne zaokraglenie wystepuje nie tylko w trakcie wprowadzania
do pamieci komputera liczb zapisanych w systemie dziesictnym, ale takze w przypadku
wszystkich liczb niewymiernych, takich jak V2, 7, eitd.

Bledy obcigcia powstaja podczas obliczen na skutek zmniejszenia liczby dziatan.
Zagadnienie to wystepuje zwykle przy obliczaniu sum nieskonczonych, np. wtedy gdy
wartos¢ funkcji liczy sig na podstawie jej rozwinigcia w szereg. Chcac obliczy¢ np. wartos¢
funkcji f(Xg + AX) na podstawie jej wartosci w xo, korzystamy z szeregu Taylora:

Wydziat Inzynierii Ladowej i Srodowiska PG



268 Zatacznik. Bledy w obliczeniach

AX df
f AX) = f —_
(% +A%) = f (X)) + 1 e

50 o
2 X

AC d3f

— Z5
3 oo (2.5)

Xo Xo

W powyzszym szeregu nieskoniczonym mozna uwzgledni¢ dowolna liczbg cztonow. Wyni-
kajacy z tego faktu btad obcigcia szeregu jest zdominowany przez nastepny czton rozwinie-
cia. Zatem kazda wartos¢ f(x, + Ax) obliczona na jego podstawie bgdzie wartoscia przybli-
zona. Doktadnos¢ tego przyblizenia bedzie zalezata od liczby uwzglednionych w oblicze-
niach wyrazéw szeregu. Jesli w rozwinieciu uwzglednimy wyrazy zawierajace pochodne
rzedu nie wyzszego niz przyjeta liczba N, to wczesniejszy wzor zapiszemy

Ax df
f AX) = f —_
(% +4X) = (X)) + T ix

AX? d?f

2
w 2 dx

AxN dN f

— +oxN*y, (z.6)
1 N
N! dx %

%
gdzie: O(AX™?) jest tzw. reszta szeregu Taylora.

Czion O(AX™*!) interpretuje si¢ nastepujaco: istnieje tak dodatnia stata K, zalezna od funkcji
f, ze réznica pomiedzy f(x + Ax) a suma N + 1 cztonéw prawej strony wzoru (Z.6), obli-
czonych w punkcie X, jest liczbowo mniejsza niz K - AX"*! dla kazdej wystarczajaco matej
wartosci Ax. Oznacza to, ze kazda wartos¢ f(x, + Ax) obliczona wedtug wzoru (Z.6) jest
aproksymacja f z doktadnoscia rzedu AX*. Interpretacja tego faktu jest nastepujaca: jesli
danej wartosci Ax odpowiada btad obciecia g to dwukrotne zmniejszenie Ax spowoduje
btad g2V, Zatem czion O(AXY™') méwi o tempie zmiany biedu obciecia wywotanego
zZmiang AX.

Jesli N bedzie dostatecznie duza liczba, to obliczona wartos¢ f(xo + AX) moze by¢ réw-
na wstepnie zaokraglonej jej wartosci, tzn. catkowity btad popetniony przy jej obliczeniu
bedzie réwny bitedowi wejsciowemu. Na ogét jednak, z uwagi na czas obliczen, uwzglednia
sie niewielka liczbe wyrazdw szeregu, co powoduje pojawienie si¢ btedu obciecia.

Bledy obcigcia pojawiaja si¢ rdwniez w innych przypadkach, jak na przykfad przy
obliczaniu catek niewtasciwych

I =| f(x)dx, (Z.7)

D — 3

w ktérych nieskonczona granice nalezy zastapi¢ wartoscia skonczona.

Btedy obciecia odgrywaja szczeg6lnie wazna role w numerycznym rozwiazywaniu
réwnan rézniczkowych. Idea stosowanych metod polega na zastapieniu pochodnych ilora-
zami réznicowymi. Do wyznaczenia przyblizonych wartosci pochodnych wykorzystuje sie
szereg Taylora (Z.5). Z szeregu tego mozna wyznaczy¢ wartos¢ pochodnej | rzedu w punk-
cie Xo. Jest ona rowna

o _f0e+a)-f00) _Axd*f| AP d|

e Z.8
x|, AX 2 dx? |X 6 dx® |x (28)
0 0

Jesli dokonamy teraz obciecia szeregu i po prawej stronie réwnosci zostawimy tylko pierw-
szy wyraz, to otrzymamy wyrazenie
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i ~ f(xO+AX)_ f(XO) ’ (Zg)
dxl, AX
bedace aproksymacja pochodnej funkcji f w punkcie x,. Pierwszy wyraz obcigtej czesci
szeregu (Z.8) informuje o dokfadnosci aproksymacji pochodnej. W tym przypadku jest to
aproksymacja rzedu O(AXx). Oznacza to, ze popetniany btad obcigcia zmienia si¢ liniowo ze
zmiang wartosci AXx.

Bledy zaokraglen sa efektem skracania liczb. Wiadomo, ze w pamigci komputera
moze by¢ zapisana liczba o skonczonej ilosci cyfr dziesictnych. Z tego powodu nie wszyst-
kie liczby moga by¢ zapisane w pamieci doktadnie. Nie mozna na przyktad doktadnie
przedstawi¢ liczb niewymiernych, jak V2, 7, e. Podobnie iloczyn dwu liczb o skonczonym
rozwinieciu, majacy tyle cyfr, ile maja tacznie oba czynniki, moze by¢ zapisany w pamieci
po zaokragleniu.

W przypadku utamka dziesiethego mozna méwi¢ o cyfrach istotnych i cyfrach utam-
kowych (Dahlquist, Bjorck, 1983). Méwiac o cyfrach istotnych nie uwzglednia sie zer na
poczatku utamka, gdyz pomagaja one tylko okresli¢ pozycje kropki dziesietnej. Natomiast
liczac cyfry utamkowe, uwzglednia sie wszystkie cyfry po kropce dziesietnej, takze ewen-
tualne zera miedzy kropka a pierwsza cyfra r6zna od zera. Na przyktad liczba 0,00147 ma
pig¢ cyfr utamkowych, ale tylko trzy cyfry istotne. Natomiast liczba 12,34 ma cztery cyfry
istotne i dwie cyfry utamkowe.

Jesli modut btedu wartosci X’ nie przekracza 1/2 - 107", to méwimy, ze X’ ma t popraw-
nych cyfr utamkowych. Cyfry wystepujace w X az do pozycji t-tej po kropce nazywamy
cyframi znaczacymi. Wartos¢ 0,001234 +£0,000004 ma pig¢ poprawnych cyfr utamkowych
i trzy cyfry znaczace. Natomiast wartos¢ 0,001234 +0,000006 ma 4 poprawne cyfry utam-
kowe i dwie cyfry znaczace. Liczba cyfr poprawnych daje pojecie o wielkosci btedu bez-
wzglednego, a liczba cyfr znaczacych — o wielkosci btedu wzglgdnego.

Sa dwa sposoby skracania liczb do danej dtugosci t cyfr utamkowych.

Ucinanie polega po prostu na odrzuceniu cyfr na prawo od t-tej. Tego sposobu nie
zaleca si¢ stosowac, gdyz wprowadzamy btad na systematycznie przeciwny znak niz sama
liczba. Bardzo wiele typow komputerdéw ucina wyniki wszystkich operacji arytmetycznych.
Zwykle nie jest to szkodliwe, gdyz liczba cyfr tworzacych wielkosci jest znacznie wieksza
niz liczba cyfr znaczacych w danych.

Zaokraglanie polega na wyborze wsrdd liczb majacych tylko t cyfr ulamkowych
liczby najblizszej do danej. Jesli zatem fragment liczby znajdujacy sie na prawo od t-tej
cyfry utamkowej jest mniejszy co do modutu od 1/2 - 107", to t-ta cyfre zostawia si¢ bez
zmiany. Jesli ten fragment ma modut wickszy od 1/2 - 107, to do t-tej cyfry utamkowej
dodaje sie jeden (1). W granicznym przypadku, gdy fragment ten jest doktadnie rowny
1/2 - 10", mozna doda¢ 1 do t-tej cyfry — gdy jest nieparzysta, lub pozostawié¢ bez zmiany —
gdy jest parzysta. Wtedy btedy dodatnie i ujemne beda jednakowo czeste. Niezaleznie od
przyjetej konwencji, btad zaokraglenia lezy zawsze w przedziale

—1-104, l.lo—t )
2 2

Efekty wymienionych wyzej sposobow postgpowania mozna przesledzi¢, na przykiadzie
skracania liczb do trzech cyfr utamkowych, co przedstawiono w tabeli Z.1.
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Przenoszenie bteddw z danych na wyniki ma miejsce podczas wykonywania operacji
arytmetycznych na liczbach obarczonych btedami. Przy wykonywaniu duzej liczby dziatan
zjawisko to moze by¢ niebezpieczne, poniewaz w spos6b istotny moze zmienia¢ ostateczne
wyniki obliczen. Istote problemu przesledzmy na prostym przykladzie dotyczacym obli-
czenia obwodu kwadratu.

Tabela Z.1
Poréwnanie ucinania i zaokraglania liczb
Liczba Zaokraglenie Uciecie
0.2397 0.240 0.239
-0.2397 -0.240 -0.239
0.23750 0.238 0.237
0.23652 0.237 0.236

Zatdzmy, ze pomiar dlugosci boku kwadratu z doktadnoscia £=1 cm dat wynik
X =100 cm. Oznacza to, ze bok kwadratu ma wartos¢ zawarta pomiedzy 99 cm i 101 cm,
€O mozna zapisac
x=100=£1cm.

Obwéd kwadratu L bedzie liczba zawarta pomiedzy liczba 99 + 99 + 99 + 99 = 396 cm
aliczbg 101 + 101 + 101 + 101 = 404 cm. Jesli zatozymy, ze obwdd jest rowny sredniegj
arytmetycznej z powyzszych liczb, to mozna powiedzie¢, ze wynosi on:

L =400 +4 cm.

Biorac pod uwage przyjeta wartos¢ przyblizona boku kwadratu x” = 100 cm oraz btad bez-
wzgledny £ =1 cm, zauwazamy, ze otrzymany wynik sumowania bokéw kwadratu rowny
jest

L=X+X+X+X t(e+e +e +¢).

Whiosek ten mozna tatwo uogoélnié¢. Jesli liczba x; oszacowana jest z doktadnoscia &, za$
liczba x, z doktadnoscia &, czyli x; = X" & oraz X, = X" £&, to

X1+ X = Xl’ + Xz, i‘(é‘l + 6'2) (210)
oraz
X1 —Xo= Xl, + Xz, i(El + 52). (le)

Oszacowanie btedu bezwzglednego wyniku dodawania lub odejmowania jest wiec suma
oszacowan btedow bezwzglednych sktadnikow.

Postepujac w podobny sposéb z powierzchnia analizowanego kwadratu mozna po-
twierdzi¢ znana zasadg (Dahlquist i Bjorck, 1983), ze mnozenie dwdch liczb przyblizonych
X'1 1 X5, ktérych biedy wzgledne wynosza odpowiednio £ i &,, daje wynik, ktérego osza-
cowanie btedu wzglednego jest suma oszacowan btedow wzglednych czynnikdw. Zatem
jesli zgodnie z (Z.2) przyjmiemy, ze

X1=x(1+€&1) oraz X,=%(1+ &), (Z2.12a,b)
to
X]_, . Xg, =X X (l + 81’) : (1 + 82’) (213)
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ma btad wzgledny e réwny, zgodnie z (Z.2)

&= XX (L+ &)L+ £5) — XX, ~ € +e), (Z2.14)
X X2

dla odpowiednio matych wartosci €1 i & .
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