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Rozdzial 1

Przedmiot, cel i zakres pracy

1.1. Przedmiot pracy

Nigdy dotad przed inzynierem nie stata koniecznosé¢ projektowania tak bardzo restrykcyjnego
oraz tak mocno balansujacego na granicy wykorzystania pelni parametréow fizycznych
i wytrzymatosci materialu w stosunku do jego gabarytéow, tak jak to ma miejsce w czasach
dzisiejszych. Jednakze jakkolwiek taka konstrukcja bedzie wytworzona, w jakimkolwiek polu
inzynierii ma znaleZzé swoje zastosowanie i jak mocno zblizono sie w niej do limitu
wytrzymalo$ci materialu, jedna rzecz musi pozosta¢ uniwersalna. Konstrukcja taka musi
bezwarunkowo zagwarantowaé¢ spelnienie swojego podstawowego zadania — wypelnienia jej
przeznaczenia przez calkowity czas uzytkowania, zalozony w procesie projektowania.
To z kolei pociaga za soba wymoég kolejny — zapewnienie calkowitego bezpieczenstwa
konstrukcji inzynierskiej juz w trakcie jej uzytkowania.

W standardowym procesie projektowym zapewnianie bezpieczenistwa konstrukcji spelniane
jest przez odpowiednie stosowanie sie do normatyw technicznych charakterystycznych dla
danego kraju lub srodowiska. Na ich podstawie parametry materialowe lub obciazeniowe,
w rzeczywistosci zmienne, obarczone pewnymi tolerancjami lub niepewno$ciami, przedstawia
sie w postaci zbioru mnoznikéw i wspédlczynnikow, zastepujacych wiedze o okreslonym
stopniu losowosci lub zmiennosci w czasie tychze cech. Zaleznie od potrzeb — wspoétczynniki te
zwiekszaja wplywy zewnetrzne, jesli niekorzystnym w sensie inzynierskim bedzie narastanie
danego obciazenia lub niedoskonatosci materiatu, albo tez zmniejszaja je, jesli wptywy danego
czynnika naturalnie pomagaja zachowaé bezpieczenstwo danej konstrukeji, badz gdy
zmniejszenie obcigzenia powoduje bezpoérednio zmniejszenie bezpieczenstwa konstrukcji.
Jednakze mnalezy mieé¢ $wiadomo$é, ze nawet najdokladniejsze sterowanie rzeczonymi
wspolczynnikami w procesie projektowym moze nie byé wystarczajacym gwarantem
bezpieczenstwa  konstrukcji. Pojawi¢ sie  bowiem moga (z pewnym  okreslonym
prawdopodobienistwem) niepewnosci czynnikow wieksze niz te, ktore byly brane pod uwage
przy projektowaniu zgodnie z normami czy specyfikacjami. Zatem, takze z pewnym
okreslonym prawdopodobienistwem, konstrukcja zaprojektowana z nalezytym zachowaniem
procedur normowych, moze mimo wszystko ulec awarii [Vrouwenvelder, 2002].

Jest to jeden z najistotniejszych powodéw, dla ktérych w czasach obecnych rozwija sie teorie
i modele probabilistyczne. We wszystkich probabilistycznych wariantach analizy, miedzy
innymi w analizie niezawodnoéci konstrukcji, ktora jest przedmiotem niniejszej pracy, przyjaé¢
mozna, iz wspomniane powyzej materialy, obciazenia, badz cate konstrukcje obarczane sg
pewnymi niepewnosciami (wymiaru, wielkosci, wykonania, wytrzymatosci) i niepewnosci te
powinno sie modelowaé¢ za pomoca odpowiednio dobranych zmiennych losowych lub p6l
losowych. Wowczas awarie konstrukeji inzynierskiej definiuje sie w sposéb bardziej ztozony,
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jako pewien stan, nazywany granicznym, w ktéorym odpowiedZ konstrukcji lub materiatu na
zadane obciazenie stanowié¢ zaczyna zagrozenie bezpieczenistwa jej funkcjonowania. Zatem,
awarig konstrukcji jest de facto pewne niekorzystne zdarzenie losowe, ktoére jest zbiorem
wartosci zatozonych niepewnosci parametréw materialowych badz konstrukeji, ktore
prowadza do przekroczenia wspomnianego stanu niebezpiecznego. Natomiast poszczegodlne
przekroczenia dopuszczalnosci odchylek ustalonych w procesie projektowania zmiennych
materialtu i obcigzenia mozna nazwaé¢ jako naruszenie obszaru granicznego bezpieczenistwa
konstrukcji. Prawdopodobienistwo zaistnienia zdarzenia losowego niepozadanego w pracy
konstrukcji, czyli prawdopodobieristwo awarii, wraz z wywodzacymi sie z niego wartosciami,
sa zatem miarami losowego ujecia niezawodnoéci danej konstrukcji.

Metody probabilistyczne cechuja sie jednakze znaczna ztozonoscia, zaréwno w kwestii
oszacowania prawdopodobieristwa awarii, czy w ogoéle stworzenia poprawnego modelu do
analizy losowej. Stad ich poki co mala popularno$é w codziennej praktyce inzynierskiej,
mimo, iz pozwalajg na bardzo racjonalng i w ogromnej mierze inwestycyjnie oszczedng ocene
bezpieczenistwa konstrukeji, jej elementu, czy pracy danego materiatu [Vrouwenvelder, 2002].

Utworzeniu prawidlowego modelu zjawisk losowych, ktérym poddana jest konstrukcja,
pomaga zazwyczaj odpowiednie przygotowanie obserwacyjne inzyniera. Wszelakie
odnotowane w roznych zréodtach (takze we wspomnianych wyzej deterministycznych
normatywach inzynierskich) informacje i dane statystyczne dotyczace zmiennosci obciazen
oraz parametrow wytrzymatosciowych w miejscu i w czasie, dane zawierajace potrzebne
ilosciowe 1 jakosciowe §rednie miary tych zjawisk, wiadomosci o ich relacjach i kombinacjach,
a takze o ich charakterystykach, sa niezbedne do poprawnego funkcjonowania pdzniejszego
modelu konstrukcji obarczonej losowoscia jej elementéow. Wspolczesny inzynier w prosty
sposéb moze wszystkie te dane zastapi¢é za pomoca matematycznych funkcji rozkladow
prawdopodobienstwa danych niepewnosci [Stocki, 1999].

Tutaj wiec rodzi sie kolejna trudnos$é, ktoéra stoi na przeszkodzie popularyzacji metod
losowych. Jest to zlozono$é odwzorowania wspomnianych niepewnosci do rozktadéw
prawdopodobienistwa zmiennych losowych dziatajacych na konstrukcje badZz jej elementy.
Ich okreslenie wymaga w najlepszym wypadku przeprowadzenia wielu testow (jesli zmiennag
jest wytrzymatos¢), wielu symulacji numerycznych, poprowadzenia serii eksperymentow
o znacznej liczbie pojedynczych prob (dla  zmiennych okreslanych poprzez projekt
eksperymentalny), lub tez wielomiesiecznych, a czasem nawet wieloletnich obserwacji
procesow natury (w przypadku obcigzenn dzialaniami atmosferycznymi). Kolejno, nawet
dysponujac odpowiednimi bazami danych o wymienionych czynnikach, napotka¢ mozna
trudnosci zwigzane z wtasciwg ich implementacja do analizy, tj. przy opracowywaniu danych
statystycznych. Procedury numeryczne stuzace temu celowi réwniez moga byé dziataniami
o duzej ztozonosci, co jest kolejna niedogodnoscia stojaca czesto jako argument przeciwko
stosowaniu podej$cia probabilistycznego w projektowaniu [Ang i Tang, 2007].

Dalej, jesli okreslona niepewnosé wytrzymalo$ci materiatu lub obciazenia konstrukcji, oprocz
zmiennos$ci wartosci, wykazuje rowniez zmienno$¢ w czasie i/lub w przestrzeni, to musi by¢
ona koniecznie opisana funkcjg losows, badZz polem losowym. Zbiér funkcji matematycznego
opisu tego typu niepewnosci nazywamy woOwczas procesem losowym i jego opis takze cechuje
sie wysokim stopniem trudnosci matematycznej. Wiele z proceséw losowych nawet po dzien
dzisiejszy nie ma poprawnego odwzorowania numerycznego. Stad $miato mozna stwierdzié,
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iz problem zapewnienia konstrukcji bezpieczeristwa ze wzgledu na nosnosé¢ i uzytkowanie nie
tylko wymaga wiedzy na temat podejécia probabilistycznego potrzebnej do kalkulacji
prawdopodobienistwa awarii projektowanej konstrukcji, ale takze umiejetnosci stworzenia
i kalibracji modelu do uzycia w takich obliczeniach [Devroye, 1986].

Wszystkie powyzsze fakty dzialaja na niekorzysé podejscia losowego, jezeli mowa
o projektowaniu ,codziennym”, o standardowym dzialaniu biur projektéw budownictwa
komunalnego. Istnieja jednakze projekty o wiekszej zlozonosci, o silniej i wyrazniej
stawianych kryteriach odbioru lub wiekszych niz zazwyczaj obostrzeniach ekonomiki
konstrukcji. W tychze projektach podejscie normowe jest niewystarczajace i stosowanie
metod losowych staje sie koniecznoscia. Pamietaé¢ réwniez nalezy, iz dzieki nieustannemu
zwiekszaniu sie mozliwosci obliczeniowych komputeréw i algorytméw numerycznych coraz
blizej jest tradycyjnej inzynierii do przeskoku na podejscie probabilistyczne i w coraz
wiekszym procencie komercyjnego oprogramowania analizy takie sa na dzien dzisiejszy
mozliwe do wykonania [Stocki, 1999].

W sklad rodziny analiz podej$cia probabilistycznego oprocz wspomnianego szacowania
niezawodnosci wchodza réwniez szeroko pojete optymalizacje niezawodnoéciowe oraz analizy
wrazliwodci konstrukcji. Optymalizacje niezawodnos$ciowe sa technikami pozwalajagcymi na
wprowadzenie w konstrukcje szeregu ograniczen prawdopodobienstwa jej awarii w sposdb
globalny (suma zmian czynnikow obarczonych niepewnosciami lub modyfikowalnymi pod
wzgledem kubatury i przyjetego materiatu), a analizy wrazliwosci podchodza do czynnikow
podlegajacych  niepewnosciom w  sposob lokalny, skupiajac sie na  zmianach
prawdopodobienistwa awarii konstrukcji na skutek wywotania okreslonego poziomu zmiany
ustalonej wczesniej pojedynczej, konkretnej zmiennej losowej. Objecie zasiegiem wszystkich
wymienionych galezi analiz daje z caly pewnoscig najdoskonalszy obraz zachowania sie
konstrukcji, a potaczenie lub wzbogacenie standardowej metodologii elementéw skoriczonych
o szereg procedur i algorytméw zawierajacych podejscie losowe w wielu przypadkach
prowadzi do redukcji czasu badZ rozciagtosci obliczeit modelu oraz lepszej kontroli procesu
kalkulacji rozwigzania, co ma swoje najbardziej wyrazne zalety w przypadku postepowania
z konstrukcjami materiatowo lub geometrycznie nieliniowymi [Kolanek, 2007; Stocki, 2010].

1.2. Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest przede wszystkim potwierdzenie zasadnoS$ci
i celowosci wykonywania analizy niezawodnosci nieliniowych probleméw $cisle
inzynierskich, na kazdym kroku procesu projektowania. Celem pracy jest takze
przedstawienie mozliwych do zastosowania, szeroko uznawanych probabilistycznych metod
szacowania bezpieczenstwa konstrukcji, teoretyczne opracowanie oraz komputerowa
implementacja programu autorskiego stuzacego do jego obliczania, a takze stworzenie $cisle
zgodnej z normatywami procedury generacji p6l losowych modelujacych przestrzenny rozktad
imperfekcji geometrycznych i materiatlowych, wraz z udowodnieniem wplywu tych ostatnich
na nos$nos¢ konstrukeji inzynierskiej.
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Trzon niniejszej rozprawy stanowi, jak podkreslono powyzej, analiza nieliniowych (zaréwno
geometrycznie, jak i materiatlowo) modeli konstrukcji. Rozwazane sa zaréwno modele pretowe
i powierzchniowe, co wskaza¢ ma na uniwersalno$¢ i wszechstronno$¢ metodologii podejscia
probabilistycznego w zastosowaniu do procesu projektowania i do oceny bezpieczenstwa
konstrukcji juz istniejacej. Podjecie operacji na obu typach konstrukcji ma takze wskazywaé
mozliwosé przetozenia zaprezentowanych w niniejszej rozprawie technik obliczeniowych
na szerokie spektrum problemoéw inzynierskich.

W konstrukcjach tego typu, gléownymi problemami sa zagadnienia statecznosci (zar6wno
lokalnej, zwiazanej z wyboczeniem pojedynczych elementéw, jak i globalnej, zwiazanej
z utratyg statecznosci przez calo$é konstrukcji) oraz problemy przekroczenia nosnosci
granicznej konstrukcji lub jej elementu — uplastycznienia materiatu, z ktorego jest wykonana.

Szczegdlna uwaga w wiekszej czesci rozprawy poswiecona jest imperfekcjom geometrycznym,
to w nich wtasnie poszukiwana jest gléowna przyczyna zmiennosci parametréw modelu
probabilistycznego. W niniejszej rozprawie podjeta zostata préoba oszacowania ich wplywu na
zachowanie rozwazanych konstrukecji inzynierskich oraz zasygnalizowania wrazliwosci tychze
konstrukcji na zmiennosci wywotane wskazanymi imperfekcjami, traktowanymi jako
istniejace badz =zachodzace osobno. Jest sprawa oczywista, iz moga one w krotkiej
perspektywie czasu, w zupelnie réznym charakterze, doprowadzaé¢ konstrukcje do utraty
statecznosci lub no$nosci pod danym stanem obcigzenia. Jednakze, w wielu dziedzinach
inzynierii nadal sprawa otwarta pozostaje charakter tej zmiany, a w sporej grupie typow
konstrukcji analiza wrazliwosci nie zostala do tej pory przeprowadzona dostatecznie
szczegotowo |Gorski i Mikulski, 2005; Kaminiski, 2005].

Stosowanie technik generacji losowego zestawu zmiennych wejsciowych dla parametrow
analizy modeli z imperfekcjami i czytanie na ich podstawie odpowiedzi konstrukcji jest zatem,
jak wskazano w pracy, w pelni uzasadnione i niemalze konieczne (a przynajmniej — z cala
pewnoscig zalecane), nawet w przypadku do$¢ szerokiej grupy konstrukcji inzynierii
komunalnej — w powtokach siloséw i zbiornikéw, co jest tez potwierdzane w samych normach.

Istotna ogniskowa rozprawy sa tez materialy kompozytowe. W obecnej inzynierii to wtasnie
materialy kompozytowe sa najSmielej wprowadzane do procesu projektowania. Bardzo
istotnym elementem stosowania takiego materialu takze jest analiza probabilistyczna wpltywu
imperfekcji geometrycznych i materialowych na cato$é zachowania sie kompozytu. Dokonanie
szczegdlowej stochastycznej charakterystyki kompozytow jest niezbedne do stworzenia
wiarygodnych danych, ktére postuza projektowaniu i realizacji obiektéw inzynierskich
z materiatow kompozytowych. Istotnym elementem analizy powinno byé przede wszystkim
zgrubne oszacowanie niezawodnosci konstrukcji kompozytowych w zakresie problemu
materiatlowo nieliniowego, zatem takze jest to elementem niniejszej rozprawy [Bucinell, 1998;
Johnson, 2010].

Niniejsza praca ma w zamierzeniu charakter aplikacyjny — wnioski z niej ptynace
majg doprowadzi¢ do zwickszenia $wiadomosci o mozliwym wpltywie okreslonego gatunku
losowosci na niezawodno$é¢ konstrukcji, a zaproponowane w niej rozwiazania — zaréwno
numeryczne, jak i praktyczne — maja byé w prosty sposoéb przetlumaczalne na inzynierie
,codzienng’ i przyblizajace inzynierowi postugiwanie sie metodologia probabilistyczna.
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Praca sklada sie z oSmiu rozdzialéw.

Rozdzial 1 jest dedykowany przedstawieniu przedmiotu pracy, jej celu oraz zakresu
tematyki, jakiej podejmuje sie niniejsza rozprawa doktorska.

Rozdzial ten mnakresla miedzy innymi réznice pomiedzy klasycznym podejsciem do
projektowania, a podejéciem probabilistycznym, sugerowanym przez prace i w niej
przedstawianym. Zawiera takze wskazania, iz probabilistyczne szacowanie niezawodnodci
moze mie¢ przewage nad podejsciem normowym, co skutkuje w czasach obecnych
gwaltownym rozwojem tej dyscypliny inzynierii (ktory to fakt stal sie motywem podjecia
pracy w takim temacie i o takiej rozciagtosci). Pokrotce naswietla sie w nim takze nieliczne
wady, jakimi charakteryzuje sie podejscie probabilistyczne.

W drugiej czedci rozdzialu nakresla sie szczegétowo zakres pracy. Tekst sktada sie z dwoch
partii — ujecia ogdélnego poruszanego w pracy wycinka zbioru technik probabilistycznych

i modeli konstrukcji inzynierskich, do ktorych zostanie on zastosowany oraz ujecia
szczegbdtowego, odnoszacego poszczegblne tematy przewodnie do ich miejsc w tresci pracy.
Konicowo, dokonane jest sformutowanie tezy pracy.

Rozdzial 2 jest w calo$ci poswiecony metodom okreslania niezawodnosci konstrukeji,
na kazdym poziomie oceny bezpieczeristwa konstrukcji inzynierskich.

W pierwszej czesci rozdzialu umieszcza sie Sciste przedstawienie podejscia probabilistycznego
i definiuje sie podzial metod szacowania bezpieczeristwa konstrukcji inzynierskich na cztery
odpowiednie poziomy, w zaleznosci od stopnia zaawansowania ich odniesienia do technik
probabilistycznych. Szczegétowo przedstawione zostaja dwa z nich — poziom pierwszy,
tj. ujecie deterministyczne problemu niezawodnodci, przedstawiane w normatywach
technicznych i kodach projektowych oraz poziom drugi, tj. ujecie symulacyjne problemu

niezawodnosci, przedstawiane w literaturze dedykowanej obliczeniom probabilistycznym
i technikom stochastycznym. Dla poziomu symulacyjnego definiowane sa podstawowe pojecia
matematyczne teorii niezawodnosci oraz formulowany jest problem podstawowy analizy
niezawodnosci. Przedstawiane sg takze miary niezawodnosci w probabilistycznej przestrzeni
realizacji zmiennych losowych problemu. Znajduje sie wsréd nich takze nakreslenie
najistotniejszego z punktu widzenia rozprawy wspoélczynnika — wskaznika niezawodnosci,
stosowanego jako podstawowa miara niezawodno$ci modelu konstrukcji inzynierskiej.
Definiowane sa cztery rozne koncepcje wskaznika: liniowy Cornella, quasi — liniowy FOSM,
kwadratowy Hasofera — Linda i kwadratowy ulepszony Rackwitza — Fiesslera. Opisano takze
wszystkie techniki pomocne przy jego kalkulacji.

W drugiej czeéci rozdzialu przedstawiono galaz metod, dzieki ktérym oszacowaé mozna
wszystkie miary probabilistyczne bezpieczenistwa konstrukcji inzynierskiej. Pokroétce
omoéwiona zostaje miedzy nimi metoda perturbacyjna, jednakze gtéwng ogniskowsa rozprawy
sa metoda Monte Carlo oraz metoda powierzchni odpowiedzi (RSM). Metoda Monte
Carlo przedstawiana jest w ujeciu podejécia bezposredniej generacji populacji punktow
obliczeniowych, jak réwniez w ujeciu metod $wiadomej i bezstratnej redukcji populacji
punktoéw obliczeniowych. Opisane sa szczegdtowo cztery techniki probkowania redukcyjnego:
probkowanie warstwowe, probkowanie hipersze$cianu taciniskiego, probkowanie wagowe oraz
probkowanie rosyjskiej ruletki i rozdzielania. Pierwsze trzy techniki znajduja nastepnie
szerokie zastosowanie w przyktadach obliczeniowych, przedstawionych w rozprawie.

Kolejna czescig rozdziatu sg dwa przykiady ilustrujace wplyw wyzej wymienionych technik
redukcji wariancji na obliczenia prowadzone metods Monte Carlo. Podejmuje sie w rozprawie
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analize dwoch modeli nieskonczenie sztywnego pionowego elementu pretowego (masztu)
z odciagiem (odciaggami) w postaci elementéw sprezystych o losowych stalych sprezystosci.
Whpierw analizuje sie model geometrycznie dwuwymiarowy, o jednym stopniu swobody,
a nastepnie — geometrycznie tréjwymiarowy, o dwoch stopniach swobody. Zaklada sie, ze
maszty majg pewna niezamierzong niedoskonalo$é wykonania, ktéra objawia sie utrata jego
pionowosci. Uktad geometrycznie dwuwymiarowy stuzy przede wszystkim do teoretycznego
wprowadzenia w rozpatrywany problem nieliniowy, natomiast model geometrycznie
trojwymiarowy jest uzyty przede wszystkim do wykonania wyzej wspomnianej analizy
poréwnawczej sprawnosci ulepszonej metody Monte Carlo.

Nastepny punkt rozdzialu dedykowany jest przedstawieniu teoretycznych podstaw metody
powierzchni odpowiedzi, bedacej gléwna ogniskowa rozprawy. Metoda ta pozwala
na oszacowanie, jak okreSlona odpowiedZ konstrukcji zmienia sie pod wplywem zmian
pozioméw wspdlczynnikow analizy oraz pozwala osiagnaé zrozumienie zachowania sie
konstrukcji obarczonej zadanymi niepewnosciami. Przede wszystkim jednak, metoda ta
pozwala uzyskaé¢ kompletna wiedze o wtasciwosciach pracy konstrukcji na testowanym
obszarze zmiennodci jej parametréow. Przedstawia sie dwa podejscia do metody — podejscie
klasyczne, gdzie powierzchnie odpowiedzi aproksymuje sie modelem wielomianowym, a takze
podejscie innowacyjne, gdzie powierzchnie aproksymuje sie modelem ilorazu wielomianowego.
Osobne miejsce na koncu rozdzialu zostalo poswiecone opisowi problemu okreslania
wrazliwosci probabilistycznej modeli konstrukcji inzynierskich. Dokonano krytycznego
przegladu technik, jakie moga byé¢ stosowane do szacowania wrazliwodci, jesli dysponuje sie
wynikami analizy niezawodnos$ci metoda Monte Carlo i/lub metody powierzchni odpowiedzi.

Rozdzial 3 jest poswiecony przedstawieniu autorskiego programu RSM-Win (napisanego
w jezyku Fortran F90), stuzacego do analizy probleméw inzynierskich za pomoca metodologii
powierzchni odpowiedzi oraz do szacowania podstawowych miar niezawodnosci pierwszego
i drugiego rzedu, dokonywanych na bazie informacji numerycznej z powierzchni odpowiedzi.
W rozdziale tym umieszcza sie kolejno: przedstawienie motywacji do wykonania takiego
narzedzia, naswietlenie technik matematycznych, wokot ktorych zostal zbudowany (glownie
standardowa analize regresji oraz analize wariancji odpowiedzi metoda tablicowa ANOVA)
oraz przedstawienie gléwnych schematéw jego dziatania, jakie sa przez program uzywane
do uzyskiwania wartosci pozadanych przez osobe realizujaca obliczenia. Rozpisane zostaja
miedzy innymi uzywane przez program algorytmy poszukiwania wskaznikéw niezawodnosci
Hasofera — Linda i Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera.

Rozdzial 4 jest poswiecony imperfekcjom geometrycznym konstrukcji inzynierskich.

W pierwszej czesci rozdzialu poruszono problem wystepowania imperfekcji geometrycznych,
widziany z perspektywy przepisow normowych. Przedstawiono kolejno wszystkie typy
imperfekcji, jakie mogg wystapi¢ w rzeczywistych konstrukcjach inzynierskich, a nastepnie
przywotano fakt, iz norma nakazuje wybiera¢ do analiz procesu projektowego jedynie
niepewnosci geometryczne. Przywoluje sie wszystkie prawomocne krajowe normatywy, jakie
poruszaja wspomniang kwestie. Zgodnie z Eurokodem PN-EN 1993-1-6:2009, podaje sie
wstepne zalozenia dotyczace ich wymiaréw i polozenia, w odniesieniu do grubosci elementu
obarczonego imperfekcja lub do klasy precyzji wykonania elementu konstrukcyjnego.

W drugiej czesci rozdzialu podano technike identyfikacji inzynierskiej rozproszonych
imperfekcji geometrycznych jako réwnowazng metode dokonywania wstepnych zatozen
dotyczacych ich wymiaréw i potozenia. Odwotano sie do literatury podkreslajacej zasadnosé
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i uzytecznosé takiego dzialania. Na koniec rozdzialu podaje sie literature poruszajaca temat
transkrypcji danych doswiadczalnego pomiaru imperfekcji w postaé¢ odpowiadajacych im
symulowanych p6l losowych. Formutuje sie warunki, jakie narzucane sa na pola losowe, aby
pozostaly one wiernym odwzorowaniem niedoktadnosci geometrii konstrukeji rzeczywistych.

Rozdzial 5 jest intuicyjng kontynuacja rozwazan nad polami imperfekcji geometrycznych,
opisujaca procesy generacji dwuwymiarowych i trojwymiarowych pél losowych stuzacych do
pozniejszego modelowania imperfekcji geometrycznych i materialowych.

Przywolywane sa dwie techniki generacji po6l losowych. W pierwszej kolejnosci prezentowana
jest metoda warunkowej akceptacji i odrzucania. Wpierw dokonuje sie krytycznego przegladu
literatury, jaki poswiecony jest metodzie, a nastepnie podaje sie matematyczne podstawy
generacji. Na ich podstawie definiuje sie obrazowo przebieg generacji, a koricowo — formuluje
sie jej algorytm. Ostatecznie, rozwaza sie zalety generacji warunkowej i przywoluje jej
zastosowania. Jako druga, przedstawiana jest uniwersalnie stosowana generacja pol losowych
za pomocg rozwiniecia Karhunena — Loéve’a. Podaje sie wpierw, jak poprzednio, podstawy
matematyczne generacji, a na ich podstawie formutuje sie koricowo algorytm generacyjny.
Druga cze$é rozdziatu poswiecona jest wykonaniu przyktadu obliczeniowego, wygenerowanego
w programie wlasnym, polegajacego na symulacji pola losowego za pomoca obu technik
generacji i jednocze$nie dokonujacego pordéwnania wynikow dla obu metod. Dodatkowo,
oblicza sie dla przykltadu globalny btad macierzy kowariancyjnej, stuzacy jako miara jakosci
otrzymanych pol losowych. Bledy owe poréwnuje sie w koncoéwce rozdzialu, a na ich
podstawie wyciaga sie wnioski sugerujace korzystniejsza dla przysztych przyktadow
obliczeniowych technike generacji.

Rozdzial 6 jest w opinii autora najbardziej istotna czeScia rozprawy. Rozdziat ten
zawiera opis przeprowadzonych obliczenn przykladow ilustrujacych mozliwosé zastosowania
podejscia probabilistycznego w rzeczywistych konstrukcjach inzynierskich do szacowania ich
niezawodnosci. Podjete badania numeryczne maja na celu potwierdzenie tezy rozprawy,
sformutowanej w rozdziale otwierajacym prace.

Wszelakie wprowadzenie danych, obliczenia probabilistyczne oraz obréobka danych
wyjéciowych zostala wykonana przy uzyciu programu autorskiego RSM-Win oraz przy
uzyciu autorskich procedur wspomagajacych, napisanych w jezykach Fortran F90 oraz
Scillab.  Obliczenia numeryczne zaawansowanych modeli konstrukcji inzynierskich zostaty
wykonane w komercyjnych programach obliczeniowych NX Nastran i SOFiSTiK FEA.

W _pierwszej czesci rozdzialu przedsiewzieto analize prostych modeli pretowych, dla ktérych

rezultaty obliczen wykonanych programem autorskim mozna w latwy sposoéb poréwnaé
z wynikami badan numerycznych, jakie zostaly przeprowadzone w literaturze §wiatowej.
Przyktady te maja przede wszystkim na celu wskazanie poprawnosci dziatania programu
autorskiego, a takze naswietlenie tychze obszaré6w modelowania probabilistycznego
wykonywanych przy uzyciu programu autorskiego, w ktorych uzytkownikowi zalecana jest
szczegblna ostroznos$é przy wprowadzaniu danych wejéciowych oraz przy analizie, obrébce
i interpretacji wynikéw koricowych.

Wykonywane sa kolejno: dobér optymalnej powierzchni odpowiedzi do zadania poczatkowego,
gdzie wskazuje sie wplyw iloSci i rozproszenia punktéw obliczeniowych zadania
na poprawno$¢ aproksymacji algorytmu programu; kalkulacja i poréwnanie wskaznikow
niezawodnosci dla troéjprzestowej belki ciaglej Lemaitre’a, co ma na celu wskazanie
poprawnosci  dziatania algorytméw  programu autorskiego obliczajgcych  wskazniki
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niezawodnosci Hasofera — Linda (HL) i Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera (HLRF)
oraz zaproponowanie jednego z nich jako referencyjny dla reszty obliczen; pelne rozwiazanie
problemu niezawodno$ci dla kolumny Zieglera, =zawierajace rozpoznanie problemu
nieliniowego modelu, opis funkcji granicznej rownaniem jawnym, dopasowanie powierzchni
odpowiedzi zadania i na jej podstawie dokonanie obliczenia miar probabilistycznego
bezpieczenstwa konstrukcji (prawdopodobieristwa awarii i wskaznika HLRF) oraz poréwnanie
ich z rozwigzaniem referencyjnym; a takze pelne rozwigzanie problemu niezawodnosci dla
ramy Roordy, o rozciaglodci badan numerycznych identycznej, jak dla kolumny Zieglera.

W _ drugiej czesci rozdziatu rozwaza sie model mato wyniostej, 16—warstwowej powtoki

kompozytowej z wlokien weglowych w spoiwie z zywicy epoksydowej, poddanej obciazeniu
Sciskajacemu wzdtuz tworzacej, obarczonej imperfekcjami geometrycznymi.

Celem zadania jest zbadanie wpltywu wygenerowanych symulacyjnie, losowych pél imperfekcji
geometrycznych na wynikowe rozklady odpowiedzi konstrukcji oraz zbadanie niezawodno$ci
konstrukcji powlokowej obarczonej tego typu odchytkami od geometrii idealnej. Do generacji
p6l modelujacych imperfekcje geometryczne wedtug sformutowanej wezesniej funkcji
korelacyjnej zastosowano algorytm warunkowej akceptacji i odrzucania. Pole losowe jest
nosnikiem zmiennych podstawowych problemu — pierwsza z nich jest wielko$¢ amplitudy
pola, a druga — warto$¢ parametréw opisujacych zasieg korelacji w obu kierunkach pola.
Obliczenia realizuje sie w trzech seriach, ktére zawieraja w sumie 24 realizacji. Wynikiem
pojedynczej realizacji, wykonywanej w programie NX Nastran, jest wykreslona $ciezka
rownowagi dla przemieszczenia osiowego. Stan graniczny zdefiniowano dwojako — jako
przemieszczenie wezta $rodkowego krawedzi zakrzywionej dla ustalonego poziomu
wypadkowej sity obciazajacej oraz punkt utraty statecznosci, w ktérym osiagnieta zostaje
odpowiednia krytyczna lub graniczna wartosé obcigzenia.

Dla danego przykladu kalkulowane jest prawdopodobienistwo awarii paneli przy uzyciu
bezposredniego podejscia metody Monte Carlo oraz prawdopodobienstwo awarii i wskaznik
niezawodnosci paneli przy uzyciu metody powierzchni odpowiedzi. Wykonuje sie takze prosta
analize zbieznosci dla obu podej$é. Na jej podstawie dokonuje sie krytycznej oceny
rezultatow, przyjecia postanowienn odnosnie kolejnych badan i definiuje sie wnioski z zadania.
W _trzeciej czesci rozdziatu rozwaza sie stan wytezenia modelu osiowosymetrycznego silosu

aluminiowego, obarczonego okreslong punktowa imperfekcja geometryczng jego powierzchni
bocznej. Wytezenie wywolane jest dzialajacym na zbiornik obciazeniem wiatrem. Rezultatem
analizy jest znalezienie ci$nienia krytycznego obciagzenia, ktére prowadzi do utraty
statecznosci zbiornika.

Celem zadania jest odnalezienie zaleznodci, miedzy zaistniala na zbiorniku imperfekcja
o okreslonym rozmiarze i lokalizacji, a kierunkiem gléwnym obciazenia wiatru.

Imperfekcje punktowe wygenerowano zgodnie =z zalozeniami PN-EN 1993-1-6:2009,
w ksztalcie elipsy, o dlugosciach osi ustalonych na mocy przepiséw tej samej normatywy.
Obciazenie wiatrem zostalo wygenerowane w $wietle zapisow PN-EN 1991-1-4:2007.

Jako pierwsza zmienna losowa rozwazanego problemu przyjeto kat zorientowania kierunku
glownego dziatania wiatru wzgledem osi glownej imperfekcji powierzchni bocznej silosu,
a jako drugg przyjeto wysokosé potozenia zadanej imperfekcji na powierzchni bocznej silosu.
Obliczenia realizuje sie przy uzyciu 144 realizacji modelu. Wynikiem pojedynczej realizacji,
wykonywanej w programie SOFiSTiK FEA, jest wyznaczona wartosé ci$nienia krytycznego
wiatru. Stan graniczny konstrukcji zdefiniowano dwojako — jako przekroczenie przez cignienie
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wiatru 75% oraz 50% kwantyli wartosci ci$nienia krytycznego wiatru obliczonego jak dla
zbiornika idealnego, co ma uzasadnienie w przypadkach rozwazanych w normatywach.

Dla danego przykladu kalkulowane sa (w kilku oddzielnych seriach) prawdopodobienistwo
awarii i wskaZznik niezawodnosci — przy uzyciu bezposredniego podejécia metody Monte Carlo,
a takze przy uzyciu trzech technik probkowania redukujacego wielko$é populacji punktow
obliczeniowych — prébkowania warstwowego, prébkowania hiperszescianu taciniskiego oraz
probkowania wagowego. Dla punktéw obliczeniowych wyznaczonych przy uzyciu
poszczegblnych probkowan dla poszezegblnych serii, aproksymowane sa powierzchnie
odpowiedzi. Na ich podstawie, przy uzyciu ich réwnan obliczane sg prawdopodobieristwo
awarii i wskaznik niezawodno$ci silosu. Wykonuje sie takze prosta analize zbieznodci obu
metod. Na jej podstawie dokonuje sie krytycznej oceny wynikéw oraz definiuje sie wnioski.
Konicowo, dokonuje sie takze krotkiego zebrania wnioskéw plynacych ze wszystkich wyzej
opisanych przyktadéow obliczeniowych, podsumowujacego zauwazalny wplyw imperfekcji
konstrukcji na zmiane jej no$nosci.

Rozdzial 7 zawiera ocene rezultatow obliczeri przeprowadzonych w rozprawie, zebranie
wnioskow wyciggnietych z podjetych badan numerycznych oraz spostrzezenia, jakie
poczyniono w analizowanym temacie.

W rozdziale tym dokonano réwniez ostatecznego potwierdzenia stusznosci wszystkich tez
rozprawy, postawionych w rozdziale pierwszym.

Rozdzial 8 jest po$wiecony zebraniu literatury, z jakiej korzystano przy sporzadzaniu
niniejszej rozprawy pracy oraz norm, jakie przywoluje w swojej treéci rozprawa.
Dla wygody czytelnika, kazdej pozycji na liscie przypisane jest jej odwotanie w tekscie.

1.3. Teza pracy

Przedstawione w poprzednich podrozdziatach podloze metodyczno — merytoryczne oraz
wstepnie przeprowadzone analizy rozpoznawcze aktualnego stanu wiedzy o problemie
poruszanym w rozprawie pozwalaja na sformutowanie kilku najistotniejszych punktow,
jakie postawiono w postaci zbiorczej tezy rozprawy.

Teza gléwna: Mozliwe jest szacowanie niezawodno$ci konstrukcji inzynierskich

z losowymi imperfekcjami geometrycznymi i materialowymi (na kazdym etapie
procesu projektowania) opisanych nieliniowymi modelami MES, przy
zastosowaniu zoptymalizowanego podejscia probabilistycznego,

zaimplementowanego w procedurach obliczeniowych.

Tezy uszczegbdlowiajagce: Obliczenia obejmujace losowy charakter modeli konstrukcji

inzynierskich sa zasadne i powinny mieé¢ oddzwick w obliczeniach inzynierskich.

Imperfekcje (nieliniowosci geometryczne), ustalone zgodnie z zapisami kodu projektowego,
rowniez widocznie réznicuja odpowiedzi konstrukcji (parametry jej nosnosci oraz
uzytkowalnosci). Taka sama sytuacje obserwuje sie dla imperfekcji materiatowych.
W przypadku niektérych typéw konstrukcji inzynierskich zdecydowanie nie mozna
rozpatrywaé jedynie modeli o geometrii idealne;j.
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Rozwiazanie symulacyjne problemu umozliwia uwzglednienie imperfekcji geometrycznych
i/lub materialowych w nieliniowych obliczeniach konstrukcji.

Stosujac metode Monte Carlo i/lub metode powierzchni odpowiedzi mozna efektywnie
oszacowaé niezawodnos¢ konstrukcji. Istnieja takze takie techniki redukcji populacji punktéow
obliczeniowych rozpatrywanych zadan, ktére pozwalajg na znaczne oszczednosci kosztu
i czasu obliczenn numerycznych w komercyjnych programach obliczeniowych.

Mozliwe jest wnioskowanie na temat projektowych proceséw optymalizacyjnych na podstawie
zapewnianych przez obie metody miar niezawodnosci tego typu konstrukcji.

Udowodnienie wyzej sformutowanych tez zawarte jest w rozdziatach kolejnych, w ktérych
przedstawiono algorytmy autorskich programoéw obliczeniowych dedykowanych zagadnieniu,
rozwazania nad mozliwoscig implementacji pol losowych do analiz numerycznych oraz wyniki
tychze analiz i zaproponowane na ich podstawie wnioski konicowe.



Rozdzial 2

Metody okres$lania niezawodno$ci
modeli konstrukeji inzynierskich

2.1. Wprowadzenie

Sposéb, w jaki konstrukcja zachowa sie pod odpowiedniego typu i okreslonej wielkosci
obciazeniem jest oczywiscie icisle zalezny od wytrzymaltosci materiatow konstrukcyjnych i od
sztywnosci konstrukceji. Z kolei to, czy wywotana odpowiedZ konstrukcji jest zadowalajaca dla
jej projektanta lub uzytkownika, zalezy od wszystkich wymagan, ktére konstrukcja ta musi
spetni¢. Zmienno$ci parametréw projektowych musza byé zatem koniecznie ujete
w rozwazaniach nad bezpieczenstwem lub uzytkowalnoscia uktadu [Bethea i inni, 1984].

Wszystkie parametry konstrukcji, ktore bierze sie pod rozwage w inzynierskich obliczeniach
projektowo — budowlanych, sa w rzeczywistosci obarczone pewna niepewnoscia, zmiennoscia.
Fakt ten jest uznawany przez wickszo$¢ kodéw projektowych i konstrukcyjnych, zaréwno
proponowanych obecnie (Eurokody — EC, polskie normy dostosowane — PN-EN),
jak i poprzedzajacych (polskie normy — PN, normy branzowe — B, itp.), co wyraznie sugeruje
koniecznos¢ uwzglednienia tychze niepewnodci w procesie projektowania i konstruowania
obiektéw inzynierskich.

Wielkosci zmiennosci wszystkich parametréow konstrukcji sg jednak albo ograniczone
w spos6b naturalny, albo tez moga by¢ ograniczone w okreSlonych przedziatach przez
projektanta, przykltadowo poprzez wykonywanie kontroli o odpowiednim standardzie tychze
parametréow. To wtasnie wartosci ograniczajace czesto sg wskazywane jako te, ktore powinny
by¢ wykorzystywane jako podstawa do projektowania [Simonnet, 1996].

Jednakze w inzynierii o poziomie doktadnosci wiekszym niz standardowy, takie my$lenie jest
nieodpowiednie. Przyktadowo gorne granice przyjmowane dla efektu dziatania sumy
poszczegblnych obciazen i granice dolne przyjmowane dla wytrzymatosci materiatu, nie sa
tatwo identyfikowane w praktyce (np. obciazenia zmienne uzytkowe, obciazenia wiatrem,
$niegiem, obciazenia pozastatyczne, granica plastycznosci stali, wytrzymatosci betonu),
a nawet je$li takie granice istnieja naturalnie, to ich bezposrednie wykorzystanie
w projektowaniu moze nie zawsze by¢ racjonalne lub moze byé ekonomicznie nieuzasadnione.
Ponadto, ograniczenia natozone przez testowanie odbiorcze, badz tez kontrole jakosci, moga
nie by¢ w pelni skuteczne, szczegélnie w przypadku tych z parametréow konstrukeji, ktorych
pomiaréw mozna dokonywaé jedynie na drodze badan niszczacych lub wtedy, gdy pomiary sa
falszowane zmianami w mierzonej wtasciwosci materialu dokonujacymi sie w nim pomiedzy
pobraniem probki, a momentem jej badania lub momentem wykorzystania materialu
w rzeczywistej konstrukeji (zachowanie betonu, niektérych asfaltow, itp.).
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Wtasnie 2z wyzej wymienionych przyczyn wkracza do rozwazan teoria obliczania
niezawodnosdci konstrukcji. Stojac przed niemoznoscia poczynienia zbyt daleko idacych
uproszczen projektowych, projektant musi zastanowié¢ sie, na jak duze uproszczenia moze
sobie pozwoli¢ i z jaka konstrukcja (pod wzgledem czynnikow ekonomicznych, znaczenia
spoleczno — gospodarczego lub inzynieryjnego) ma do czynienia.

Najprostszym trybem postepowania w projektowaniu jest Sciste zastosowanie sie wylacznie do
polecei normatyw — takie potraktowanie problemu zwane jest podejSciem
deterministycznym. W przypadku niektérych konstrukcji to podejscie jest jednak
nieuzasadnione lub niepoprawne i w tym przypadku korzysta sie z obliczenn na bazie teorii
prawdopodobienistwa — jest to podejscie probabilistyczne.

Rozwazania na temat niezawodnosci oraz sposobow jej analizy nalezaloby rozpoczaé
od wprowadzenia linii wyraZnie rozdzielajacej podejscie deterministyczne od podejscia
probabilistycznego, wskazujac rownoczesnie na odpowiednie pola inzynierii, na ktorych
poszczegolne podej$cia powinny znalezé swoje zastosowanie, lub juz je znajduja [Lind, 1970].

W samym podejsciu losowym istnieja bowiem rézne poziomy analizy niezawodno$ci
konstrukcji inzynierskich, ktére moga byé wykorzystane w jakiejkolwiek metodologii
projektowania, ktore rozrézniane sa w zaleznosci wytacznie od samej konstrukcji — jej typu,
stopnia ztozono$ci, przeznaczenia, gabarytoéw. Do stworzenia takiej klasyfikacji wprowadzany
jest powszechnie termin poziomu, co mozna przettumaczy¢ jako charakterystyke myslowa
zakresu zebranych informacji na temat problemu zmiennosci parametréw materialow
i obciazen, ktory to zakres jest brany pod rozwage na starcie procesu projektowania.

W zgodnosci z ogoélnie przyjetym w literaturze trendem, metody analizy bezpieczenstwa
konstrukcji, proponowane obecnie do identyfikacji okreslonego stanu granicznego ukladu
mozna podzieli¢ na cztery podstawowe poziomy, w zaleznosci od stopnia zaawansowania ich
podejscia do probleméw inzynierii konstrukcyjnej.

Poziom 1 stanowia te metody, w ktoérych probabilistyczna natura problemu wystepowania
niepewnosci parametrow materialow i obciazenn jest (w celu zapewnienia odpowiedniego
poziomu bezpieczenistwa konstrukeji) brana pod uwage wylacznie jako odpowiednie,
reprezentatywne wartosci, zwane czeSciowymi wspoétczynnikami obciazenia lub czesciowymi
wspolczynnikami bezpieczenstwa. Metody te polegaja w skrocie na wprowadzeniu wyzej
wymienionych statystycznie okreslonych wspolczynnikow (reprezentujacych zmiennosci cech
materialow konstrukcyjnych oraz charakteru i mocy oddzialywania obciazen) do obliczen
odwotujacych sie do stabelaryzowanych, unormowanych i powszechnie przyjmowanych
us$rednionych wartosci zmiennych losowych nakreslonych w przeprowadzanej analizie.
Wspélczynniki czesciowe sa rozumiane jako odpowiednie kwantyle okreslonych rozktadow
prawdopodobienistwa opisujacych zmienne losowe — takie, aby zapewnialy na etapie procesu
projektowania pozadany dla konstrukecji poziom niezawodno$ci. Nalezy jednak pamietaé, ze
poprzez tak upraszczajace podejscie, wspdlczynnik niezawodnosci plynacy z tego typu
obliczenn odbiega od zakladanych wartosci docelowych. Koniecznoscia zatem jest
minimalizacja rozbieznoéci miedzy wynikiem obliczenn upraszczajacych, a analiza doktadna,
co uzyska¢ mozna przykladowo rozmyslna kalibracjg przyjmowanych czesciowych
wspolczynnikdéw bezpieczeristwa. Do tego poziomu metod analizy bezpieczeristwa, bioracych
za priorytet kalibracje wspoétczynnikéw, mozna zaliczyé szeroko spopularyzowang grupe
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metod zwanych Load and Resistance Factor Design (LRFD; pol.: Projektowanie
Wspotczynnikow Bezpieczenstwa Obciazen 1 Wytrzymatosci). Metoda ta w czasach obecnych
znajduje ponownie bardzo rozlegly obszar zastosowania [Lundberg i Galambos, 1996;
Razzaq i inni, 1996; Baoping i inni, 2011; King i inni, 2012].

Poziom 2 stanowia te metody, w ktorych probabilistyczna natura problemu ujeta jest
w operowaniu dwiema statystycznymi miarami wartosci niepewnosci parametréow materiatow
i obcigzenn — najczesciej wartoscia $rednig zmiennej losowej oraz jej wariancja, uzupelniona
o miare korelacji pomiedzy wymienionymi parametrami.

Metody te obejmuja pewien szereg przyblizonych, iteracyjnych procedur obliczeniowych,
wykonywanych w celu uzyskania informacji o prawdopodobienistwie awarii konstrukcji.
Zazwyczaj wymagaja one pewnej kontrolowanej idealizacji obszaru reprezentujacego awarie,
utozsamianego czesto z uproszczona reprezentacja uktadu rozktadéw prawdopodobienistwa
zmiennych zestawu obciazen oraz wytrzymalosci materiatow [Elishakoff, 1983].

Metody analizy bezpieczenstwa konstrukcji przynalezne do poziomu drugiego zostana
znacznie szerzej opisane w kolejnych rozdziatach niniejszej pracy.

Poziom 3 stanowiag te metody, w ktorych obliczenia bezpieczeristwa konstrukeji
sa dokonywane w celu okreslenia matematycznie dokladnego prawdopodobienistwa awarii
konstrukcji lub jej wyszczegblnionego elementu strukturalnego, przy ktérych to metodach
korzysta sie z pelnego opisu probabilistycznego wspolnego wystepowania wszelkich branych
pod uwage w procesie projektowania wartosci niepewnosci parametréw materiatéw i obciazen.

Obliczenia te nie maja zadnych algorytmoéw upraszczajacych i odwotuja sie do pelnej analizy
problemu, skupiajacej sie przede wszystkim na dostarczeniu rozciaglego opisu mozliwosci
awarii konstrukcji, a takze na catkowaniu wielowymiarowych tacznych funkcji gestosci
prawdopodobieristwa  zmiennych losowych (reprezentujacych obciazenia projektowe
i wytrzymaltosci materialow konstrukcyjnych), rozciagajacych sie na obszarze, na ktorym
przeprowadzana jest analiza bezpieczenistwa konstrukcji. Niezawodnoéé okreslana na bazie
metod poziomu trzeciego jest mnajczeSciej wyrazana w postaci odpowiednich miar
bezpieczenstwa, takich jak wskazniki niezawodnosci i prawdopodobienistwo awarii.

Metody analizy bezpieczenstwa konstrukcji przynalezne do poziomu trzeciego réwniez zostang
znacznie szerzej opisane w kolejnych rozdziatach niniejszej pracy.

Poziom 4 jest poziomem bardzo rzadko wyréznianym i opisywanym, gdyz praktycznie
niewiele jest w jego ujeciu roéznic, jakie stosuje sie w metodach analizy bezpieczenistwa
konstrukeji poziomu trzeciego. Méwi sie o nim raczej w relacji do konstrukcji, a nie do zbioru
metod, aby wskazaé, iz meritum problemu nie lezy w sposobie matematycznego podejscia, ale
w wyjatkowej specyfice konstrukeji, dla ktorej to podejscie jest inkorporowane.

Metody analizy bezpieczenistwa konstrukcji przynalezne do poziomu czwartego
sa odpowiednie do stosowania w przypadku postepowania z konstrukcjami inzynierskimi,
ktore maja istotne znaczenie gospodarcze. Sg stosowane do projektow, w ktorych z definicji
zaklada sie szczegdlng doktadnosé postepowania odnosnie zasad wiedzy inzynierskiej i analizy
ekonomicznej. Projekty takie maja wowczas, oprocz standardowego zapewnienia
bezpieczenstwa konstrukcji w sensie stricte inzynierskim, rozwazaé¢ koszta i korzysci z budowy
w sensie spoteczno — ekonomicznym, miedzy innymi: sensowno$é¢ i mozliwosé zapewnienia
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konserwacji i napraw konstrukcji lub jej elementu, szybkosci narastania odsetek
od zapozyczonego kapitalu inwestycyjnego w stosunku do wypracowywanego przez
konstrukcje zysku, konsekwencje awarii konstrukcji lub urzadzen w niej dzialajacych dla
spoteczenistwa, ludnosci cywilnej lub srodowiska, itp.

Sztandarowymi obiektami inzynieryjnymi wymagajacymi projektowania poruszajacego sie na
poziomie czwartym analizy bezpieczenistwa konstrukcji s3 fundamenty specjalne
dla konstrukcji wrazliwych na wplywy srodowiskowe lub drgania spowodowane obcigzeniami
wyjatkowymi, takich jak elektrownie jadrowe, budynki wysokosciowe, budynki na terenach
zagrozonych sejsmika skorupy ziemskiej, przyczotki i oparcia mostow autostradowych, wieze
transmisji elektrycznosci, wieze i maszty radiowe i telekomunikacyjne, itd.

2.2. Niezawodno$¢ w ujeciu normowym

(deterministycznym)

Losowo§é, czesto nazywana takze niepewnoscia lub przypadkowoscia, ma jawny wplyw
na konstrukcje i powinna by¢ brana pod uwage juz na poczatku powstawania projektu
inzynierskiego, od fazy projektu wstepnego. Zanim konstrukcja zostanie wykonana
w Srodowisku, do jakiego zostala przeznaczona oraz zanim zostanie poddana dziataniu
obciazen, ktorych przeniesienie ma gwarantowaé, musi zostaé¢ sporzadzony jej projekt,
obejmujacy odpowiedniego poziomu analize bezpieczenistwa w warunkach uzytkowania.

Standardowym podejéciem do wyzej wspomnianego problemu, prezentowanym w dzisiejszej
inzynierii, jest bez watpienia projektowanie z uzyciem typowych procedur i zalecen,
unifikowanych dla danego obszaru, $rodowiska, panstwa, itp. — tj. normatyw badz kodéow
projektowych. Wiekszo§¢ obecnie uzywanych norm i specyfikacji konstrukcyjnych
w obszarze przewidywania bezwzglednego bezpieczeristwa uzytkowania konstrukcji ma swoje
podstawy w podejéciu deterministycznym lub poélprobabilistycznym, czyli wykorzystuje
podejscie prezentowane we wstepie do niniejszego rozdzialu, podejicie poziomu pierwszego
metod analizy bezpieczenstwa konstrukcji. Metody te, polegajace na wprowadzeniu
statystycznie okreslonych czesciowych wspolczynnikow bezpieczenstwa (reprezentujacych
zmienno$¢ cech materialow i obciazeni) do obliczen projektowych, sa najszybszym i w wielu
przypadkach wystarczajacym gwarantem zachowania wiedzy o mozliwoéci pojawienia sie
niebezpiecznych dla konstrukcji niepewnosci parametréw projektowych i zabezpieczenia
projektowanej struktury na taki niekorzystny zestaw przypadkow [Wolinski, 2011a).

Czesciowe wspotezynniki bezpieczenstwa sg wprowadzane jako okre$lony poziom zmiennosci,
gwarantujacy pozadany dla konstrukcji poziom niezawodnosci. Normy definiujg
te wspolczynniki jako wielko$ci uwzgledniajace mozliwo$é wystapienia wartosci obcigzenia
lub parametru wytrzymatosciowego bedacej mniej korzystna dla konstrukcji, niz warto$é
ustalona jako reprezentatywna srednia [Ellingwood, 2001].

Jako gtowne grupy zjawisk, ksztattujace wielko$¢ wspotczynnikow czeSciowych wymienia sie:
niepewnos$¢ witasciwosci mechanicznych materialtéw  konstrukcyjnych, niedoktadnosé
wykonania przekrojow poprzecznych elementéw konstrukcyjnych, jakosé pracy wytworni
komponentéw konstrukeji lub doktadnos$é ich wykonania w warunkach placu budowy, zmiany
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wlasciwosci materialowych i przekrojéow poprzecznych na skutek eksploatacji w ustalonym
okresie czasu (degradacja, zarysowania, reologia i korozja), losowosé obciazen dzialajacych
na konstrukcje (mozliwa jednoczesno$¢ zaistnienia, zmienno$¢ w czasie i przestrzeni,
dlugotrwalosé, cyklicznosé, redukcja w czasie, dynamika), mozliwa konsekwencja zniszczenia
konstrukcji (w zaleznosci od stopnia zagrozenia zycia ludzkiego i wartosci strat
gospodarczych), dokladnos¢ teorii obliczeniowych zastosowanych w projekcie, dokladnosé
modelu matematycznego (dokladno$é programu komputerowego wspomagania projektowania)
oraz koncowo zgodnos¢ modelu teoretycznego z rzeczywista praca wykonanych wczesniej
podobnego typu konstrukeji [PN-82/B-02000, 1982].

Zasada ogo6lng ustalania wartosci wytrzymalosci materialéw konstrukcyjnych
i obciazen, zaréwno wedtug PN-82/B-02000, jak i PN-EN 1991-1 jest poprawne okreslenie
catosci cech fizycznych i wytrzymatosciowych wszystkich materiatéow konstrukcyjno -
budowlanych uzytych w procesie projektowania oraz wszystkich obciazenn wystepujacych
w stadium montazu i eksploatacji konstrukcji (w niezbednych wypadkach rowniez w stadiach
wykonywania, przechowywania, remontu i transportu elementow konstrukcji) tak, aby
projektujac budowle i konstrukcje budowlane zapewni¢ im nalezyte bezpieczenstwo,
pojmowane w okreslonym przez projekt znaczeniu. W celu deterministycznego ujecia
zmiennosci tychze cech w czasie i w przestrzeni, winno sie rozréznia¢ nastepujace wartosci
tychze parametréw losowych: warto$é¢ charakterystyczna oraz warto$é obliczeniows.

Warto$é charakterystyczna jest podstawa myslowa wyrazania wielkosci podlegajacych

wyzej wspomnianym typom zmiennosci, wedtug metod poziomu pierwszego.
Zastepuje ona jednoznacznie kazdy parametr losowy, wystepujacy w procesie projektowym.

Polska Norma PN-82/B-02000 okresla wartos¢ charakterystyczna jako wartos$é o przyjetym
prawdopodobienistwie nieprzekroczenia w kierunku niebezpiecznym dla konstrukcji, w ciagu
okreslonego czasu (okresu uzytkowania budowli lub innego okresu odniesienia); lub tez, jesli
brak jest wystarczajacych do pelnego rozpoznania zjawiska danych statystycznych, jako
wartos¢ nominalna, ustalona odpowiednio do przewidywanego sposobu uzytkowania
konstrukcji, lub tez warunkéw fizycznych badz prawnych jej funkcjonowania.

Oznaczajac warto$¢ Srednia okreslonej wytrzymatosci danego materiatu konstrukcyjnego
jako u, oraz odchylenie standardowe tejze wytrzymatosci przez o, zdefiniowaé¢ mozna

wartos¢ charakterystyczna wytrzymaltoéci materiatu konstrukcyjnego, jako
R =y =0, Uy (2.1)

Dla zmiennej losowej caloiciowej wytrzymaloéci materialéw danej konstrukeji (X, = R),
jej wartosdci charakterystyczne definiuje sie jako odpowiedniego zasiegu lewostronny margines

rozktadu funkeji gestosci prawdopodobieristwa f,(x,) , co zaprezentowano na rys. 2.1.

Natomiast, oznaczajac wartos¢ srednia dowolnego obciagzenia dzialajacego na konstrukcje

jako pi, oraz odchylenie standardowe tegoz obciazenia przez o,, analogicznie zdefiniowac

mozna warto$é¢ charakterystyczng obciazenia jako

@, = g oy (2.2)



16 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Dla zmiennej losowe]j caloéciowej sumy efektéw dzialajacych obcigzeni (Xy =5), jej wartosci
charakterystyczne definiuje sie jako odpowiedniego zasiegu prawostronny margines rozkladu

funkcji gestosci prawdopodobieristwa f;(z;), co zaprezentowano na rys. 2.2.
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Rys. 2.1. Definicja wartosci charakterystycznej zmiennej losowej wytrzymatosci materiatow.

f(!ll Qi .
k — Mg — Oq - Ug

L

u Q obciazenia (Q)
Q 1-t

Rys. 2.2. Definicja wartosci charakterystycznej zmiennej losowej catosciowej sumy efektow
obciazen dzialajacych na konstrukcje.

Obliczone wartosci R, oraz (), oznaczaja wartosci charakterystyczne wytrzymalosci danego
materiatu konstrukcyjnego oraz dowolnego obcigzenia i sa to, jak wspomniano we wstepie
do rozdzialu, takie kwantyle rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych
wytrzymalosci R (glownie poziom 2% wartosci gwarantowanej) oraz obciazenia () (glownie
poziom 98% rocznej wartosci maksymalnej), ktore zapewniaja konstrukeji nalezyty poziom jej
niezawodnosci. Wielkoscig wpasowujacg warto$¢ charakterystyczng w wymagane kwantyle

sa wymienione we wzorach mnozniki ?, oraz t,.

Zgodnie z zaleceniami centralnych komitetéw inzynieryjnych zwykto sie dobieraé¢ wartosci
t, =1,645 dla konstrukcji betonowych (Europejski Komitet Betonu) oraz t, =2,000

dla konstrukecji stalowych (Europejska Konwencja Konstrukeji Stalowych), co gwarantuje
osiggniecie zadowalajacego poziomu bezpieczeristwa dla obszaru Europy Srodkowej.

W dowolnym kodzie projektowym wartosci charakterystyczne wytrzymalosci materiatow
i obciazenn w metodach poziomu pierwszego zapewniania bezpieczeristwa konstrukcji okresla
sie jako wartoéci podstawowe i nakazuje sie przyjmowanie ich zgodnie z zaleceniami norm.

Dla parametréow materialowych i dla obciazen stalych ustala sie te wartosci jako $rednig
danej wielkosci zmiennej losowej, a dla obcigzeri zmiennych jako warto$¢ majaca okres
powrotu co najmniej réwny zakladanemu okresowi eksploatacji konstrukcji lub inny
uzasadniony ekonomicznie i zapewniajacy bezpieczenistwo konstrukcji.
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Podstawowa, obowigzujaca na terenie Polski normsg definiujaca wartosci charakterystyczne
jest PN-82/B-02000 (lub tez, rownowaznie PN-EN 1990), a ustalajacymi te wartosci normami
szczegOtowymi sg m.in. PN-82/B-02001 lub PN-EN 1991-1-1 (parametry materialowe
i obciazenia stale), PN-82/B-02003 (obciazenia zmienne technologiczne), PN-82/B-02004
(obciazenia pojazdami), PN-86/B-02005 (obciazenia zmienne maszynowe), PN-80/B-02010
lub PN-EN 1991-1-3 (obciazenie $niegiem), PN-77/B-02011 lub PN-EN 1991-1-4 (obciazenie
wiatrem), PN-87/B-02013 (obciazenie oblodzeniem), PN-88/B-02014 (obciazenie gruntem),
PN-86/B-02015 lub PN-EN 1991-1-5 (obciazenia termiczne), PN-EN 1991-1-2 (pozary).

Wartos$é obliczeniowa jest koniecznym z inzynierskiego punktu widzenia rozszerzeniem
wartosci charakterystycznej. Czesto nazywana jest wartosciag projektowa, co wyraZznie
podkresla fakt, iz ostatecznie zapewnia konstrukcji okreslony poziom niezawodnosci.

Polska Norma PN-82/B-02000 definiuje warto$¢é obliczeniowa jako wartos¢ parametru
materialowego lub obciazenia nie korzystniejsza od wartosci charakterystycznej, domyslnie
rowng iloczynowi tej ostatniej i czeSciowego wspodlczynnika bezpieczeristwa.

Biorac wartosci charakterystyczne wytrzymatosci danego materialu konstrukcyjnego oraz

dowolnego obciazenia oznaczone przez R, oraz (), otrzymujemy:
R, =y, R, (2.3)
oraz @, =y, L), (2.4)

gdzie p, jest zasugerowanym w normie odpowiednim czeSciowym wspolczynnikiem

bezpieczenstwa (zaleznie od typu zmiennosci — wspoélczynnikiem wytrzymalosci materiatu,

czesto tez definiowanym jako p, =y, lub wspotczynnikiem obcigzenia).

Normowe (deterministyczne) zapewnienie bezpieczenistwa konstrukcji
inzynierskiej polega na wykazaniu, ze we wszystkich przewidywalnych przypadkach
projektowych, zaréwno w fazie realizacji, jak i eksploatacji konstrukcji, spetnione sg dwa
podstawowe warunki — no$nosci (wymiarowanie na stan graniczny nosnosci i odpowiadajace
temu  stanowi  warto$ci  obliczeniowe  parametréw — obarczonych — zmiennosciami)
oraz sztywnosci (wymiarowanie na stan graniczny uzytkowania i odpowiadajace temu
stanowi wartosci charakterystyczne parametréw obarczonych zmiennosciami).

W ogolnym przypadku normatywny warunek bezpieczenistwa konstrukeji (w metodach
probabilistycznych poziomu pierwszego) mozna zapisa¢ w postaci:

9(R, Q7)) >0 (2.5)

gdzie: R, oraz (), to odpowiednio wartosci obliczeniowe wytrzymaltosci danego materiatu
konstrukcyjnego oraz dowolnego obciazenia, a symbol y jest wyrazeniem wszystkich
wspolczynnikéw modelujacych zachowanie nalezytego bezpieczenstwa 1 niezawodnosci
konstrukeji, uwzgledniajacych niepewnosci jej modelu matematycznego, oczywiscie nie liczac
do tej grupy tych spoérod rzeczonych wspotczynnikoéw, ktore zostaly wziete pod uwage
wczesniej, jako wplywajace na odpowiednie czeSciowe wspodlczynniki bezpieczenistwa

parametréw materialowych i obcigzenia (p, oraz p,) [PN-82/B-02000, 1982].
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Wspélczynniki  bezpieczeristwa i niezawodno$ci konstrukcji inzynierskiej
wymienione pod koniec poprzedniego paragrafu mozna podzielié na kilka zdecydowanie
odmiennych od siebie kategorii — wedlug stanowionego przez nie sensu myslowego, wedlug
wartosci uzyskanej w okreslonym punkcie czasu i przestrzeni, lub tez wedlug znaczenia samej
konstrukcji inzynierskiej dla cztowieka i $rodowiska.

Norma PN-82/B-02000 (lub tez rownowaznie PN-EN 1991-1), podaje nastepujace grupy
tychze wspolczynnikow: wspotezynniki konsekwencji zniszczenia konstrukeji p, (dodatkowe

zwiekszenie lub zmniejszenie bezpieczeristwa konstrukcji w zaleznosci od zagrozenia zycia
ludzkiego, strat materialnych, gospodarczych, ekonomicznych lub $rodowiskowych);
wspolezynniki jednoczesnosci zachodzenia obciazen p, (wystapienie w jednym czasie kilku
roznych grup obciazen o malym prawdopodobieristwie wspolnego zaistnienia); wspotczynniki
czesci  dlugotrwatej obciazenia yp, (okreslajace nature obciazenia w czasie: w calosci
dlugotrwalosé, w czesci dlugotrwalosé, w calosci krotkotrwalosé, wyjatkowosé);
wspolezynniki  redukeji  obciazenia a (zmniejszone prawdopodobienistwo jednoczesnego
wystapienia jednego typu obciazenia na duzej powierzchni jednego poziomu ustroju
konstrukcyjnego lub na kilku poziomach jednego ustroju konstrukcyjnego) oraz wspotczynniki

dynamiczne f,, (zwigkszenie wartosci obcigzenia statycznego do wartosci modelujace;

dzialanie obciazenia o charakterze $ciSle dynamicznym - wytyczne przyjmowania tychze
wspoOlczynnikow znalezé mozna dla niektorych rodzajow obciazen m.in. w PN-82/B-02003,
PN-82/B-02004, PN-86/B-02005 oraz PN-77/B-02011).

Kombinacje obciazen wylaniaja sie jako logiczne nastepstwo wymienionych wyzej
wspotczynnikow. Ze wszystkich nich ptynie bowiem jasny przekaz — nie mozna dla catego
zestawu réznorakich obcigzen, jakim poddawana jest konstrukcja juz od fazy montazu,
przypisaé¢ jednakowej wagi i jednoczesnego wystepowania w danym punkcie przestrzeni
i czasu. Ta mnogos¢ mozliwych do zaistnienia kombinacji — zaréwno samych typéw obciazenl,
jak i ich wartosci, a takze wyzej wymienionych czesciowych wspoétczynnikow, przez ktore
zaleca sie wymnozy¢ te wartosci, jest wlasciwym sensem projektowania w ramach metod
poziomu pierwszego zapewniania bezpieczeristwa i niezawodnoéci konstrukcji inzynierskie;j.

Wedlug PN-82/B-02000 zasada ogdlna kombinowania obciazen stanowi, iz kombinacje te
ustala sie w zaleznosci od rozpatrywanego stanu granicznego (opisano je w PN-76/B-03001)
w wyniku analizy mozliwych wariantéw jednoczesnego dziatania r6znych obciazen,
uwzgledniajac przy tym, ze niektére z nich moga nie wystepowaé lub zmieniaé schemat
przytozenia sil. Obciazenia powinny by¢ zestawione tak, aby dawaly najbardziej niekorzystny
efekt w rozpatrywanym stanie granicznym [PN-82/B-02000, 1982].

W przypadku podjecia analizy stanu granicznego nos$nosci nalezy, wg PN-82/B-02000,
zastosowaé dwie kombinacje obciazen — kombinacje podstawows i kombinacje wyjatkows.

Kombinacja podstawowa dla SGN sktada sie z obciazeri statych i zmiennych, przy czym
te ostatnie powinno uszeregowaé sie wg ich znaczenia, z przynaleznymi do kazdego z nich
wspolczynnikami jednoczesnosci obciazenia. Posta¢ odpowiadajacego tej kombinacji
obciazenia obliczeniowego mozna przedstawié¢ za pomoca wyrazenia

P =Y (G By) B+ (@, Bs) B By O T, (26)
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gdzie: (G ;) to wartos¢ obliczeniowa i-tego obcigzenia statego, (Q,; [;) to wartosc
obliczeniowa j-tego obcigzenia zmiennego, a reszta symboli reprezentuje wktad odpowiednich
wspolczynnikow obciazenia (i-tego stalego i j-tego zmiennego): konsekwencji zniszczenia ), ,
jednoczesnosci zachodzenia obciazen o, , czeSci dlugotrwalej obciazenia w, , redukcji

obcigzenia a oraz dynamiczny f,, .

Kombinacja wyjatkowa (akcydentalna) dla SGN sklada sie z obciazen stalych oraz
niektérych zmiennych, przy czym nalezy wymnozy¢ je przez wspdlczynnik jednoczesnosci
zachodzenia obciazenn p, =0,8, niezaleznie od ich liczby i znaczenia, z wyjatkiem $cisle
okreslonych  przypadkéw  projektowania  konstrukcji, ktorych zniszczenie miatoby
katastrofalne skutki spoteczno — ekonomiczne (takie myslenie powoduje, ze bardzo czesto
przyjmuje sie w tej kombinacji wplyw wspolczynnika konsekwencji zniszczenia p, =1) oraz
jednego, rozwazanego w danej kombinacji obciazenia wyjatkowego. Posta¢ odpowiadajacego
tej kombinacji obcigzenia obliczeniowego mozna przedstawié¢ za pomocg wyrazenia

P = i(Glm B’ﬁ) +0,8 Di(@zgj B’f]) []lj I:leyn,j +F, (2.7)

gdzie symbole uzyte w poczatkowym fragmencie powyzszego zapisu sa zgodne z powyzej

objasniona nomenklatura, a F, to wartos¢ rozwazanego obciazenia wyjatkowego.

W przypadku podjecia analizy stanu granicznego uzytkowania nalezy wg PN-82/B-02000
zastosowacé rowniez dwie kombinacje obciazen — podstawowsq i obciazen dtugotrwatych.

Kombinacja podstawowa dla SGU dotyczy wszystkich konstrukcji i sktada sie ze
wszystkich obcigzen stalych i jednego, najbardziej niekorzystnego obciazenia zmiennego, bez
zadnych wspotczynnikéw zmniejszajacych. Posta¢ odpowiadajacego tej kombinacji obciazenia
charakterystycznego mozna przedstawi¢ za pomocg wyrazenia

Pk = ZG]W + Qk (28)
=1

gdzie G,; to warto$¢ charakterystyczna i-tego obciazenia stalego, a () to wartosé

charakterystyczna wybranego, najbardziej niekorzystnego obciazenia zmiennego.

Kombinacja obcigzen dlugotrwalych dla SGU dotyczy tylko tych konstrukcji,
dla ktéorych ma znaczenie czas wystepowania obciazenia ze wzgledu na skutki eksploatacji
(degradacja, zarysowania, reologia i korozja) i sklada sie ze wszystkich obciazen stalych
i tych obciazen zmiennych, ktére wykazuja dlugotrwatosé. Postaé¢ odpowiadajacego tej
kombinacji obciazenia charakterystycznego mozna przedstawié¢ za pomoca wyrazenia
Pk,lt = ZGM + - ij H/)dj (2-9)
=

i=1

gdzie wszystkie symbole uzyte w powyzszym zapisie sa zgodne z powyzszymi objasnieniami.
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Aktualizacja kodéw projektowych i normatyw technicznych to kolejny wazny punkt
projektowania na poziomie pierwszym szacowania bezpieczenstwa i niezawodnosci konstrukcji
inzynierskich, nieroztaczny z bardzo szeroka gatezia projektéw budowlanych i inzynieryjnych.

Kody projektowe majg zwykle $cisty format deterministyczny i podaja wytyczne dotyczace
projektowania oraz wykonania kazdego typu konstrukcji z danej grupy czy z danej klasy
budowli w sposéb kompendialny. Sa uzywane wobec rozlegtych grup konstrukcji
inzynierskich, a w ich $wietle celem inzyniera powinno byé¢ zapewnienie bezpieczenistwa dla
wszystkich przypadkéw kombinacji obciazern w calosdci klasy danej konstrukcji, bardziej niz
dla pojedynczego przypadku. Powoduje to uzyskanie w analizie sprecyzowanego problemu
wynikéw bardzo réznorodnych, zwigzanych przede wszystkim z usredniajaca, uwspolniajaca
problem inzynierski natura czesciowych wspotczynnikow bezpieczenstwa [Murzewski, 1999|.

Jednakze, jesli przyjmie sie za cel indywidualizacje projektu, wyraznag probe dopasowania
kosztéw budowy i utrzymania konstrukcji dla potrzeb sprecyzowanego zagadnienia, jesli
narzuci sie dodatkowe warunki na projektowanie, to mozna zagwarantowaé jeden
indywidualny, najbardziej optymalny poziom bezpieczenstwa konstrukcji inzynierskiej przy
danych materiatach i obciazeniach, uzyskujac w tym przypadku niezawodno$é jednorodna dla
kazdego przypadku obciazenia. Akceptowanym powszechnie celem ewolucji kodéw
obliczeniowych jest cheé osiaggniecia pozioméw bezpieczeristwa starych norm projektowych, za
pomoca optymalizacyjnej natury nowych norm, bioracej za cel wyrazna indywidualizacje
funkcji stanu granicznego dla poszczegolnych konstrukcji z danej grupy czy z danej klasy
realizacji |[Rosenblueth i Mendoza, 1971; Sgrensen i inni, 1994; Rackwitz, 2000].

Kolejnym celem ewolucji norm projektowych powinna byé¢ tendencja do tworzenia takich
procedur projektowych, ktore podchodza z ufnosciag do catkowicie nowych form budownictwa,
bez uprzedniej koniecznosci przeprowadzania testéw laboratoryjnych lub terenowych dla
osobno wykonanego modelu konstrukeji (prototypu). Normy projektowe musza nadazaé
za zmianami — przede wszystkim za rozwojem technologii budowy, pojawianiem sie nowych
materialéow, a takze za definiowaniem nowych obciazen, ktérym poddawane sg konstrukcje.
Normatywy musza wiec zawsze mie¢ charakter ewolucyjny, ze zmianami wprowadzanymi
w regularnych okresach czasu (zwykle w odstepach 3 — 10 lat), wlasnie w celu implementacji
do myslenia inzynierskiego nowych typow formowania konstrukcji, skutkéow lepszego
zrozumienia zachowania konstrukcji, skutkéw zmian w produkcji lub kontroli jakosci
elementoéw konstrukcyjnych, lepsza i bardziej rozwinieta wiedza odnosnie obciazen itp.

Najnowsza generacja kodéw projektowych, do ktérych mozna zaliczyé wprowadzane szeroko
Furokody i zwiazane z nimi wytyczne dla stali, betonu, innych klasycznych materialéw oraz
wreszcie — materialow technologicznie przetlomowych (kompozyty), musza generowaé korzysci
projektowe dla inzyniera, lezace zazwyczaj w mozliwosci zwiekszenia ogdlnego bezpieczenistwa
konstrukcji przy zachowaniu tych samych kosztéw budowy, badZ tez w sytuacji odwrotnej,
tj. zachowania ogoélnego bezpieczenstwa konstrukeji przy zmniejszeniu kosztéw budowlanych.

Proces projektowania w gléwnej mierze dazyé ma bowiem do kompromisu pomiedzy
opisywanymi wyzej czynnikami — kosztem budowy, bezpieczenistwem konstrukcji, trwaloscia,
uzytkowalnoscia, sztywnoscia, czynnikami ekologicznymi, spoteczno — ekonomicznymi itp.,
zatem nierozsadne jest niekiedy reagowanie na przekroczenie stanu granicznego konstrukcji
jedynie zwiekszaniem wymiaréw konstrukcji inzynierskiej lub zwiekszaniem kosztow
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zapewnienia odpowiedniego poziomu obciazenia. Zastepczo, powinno sie wowczas stosowaé
regulacje czedciowych wspolczynnikéw bezpieczenistwa, ktore, jak podkreslono w ustepach
powyzej, maja charakter arbitralny, a normatywy bardzo czesto same zalecaja ich kalibracje
i modyfikacje. Taka sytuacje wyszczegolniaja praktycznie wszystkie Eurokody — kolejno:
PN-EN 1990 (podstawy konstruowania inzynierskiego); PN-EN 1991-1-1 (budownictwo
ogolne); PN-EN 1993-1-1 (konstrukcje stalowe); PN-EN 1994-1-1 (konstrukcje zespolone) itp.

Na poczatku wprowadzania kodéw projektowych, do takich modyfikacji zatrudniano
wylacznie zespoty eksperckie, jednakze przy rozwoju komputerowego wspomagania
budownictwa, normy zostawiaja te dziatania po stronie jej uzytkownika, zastrzegajac tylko
nadrzedny obowiazek narzucany na inzynierie — konieczno$¢ wypetnienia celu projektowego.

Nowoczesne podejscie do konstrukcji inzynierskich polega obecnie wlasnie na modyfikacji
wybranych czesciowych wspoétczynnikow  bezpieczenistwa, a nastepnie wykonywaniu
ponownego sprawdzenia, czy przy tak dobranym poziomie ich wartosci (nadal dopuszczalnym
przez norme) stan graniczny jest przekroczony, a jesli tak, to w jak niekorzystnie duzym
stopniu  (niekorzystnym ze wzgledow kosztow  obliczeniowych, projektowych badz
ekonomicznych). Proces kilku do kilkunastu iteracji moze w takim przypadku wygenerowaé
zadowalajace rezultaty (spelniony zostanie stan graniczny, zadowalajaco zostana
zminimalizowane powyzsze koszty), ale jednoczesnie nie powinien zapewnié¢ optymalnego
ksztattowania konstrukcji, wiec poprawniejsze projektowanie konstrukcji powinno sie odwotaé
do bardziej zlozonych, pelnych technik probabilistycznych, ztozonej wielokryterialnej
optymalizacji catosci zadania, bioracych pod uwage rézne zalecenia i sytuacje projektowe.
Jeszcze raz w tym miejscu powinno sie podkreslié, iz niepewnosci parametréw materiatow
i obcigzen, wraz z ryzykiem, jakie jest z nimi zwiazane, wyrazane jest wedlug podejscia
deterministycznego jedynie za pomoca czeSciowych wspodlczynnikéw bezpieczeristwa, zgodnie
z ich naturg wyrazang w poziomie pierwszym metod szacowania niezawodno$ci konstrukcji.

Widaé¢ zatem, ze wszystkie cele i korzy$ci opisane powyzej moga byé osiggniete jedynie
poprzez racjonalng ocene tychze wspotczynnikow czeSciowych (zwiazanych czy to
z informacja o zakresie mozliwej zmiany dowolnej zmiennej losowej konstrukeji inzynierskiej,
czy tez z jej ewolucja) oraz poprzez szczegdtowe wezesniejsze zbadanie oddziatywan, ktéorym
ta konstrukcja zostanie poddana.

To ogoélne stwierdzenie mozna zastosowaé jako przedstawienie istoty nowej galezi analizy
niezawodnosci na poziomie pierwszym (czesto identyfikowanej jako metody poziomu 1,5) —
tzw. metod kalibracyjnych, ktére zbiorczo nazywa sie w literaturze terminem Load and
Resistance Factor Design (LRFD; pol.: Projektowanie Wspotczynnikow Bezpieczenistwa
Obciazenn i Wytrzymaltodci). Procedury kalibracyjne sa podawane i szeroko komentowane
w wielu monografiach traktujacych o niezawodnosci konstrukcji [Nowak i Collins, 1976;
Ellingwood i inni, 1982; Galambos i inni, 1982; Thoft—Christensen i Baker, 1982].

Metody kalibracyjne sa stosowane po to, aby wypracowaé¢ optymalny format
innowacyjnych normatyw projektowych, zachowujac jednoczeénie wymagane wczesniej przez
komitety normalizacyjne odpowiednie poziomy bezpieczenstwa i niezawodnosci konstrukcji
budowlanych. Procedura kalibracyjna moze byé postrzegana jako specyficzny proces
optymalizacyjny, gdzie rozpatrywanymi i analizowanymi zmiennymi nie sa de facto
rzeczywiste zmienne parametry zmiennosci cech i wytrzymalosci materialéw oraz obcigzenia
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(tak jak dzieje sie to w przypadku metod poziomu drugiego), ale wtasnie modelujace
niepewnosci tych parametréow czesciowe wspotczynniki bezpieczeristwa.

W literaturze dostepnych jest wiele réznych metod, wybér odpowiedniej jest prawie zawsze
trudnym zadaniem, a czesto dostrzec mozna takze, ze wyboér ten jest mocno uwarunkowany
problemem, z jakim zmaga sie konstruktor [Gayton i inni, 2004; Wolinski, 2011b].

Co wazne, ten sam poziom niezawodnosci konstrukcji moze byé osiagniety przez
nieskoriczenie wiele réznych kombinacji czedciowych wspolczynnikow bezpieczeristwa.
Eurokod PN-EN 1990 pozwala inzynierowi na nastepujaca sytuacje — dopuszcza sie zamiane
wybranego zestawu wspotczynnikéw czesciowych dowolnym innym, jezeli projektant ma na
wzgledzie redukcje marginesu bezpieczeristwa lub tolerancji wymiaréw dla jednego zestawu
zmiennych, a ich zwiekszeniu dla dowolnego innego zestawu, przy poszanowaniu spelnienia
wszystkich stanéw granicznych konstrukcji. Norma nie podaje innego kryterium
uniwersalnego, zatem w wielu przypadkach staje sie nim wspomniany juz koszt ekonomiczny.
Najlepszym rozwiazaniem jest jednak wybér zmienianych wspétczynnikéw czedciowych
na podstawie wrazliwosci calosci konstrukcji na zmiany w nich zachodzace, nawet jesli
wzrasta przez to koszt wykonania lub utrzymania konstrukeji [Kharmanda i inni, 2002|.

Z technicznego punktu widzenia techniki kalibracyjne (LRFD) moga by¢ podzielone na dwie
kategorie: metody globalne (GOM) oraz metody przyblizajace (AOM). Metody globalne
maja podstawe w bezposrednich rozwiazaniach dopasowania optymalizacji docelowe;j.
Wysokiego kosztu obliczeniowego tej procedury mozna uniknaé przez stosowanie metod
przyblizajacych, gdzie uproszczenia s3 wprowadzane w sformulowanie problemu
inzynierskiego. Oczywiscie, skuteczno$é¢ metod przyblizajacych wiaze sie z mniejsza precyzja
[Gayton i inni, 2004].

2.3. Niezawodnos$é wedlug podejscia probabilistycznego

Jak wskazano wczeéniej, metody probabilistyczne sa rozszerzeniem analizy deterministycznej,
przeniesieniem jej na poziom bardziej szczegétowy i bardziej dokladnie odwzorowujacy
zlozono$¢ probleméw niepewnosci parametrow wytrzymatosci materialu oraz obciazenia
konstrukcji. Jezeli przedsiewziety przez inzyniera tok myslenia wkracza w zakres analizy
czerpiacej informacje z probabilistycznych momentéw odpowiedzi (warto$¢ srednia,
odchylenie  standardowe, sko$nos$¢é, kurtoza itp.) lub pelmych funkcji — gestosci
prawdopodobienistwa, jezeli myé$lenie inzynierskie przestaje ogranicza¢ sie wylacznie do
uwzgledniania arbitralnosci czeSciowych wspétczynnikoéw bezpieczenistwa, to przechodzi sie
w szerokie spektrum metod szacowania niezawodnosci, prowadzacych do pelnej
probabilistycznej oceny bezpieczeristwa konstrukeji inzynierskich [Haugen, 1968; Lind, 1970].

Wstepna klasyfikacja metod, technik i teorii probabilistycznych jest trudna do wykonania
i poszczegblni autorzy dokonuja jej zazwyczaj w zaleznosci wyltacznie od uzyskiwanych przez
nich wynikéw koricowych analiz, lub drogi, ktéra postepuje prezentowane przez nich
rozwigzanie problemu inzynierskiego. Argumentem za takim postepowaniem jest fakt, iz wiele
z tych metod jest uniwersalnych, stosowanych we wszystkich polach inzynierii, poczawszy od
ekonomiki, przez konstrukcje inzynierskie i budowlane, a koriczac na chemii i biotechnologii
[Madsen i inni, 1986; Melchers, 1999; Sudret i Der Khuregian, 2000; Ang i Tang, 2007|.
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Podstawowymi narzedziami do pracy z parametrami, ktére mozna opisa¢ jako zmienne
losowe sa statystyka i rachunek prawdopodobienistwa. W praktyce inzynierskiej najczesciej
czerpie sie z tego ostatniego. Rachunek prawdopodobienstwa pozwala nam bowiem
wywnioskowac¢, w jaki sposob doszukaé sie mozna mozliwodci wystapienia interesujacych nas
zdarzen (przykladowo, w procesach okreslania niezawodnosci bedzie to prawdopodobieristwo
zdarzenia sie awarii konstrukcji lub jej elementu) oraz oblicza¢ prawdopodobienstwa
zbudowanych z nich zdarzenn pochodnych (zywotnosé lub podatno$é na uszkodzenia, ktore
nie zagrazaja konstrukcji, takie jak czasowe wylaczenia z uzytku, konieczno$¢ modernizacji)
[Bototin, 1968; Hart, 1982; Srivastava i Carter, 1983; Gwo6zdz i Machowski, 2011].

Literatura traktujaca o matematycznych i inzynierskich sposobach oceny niezawodnosci jest
bardzo bogata, obejmuje tysiace monografii, rozpraw oraz publikacji, stad w niniejszej
rozprawie zostana wspomniane jedynie te z nich, ktére mialy najwiekszy wplyw na jej
koricowy ksztalt, a takze te najpelniej opisujace pola dzialania, w ktérych sie poruszano.
Sa one postrzegane przez pryzmat niniejszej rozprawy jako fundamentalne, a nierzadko sg
to absolutnie prekursorskie prace w temacie rozwazania niezawodnosci konstrukcji jako
zagadnienia probabilistycznego [Weibull, 1939; Freudenthal, 1954; Lin, 1967; Cornell, 1969;
Hasofer i Lind, 1974; Lind, 1977; Ditlevsen, 1981; Biegus, 1999 i wiele innych].

Na podstawie tych prac mozna spréobowaé¢ wprowadzi¢ ramowy podzial rzeczonych metod na
dostrzegalnie rozréznione trzy gtowne gatezie. Podczas, gdy niektoére ich koncepcje zostang
zilustrowane w niniejszej dysertacji ze wzgledu na cheé¢ jak najpelniejszego zobrazowania
ztozonosci projektowania probabilistycznego, nie wszystkie zostana w niej wykorzystywane.

Pierwsza z galezi jest szereg metod, ktore skupiaja sie na obliczeniach momentéw odpowiedzi
probabilistycznej konstrukcji poddanej analizie, zwane metodami perturbacyjnymi.
Metody te przewaznie skupiaja sie na obliczeniach jedynie pierwszych dwo6ch momentow
odpowiedzi — wartosci Sredniej zmiennej losowej i jej wariancji (badZ pochodnie — odchylenia
kwadratowego), wraz z zalaczona analiza korelacji pomiedzy poszczegolnymi zmiennymi
[Thoft—Christensen i Baker, 1982; Melchers, 1999.

Druga galezia sa metody szacowania niezawodnoS$ci, zwane tez teoria niezawodnosci,
ktore skupiaja sie przede wszystkim na oszacowaniu prawdopodobieristwa awarii konstrukcji
na skutek =zaistnienia sumy wspodlgrajacych, niekorzystnych wartosci niepewnosci
obrazowanych poprzez zmienne losowe |[Hart, 1982; Thoft—Christensen i Baker, 1982;
Ditlevsen i Madsen, 1996; Melchers, 1999; Ang i Tang, 2007].

Aby oszacowaé niezawodno$é konstrukcji stosuje sie liczng grupe podejéé teoretycznych
z zakresu metod statystycznych, symulacyjnych i probabilistycznych. Dominujacymi
gatunkami tychze podejé¢ sa omdéwione badz wspomniane w pdZniejszych rozdziatach: metoda
Monte Carlo [Kahn, 1956; Hammersley i Handscomb, 1964; Pradlwarter i Schuéller, 1997;
Hurtado i Barbat, 1998; Johnson i inni, 1999; Schuéller, 2001], metody analizy niezawodnosci
pierwszego i drugiego rzedu (First i Second Order Reliability Methods — FORM i SORM)
[Rackwitz i Fiessler, 1978; Ditlevsen, 1982; Chen i Lind, 1983; Ditlevsen i Madsen, 1996,
metoda powierzchni odpowiedzi (Response Surface Method — RSM) [Thoft—Christensen
i Baker, 1982; Myers i Montgomery, 1995; Melchers, 1999; Miller i Sa, 2003; Whitcomb
i Anderson, 2004] oraz zyskujace rosnaca popularno$¢ metody sztucznych sieci neuronowych
(Neural Network Methods — NNM) [Sudret i Der Khuregian, 2000].
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Osobnym problemem jest generacja zmiennych losowych potrzebnych do analizy
niezawodnosci. Szczegdélowy przeglad technik generacyjnych zmiennych losowych mozna
znalez¢é w wiekszodci publikacji ksigzkowych zajmujacych sie teorig niezawodnosci konstrukcji
inzynierskich [Kahn, 1956; Devroye, 1986; Ditlevsen i Madsen, 1996; Melchers, 1999).

Trzecig istotna galezia metod probabilistycznych jest stochastyczna metoda elementéow
skoniczonych (Stochastic Finite Element Method — SFEM), ktora pozwala rozwazy¢
wielkosci odpowiedzi konstrukcji inzynierskiej poddanej dzialaniom proceséw losowych
[Skalmierski i Tylikowski, 1982; Shinozuka i Yamazaki, 1988; Sudret i Der Khuregian, 2000].

W analizach stochastycznych konieczne jest odwzorowanie wspomnianych proceséw losowych,
tj. zachowan bedacych réznymi w zaleznosci od czasu i przestrzeni parametrow wejéciowych
analizy [Cheng i Young, 1993; Grigoriu, 1999).

Istnieje takze cata gama metod zajmujaca sie dyskretyzacja stochastycznych poél losowych
[Li i Der Kiureghian, 1993; Sudret i Der Khuregian, 2000].

2.3.1. Podstawowe pojecia teorii niezawodnosci

Gloéwny nacisk niniejszej dysertacji zostal potozony na druga z opisanych galezi metod
i technik probabilistycznych, tj. na teorie niezawodnosci konstrukcji.

Jej gtownag zasade mozna sformutowaé, jak wspomniano przy okazji wymieniania grup metod
poziomu pierwszego, jako probe oszacowania prawdopodobienistwa awarii uktadu, ktérego
model matematyczny bierze pod uwage pelne probabilistyczne dane ilosciowe i jakosciowe
dotyczace niepewnosci parametrow wytrzymaltosci materialu oraz efektow dziatania
obciazenia [Zubrzycki, 1961; Thoft—Christensen i Murotsu, 1986; Woliniski i Wrobel, 2001].

W podejéciu klasycznym teorii niezawodnosci konstrukcja rozktadana jest myélowo na
poszczegdlne komponenty (parametry), ktore zostaja potraktowane jako niezalezne od czasu
zmienne losowe (wyraznie nalezy zaznaczy¢ ten fakt, jako odrdznienie od procesow
losowych, przedmiot dziatania SFEM). Zmienne losowe moga reprezentowaé kazde (badz tez
wybrane przez projektanta) niepewnosci, mogace zaistnie¢ w konstrukeji lub w jej elemencie.

Wowczas, zdefiniowaé mozna pewien wielowymiarowy zestaw (wektor kolumnowy) tychze
zmiennych, tzw. wektor losowy

X ={X,X,. X,,... X,} (2.10)

gdzie X, X,,X;,...,X, sa kolejnymi zmiennosciami (o ich catkowitej liczbie réwnej n ),
wyrazonymi w postaci jednowymiarowych zmiennych losowych, tzw. podstawowych
(bazowych) zmiennych losowych.

W tak zdefiniowanej, n — wymiarowe]j przestrzeni rzeczywiste] R" wektor losowy przyjmuje
nieskonczenie wiele pojedynczych zbioréw wartosci poszczegdlnych zmiennych podstawowych,

rownych odpowiednio: z,,%,,%,,...,%Z,.

Pojedynczy zbiér x = {x],xg,xs,...,xn} nazywamy realizacjg zmiennej losowej X.



Rozdzial 2 — Metody okreslania niezawodnosci modeli konstrukcji inzynierskich 25

Awarie konstrukcji definiuje sie zatem jako pewien zbiér realizacji zmiennej losowej X,

dla ktoérego nastepuje uzyskanie lub przekroczenie pewnego zdefiniowanego stanu granicznego
konstrukeji lub jej elementu [Freudenthal, 1956; Thoft—Christensen i Sgrensen, 1987].

Stan graniczny nalezy rozumieé jako odpowiednio nakreslone przez projektanta
ograniczenie nalozone mna konstrukcje, analogiczne do kwestii wspomnianych przy
wymiarowaniu konstrukcji z uzyciem metod deterministycznych. W mysl takiego
zdefiniowania problemu, mozna moéwi¢ wiec o jedynie dwoch stanach konstrukcji, ktore
rozgranicza n—wymiarowa powierzchnia graniczna: o stanie bezpiecznym, gdy konstrukcja
spelnia wymogi projektowe oraz o stanie niebezpiecznym, tzw. stanie awaryjnym, kiedy
ograniczenia projektowe zostaja naruszone. Zaznaczy¢ powinno sie, iz poprzez pojecie awarii
konstrukcji, w niektérych przypadkach wymiarowania, moéwimy takze o mozliwosci
zaistnienia pelnego zniszczenia konstrukceji, katastrofy budowlanej.

W teorii niezawodno$ci stan graniczny w n —wymiarowej przestrzeni realizacji zmiennej
losowej X wyraza sie poprzez funkcje okreslong na n zmiennych, tzw. uogélniona losowa

funkcje graniczng (awaryjna) ¢(X). Wowczas stan bezpieczny wystepuje oczywiscie
wtedy, gdy ¢(X) >0, a stan awaryjny zachodzi przy ¢(X)<0.

Przyjmujac powyzszy podzial zdefiniowa¢ mozna obszar bezpieczny Q, ={x: g(x) > (0}
(5 safe domain) oraz analogicznie obszar awarii Q, = {x: g(x) <0} (f - failure domain).
Co za tym idzie, przez réwnanie ¢(x) =0 reprezentowana jest wspomniana n—wymiarowa
powierzchnia graniczna. W niektérych pozycjach literatury spotkaé¢ mozna sie z zapisem

obszaru granicznego Q, ={x: g(x) =0}, dla ktérego zachodzi P(X1€,)=0.
Korzystajac z przyjetej powyzej definicji warunku stanu niebezpiecznego (awaryjnego),
mozna zdefiniowa¢ prawdopodobieristwo awarii (zawodnoé¢, awaryjnos¢) P,

jako prawdopodobieristwo zdarzenia losowego okre$lonego na obszarze awarii
P, =P(Q,)=P(g(X)<0) (2.11)

lub, jesli istnieje dla danego rozktadu funkcja gestosci prawdopodobieristwa, to uwzgledniajac
zapis w postaci catkowej, jako

B=, kGdx =] f(x)x (2.12)

gdzie fx(X) oznacza funkcje gestosci rozkladu prawdopodobienstwa  zmiennych

podstawowych. W ogélnym  przypadku fc(x)=f;  (%,...,7,) , a dla zmiennych

n

podstawowych niezaleznych fy(x) = f; (z,) U.. Of (,).

Przeciwstawienstwem prawdopodobienstwa awarii zdefiniowanego w powyzszy sposob jest

tzw. bezawaryjnos¢ P, ktora mozna w prosty sposoéb wyrazi¢ w postaci

P =1-P,=P(Q)=1-P(Q,) = P(¢(X)>0) (2.13)
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Obszar calkowania ¢(X)<0 idealnie opisuje interesujaca inzyniera przestrzen naruszania
stanu granicznego. Jednakze (poza pewnymi przypadkami szczegélnymi), caltkowanie
potrzebne do wyznaczenia prawdopodobienistwa awarii Pf na tymze obszarze jest analitycznie
niewykonalne. Jest to zwiazane z trzema gléwnymi przyczynami — po pierwsze, nawet majac
pelng wiedze matematyczna o funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienistwa fy(x) badZ
o uogoblnionej losowej funkcji granicznej g(X), calkowanie numeryczne wyrazenia jest bardzo
trudne (przyjmuje sie, ze dla n > 5 obliczenia numeryczne sa wysoce nieefektywne lub wrecz
niewykonalne); po drugie — gestosé rozkladu prawdopodobieristwa fx(x) moze nie by¢ dobrze
opisana (przykladowo z powodu braku, niekompletnosci lub niewystarczalnosci danych
statystycznych badz eksperymentalnych) oraz po trzecie — losowa funkcja graniczna ¢(X)

réwniez moze by¢ obarczona pewnym bledem, powstajacym przy odwzorowywaniu
rzeczywistej konstrukeji inzynierskiej do modelu matematycznego [Melchers, 1999|.

Rozwigzanie problemu skalkulowania prawdopodobieristwa awarii P, moze by¢ wowczas

osiggalne tylko na drodze pewnych uproszczen lub operacji matematycznych (lub tez — obu
dziatan naraz), wykonanych na kazdym z powyzszej wymienionych zakresow problemu,
7 czego najistotniejsze sa dwie zasygnalizowane ponizej techniki postepowania, ktoére zostang
szerzej omowione beda w niniejszej pracy w rozdziatach kolejnych.

Pierwsza z nich jest uzywanie aproksymacji numerycznych, tzw. symulacji, ktore pozwalaja
na wykonanie wymaganego calkowania wielowymiarowego poprzez przeprowadzanie go na
odpowiednio duzej probie realizacji x ={z,,%,,%;,...,x,} dobranych w sposéb losowy

lub pseudo — losowy. Podejscie takie jest zbiorczo okreslane mianem metody Monte Carlo.

Druga z nich jest metoda omijajaca catkowicie proces catkowania, co da sie uzyskaé
zastepujac taczng gestoéé rozkladu prawdopodobienstwa fy(X) poprzez zasygnalizowana
powyzej prostsza postaé gestosci rozkladu. Mozna tego dokonaé przez uzycie jej wlasciwosci
szczegolnych tak, aby przyblizenie prawdopodobieristwa awarii P; bylo satysfakcjonujace.

Podejscie takie jest zbiorczo okreslane mianem metody pierwszego rzedu — drugiego
momentu odpowiedzi (First Order — Second Moment) |[Melchers, 1999|.

2.3.2. Problem podstawowy analizy niezawodno$ci

Na wstepie ponizszych rozwazan zaznaczy¢ mozna, iz w wielu pozycjach literatury dokonuje
sie wprowadzenia dodatkowej zmiennej losowej, uzyskiwanej przez podmiane w réwnaniu

opisanej na obszarze granicznym (2}, n-wymiarowej powierzchni granicznej g(x) =0 wektora

realizacji x ={z,,%,,%,,...,%,} na odpowiadajaca zmienng losowa X ={X, X,, X;,,..., X, }.

Te dodatkows zmienna losowa nazywa sie zapasem (marginesem) bezpieczenstwa
i oznacza sie ja poprzez M , gdzie M = g(X). Tak zdefiniowany margines bezpieczeristwa
z definicji odzwierciedla arbitralno$¢, jaka wprowadza sie do zadania poprzez dobor

okreslonego typu uogélniong losowa funkcje graniczng (awaryjna) ¢(X).
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Przyjecie zmiennej losowej marginesu bezpieczeristwa prowadzi za soba logiczne rozwiniecie
upraszczajacego podejscia do konstruowania funkcji granicznej ¢(X).Bardzo czesto przyjmuje
sie bowiem, iz w modelu probabilistycznym konstrukcji inzynierskiej istnieja jedynie dwie
reprezentatywne zmienne losowe, reprezentujace kolejno caltkowita wytrzymatosé

materialow (X;), z jakich wykonana jest dana konstrukcja lub jej element (calosciowo)

oraz efekt (sume) obciazen (X;) dzialajacych na konstrukcje badz jej element.

Zapis zmiennej losowej marginesu bezpieczenistwa mozna przedstawi¢ wowczas nastepujaco
M =g(X)=g(X,,Xs)=g(R,S) (2.14)

W wielu przypadkach reprezentatywne zmienne losowe (X, X;) sa przyjmowane jako

zmienne nieujemne i niezalezne, koniecznie tez nalezy je dyskretyzowaé w jednakowych
jednostkach. Zmienne te opisywane sg za pomoca odpowiednich reprezentatywnych funkcji

gestosci prawdopodobienistwa — kolejno f,(z,) oraz fy(z).

W tak uproszczonym rozumowaniu przyjmuje sie, iz konstrukcja lub jej element przekroczy
stan graniczny (znajdzie sie w stanie awarii) wtedy i tylko wtedy, gdy jej zmienna losowa

catkowitej wytrzymatosci X, = R osiagnie mniejsza warto$¢ niz powstale w niej naprezenia
badZ przemieszczenia spowodowane dziatajaca na nia suma obciazenn Xy = 5.

Pozwala to na prostsze przedstawienie zaleznosci pozwalajacej obliczy¢ prawdopodobieristwo
awarii takiej konstrukcji, ktore teraz prezentuje sie nastepujaco

P, =P(g(X)<0)=P(g(R,S)<0)=P(R-S5<0) (2.15)
lub tez, w postaci rownowaznej
P, =P(R<5)=P(R/S<1) (2.16)

Wprowadzajac wspomniane pojecia reprezentatywnych funkcji gestosci prawdopodobieristwa

fx(zy) oraz fi(zy), prawdopodobienistwo awarii konstrukeji zapisa¢ mozna nastepujaco

P, = P (X, = X <0) = [[ fug (w5, 25 ) drds (2.17)

lub tez, jesli reprezentatywne zmienne losowe (X e X S) sa rzeczywiscie niezalezne, w postaci

+oo s271

P =P (X, =Xy <0)= [ [ fu () fs (25) dupda (2.18)

—00 —00

Reprezentatywne funkcje gestosci prawdopodobieristwa f,(z,) oraz fi(zy), taczna funkcja
gestosci prawdopodobieristwa foq(2,, %) (zakltadajac, ze X,, Xy sa niezalezne) oraz obszar

przekroczenia stanu granicznego sa zaprezentowane na rys. 2.3.

Ponadto, dla dowolnej zmiennej losowej X, dystrybuanta rozkladu prawdopodobieristwa

zmiennej w chwili ¢ ma wartoéé

Fy(2)=P(X <x)= [ £ (t)dt (2.19)
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i poda¢ mozna postaci dystrybuant reprezentatywnych zmiennych losowych (X, X)

F, (xR)=TfR (t)dt oraz F, (xS)=TfS () dt (2.20);(2.21)
Julxw)

Af\‘(xs)ﬁt(xn)

0

€2

bezpieczny

obszar

2, — obszar

X3 awarii

Rys. 2.3. Reprezentatywne funkcje gestosci prawdopodobienstwa f,(z,) oraz f,(zs), laczna

funkcja gestosci prawdopodobienstwa fuo(2,, %) (zakladajac, ze X,,X; sa niezalezne)

oraz obszar przekroczenia stanu granicznego (zakreskowany).

Prawdopodobienistwo awarii konstrukcji zapisaé mozna zatem takze przy wykorzystaniu
pojecia dystrybuanty rozkladow prawdopodobienstwa (jesli reprezentatywne zmienne losowe

Xy, X sa rzeczywiscie niezalezne), w postaci

P, =P(X,-X;<0)= TFR (z1) f; (z5) dag (2.22)

ktora nazywana jest powszechnie catka splotu, a zobrazowaé ja mozna ja na rys. 2.4.
W przypadku wiekszosci rozkladéw prawdopodobienistwa obliczenia catki splotu mozna
dokonaé prostymi procedurami numerycznymi [Murzewski, 1997; Gwo6zdz, 1998|

1 Fr(xz),fs(%s)

fi(x) = ’}jll}"P[XH <X < xg + Ax, ]

JS

.

[] 1T, L
Xe X+ AX, -
PXy €%, | / ‘ X Xs

Rys. 2.4. Problem podstawowy analizy niezawodnosci (poszukiwanie prawdopodobieristwa

awarii) rozwigzywany za pomocg caltki splotu.
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Taki zapis jest jednak rozwazany jedynie w przypadku niezaleznosci reprezentatywnych
zmiennych losowych (X, X,). W przypadku, gdy powinno sie rozpatrzyé¢ zwiazek pomiedzy

obiema zmiennymi, uzywa sie bardziej ogélnego zapisu, ktéry przedstawia sie nastepujaco

+00

P =P (X, - X, <0)= [[1-F (2;)] fy () day (2.23)

—00

Przedstawi¢ mozna takze zwiazek, jaki istnieje miedzy dwoma przedstawionymi podejsciami,
miedzy réwnaniem uzywajacym funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(z,) oraz fi(zs),
a rownaniem uzywajacym pojecia dystrybuanty rozkladow prawdopodobienstwa Fp(z;)
oraz Fy(zg). Stwierdzi¢ mozna, iz jest to pewna suma czastkowych prawdopodobieristw awarii

dla nieskoriczenie matych przedzialéw zmiennosci wytrzymalosci catkowitej materiatow,
w ktorych suma obciazeri (efektow obciazeri) konstrukeji przekracza dana caltkowita
wytrzymalo$é materiatow. Graficzne przedstawienie tej zaleznosci znajduje sie na rys. 2.5.

‘kfR(XR))‘f;(XS)
Va obciazenia (S)

wytrzymatosci

v materiatow (R)

, 2¢stose
p-p. awarii

F () (%)

TFR () fi(x) dx,

>
Xs ] \Xs+ Ax, Xy Xg

Rys. 2.5. Problem podstawowy analizy niezawodnosci (poszukiwanie prawdopodobienstwa

awarii) rozwiazywany przy uzyciu informacji o funkcjach gestosci prawdopodobienstwa.

2.4. Wybrane miary niezawodnoSsci

Wskaznik niezawodnosci jest prostym identyfikatorem stanu bezpieczenistwa konstrukcji
w sensie teorii probabilistycznych. Na jego podstawie mozna wprowadzi¢ pewne ustalone
przez normatywy wymagane poziomy bezpieczenstwa konstrukeji, réznicujac wymogi
w zaleznosci od skutkéw ewentualnej awarii badZ zniszczenia konstrukcji, kosztow jej
konserwacji i napraw, skutkéw spoteczno — ekonomicznych awarii itp., analogicznie do
zalozen przestrzegania bezpieczenstwa dla metod poziomu pierwszego [Ben—Haim, 1996].

Uzyskanie pewnego poziomu niezawodnosci konstrukcji jest szczegélnie wazne wowczas, gdy
w razie jej awarii lub zniszczenia zginaé lub ulec obrazeniom moze cztowiek. W przypadkach
konstrukcji budowlano — inzynierskich zaleca sie, aby dodatkowa procedurg bylto poréwnanie,
jesli to mozliwe, wskaznika niezawodnos$ci uzyskanego technikami analizy probabilistycznej
z mozliwymi do wyszukania danymi statystycznymi odnos$nie powstawania okreslonego stanu
awarii czy zniszczenia konstrukcji, z jakim ma sie do czynienia w projekcie, w przeciagu
okreslonego czasu pracy konstrukcji (czesto na przestrzeni roku, na przestrzeni tzw. czasu
powrotu obciazenia) lub na przestrzeni zakladanego w projekcie czasu jej uzytkowania.
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7 ekonomicznego punktu widzenia, docelowy poziom niezawodnosci zadania powinien zalezeé
od rownowagi miedzy skutkami zniszczen, a kosztem srodkéw zabezpieczajacych, jakie trzeba
ponieéé, aby niebezpieczenstwo to zredukowaé mozliwie najbardziej.

Pamieta¢ nalezy, ze wspomniane w poprzednim rozdziale techniki matematyczne bardzo
trudno stosowaé bezposrednio w codziennej praktyce inzynierskiej. Istnieje bowiem zasadnicza
roznica zaistnienia awaryjnej,

miedzy probabilistyczng miarg mozliwosci sytuacji

a rzeczywista czestoscia awarii, bedaca czasem skutkiem nieprzewidywalnych bledow
i zaniedban projektantow i wykonawcow konstrukcji. Opis tej ostatniej mozna odnalezé

m.in. w PN-ISO 2394:2000.

Projekt konstrukeji inzynierskiej musi byé sporzadzony tak, aby prawdopodobieristwo awarii

P, bylo znikome, mozliwie jak najmniejsze. Zaznaczy¢ malezy w tym miejscu,
iz o wystapieniu (badZ niewystapieniu) awarii konstrukcji decyduja tzw. marginesy (ogony)
rozkltadow prawdopodobienstwa, co powoduje, iz obliczane wartosci P, sa zwyczajowo
bardzo male, majace rzad setnych do milionowych czesci jednosci (czyli jednoczesnie

wymagajace stosowania obliczen o duzej doktadnosci, aby oszacowaé¢ je nalezycie

i poprawnie), co dla proby opisu normowego sprawitoby niemala trudnosé.

Alternatywa dla prawdopodobienistwa awarii P; przy okreslaniu bezpieczeristwa konstrukeji
stal sie wiec wspomniany wskaznik niezawodnosci £, ktérego podejscia wyznaczania beda
szerzej omawiane w pdzniejszych rozdziatach rozprawy.

Wartosci numeryczne szacujace niezawodnosé sa czesto opisane na podstawie wskaznika
niezawodnosci f. Jego relacja wobec prawdopodobieristwa awarii P, przedstawiona jest

w Tablicy 2.1.

Tablica 2.1. Relacja pomigdzy prawdopodobienstwem awarii P, a wartoscia wskaznika

niezawodnosci f wg [PN-ISO 2394:2000].

Prawdopodobienstwo awarii P, 107! 1072 107 107 107° 107¢ 107

Wskaznik niezawodnosci f ~13 | ~23|~31]|~37]|~42|~47 | ~5,2

Wskazaé mozna takze przyjmowane przez normatywy przyklady docelowych poziomoéow
wskaznika niezawodnosci f w zagadnieniach zwigzanych z okresem uzytkowania konstrukeji,

zaleznie od skutkéw jej awarii lub zniszczenia oraz zaleznie od wzglednego kosztu konserwacji
czy naprawy konstrukcji. Proponowane poziomy wskaznika przedstawiono w Tablicy 2.2.

Tablica 2.2. Przyktady docelowych poziomoéw wskaznika niezawodnosci f, w zaleznosci od

kosztow zapewnienia bezpieczenistwa i skutkow awarii konstrukeji wg [PN-ISO 2394:2000].

Wzgledne koszty Skutki spoteczno — ekonomiczne

zapewnienia awarii badz zniszczenia konstrukcji inzynierskiej
bezpieczenstwa konstrukcji mate odczuwalne | umiarkowane wielkie
wysokie 0,0 1,5 (a) 2,3 3,1 (b)
umiarkowane 1,3 2,3 3,1 3,8 (¢)

niskie 2,3 3,1 3,8 4,3
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przy czym:
(a) — w stanach granicznych uzytkowalnosci mozna stosowaé¢ f =0,0 w przypadku stanow
odwracalnych i f =1,5 w przypadku stanéw nieodwracalnych,

(b) — w stanach granicznych zmeczenia mozna stosowaé¢ f =2,3 + 3,1, zaleznie od mozliwosci

przeprowadzenia nieniszczacej inspekcji konstrukcji lub jej elementu,
(¢) — w stanach granicznych no$nosci mozna stosowaé wydzielenie klas bezpieczeristwa,
dla ktorych g =3,1, f=3,8 lub tez f =4,3.

Powyzsze wartosci zostaly wyprowadzone przy zatozeniu modelu logarytmiczno — normalnego
lub rozktadéw: Weibulla do wytrzymatosci materiatéw konstrukcyjnych, Gaussa do obcigzeri
stalych oraz Gumbella do obciazenn zmiennych w czasie. Bardzo istotne jest, aby stosowaé te
same (lub bliskie do nich) zalozenia podczas prowadzenia probabilistycznych obliczen teorii
niezawodnosci konstrukcji.

Nalezy rowniez podkresli¢, za [PN-ISO 2394:2000|, ze wartos¢ wskaznika niezawodnosci f

i odpowiadajace mu prawdopodobienistwo awarii P, sa wartosciami liczbowymi, majacymi
formalny i podstawowy charakter i s3 przeznaczone wylacznie jako narzedzie

do sformutowania spéjnych zasad teorii niezawodnosci, a nie sa parametrami dajacymi pewny
opis czestosci awarii lub zniszczen konstrukeji inzynierskich.

2.4.1. Wskaznik niezawodnosci Cornella

Oryginalne sformutowanie wskaznika niezawodnosci Cornella zawierato zapis funkcji stanu
granicznego w postaci réznicy miedzy catkowitym wkltadem niepewnosci wytrzymaltosci
materialéow r, a calkowitym wktadem niepewnodci obcigzen dziatajacych na konstrukcje s

g(r.s)=r-s (2.24)

Przyjmujac, iz wklady te roéwniez mozna wyrazi¢ za pomoca reprezentatywnych zmiennych
losowych R,S,co wskazano w rozdziale 2.3.2. rozprawy, margines bezpieczeristwa wynosi

M=g(RS)=R-S (2.25)

Rozwazyé nalezy sytuacje pewnego uproszczenia, w ktorym to sktadowe zmiennej losowej
zapasu bezpieczenistwa M (catkowita wytrzymalosé materialow konstrukcji R oraz suma
obciazen S na nia dziatajacych) sa zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym.

Margines (zapas) bezpieczenistwa ma woOwczas momenty probabilistyczne wynikajace
bezposrednio z prostych dzialai arytmetycznych na momentach probabilistycznych
sktadowych zmiennych reprezentatywnych, tak wiec catka splotu (2.22), wyznaczona
w rozdziale 2.3.2. rozprawy, moze by¢ uproszczona nastepujaco

P,=P(R—SSO)=P(MSO)=<I>[%A[4]M]] (2.26)

gdzie ®(¢) jest funkcja dystrybuanty rozkladu normalnego o zerowej wartosci $redniej

i jednostkowym odchyleniu standardowym.
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Zaproponowano wiec, aby miare niezawodnosci konstrukcji inzynierskiej uja¢ w pewien Scisle
przyjety wskaznik (wskaznik niezawodnosci f), ktory ma by¢ stanowiony

wg [Cornell, 1969] przez odwrotno$é¢ wspotczynnika zmiennosci zapasu bezpieczeristwa

=1 (2.27)

gdzie: V), to wspolczynnik zmiennoéci zapasu bezpieczenstwa, FE|M| reprezentuje wartosé

oczekiwang ($rednia) zapasu bezpieczenstwa, a D[M| — jego odchylenie standardowe.

Wskaznikiem niezawodnosci f mozna w takim ukladzie nazwaé odwrotnosé
wspolczynnika zmiennos$ci zapasu bezpieczenistwa M, miare oddalenia sSredniego stanu

interakcji calkowite] wytrzymaltosci materiatow oraz efektéw obciazen konstrukcji
od krawedzi stanu granicznego konstrukcji, mozliwego do sprecyzowania catka splotu.

Takie sprecyzowanie oszacowania niezawodnodci konstrukcji odpowiada idei wskaznika
niezawodnosci wg Cornella — wskaznik ma mierzy¢ odlegltosé od lokalizacji punktu

pomiarowego podstawowych zmiennych losowych zadania (E[M]) do granicy powierzchni

stanu granicznego, mierzonej w jednostkach parametréw skali niepewnosci (D[M]).

Tlustracje sensu wskaznika niezawodnosci wg Cornella przedstawia rys. 2.6.

A/ (XM)
M<0|M=0

-« ———»

stan|stan
awarii | bezpieczny

BOM L QOM

'Y
v
y
N

Rys. 2.6. Graficzna interpretacja wskaznika niezawodno$ci wg Cornella, naniesiona

na reprezentatywna funkcje gestosci prawdopodobienistwa zapasu bezpieczenstwa f,(z,,).

Wskaznik niezawodnosci f mozna takze zamiennie zwigzaé¢ bezposrednio z obliczanym

numerycznie (na bazie calki splotu) prawdopodobieristwem awarii, poprzez zaleznosé
odwrotng, przedstawiang w postaci

p=-o () (2.28)

gdzie ®7'(+) jest funkcja odwrotna dystrybuanty rozktadu normalnego o zerowej wartosci

$redniej i jednostkowym odchyleniu standardowym.
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Jezeli zmienne R,S sa nieskorelowane, to wskaznik niezawodno$ci f, oznaczany dalej jako
wskaznik niezawodnosci Cornella S, (dla rozréznienia jego wartosci od wartosci wskaznikow

niezawodnosci wyznaczanych pozniej wedtug innych podejsé¢), mozna zapisa¢ w postaci

_E[M] _E[R]-E[S] _ u,-p,

ﬁ:ﬁC—D[M]— D[R:S] —\/iné (2.29)
lub tez, jezeli zmienne R,S sg skorelowane, to w postaci
:BC - E[M] - E[R] _E[S] — luR _lus (230)

_D[M]_ D[R;S] _\/0;_2035 u71%‘75"'052’

gdzie kolejno: p, to wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej wyrazajacej wytrzymalosci
materialow, py, to wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej wyrazajacej obciazenia, 0, oraz oy
to odchylenia standardowe wyzej wymienionych zmiennych, natomiast @,y jest

wspotczynnikiem korelacji obu zmiennych losowych.

Wskaznik niezawodnosci Cornella mozna obliczyé¢ takze w stosunkowo prosty sposodb, kiedy
zapas bezpieczenistwa jest funkcja liniowa (powierzchnia graniczna ¢(x)=0 jest

hiperptaszczyzng). Mozna wowczas zapisa¢ funkcje marginesu bezpieczenstwa w notacji

g(xl) =aq, + Zaixi =aq, +a'x = g(x) (2.31)

=1
gdzie: @, to wyraz wolny n — wymiarowej powierzchni, a ={a,,a,,a,,...,a,} to wektor
kolumnowy  zbierajacy = wspétczynniki  kierunkowe n— wymiarowej powierzchni,

a x ={x,,2,,2;,...,x,} to wektor kolumnowy realizacji.

Dodatkows zmienng losowa zapasu (marginesu) bezpieczenstwa, odpowiadajaca powyzszej
funkcje marginesu bezpieczenistwa mozna zatem przedstawic¢ jako

M=aq,+ Z%Xi =q,+a’'X (2.32)
i=1

Przyjety przez Cornella wskaznik niezawodnosci przybiera wowczas postaé

w2t vatp[x]

fe = Ja'Cya ) Ja'Cya

gdzie: E|X]| to wektor kolumnowy zbierajacy wartoSci oczekiwane zmiennej losowej X ,

(2.33)

natomiast Cyx to macierz kowariancyjna zmiennej losowej X .

Posta¢ problemu wyznaczania wskaznika niezawodnosci dla liniowej hiperpowierzchni funkcji
stanu granicznego ¢(x) =0 w przestrzeni realizacji przedstawia rys. 2.7. Przywoluje sie ja,
gdyz pelni bardzo istotng role w niniejszej dysertacji.

Wazna obserwacja jest takze fakt, iz wskaznik niezawodnosci Cornella f, jest niezmienny

w obliczu dowolnej liniowej transformacji podstawowej zmiennej losowej X .
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g(x)<0
<‘Q‘% ), — obszar awarii
*
X
x, % 3
= i
8(x)=0
F--Ta, < 2, — obszar graniczny

X

4 x* g(x)>0 “%‘% ”

2, — obszar bezpieczny

Rys. 2.7. Liniowa, n—wymiarowa (dla uproszczenia wskazana dla n =2) powierzchnia
funkcji stanu granicznego g(x) =0 w przestrzeni realizacji zmiennych podstawowych, wraz
z zaznaczeniem znaczenia wskaznika niezawodnosci Cornella g, oraz jednostkowego wektora

normalnego do powierzchni granicznej ot.

Jezeli powierzchnia graniczna g(x) =0 nie jest hiperptaszczyzna, to nie jest mozliwe

sformulowanie zapasu bezpieczenistwa jako funkcji liniowej przy uzyciu podstawowej zmiennej
losowej. Wowcezas sugestia Cornella jest rozwiniecie jej w szereg Taylora wokoét wartosci
oczekiwanych FE|X| w przestrzeni bazowej zmiennej, z dokladnoscia do wyrazéw liniowych.

2.4.2. Wskaznik niezawodno$ci Rosenbluetha — Estevy / FOSM

Zapis funkcji stanu granicznego g(r, 5) z uzyciem calkowitego wkladu niepewnosci

wytrzymatosci materialéw konstrukcyjnych r i catkowitego wktadu niepewnosci obciazen
dziatajagcych na konstrukcje s moze przyjmowaé rdézne formy, w zaleznosci od natury
reprezentatywnych zmiennych losowych R,S. 7Z powodéw czysto fizycznych, obie

wymienione zmienne czesto przyjmujg jedynie wartosci dodatnie. Wowczas logiczna, prosta
alternatywa dla rownania (2.24) staje sie zapis

g(r,s)=In (5j (2.34)

S

ktory doskonale odzwierciedla istote fizycznego ograniczenia zmiennych R,S'.

Odpowiadajacy temu zapisowi zapas (margines) bezpieczenstwa wyrazi¢ mozna poprzez zapis

M= @ (2.35)

Rownanie to zostalo uzyte w [Rosenblueth i Esteva, 1972 do przeksztalcenia wskaznika
niezawodnosci Cornella w postaé

_B[M] _ EB[M] _ E{ln(gﬂ
plm] - Jv[m] \/V{ln(?ﬂ

Pre (2.36)
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lub tez, jezeli zmienne R,S sa skorelowane, to wykorzystujac wlasciwosci In (-) , W postaé

_E[M] _ E[R]-E[S] _ E[InR]-E[InS]
- p[M] V[R;S]  V[mR]-2ou[ln Rs5ln 5]+ V[In 5]

Pre (2.37)

Zapas bezpieczenistwa wyrazony w postaci (2.35) jest funkcja nieliniowa, a co za tym idzie,
nie mozna w prosty sposéb oszacowaé wartoéci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego
reprezentatywnych zmiennych losowych R,S. Nalezy wowczas dokonaé linearyzacji zmiennej
marginesu bezpieczeristwa poprzez rozwiniecie jej w szereg Taylora wokdél wartosci
oczekiwanych FE|R| oraz E|S|w przestrzeni bazowych zmiennych losowych. Linearyzacja
dokonana w otoczeniu punktu pojedynczej realizacji wektora zmiennej losowej, zawierajacego

wartosci oczekiwane (up, ity) daje zapas bezpieczenstwa M, wyrazony wzorem

R Nl 1) (2.38)

R Og

Myy =1npy + i

Na skutek linearyzacji wskaznik niezawodnosci Rosenbluetha i Estevy f,, przybiera postaé

InE|R|-InE|S 1 -1
IBRE - Qn [ ] Il. [ ] - - - nluR nluS - (239)
JVi -2 Wou[R:8]+V; \/[%J - 20,4 B‘LR%{OSJ
Hr Hr Hs Mg

gdzie: u, to warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej wyrazajacej wytrzymalosci materiatow,
s to wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej wyrazajacej obciazenia, 0, oraz o4 to odchylenia

standardowe w/w zmiennych, V, oraz V to ich wspo6lczynniki zmiennosci, natomiast gpg

jest wspolczynnikiem korelacji tychze zmiennych.
Jezeli reprezentatywne zmienne bazowe R, S sa nieskorelowane, wzor (2.39) upraszcza sie do
g = WER]"WB[S] _ np, -Inp
)

Hr Mg

(2.40)

Przedstawiony wskaznik niezawodnosci Rosenbluetha i Estevy f,, bardzo mocno zalezy
od doboru i opisu matematycznego funkcji stanu granicznego, a nie tylko od ksztaltu
uzyskiwanej dla zadania hiperpowierzchni granicznej, co moze prowadzi¢ do faktu,
iz uzyskany powyzszym réwnaniem wskaznik bedzie zdecydowanie rézny od wyniku obliczen

wskaznika niezawodnosci Cornella f, [Ditlevsen, 1973].

Dla innej linearyzacji nieliniowej funkcji granicznej, zapisanej w otoczeniu dowolnego punktu
pojedynczej realizacji podstawowej zmiennej losowej (uzywajac zapisu wyjsciowego wektora
n—wymiarowej zmiennej losowej X), otrzymuje si¢ linearyzowany zapas bezpieczenistwa M,

wyrazony wzorem

3

M, =g(x)+ i%(x) qx, -=) (2.41)
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Odpowiadajacy temu punktowi wskaznik niezawodnosci okresla sie czesto mianem
wskaznika niezawodnosci pierwszego rzedu — drugiego momentu [, i wyrazié

mozna go wzorem
> 0

9(x)+ ﬁ(x)c(E[Xi]—mi)
~ 0z,

) a—g E(C’ov )

(2.42)

Q_
i
P
(@3]

a‘é"

2.4.3. Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda

Aby unikngé arbitralnosci wyniku liczbowego wskaznika niezawodnosci Rosenbluetha
i Estevy B, nalezy oprocz bardzo dobrego opisu matematycznego funkcji stanu granicznego
wprowadzi¢ takze odpowiednio doktadnie dobrany punkt linearyzacji zmiennej marginesu
bezpieczenistwa w przestrzeni realizacji. Arbitralno$é ta znika, jesli dokonamy wyboru punktu
linearyzacji lezacego dokladnie na powierzchni graniczne;j.

7 nieskoniczonej ilosci punktéw realizacji, jakie na niej leza, naturalnym wyborem jest taki,
ktory znajduje sie w najmniejszej odlegtosci od punktu realizacji zawierajacego wartosci
$rednie wszystkich zmiennych zadania. Wynika to oczywiscie z sensu wskaZnika
niezawodnosci, ktory zostal przytoczony w poprzednich rozdziatach, tj. pomiaru minimalnej
odlegtosci od lokalizacji punktu pomiarowego do granicy powierzchni stanu granicznego.

Graficzna posta¢ problemu wyznaczania wskaznika niezawodnosci dla nieliniowej
hiperpowierzchni funkcji stanu granicznego ¢(x) =0 w przestrzeni realizacji podstawowych

zmiennych losowych przedstawiona jest na rys. 2.8.

Xo g(X)<O
’x ), — obszar awarii
%
x Pyt
X, ) g(x)=0
> 1 iy £, = ()bszaiw
s
oy... o,
3 styczna do g(x)=0 w x*
gL(X):O X
0 % >
%
: g(x)>0

(), — obszar bezpieczny

Rys. 2.8. Nieliniowa, n—wymiarowa (dla uproszczenia wskazana dla n =2) powierzchnia
funkcji stanu granicznego ¢(x) =0 w przestrzeni realizacji zmiennych podstawowych, wraz
z zaznaczeniem linearyzacji powierzchni funkcji stanu granicznego, znaczenia wskaznika
niezawodnosci Rosenbluetha i Estevy S, oraz jednostkowego wektora normalnego

do powierzchni granicznej ot .
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Aby uwypukli¢ sens wskaznika niezawodno$ci oraz aby jak najbardziej zblizy¢ ideologicznie
obliczenia n —wymiarowe do zagadnienia jednowymiarowego, Hasofer i Lind zaproponowali
niejednorodne liniowe odwzorowanie zbioru podstawowych zmiennych losowych X w zbiér
zmiennych losowych znormalizowanych i nieskorelowanych, ktéry oznaczony zostanie

w niniejszej pracy jako Z. Zmienna ta ma zerowy wektor wartosci wlasnych (E|Z|=0)
oraz jednostkowa macierz kowariancji (C, = Cov|Z;Z"| =) [Hasofer i Lind, 1974].

Transformacja pomiedzy bazows zmienng losowg X, a zmienng losowa znormalizowana Z
przedstawia sie réwnoscia

Z=A(X-E[X]) (2.43)

gdzie A jest macierza transformacyjna, mozliwa do wyznaczenia przy zastosowaniu szeregu
standardowych technik algebry liniowej.

Macierz kowariancji zmiennej losowej bazowej X mozna zapisa¢ wzorem
Cy = Cov[X:X"] = B| (X - B[X]) (X - B[X])' | (2.44)

Macierz kowariancji zmiennej losowej znormalizowanej Z mozna wowczas wyprowadzié,
taczac zapisy (2.43) oraz (2.44). Wynik wyprowadzenia przedstawi¢ mozna wzorem

C, =Cov[Z;Z" | = ACxA" = ACov[X; X" |A" =1 (2.45)
Warunek graniczny, po uwzglednieniu powyzszych transformacji, przyjmuje konicowo postaé
9(2) = g(X(2z))=g(A"Z+E[X]) =0 (2.46)
Przez identyczne odwzorowanie, jakie opisano powyzej, zapisa¢ mozna iz
z = A(x - E[X]) (2.47)

przy czym zauwazy¢ mozna, iz punkt pojedynczej realizacji, zawierajacy wartosci oczekiwane
w przestrzeni realizacji x odwzorowywany jest w punkt poczatku uktadu wspotrzednych
w przestrzeni realizacji z, a powierzchnia graniczna (), wektora realizacji x przeksztalca sie
we wspolrzedne powierzchni granicznej €2, wektora realizacji z.

Geometryczna odlegltosé od poczatku uktadu wspoélrzednych w przestrzeni realizacji z
do dowolnego punktu powierzchni granicznej €2, wektora realizacji z jest prosta miara
odchylenia standardowego od punktu realizacji wartosci oczekiwanych w przestrzeni

realizacji x do odpowiadajacego punktu powierzchni granicznej €}, wektora realizacji x .

Dystans od punktu pojedynczej realizacji, bedacego poczatkiem uktadu wspoédirzednych
w przestrzeni realizacji z, zwanego punktem poczatkowym analizy niezawodnosci,
do powierzchni granicznej moze by¢ pomierzony tzw. funkcja Veneziano (funkcja
wskaznika niezawodnosci) [Veneziano, 1974|, ktora wyrazi¢c mozna w przestrzeni

realizacji z wzorem

p(z) = Jz'z ; z0 QO(Z) (2.48)
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lub réwnowaznie, w przestrzeni realizacji x

p(x) = \/(x -EB[X]) ¢% (x- E[X]) ; xDQ¥ (2.49)

Najkrotsza odlegloéé od punktu poczatkowego analizy niezawodnoéci do wybranego punktu
na powierzchni granicznej zostata wybrana jako miara wskaznika niezawodno$ci Hasofera —

Linda f,; . Moze ona by¢ zapisana zamknietym wzorem jako

= ppin () = i e 200, (2.50
lub réwnowaznie
P = 1pin f(x) = min \/(x -E[X]) ¢ (x-E[X]) ; xoQX (2.51)

Lezacy na powierzchni granicznej punkt realizacji x uzyskiwany w procesie poszukiwania
wskaznika niezawodno$ci Hasofera — Linda S, oznacza si¢ symbolem x i nazywa sie go

punktem projektowym (obliczeniowym) analizy niezawodnosci [Hasofer i Lind, 1974].

Jezeli mamy do czynienia z powierzchnia graniczng w postaci n—wymiarowej plaszczyzny,

to wartosci liczbowe wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda f,;, oraz wskaznika
niezawodnosci Cornella i, sa jednakowe. Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda jest wiec

uog6lnieniem wskazZnika niezawodnosci Cornella dla nieliniowych powierzchni granicznych.

Jesli natomiast zaltozy sie punkt projektowy analizy niezawodnosci wedtug Hasofera i Linda
jako punkt linearyzacji podstawowej zmiennej losowej, to wartos¢ wskaznika niezawodnodci
Hasofera — Linda pokryje sie doktadnie z wartoscia wskaznika niezawodnosci pierwszego
rzedu — drugiego momentu S, 0bliczona dla tegoz punktu linearyzacji (jednoczesnie drugi

wskaznik utraci takze swoja niepozadana arbitralnosé).

Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda f,, jest rozwigzaniem nieliniowego procesu
optymalizacji z jedna funkcja celu. Rozwiazania tego problemu dostarcza szeroka gama
algorytmoéw iteracyjnych. Nie ma jednak pewno$ci, iz algorytmy te beda zbiezne
we wszystkich przypadkach funkcji standéw granicznych. Celem optymalizacji jest oczywiscie
znalezienie najlepszego (spetniajacego sens metody) punktu projektowego x .

Algorytm wyszukiwania punktu projektowego x analizy niezawodnosci, zaproponowany
przez Hasofera i Linda zostanie zobrazowany dla uproszczenia w przestrzeni realizacji z.
Woéwcezas zamiennie poszukuje sie punktu projektowego z odpowiadajacego punktowi x
oraz jednostkowego wektora normalnego do powierzchni granicznej o wyznaczanego
w punkcie z , bedacego proporcjonalnym do wektora sledzacego punkt z wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych przestrzeni realizacji z.

Przy takiej definicji wektorow wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda S, jest stala

proporcjonalnosci miedzy wektorami realizacji i powierzchni granicznej:

*

z =o [P, (2.52)

*

Punkt z jest granicg sekwencji algorytmu >0 s s s
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Jednostkowy wektor normalny do trajektorii prowadzonej przez algorytm g¢(z) = g(z™)

zdefiniowany w punkcie z™ oznacza sie przez «'™, tak wiec wektor o™ jest réwnolegly do

wektora gradientu trajektorii prowadzonej przez algorytm, zdefiniowanej w punkcie z™ i jest
skierowany w strong obszaru awarii 2, ={z: g(z) <0}.
Przedstawié¢ go mozna nastepujaco
g 7™
e = 092" 25

R

gdzie Uyg (z("”) jest gradientem funkcji granicznej, zdefiniowanym w punkcie z™, w postaci

0g(2") = (;’_29 (2); :79 (2): :79 (2 )J (2.54)
1 2

n

Punkt startowy algorytmu (punkt poczatkowy) moze byé przyjety w punkcie poczatku
uktadu wspotrzednych przestrzeni realizacji z, o wspolrzednych 2" ={0;0;0;...;0},

lub tez w tzw. punkcie podporowym w przestrzeni realizacji x, o wspoétrzednych

1 1 1. 1
(LiL,.1) -

Metoda iteracji jest w kazdym kroku algorytmu oparta na linearyzacji. W m —tym kroku

») —

x{

algorytmu punktem startowym jest punkt z™ | a powierzchnia z,,, = g(z) jest zastepowana

(m

przez odpowiadajaca jej n—wymiarowa plaszczyzne styczna w punkcie z™) . Obraz przeciecia

pomiedzy ta n—wymiarows plaszczyzna, a plaszczyzna z,,, =0 mozna zapisa¢ rownaniem

1

9(2) = o)+ 32 (47) (2, - 4) =0 (2.56)

= 0z

(m+1

W rezultacie, kolejny punkt sekwencji algorytmu z"*" znajdowany jest na przecieciu (2.56)

jako punkt najblizszy do punktu kroku poczatkowego. Zapisuje sie to rownaniem

Zm*) = (Z(m)l‘a(m))a(m) + Ma(m (257)
D9 (")

Jesli cala sekwencja algorytmu jest zbiezna do punktu z°, to dla tego punktu ma miejsce
spelnienie zapisu (2.52), co odpowiada znalezieniu ustalonej wartosci wskaznika

niezawodnosci Hasofera — Linda S, .

Szkic procedury iteracyjnego poszukiwania wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda S,
w przestrzeni realizacji z przedstawiony jest na rys. 2.9.
Powierzchnia graniczna moze jednak zawieraé¢ kilka istotnych punktéw projektowych,

dla ktorych algorytm znajdzie odpowiadajace im ustalone wartosci wskaznika niezawodnodci.
Wowczas konieczne jest odnalezienie wszystkich takich punktoéw (poprzez zalozenie kilku
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roznych punktow startowych algorytmu) i obliczenie w kazdym miejscu odrebnej wartosci
wskaznika niezawodnogci.

Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda S, jest wowczas zdefiniowany jako:

P, = min (ﬂHLl; B Bu’s -5 ﬁHLk) (2.58)

Przyktadowa powierzchnia graniczna zawieraja kilka punktéow projektowych (przyktadowo
sporzadzana dla systemu szeregowego) zaprezentowana jest na rys. 2.10.

Natomiast, przywolujac transformacje (2.47), mozna sformulowaé algorytm iteracyjny
Hasofera i Linda w wyjsciowej przestrzeni realizacji x . Jego krok iteracyjny oblicza sie jako

=PI 00 (x) - o (x)

2.59
Ug (x(m) )T Cy Dg(x(m)) ( :

x" = B[X] + Cx Og (x(m))

z*)=(0
8.(2") o(z)<0
7y ). — obszar awarii
*
\ Z,q\zc‘:\ x g(z):o
o & ), — obszar graniczny,
(i) [ | \
% () ( SR M
y 2.(z")=0
gL(ZIH),O “
0 »
g(z)>0
)y — obszar bezpieczny

Rys. 2.9. Ilustracja poszukiwania wskaznika niezawodno$ci w przestrzeni realizacji z .

Q. — obszar awarii

gJ(X)iU
x,* g,(x)=0
X 4 {
X, gi(x)=0
x, % B,
l i‘p)l 7i8miu i |8‘¥
Xl
0 N
P Y (x)-0

), — obszar bezpieczny -/

Rys. 2.10. Ilustracja powierzchni granicznej systemu szeregowego, wymagajacej wyszukania

wskaznika niezawodnosci f jako minimum wszystkich wyznaczalnych wskaznikow.
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Z definicji funkcji Veneziano (2.48) (funkcji wskaznika niezawodnosci), ktora mozna takze
wyrazi¢ jako dtugos¢ wektora realizacji z, zapisa¢ mozna takze, iz

9f (z)

0 P=a (2.60)
0z, 0z, \'=

7

Zebrane n wartoéci @, oszacowanych w punkcie projektowym analizy z, ktory oznaczyé
. * . . “qe s . , . . s . . ,o» . o .
mozna przez a, , jest miara wrazliwoéci wskaznika niezawodno$ci na niepewnosci pojawiajace

sie w zadaniu za pomoca wartosci sktadowych z, realizacji punktu projektowego z .

Wartosci a: sa czesto nazywane wspolczynnikami wrazliwosci (patrz: rozdzial 2.8.2.).

2.4.4. Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza —
Fiesslera

W ogélnym, przestawionym w powyzszych rozdziatach przypadku, podstawowe zmienne

losowe nie sg zmiennymi o rozkladzie normalnym. Jednakze, ze wzgledu na fakt, ze wiele

zmiennych mozna w dobrym przyblizeniu przedstawi¢ jako zmienne losowe o rozktadzie

normalnym, mozna zapisa¢ pewng transformacje T , przeksztalcajaca zmienna losows
o dowolnym rozktadzie na zmienna o rozktadzie gaussowskim, definiowang jako

T:X = (XI;XQ;Xg;...;Xn) >U= (Ul;U2;U3;...;Un) (2.61)
gdzie podstawowe zmienne losowe U = (U];U2;U3;...;Un) sa nieskorelowane i charakteryzuja
sie standaryzowanym rozktadem normalnym.

Powierzchnia graniczna w przestrzeni realizacji x moze by¢é woOwczas odwzorowana
w odpowiednia powierzchnie graniczng w przestrzeni realizacji u, w ktérej rowniez mozna
znalez¢ minimalna odlegto$¢ f od poczatku uktadu wspodlrzednych przestrzeni do okreslonego

punktu na powierzchni granicznej.

Macierz transformacyjna T najprosciej zapisa¢ wtedy, gdy podstawowe zmienne losowe sg
niezalezne, a ich funkcje rozktadu gestosci prawdopodobiefistwa mozna zapisaé¢ rozdzielnie:

Fy i Fy s Fy s Fy . Kazda zmienna losowa moze by¢ woéwczas transformowana oddzielnie,

gdzie kazde rownanie transformacyjne przedstawi¢ mozna nastepujaco
D (u,)=Fy (z,); i=1L..sm (2.62)
Macierz transformacyjna T ma zatem elementy postaci
T:u, =& (FXI (1:7)) ;i=1.n (2.63)
lub tez, dla odwrotnosci macierzy transformacyjnej T, postaci

T "z, = F;' (0(u)) s i=1L.n (2.64)



42 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Funkcja stanu granicznego g, w przestrzeni realizacji u moze by¢ roéwniez podana

w odniesieniu do funkcji stanu granicznego g w przestrzeni realizacji x, co zapisuje sie
9(x) = g(T "(u)) = g, (u) (2.65)

Punkt projektowy analizy niezawodnosci u’ w przestrzeni realizacji u jest rozwigzaniem
nieliniowego procesu optymalizacji z jedng funkcja celu

u = g%)§0|u| > ;r(r}l{%:U|T (X)| =x

(2.66)

Zwiazek wartodci funkcji stanu granicznego pomiedzy przestrzeniami realizacji mozna
natomiast przestawié¢ za pomoca rozwinietych pochodnych czastkowych

%:%%:%(X) 9 (u,) :%(X)M@ﬂ(& (:rl)))
Ou; Oz, Ou; Ou; fy (:@) oz, fxl ({EL)

i

(2.67)

Oznaczajac przez u: wspolrzedne punktu na powierzchni granicznej, polozonego najblizej

poczatku uktadu wspolrzednych realizacji u, mozna przedstawi¢ réwnanie n—-wymiarowej
plaszczyzny stycznej do powierzchni granicznej w tym punkcie, w postaci

Z%(“*) (4w -u")=0 (2.68)

a przyblizenie pierwszego rzedu prawdopodobienistwa awarii P, jako

P, =a(-p)=o(-|u) (2.69)

*

u

Przywotujac te informacje, przedstawié¢ mozna ulepszenie zapisanego w rozdziale 2.4.3.
algorytmu poszukiwania optymalnego punktu projektowego analizy niezawodnosci Hasofera
i Linda, zaproponowane przez Rackwitza i Fiesslera [Rackwitz i Fiessler, 1978|. Zostanie ono,
zgodnie z oryginalnym sformutowaniem, przedstawione dla punktu projektowego u™ lezacego
na powierzchni granicznej w przestrzeni realizacji u .

(m+1 (m+1)

Mozna wykonaé¢ tzw. aproksymacyjne liniowe podstawienie zwrotne u™*" do zapisu x

xmH) = (m) 4 J(u(m+1) - u(m)) (270)

gdzie J jest jakobianem transformacji wyrazonej macierza T [Rosenblatt, 1952].

Laczac rownanie aproksymacyjne Hasofera i Linda =z przedstawionym powyzej
aproksymacyjnym liniowym podstawieniem zwrotnym uzyskuje sie schemat aproksymacyjny
nazywany regula aproksymacyjna ogonéw rozkladéw normalnych [Ditlevsen, 1981]

7, (u(””)

(m)
,, nea ,‘
2 = (Z<m>’ a(m))aw + o™ > ™ = (u<m>’ od"‘))oc(m) +
‘Dgu (U(m> )‘

0 o @7
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Jednostkowy wektor normalny do trajektorii prowadzonej przez algorytm g, (u™)

przedstawi¢ mozna nastepujaco

(m) g, (u(m))

(2.72)

(m+1 (m+1)

Aproksymacyjne liniowe podstawienie zwrotne u™" do zapisu x mozna zatem zapisaé

z uzyciem pochodnych czastkowych transformacji

LM = g (m) ¢(c1>‘1 (Fxl (x(m)))) (u.“””) - u(m))
A ) |

(2.73)

w ktorym to zapisie, wg reguty aproksymacyjnej ogonéw rozktadéw normalnych

F, (z) = @(uj (2.74)

1 T, — W
fi (=) = o—w(—l £ J (2.75)
lub przeksztatcajac

v (e (P ()

o, = A (x,) (2.76)
=5, -0, @ (F () (2.77)

Wprowadzi¢ mozna wéwczas realizacje zmiennych losowych algorytmu 2z, w postaci
gzt f (2.78)

o.

3

Wskaznik niezawodnosci Hasofera — Linda S, zaadaptowany przez Rackwitza i Fiesslera
tak, aby stosowal powyzej skonstruowane (2.78) realizacje zmiennych losowych z,
w algorytmie wyszukujacym punktu z (wyznaczanego jako granica sekwencji algorytmu
29720 > > z ) lezacego w najmniejszej odlegtosci od punktu poczatkowego

nazywany jest wskaznikiem niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera By pp -

2.5. Metoda perturbacyjna

Teoria probabilistycznego szacowania niezawodnosci konstrukeji inzynierskich zostata
wprowadzona w celu wskazania projektantowi szacowanej miary zmiennosci odpowiedzi
konstrukcji, czyli zachowania sie konstrukcji na skutek zaistnienia lub zmiany okre$lonych jej
parametrow (badz wspolczynnikow analizy, jesli mowi sie o eksperymencie numerycznym).
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Przywotane pojecie odpowiedzi konstrukcji inzynierskiej jest szeroko rozpowszechnione
w analizach probabilistycznych i uzywa sie go jako myslowego, zbiorczego okreslenia miary
rezultatow pracy konstrukcji inzynierskiej, ktéore brane sa przez projektanta do dalszych
analiz lub oceny realizacji procesu projektowego [Sudret i Der Kiureghian, 2000].

Z punktu widzenia mechaniki konstrukcji jedna z najbardziej rozpowszechnionych metod
analizy, jakie przedstawia sie w literaturze ukierunkowanej na stosowanie probabilistycznych
miar bezpieczeristwa konstrukcji i dopuszczalnosci jej odpowiedzi jest gataz technik i metod
perturbacyjnych [Nayfeh, 1973; Hurtado i Barbat, 1998|.

Zachowanie sie konstrukcji mozna opisa¢ jako wielkosé rozrzutu wynikowej odpowiedzi
konstrukeji (ktorej parametry sa obarczone pewnymi $ciSle sprecyzowanymi niepewnosciami)
wzgledem punktu wartosci $redniej tejze odpowiedzi (obliczonej zazwyczaj dla uktadu
idealnego, czyli takiego, gdzie wszystkie niepewnosci sa reprezentowane przez wartosci srednie
swoich parametrow). Przyjecie takiego podejscia stanowi istote metod perturbacyjnych.

Metody perturbacyjne polegaja na uzywaniu rozwinie¢ wielko$ci zawiazanych w réwnanie
rownowagi konstrukcji inzynierskiej w szeregi Taylora — w kontekscie metody elementéw
skoniczonych dla probleméw liniowo - sprezystych beda to przykladowo wyrazajace
niepewnosci parametréw losowe sktadniki macierzy sztywnosci, wektora obcigzen
zewnetrznych oraz wektora przemieszczen wynikowych (KU =F).

Rozwiniecia tychze wielkosci dokonuje sie wzgledem ich wartosci srednich. Wspoélczynniki
wyrazajace wktad zmiennodci, bedace zwigzane z rozwinieciami w szereg Taylora wielkosci
strony lewej i prawej rownania réwnowagi, sa podczas przebiegu metody wyznaczane na bazie
analizy perturbacji (skad wywodzi sie nazwa metody). Rozwiniecie w szereg wspomnianych
wartoéci zapewnia projektantowi zlozony uktad réwnan, z ktérego wyznaczyé mozna
zdefiniowana wczesniej liczbe (najczeSciej poprzestaje sie na  pierwszych dwoch)
probabilistycznych momentéw odpowiedzi [Kleiber i Hien, 1992; Ang i Tang, 2007|.

W inzynierii istotne jest takze zrozumienie, w jaki spos6b niepewnosci przenosza sie pomiedzy
danymi wej$ciowymi, a odpowiedzig konstrukcji. Metoda perturbacyjna bardzo dobrze
wyraza wrazliwo$¢ odpowiedzi konstrukcji na zmiany wartosci ustalonych parametrow
niepewnosci, co powoduje, iz na jej podstawie zaproponowaé¢ mozna szereg procesOw
optymalizacyjnych dla rozwigzania projektowego w wielu dziedzinach inzynierii ladowej
[Shinozuka i Yamazaki, 1988; Sudret i Der Kiureghian, 2000].

Wada metod perturbacyjnych jest fakt, iz uzyskanie zadowalajacej doktadnosci oszacowania
momentéw probabilistycznych wymaga uwzglednienia duzej ilosci kolejnych wyrazow
rozwiniecia w szereg Taylora. Zatem, rozwiniecie w szereg potrzebne do uzyskania jedynie
dwoch pierwszych momentéw odpowiedzi (czyli wykonywane za pomoca rozpisania jedynie
dwoch pierwszych wyrazow szeregu) determinuje fakt, iz doktadno$é metody perturbacyjnej
jest ograniczona. Daje ona zadowalajace wyniki jedynie w tych przypadkach analizy,

w ktorych wejsciowe zmienne losowe maja bardzo male wspotczynniki zmiennosci c,
(¢, =0/u), przy czym w wigkszosci analiz nie moga one przekraczaé¢ wartosci ¢ =0,15

[Hurtado i Barbat, 1998].

Stosowalno$é metody perturbacyjnej jest ponadto ograniczona tylko do tej grupy probleméw
inzynierskich, w ktorych projektowanie odbywa sie wylacznie przy uzyciu opisu
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matematycznego przedstawiajacego zmiennosci najbardziej wplywajace na rezultat (wytacznie
na ich podstawie analizowane jest nieprzekroczenie stanu granicznego konstrukcji), a nie
wszystkich zmiennosci wystepujacych w konstrukcji, mozliwych do opisania.

Dodatkowo, w przypadku konstrukcji nieliniowych, oba wspomniane wyzej obostrzenia
przybieraja na restrykcyjnosci (przykladowo wspolczynniki - zmiennosci  wej$ciowych
zmiennych losowych nie moga przekroczyé wartosci c =0,10), co powoduje, iz bardzo

czesto metoda ta uwazana jest przy projektowaniu tego typu konstrukcji inzynierskich
za nieefektywna badZ nieoptymalng.

W $wietle wyzej wymienionych ograniczen metoda perturbacyjna jest w dysertacji jedynie
przywolywana, nie podaje sie szczegdléow algorytmu jej implementacji. Nie jest ona
wykorzystana w pdzniejszych rozdziatach rozprawy, jednakze jej zalozenia i fragmenty jej
metodologii sa przytaczane przy okazji prezentacji innych technik probabilistycznych.

2.6. Metody oparte na miarach prawdopodobienstwa

Jak wspomniano w rozdziatach poprzedzajacych, alternatywna do przywolanych wczesniej
metod perturbacyjnych galezia technik szacowania bezpieczenstwa konstrukcji sa wszelkiego
rodzaju techniki i metody symulacyjne i probabilistyczne, opierajace sie na informacjach
plynacych nie tylko z wyznaczonych probabilistycznych momentéw odpowiedzi, ale przede
wszystkim z funkcji rozkladu prawdopodobienistwa zmiennych losowych zawiazanych
w problemie inzynierskim. W niniejszej rozprawie wybrano postugiwanie sie dwiema grupami
wyzej wymienionych metod — metoda Monte Carlo jako narzedziem reprezentujacym
podejscie symulacyjne oraz metoda powierzchni odpowiedzi jako narzedziem reprezentujacym
podejscie probabilistyczne.

W otaczajacym nas $wiecie wiele zjawisk i proceséw przebiega w sposdéb w znacznym stopniu
losowy. Czasami przebieg danego procesu jest uzalezniony od tak wielu parametrow
obarczonych zmiennosciami, ze w uproszczeniu mozna przyjaé, iz zachodzi on w sposéb
catkowicie przypadkowy. Wtasnie w celu ulatwienia obserwacji i analizy takich procesow
powstal dzial technik i metod symulacyjnych, pozwalajacy prébowaé opisa¢ dane zjawisko
przy uzyciu prawdopodobienistwa [Metropolis i Ulam, 1949; Ulam, 1961].

Metody symulacyjne s szeroko stosowane w roéznych dzialach matematyki numerycznej oraz
w wielu dyscyplinach inzynierii, gdzie obejmuja obszar projektowania powiazany z badaniami
numerycznymi wykonywanymi na dyskretnych realizacjach zmiennych losowych projektu
inzynierskiego. Uzywane sa takze tam, gdzie problem ten jest zbyt zlozony (obliczenia calek
lub taricuchéw procesow statystycznych sa niemozliwe do opisania matematycznie),
aby mozna byto przewidzie¢ jego rezultaty za pomoca podejécia analitycznego.

Przyjeto, iz podejscie tych metod opiera sie na obserwacji zachowania sie (r6znicowania)
odpowiedzi sprecyzowanego przez inzyniera problemu inzynierskiego na wybrana liczbe
sztucznie wygenerowanych zestawoéw realizacji zmiennych losowych, nazywanych prébkami
losowymi, dobranych do symulacji zadanego problemu w sposob ukierunkowany
na osiaggniecie optymalnego dziatania procesu lub pozadanej odpowiedzi.
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We wszystkich metodach symulacyjnych wyrézni¢é mozna kilka wspoélnych, gtéwnych krokéw
postepowania, do ktérych zaliczyé mozna sformulowanie modeli stochastycznych badanych
proces6w realnych, modelowanie numeryczne zmiennych losowych o zadanym rozkladzie
prawdopodobienistwa, nazywane generacja probek losowych oraz rozwiazywanie problemu

statystycznego z zakresu teorii estymacji [Hammersley i Handscomb, 1964].

Przez dziesiatki lat metody symulacyjne byly odrzucane z powodu braku narzedzi
obliczeniowych, mogacych sprosta¢ zlozonoéci procesu generacji danych, a wymagana
wielko$¢ populacji zestawow realizacji nie mogta by¢ wpisana w ramy parametréw dostepnego
sprzetu komputerowego. Jednakze wraz ze wzrostem mozliwoéci komputeréw w obszarze
przeprowadzania szybkich i réwnoleglych obliczeri, nawet dla ztozonych konstrukcji
inzynierskich, odrzucanie technik symulacyjnych spotykane w literaturze w poprzednich
dekadach stato sie nieaktualne, a metody te, odpowiednio rozwijane i modyfikowane, staly sie
popularne w analizach niemalze kazdej konstrukeji [Hurtado i Barbat, 1998; Topping, 2002|.

W' czasach obecnych podejscie symulacyjne jest juz szeroko rozpowszechnione i z calg
pewnoscia mozna stwierdzié, iz stalo sie podstawowsa technika kalkulacji okreslonej grupy
probleméw inzynierskich. Dzieje sie tak gléwnie ze wzgledu na wszystkie zalety podejscia,
przede wszystkim relatywnie prosty opis matematyczny (w odniesieniu do innych metod
teorii szacowania bezpieczeristwa) 1 latwo$¢ implementacji do narzedzi komputerowego
wspomagania projektowania. Ceni sie takze tatwosé obrobki wynikéw uzyskiwanych na
drodze symulacji, prostote analizy wrazliwo$ci dokonywanej za pomocg tego podejscia
i wszechstronnosé¢ przysztych eksperymentéw numerycznych, jakie mozna dzieki technice
symulacyjnej podja¢ w temacie analizowanego problemu [Marek i inni, 1996; Liu, 2001].

Do wad podejicia symulacyjnego nalezy zaliczyé znaczna czasochtonnosé obliczeri, mala
kontrole nad produktem generacji dla zlozonych konstrukcji inzynierskich oraz trudnosé
sprecyzowania optymalnego, szybko zbieznego zbioru wygenerowanych realizacji bez
positkowania sie technikami redukcji populacji realizacji zmiennych losowych.

Zauwazy¢ nalezy takze, iz podczas rozwiazywania zadan inzynierskich pojawiaja sie problemy
w obszarze okreslania rozkladéw prawdopodobienistw dowolnych zdarzen w taki sposob,
aby odzwierciedlaly wtadciwie nature opisywanych zmiennosci parametréw konstrukeji.
Trudne jest takze okreslanie wartosci momentow probabilistycznych uzywanych zmiennych
losowych oraz sama metodologia generacji realizacji zmiennych.

2.6.1. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo zostata opracowana przez zespol Johna von Neumanna podczas
IT wojny $wiatowej, w trakcie prac nad arsenatem jadrowym w Los Alamos. Von Neumann
wykorzystal zaadaptowane przez niego podejscie symulacyjne, aby opisa¢ losowa nature
ruchu czastek (dyfuzji neutronéw). Termin Monte Carlo zostal zaczerpniety z nazwy
pobliskiego kasyna — skojarzenie z hazardem mialo wskazywaé nie tylko na przypadkowy
(losowy) charakter symulowanych zjawisk, ale takze na $wiadomosé niebezpieczeristwa
kryjacego sie za militarnymi eksperymentami nuklearnymi [Hammersley i Handscomb, 1964].
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Metoda Monte Carlo od dawna jest uznawana za technike cechujaca sie najwieksza
dokladnoécia  sposréd — wszystkich metod  wymagajacych  wiedzy o  rozkladzie
prawdopodobienistwa funkcji odpowiedzi konstrukcji opisanej za pomocg parametrow
obarczonych losowymi niepewnosciami. Pierwsze powojenne préby opisania podstaw
teoretycznych metody Monte Carlo w odniesieniu do inzynierii lagdowej datuje sie juz na
poczatek drugiej polowy ubieglego stulecia [Kahn, 1955; Hammersley i Handscomb, 1964;
Rubinstein, 1981; Hurtado i Barbat, 1988; Zio, 2008].

Metoda Monte Carlo znajduje zastosowanie w prawie wszystkich dziedzinach techniki,
zajmujacych sie teoria niezawodnosci. Szczegdlng pozycje zajmuje w  badaniach
eksperymentalnych i1 numerycznych elementow zelbetowych [Hurtado i Barbat, 1988;
Pradlwarter i Schuéller, 1997; Johnson i inni, 1999; Wang, 1999; Schuéller, 2001].

Na przestrzeni czasu metoda ta jest w sposéb ciggly udoskonalana i dopracowywana.
Najwazniejszym obszarem precyzowania metody jest w czasach obecnych podejmowanie préb
optymalizacji matematycznego opisu generowania wartosci losowych, przy réwnoczesnej
minimalizacji naktadu obliczeni, prowadzonej w celu utatwienia modelowania lub symulacji
ztozonych konstrukceji, procesow i zjawisk, ktore zachodzg w sposéb w pelni losowy.

Teoretyczne podwaliny metody Monte Carlo mozna przedstawié, opierajac sie na rozwinieciu
informacji o stanie granicznym konstrukcji inzynierskiej obarczonej niepewnosciami jej
parametréow. Prawdopodobieristwo awarii takiej konstrukcji P, mozna okreslic w sposob

przedstawiony wczesniej, jako funkcje spelnienia marginesu bezpieczenstwa:
P, =P[g(R.S)<0] (2.79)

gdzie funkcja ¢(R,S) jest funkcja stanu granicznego konstrukcji inzynierskiej, w ktorej
niepewnosci wyrazone sg dwiema reprezentatywnymi podstawowymi zmiennymi losowymi
wytrzymalo$ci materiatu i obciazenia.

Prosta postaé¢ funkcji stanu granicznego z powyzszego zapisu moze w przypadku ogolnym
zostaé wyrazona bezposrednio jako zalezno$é wszystkich zmiennych podstawowych i ich
rozkladéw prawdopodobienistwa, co mozna zapisa¢ rownaniem

P=P[g(X)<0]=].. | K(x)ds (2.80)

gdzie: g(X) oznacza funkcje stanu granicznego konstrukcji, a fx(x) jest funkcja gestosci

prawdopodobieristwa n—wymiarowego wektora podstawowych zmiennych losowych.

Jesli zmienne podstawowe X ={X;X,;X;;..; X} sa niezalezne, to zapis funkcji gestosci

prawdopodobienistwa mozna uprosci¢ do postaci
B () = [ () = fi (@) T () T () BT () (2.81)
7=1

gdzie funkcje fy (z;) sa kolejnymi czastkowymi funkcjami gestosci prawdopodobieristwa

podstawowych zmiennych X, .
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Zalozy¢ mozna nastepujaca catke, bedaca uogblniong forma zapisu funkcji stanu granicznego

I=[g(x)ds (2.82)

gdzie D jest obszarem w przestrzeni n-wymiarowej, a ¢(x) jest funkcja realizacji zmiennych

losowych problemu inzynierskiego.

Jezeli zostana wygenerowane symulacyjnie (z obszaru D) niezalezne i pochodzace z rozktadu
rownomiernego realizacje zmiennych losowych X,,X,,X,,...,X,, to przyblizenie przedstawionej

powyzej wartoéci I moze by¢é zapisane w postaci

Ly =%E[9(X1)+9(X2)+9(X3)+---+9(Xn)] (2.83)

Zgodnie z prawem wielkich liczb, $rednia wielu niezaleznych zmiennych losowych
z jednakowa wartoscia $rednig i skonczonymi wariancjami stabilizuje sie w ich wspoélnej

$redniej lim I we =1,z prawdopodobieristwem réwnym jednosci.

n — 0
Stopienn zbieznosci rozwigzania tego problemu moze byé¢ obliczony na podstawie centralnego
twierdzenia granicznego

i (e, = 1) = N (0,0°) (2.84)

gdzie wariancja rozktadu jest zwiazana z funkcja stanu granicznego — o = Var|g(x)].

W przypadku analizy niezawodnosci konstrukcji inzynierskich powyzsza procedura oznacza,

iz kazdy wektor realizacji zmiennych losowych X, jest generowany losowo, aby otrzymac
pojedyncza wartosé realizacji tzw. probki losowej X,, dla ktorej sprawdza si¢ pozniej
spelnienie réwnania stanu granicznego konstrukcji inzynierskiej ¢(X;) =0.

Jesli stan graniczny jest przekroczony, tj. jesli g(X,;) <0, to zaklada sie wowczas, ze dla danej

probki konstrukcja ulegta awarii.

Eksperyment z pojedynczg probka powtarza sie wielokrotnie, zaleznie od zalozenn procesu
projektowego okreSlonego przez inzyniera. Jesli przeprowadzony zostanie on N razy,
prawdopodobieristwo catkowite awarii jest w przyblizeniu réwne

nlg (fg) <0
P nrlolx)=0) e (2.85)
N
gdzie n(g(x,;) £0) oznacza liczbe prob symulacji dla ktérych konstrukcja inzynierska ulegta
awarii, czyli dla ktorych ¢(X;) <0, a N oznacza catkowita liczbe prob w symulacji. Liczba

ta ma bardzo duzy wplyw na dokladno$é oszacowania catkowitego prawdopodobienstwa

awarii konstrukcji P;, zatem musi by¢ dobrana z nalezng odpowiedzialnoscia.

Wartos¢ P, oszacowana metoda Monte Carlo jest czgsto zwana warto$cia estymowanag

lub estymatorem prawdopodobienstwa awarii J,, ,dla odroznienia tejze wartosci od

prawdopodobienistwa awarii obliczonego za pomoca zamknietych procedur.



Rozdzial 2 — Metody okreslania niezawodnosci modeli konstrukcji inzynierskich 49

Bardzo czesto w literaturze spotyka sie zapis estymatora prawdopodobieristwa awarii
dokonany za pomoca wprowadzonej zewnetrznie dwupunktowej funkcji charakterystycznej,
przedstawiany w nastepujacy sposob:
1 N
P DFZ[M (9(x)<0) =10 (2.86)

i=1

gdzie funkcja charakterystyczna wyrazana jest wzorem

. 1 ,g9dyg(x,)<0
I, (g (x,) < O) = {0 ,gdygEf(,; -0 (2.87)

Btad estymatora prawdopodobienstwa awarii wyraza sie za pomoca jego wariancji,
ktorag w przypadku zastosowania zapisu z uzyciem funkcji charakterystycznej obszaru awarii
zapisa¢ mozna réwnoscia

1 & ’

V, =Var(Jy.)=Var(P,)= %gvar [Iw (9(x,) = 0)] = FZ ([JW1 (9(x,) = 0)} - Pf) (2.88)

i=1
lub w postaci uproszczonej jako

S

Vi = (1-p) (2.89)

f

Wowczas, doktadnosé oszacowania wykonanego metoda Monte Carlo moze zosta¢ wyrazona
za pomocg wspotczynnika zmiennosci estymatora, ktoéry mozna przedstawié jako

= Vs (2.90)

] p
f

lub odwrotnie, na podstawie przeksztalcenia réwnania — liczbe symulacji, jaka nalezy
wykona¢, aby otrzymaé estymator o zadanym wspolczynniku zmiennosci (odpowiadajacy
oczekiwanemu przez projektanta zadanemu prawdopodobieristwu awarii) mozna okresli¢ jako

A i-p
Cyuc = N D‘;; (2.91)

Jak wida¢ z powyzszych zapisow, btad aproksymacji metoda Monte Carlo jest niezalezny

od wymiaru zmiennej losowej X . Ta wlasnie cecha stanowi gléwng zalete stosowania
metodologii Monte Carlo w szeroko pojetej inzynierii.

Podsumowujac — aby stosowaé metode Monte Carlo w praktyce inzynierskiej, koniecznie
nalezy rozwinaé¢ technike symulacji probek podstawowych zmiennych losowych X, okresli¢
szacunkows, liczbe probek potrzebnych do poprawnego oszacowania wspomnianego powyzej
prawdopodobienstwa awarii konstrukcji P, (co w niektorych przypadkach wiaze si¢ z celowa
i zaplanowang redukcjg populacji probek, majaca zaoszczedzi¢ czasu i mocy obliczeniowej
narzedzia komputerowego, poprzez tzw. techniki redukcyjne) oraz uwzgledni¢ efekt

zlozonosci tego wyboru na obliczenie funkcji stanu granicznego ¢(X;) [Melchers, 1999].
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2.6.2. Metoda Monte Carlo z uzyciem technik redukcyjnych

Najprostszym podejsciem uzywajacym metodologii Monte Carlo w zastosowaniu do obliczania
niezawodnosci konstrukecji inzynierskich jest tzw. prébkowanie bezposrednie, znane tez
pod nazwa prostego prébkowania losowego (direct sampling, simple random sampling)
lub jako probkowanie surowe (crude sampling) [Hurtado i Barbat, 1988|.

Podejscie takie nie zawiera zadnej techniki redukcyjnej wobec pierwotnie wygenerowanej
liczby proébek, co pozwala na opis statystyczny zachowania konstrukcji lub jej elementu bez
spadku jakosci statystycznej tegoz opisu. Jednakze metoda prébkowania bezposredniego moze
nie byé¢ wystarczajaco szybka dla analizy konstrukcji o wielu stopniach swobody.

Tlustracje przyktadowej populacji probek przedstawia rys. 2.11.

Populacje uzyskana przez probkowanie surowe mozna ograniczy¢é w prosty sposob,
bez zawigzywania w proces generacji zazwyczaj zlozonych operacji matematycznych,
przykltadowo losowo wybierajac przyjecie lub odrzucenie wygenerowanej probki. Takie
podejscie jest nazywane probkowaniem chybil-trafil (hit-or-miss sampling), ale jest
rzadko stosowane w problemach szacowania niezawodnosci konstrukcji inzynierskich,
ze wzgledu na rzeczony brak opisu matematycznego i zbyt duza dowolnosé redukcji populacji.

X,

przestrzen ‘ X
realizacji x
Fii(x)

X;
Rys. 2.11. Przykladowa populacja probek, wygenerowanych za pomoca prébkowania

bezposredniego (dla uproszczenia wielowymiarowe zagadnienie przedstawione jest tutaj
na plaszczyznie dwoch wymiaréw probabilistycznych wektora zmiennych losowych zadania).

Obecnie, duzo bardziej popularne staja sie techniki redukcji rozmiaru populacji prébek
wygenerowanych metoda Monte Carlo, opisane w sposob $cisty. Bardzo trudno jest jednak
dokonaé¢ zamknietego podzialu technik redukcji na odpowiednie grupy — duza mozliwo$é
manipulacji algorytmami generacyjnymi powoduje, ze granice pomiedzy poszczegblnymi
galeziami redukcji populacji sa przesuwane lub =zacierane. W niniejszej dysertacji
zdecydowano sie na podzial technik redukcji na podejscie warstwowe i podejscie wagowe.

Pierwszym rodzajem technik generacji zredukowanej populacji probek, majaca poprawi¢ czas
i koszt obliczen przy jednoczesnym zachowaniu dokladnosci obliczen jest prébkowanie

warstwowe, nazywane takze probkowaniem uwarstwionym (stratified sampling), gdzie
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wielowymiarowa przestrzen realizacji dzieli sie na podsektory, z ktérych wybiera sie jedna
losowa probke realizacji niezaleznie od ich poczatkowej ilosci w sektorze. Rozwinieciem
probkowania warstwowego, stosowanym przede wszystkich w konstrukcjach o duzym stopniu
skomplikowania jest prébkowanie hiperszescianu laciniskiego (latin hypercube
sampling), gdzie z odpowiedniego podziatu na sektory uproszczone do jednej probki, wybiera
sie jedynie odpowiednio ulokowane w przestrzeni realizacji probki reprezentatywne. Zaleta
tego podejscia jest bardzo szybkie uzyskiwanie zbieznodci rezultatéw oraz zwyczajowo bardzo
duze zyski co do wymaganej liczby koniecznych realizacji zmiennych losowych.

Drugim rodzajem technik redukcji populacji préobek jest prébkowanie wagowe, nazywane
takze probkowaniem wazonym lub waznoSciowym (importance sampling), ktore w celu
wybrania okreslonej ilosci préobek rozdziela nie przestrzen, ale wybrane realizacje, niezaleznie
od ich dystrybucji w przestrzeni n —wymiarowej. Podejscie to jest bardzo uzyteczne
w analizach niezawodnosci, mozna bowiem tak sterowa¢ doborem prébek, aby probki
wybrane przez uzytkownika zbieraly realizacje podstawowych zmiennych losowych otaczajace
lub wypelniajace ogony rozktadéw prawdopodobienistwa tychze zmiennych. Jedna z bardziej
rozpoznawanych technik reprezentujacych to podejscie jest probkowanie rosyjskiej
ruletki i rozdzielania (russian roulette and splitting), ktore jest procesem wykonywanym
sekwencyjnie, w pewnej liczbie etapéw. Pierwszym z nich jest podzial probek na zasadzie gry
w rosyjska ruletke na probki istotne i nieistotne, z jednoczesnym nadaniem im odpowiednich
wag. Prébka istotna rozbita zostaje na kilka identycznych realizacji, natomiast probka
nieistotna moze by¢ wyeliminowana, z zadanym prawdopodobienistwem. Po przeprowadzeniu
obu operacji nastepuje aktualizacja wag poszczegélnych probek, dla zachowania warunku
normalizacji (suma wszystkich wag rowna jednosci), po czym proces sekwencyjny zostaje
powtorzony [Hurtado i Barbat, 1988|.

Wyroéznione techniki prébkowania — probkowanie warstwowe, probkowanie hiperszescianu
tacinskiego, probkowanie wagowe oraz probkowanie rosyjskiej ruletki i rozdzielania — zostana
szerzej opisane w niniejszej rozprawie, a ich dzialanie zostanie zaprezentowane w kolejnym
rozdziale na prostych pretowych nieliniowych modelach konstrukcji masztowych.

Populacje zestawow realizacji zmiennych losowych mozna takze zredukowaé czysto
matematycznie (co nie zostanie szerzej poruszone w niniejszej dysertacji), przyktadowo
technikami kontroli wariancji lub technikami wariancji przeciwstawnej. Dzieki tym
technikom eksperymentator jest w stanie dokonaé¢ popraw w funkcjonowaniu algorytmu
probkowania, zastosowania przeszukiwania przestrzeni realizacji zadania lub technik
adaptacyjnych oraz ma mozliwo$é wskazania wptywu zmian populacji probek lub okreslonych
zmiennych losowych na prawdopodobieristwo prawidlowego oszacowania szukanych wartodci.
Symulacje majace na celu optymalizacje wyniku poprzez takie wtasnie dziatania nazywa sie
symulacjami ukierunkowujacymi (directional simulations) [Kahn, 1955].

2.6.2.1. Probkowanie warstwowe

Probkowanie warstwowe (stratified sampling) jest pierwsza z dwoch podstawowych technik
redukcji wariancji symulacji metoda Monte Carlo, jakie wyréznia sie w literaturze
jako glowne galezie dokonywania ograniczen wielkosci populacji probek.
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W technice prébkowania warstwowego przestrzern zmiennych losowych €2 zadania dzieli sie
na kilka roztacznych podprzestrzeni (2, (l =1;2; 3;...;L)7 nazywanych warstwami (stad
nazwa probkowania), ktore to podprzestrzenie spetniaja podstawowe geometryczne zaleznosci:

L
Q=UQ,, QN =0, (I=1,23,...,L;i#j;4ij=123..n) (2.92)

=1

gdzie liczba L okresla ilos¢ wydzielonych roztacznych podprzestrzeni zmiennych losowych, do
kazdej [-tej podprzestrzeni przypisana jest odpowiednia wielko$é populacji probek, zaleznie
od wktadu podprzestrzeni w catkowite prawdopodobieristwo awarii [Rubinstein, 1981].

Tlustracja przyktadowej populacji probek, jaka uzyskuje sie w wyniku dzialania procesu
generacyjnego metody Monte Carlo, wzbogaconej o uzycie techniki prébkowania
warstwowego, przedstawiona jest na rys. 2.12.

Zakladajac, ze B ,(l =1;2;3;...;L) oznacza prawdopodobienistwo znalezienia sie w obszarze
danej | —tej podprzestrzeni (2, a P, oznacza prawdopodobieristwo awarii realizacji

pochodzacej z tej podprzestrzeni, to caltkowite prawdopodobienistwo awarii powodowane przez
realizacje z danej podprzestrzeni moze byé wyrazone jako

P = jﬂ f(x)dx (2.93)

u.

—0
?
przestrzen I ’ui
realizacji u
Jo,(w)

Ui

Rys. 2.12. Populacja probek, wygenerowana z zastosowaniem prébkowania warstwowego
(wielowymiarowe zagadnienie przedstawione jest tutaj na plaszczyznie dwoch wymiarow
probabilistycznych wektora standaryzowanych zmiennych losowych).

Dla obszaru danej [ -tej podprzestrzeni {2, zaproponowa¢ mozna dystrybuante rozkladu
prawdopodobieristwa f; (X), ktéra ma by¢ realizowana przez losowo wygenerowana probke

losowa. Ma ona postac

0 dlaxOQ,

fl(x): MdlamﬂQ’
P 1

l

(l =12 3;...;L) (2.94)



Rozdzial 2 — Metody okreslania niezawodnosci modeli konstrukcji inzynierskich 53

Przy tak sporzadzonym opisie funkcji f(x) mozna oszacowaé prawdopodobienstwo awarii F,
realizacji pochodzacej z [—tej podprzestrzeni (2,
N 1y, (g(xz]) = 0) Ly (X,J)

P = ZZ‘ ; (xzj) v (2.95)

gdzie: x, jest [, —ta wygenerowana probka wektora realizacji zaczerpnigta z [ —tej
podprzestrzeni €, poprzez dobranie f(x) jako dystrybuanty generacyjnej, N, jest catkowita
liczba probek wylosowanych za pomoca dobranej dystrybuanty generacyjnej f(X) ,

a I,,(g9(x,)<0) jest wprowadzong zewnetrznie dwupunktowa funkcja charakterystyczng

zapisana na obszarze awarii {2, , zaobserwowanym w Q.

Szacowane prawdopodobiefistwo awarii P, realizacji pochodzacej z calodci przestrzeni (),

mozna zatem przedstawic¢ jako sume wszystkich czesciowych prawdopodobieristw awarii P

s (9(x,) =0) ()

= e (2.96)
=1 =1 | ;=1 ﬁ (le) U\fl MC,SS

Warto$¢ wyniku powyzszego roéwnania jest czesto zwana estymatorem warstwowym
(probkowanym warstwowo) prawdopodobienstwa awarii J;,; g -
Dysponujac oszacowanym estymatorem mozna, za pomoca jego wariancji, identycznie

jak w przypadku metody Monte Carlo, wyrazi¢ btad estymacji prawdopodobienistwa awarii.
Rowniez wspodtczynnik zmiennosci estymatora moze byé skalkulowany analogicznie.

Probkowanie warstwowe jest doskonata technika redukcyjna dla metody Monte Carlo, gdyz
powoduje zauwazalny spadek kosztu i1 czasu obliczen numerycznych dla praktycznie
wszystkich konstrukeji inzynierskich. Wadg tego typu probkowania jest fakt, iz w przypadku
ztozonych  konstrukcji inzynierskich wymaga ona dobrania odpowiedniej strategii

warstwowania przestrzeni 2, a jej efektywnos¢ jest wowczas bardzo mocno zalezna od

dobranych funkcji dystrybuant generacyjnych f(x) [Feng i inni, 2010].

To, jak maja by¢ dobrane warstwy (podprzestrzenie €2,) mocno zalezy od klasy problemu
inzynierskiego. Jednakze, dla dowolnie przyjetego podzialu mozna w tatwy sposéb oszacowaé
optymalna liczbe probek koniecznych do wygenerowania w obrebie danej podprzestrzeni €2,
aby obliczenia byty efektywne. Wymaga to jedynie niewielkiej liczby testowych obliczent
wstepnych, pomagajacych znalezé momenty odpowiedzi probabilistycznych zmiennych
losowych zawigzanych w zadaniu. Takie obliczenia nazywane sa przedbiegami
lub przebiegami probnymi (trial runs). Te ceche probkowania rowniez nalezy zaliczyé
do jego zalet, popularyzujacych te technike w projektowaniu inzynierskim [Rubinstein, 1981].

llustracje przyktadowej populacji probek, jaka wuzyskuje sie w procesie generacyjnym
z uzyciem probkowania warstwowego, o} arbitralnie dobranych warstwach

(podprzestrzeniach €2,), przedstawiaja rys. 2.13. oraz rys. 2.14.
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przestrzen X

j\(] (x)

realizacji x

Rys. 2.13. Populacja probek, wygenerowanych przy uzyciu prébkowania warstwowego
o podprzestrzeniach o  nierébwnym  podziale pola  funkcji  rozkladu  gestosci
prawdopodobieristwa (wielowymiarowe zagadnienie przedstawione jest tutaj na plaszczyznie
dwoch wymiaréw probabilistycznych wektora zmiennych losowych).

przestrzen | | <
realizacji x
in(Xi)

Rys. 2.14. Populacja probek, wygenerowanych przy uzyciu prébkowania warstwowego

o podprzestrzeniach o  nierownej wadze skltadowych funkcji rozktadu  gestosci
prawdopodobieristwa (wielowymiarowe zagadnienie przedstawione jest tutaj na plaszczyznie
dwoch wymiaréw probabilistycznych wektora standaryzowanych zmiennych losowych).

2.6.2.2. Probkowanie hiperszescianu lacinskiego

Probkowanie hiperszescianu laciriskiego (latin hypercube sampling) jest rozwinieciem idei
jaka stoi za probkowaniem wagowym. Probkowanie tego typu jest jedna z najbardziej
efektywnych metod generowania probek losowych mozliwych do uzyskania z funkcji gestosci
rozktadu prawdopodobieristwa sktadowych n — wymiarowego wektora losowego.

Metoda ta jest obecnie szeroko stosowana w analizie niezawodno$ci konstrukcji inzynierskich.

W technice probkowania taciniskiego hiperszesciennego przestrzen zmiennych losowych 2
zadania réwniez dzieli sie na kilka rozlacznych podprzestrzeni (2, (l =1;2;3;...;L),

jednakze istnieje pewne ograniczenie odnosnie generacji probek z danych podprzestrzeni.
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W préobkowaniu warstwowym, w pojedynczej generacji, z kazdego zaproponowanego przez
projektanta [—tego podprzedzialu okreslonego dla pojedynczego i—tego wymiaru sktadowej
wektora zmiennych losowych (X,), generowana jest okreslona ilo§¢ probek w ten sposob,
aby zachowana byta wzajemno$¢ relacji miedzy wszystkimi n wymiarami, a wygenerowane
probki zawieraty losowe realizacje wszystkich pozostatych wymiaréow wektora X .

W probkowaniu taciniskim hiperszesciennym natomiast, w pojedynczej generacji z kazdego
[ —tego podprzedziatu okreslonego dla pojedynczego i — tego wymiaru sktadowej wektora
zmiennych losowych, generowana jest jedynie jedna probka, stworzona na zasadzie
kombinatoryki pomiedzy wszystkimi n wymiarami wektora X [McKay i inni, 1979].

Dziatanie takie moze byé zobrazowane podobieristwem do tzw. kwadratu tlacinskiego
Eulera, ktory jest [ -—poziomowa, dwuwymiarowa tablica liczbowa wypelniong liczba L
roznych wartosci (w oryginalnym sformutowaniu Eulera byty to litery alfabetu laciriskiego,
zostala stad zaczerpnieta nazwa techniki), w ten sposéb, ze w danym ¢ — tym wierszu oraz
kolumnie ¢ — ty element wystepuje tylko na jednym miejscu (przecieciu kolumny i wiersza).
Mozliwosci stworzenia kwadratu taciriskiego jest skoriczenie wiele, liczba ta jednak (posrednio
w zaleznosci od wymiaru [ podpodziatu tablicy liczbowej) jest satysfakcjonujaco duza,
aby zaanektowa¢ ja jako liczbe generowanych prébek dla metod symulacyjnych.

Przyktad kwadratu taciniskiego, ktérego wartoscia jest kolor, zaprezentowano na rys. 2.15.

Rys. 2.15. Witraz upamietniajacy R.A. Fishera, tworce eksperymentalnego projektowania
probabilistycznego, przedstawiajacy pomyst wykorzystania wzoru kwadratu tacinskiego
w technikach redukcji populacji proébek, zaprojektowany przez jego studenta, A.W.F.
Edwardsa. Witraz znajduje sie w Caius College, w Cambridge. Jest wykonany jako kwadrat
taciniski o wymiarach 7x7, ktorego tworzaca jest kolor (w tym przypadku barwa szkla).
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Hiperszescian laciniski Eulera jest uogélnieniem pojecia kwadratu ltacinskiego na dowolng
liczbe wymiaréw (w og6lnosci na n wymiarow przestrzeni realizacji wektora zmiennych
losowych X ). W celu pobrania probki losowej z funkcji n—wymiarowej zmiennej losowej,
zakres zmiennosci kazdego wymiaru realizacji zmiennej losowej rozdziela sie na [ rownie
prawdopodobnych do zaistnienia podprzedziatéw, z ktorych generuje sie tylko jedng probke,
lezaca na kazdej krawedzi przeciecia sie podprzedzialow (2, kazdego z n wymiarow.
Wylosowane probki moga byé¢ podjete z jednego punktu przeciecia krawedzi tylko raz,
pamietajac jednak, iz kombinacji rozlozenia punktéw realizacji zmiennych losowych
na krawedziach przeciecia jest wiele [Iman i Conover, 1980; Iman i inni, 1981].

Maksymalna liczba kombinacji (a co za tym idzie — maksymalna, mozliwa do pobrania liczbe
probek) dla probkowania hiperszescianu laciniskiego n — wymiarowej przestrzeni zmiennych
losowych Q, z ktorych kazdy z wymiaréw zostal podzielony na [ rownie prawdopodobnych
podprzedziatéw, mozna obliczyé nastepujaco

J=0

-1 nt
sz(n(z— j)J = (1) (2.97)
Probki na danym podprzedziale €2, kazdego z n wymiar6w sa najczesciej dobierane

za pomoca odwrotnosci dystrybuanty rozkladu prawdopodobienistwa pojedynczej sktadowej

wektora zmiennej losowej (X,), w sposob okreglony wzorem

z, =F" (k _LO’ 5) (2.98)

gdzie: x, jest k—ta probka i-tej skladowej zmiennej losowej, F|'(+) jest odwrotnoScig

dystrybuanty jej rozktadu prawdopodobienistwa, a L jest maksymalna liczba probek, jakie
mozna uzyska¢ na pojedynczym wymiarze n —wymiarowej przestrzeni realizacji
[Helton i Davis, 2003; Olsson i inni, 2003].

Tlustracje przyktadowej populacji probek, jaka uzyskuje sie w procesie generacyjnym
z uzyciem prébkowania hiperszescianu tacinskiego, przedstawia rys. 2.16.

przestrzen "L u,
realizacji u :
fo.(w;)

Rys. 2.16. Populacja probek, wygenerowanych przy uzyciu probkowania hiperszescianu
lacinskiego (wielowymiarowe zagadnienie przedstawione jest tutaj na plaszczyznie dwoch
wymiaréw probabilistycznych wektora standaryzowanych zmiennych losowych).
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Dla tak przygotowanej liczby L, probek realizacji wektora zmiennych losowych X

podja¢ mozna estymacje prawdopodobienistwa awarii konstrukeji w sposéb analogiczny do tej,
proponowanej przez metode Monte Carlo. Zapisaé ja mozna réwnaniem

P DM =J (2.99)
! N MC,LHS .

gdzie n(g(x, ) <0) oznacza liczbe prob symulacji dla ktérych konstrukcja inzynierska ulegta

awarii, a N_ oznacza calkowita liczbe prob uzytych w symulacji (przy czym N_ < L ).

2.6.2.3. Prébkowanie wagowe

Probkowanie wagowe, wazone lub waznosciowe (importance sampling) jest druga
z podstawowych technik redukcji wariancji symulacji metoda Monte Carlo, jakie wyrdznia sie
w literaturze jako gltoéwne galezie technik dokonywania ograniczen wielkosci populacji probek.
W technice probkowania wagowego przestrzen zmiennych losowych 2 zadania zostaje tak
zaaranzowana, aby moc wydzieli¢ z niej obszary majace najwieksze znaczenie w analizie
probabilistycznej, badZz tez maja najwiekszy wplyw na interesujacy inzyniera rezultat.
Najbardziej istotnym pojeciem tejze techniki jest pojecie wagi (waznosci) funkcji doboru
realizacji, okreslajacym znaczenie wygenerowanej wartosci dla ksztaltowania sie uzyskiwanego
wyniku [Ziha, 1995].

Zapisa¢ mozna ponownie wyjsciowy estymator prawdopodobienistwa awarii wg metody Monte
Carlo z uzyciem funkcji charakterystyczne;j:

1L .
Py Dﬁzfou (9(%)=0) =Ty (2.86)

=1
Wprowadzi¢é mozna za wektor realizacji zmiennych losowych przestrzeni realizacji X
nowy wektor realizacji zmiennych losowych, ulokowany w przestrzeni realizacji W , o znanej
funkcji gestosci rozkladu prawdopodobieristwa fi(W,), dobranej w ten sposob, aby wariancja

oszacowanego prawdopodobieristwa awarii ulegta widocznej redukeji [Kahn i Marshall, 1953].

Poprawiony technikg probkowania wagowego estymator prawdopodobienistwa awarii wyrazié
mozna wowczas rownaniem

b D%glo,wl (9 (Wz) < 0) [ﬁ%] = Jucus (2.100)

Uzyty w réownaniu iloraz funkcji gestosci W(w,) = fx(W,)/ fiw(W,) nazywany jest waga
lub tez wspélczynnikiem podobienstwa gestosci rozkladéw. W przypadku, gdy miedzy
funkcjami gestoéci nie zachodzi zadna zmiana, to wowczas W(w,) =1, co oznacza redukcje

techniki do podejscia bezposredniego metody Monte Carlo.

Zbieznos¢ estymatora jest zapewniona dla prawie dowolnego rozkltadu prawdopodobienstwa
fw(W,), jednakze tylko niektore rozklady zapewniaja oszacowanie efektywniejsze niz to, jakie

mozna uzyskaé bezposrednia metoda Monte Carlo. Dobor odpowiedniej wagi jest kluczowsa
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kwestia sprawnosci techniki w obliczeniach numerycznych. Stosunek ten musi koniecznie by¢é
ograniczony, inaczej projektant naraza sie na nieprawidlowe wyr6znienie takiej grupy
elementéw proby losowej, dla ktérych rezultaty s niekonsystentne lub nieprawidtowe.

Prawidlowo$é  dzialania  techniki  pozwala  kontrolowaé¢  wariancja  estymatora
prawdopodobienistwa awarii , ktéra mozna zapisa¢ réwnoscia:

Vp, =Var (JMCJS) =Var (Pf) =Var [Io,q (g (w,) < 0) Eﬁ%ﬂ (2.101)

co mozna roéwniez zapisaé jako

VP/ = Ly []0/1 (g (Wz) s 0) Eﬁ%] Lk (Wz):| ~| Ew {10/1 (g (Wt) < 0) EE%J] (2.102)

Nalezy pamieta¢, iz zapisana powyzej wariancja musi mie¢ skoriczona warto$é, inaczej
technika redukcyjna nie bedzie efektywna. Pomocnicze w tym zakresie sg wszystkie techniki

i metody adaptacyjne, ktore jednak nie zostang przywolane w niniejszej rozprawie.

2.6.2.4. Probkowanie rosyjskiej ruletki i rozdzielania

Probkowanie wagowe dopuszcza w swoim zalozeniu istnienie probek o malym znaczeniu
dla osiggniecia pozadanego rozwiazania, a sensem poprawnego postugiwania sie technika jest
zapewnienie jak najmniejszego udzialu tych probek w osigganiu konicowego rezultatu. Kazda
prébka o matej wadze wprowadzona do obliczenn metody Monte Carlo doprowadza bowiem do
wydhuzenia czasu obliczeniowego, jednocze$nie nie pomagajac w osigganiu zbieznosci przez
rozwigzanie, a czesto nawet powodujac odbieganie od docelowej wartosci wynikowej.

Istnieja jednakze podejscia, ktére proponuja ,ekstremalne” postepowanie z probkami o malej
wadze. W metodologii symulacji losowych proceséw dynamicznych stosowane sa techniki,
ktore sztucznie zwielokrotniaja liczbe probek o duzej wadze dla osiagniecia pozadanego
rozwigzania, a ograniczaja wplyw probek o matej wadze, przyktadowo uzywana w fizyce
molekularnej technika podwajania i zbijania (double-and-clump sampling).

Podejscie to mozna koricowo rozwinaé¢ do sytuacji, w ktérej probki o matej wadze nie sa
jedynie zbijane (ich wktad jest sztucznie minimalizowany), a sa wprost ,zabijane”
(sa catkowicie wyrzucane z obliczen). Technika ta jest znana pod pojeciem prébkowania

rosyjskiej ruletki i rozdzielania (russian roulette and splitting sampling).

Termin ,rosyjska ruletka” jest nieprzypadkowym odniesieniem do ,zabdjczej” eliminacji
(gry z wysokim prawdopodobieristwem wystapienia eliminacji), prowadzacej do przerzedzenia
populacji probek realizacji zmiennych losowych. Termin ,rozdzielanie” wiaze sie natomiast
z pomnazaniem przez podzial liczby prébek pozostalych w procesie, tak, aby ich catkowita
ilo§¢ utrzymywala sie na stalym poziomie. Fakt, iz wyrzucanie probek z symulacji bez zmiany
momentéw odpowiedzi rozktadu prébkowania jest niemozliwe, prowadzi do stwierdzenia
powaznej wady metody, jaka jest spadek ilosci informacji statystycznej o procesie
projektowym, ktora inzynier moze dysponowac [Pradlwarter i Schueller, 1997].
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Pojedyncza gra rosyjskiej ruletki oznacza, ze w pewnym kroku algorytmu, dla kazdego

wektora realizacji zmiennych losowych x, (), n =1;2;3;...; N (N to poczatkowa liczba probek

w populacji) zostanie przypisane prawdopodobieristwo przetrwania P, (f), mieszczace sie

w zakresie <O; 1). Technika rosyjskiej ruletki i rozdzielania operuje zasugerowanym powyzej

pojeciem zaleznoéci od czasu gry t — nie jest to jednak czas w sensie stricte, a tylko
umoéwione zageszczenie krokéw algorytmu generacji, w ktéorych dokonuje sie na populacji
probek pojedyncza gra w rosyjska ruletke. Taka gra sprawia, iz kazda probka realizacji

wektora zmiennych losowych moze ,przetrwa¢” z prawdopodobienistwem rownym (P, (1))

n

lub tez ,zgina¢” z prawdopodobienstwem réwnym (1— P, (%)) .

Przywota¢ mozna ponownie wyjsciowy estymator prawdopodobienstwa awarii wg metody
Monte Carlo (2.86), modyfikujac jedynie posta¢ jego funkcji charakterystycznej, tak, aby
zawarte w niej sprawdzenie spelnienia stanu granicznego wyrazi¢ za pomoca zapisu
dopuszczalnego przebiegu symulacji realizacji wektora zmiennej losowej w czasie t

N N

35%210,,,1(9()@)@) R %ZIQ,,l(Xn(t),x)Dun(t)=JMC (2.103)

i=1 i=1

gdzie: w, (t) oznacza wage danej n — tej probki losowej w okreslonym czasie (kroku redukcji
populacji probek) przed dokonaniem pojedynczej gry rosyjskiej ruletki, a funkcja
charakterystyczna I,,(X, (t),x) przyjmuje wartosci

27,

nk

1 ;
1dlaX, <z

0/1 (XH (t),x) =

dla X
{0 ¢ (k=123..n,) (2.104)

gdzie: X, (t) to wektor stanu zmiennej losowej, x to wektor poczatkowy realizacji zmiennej

losowej, a k to liczba krokéw czasowych (stanéw) procesu.

W momencie osiagniecia okreslonego kroku algorytmu nastepuje pojedyncza gra rosyjskiej
ruletki i te probki, ktore zostaly wskazane jako niewazne (nie lezace w interesujacym
inZyniera obszarze) zostaja calkowicie wyeliminowane. Aby poziom liczby probek pozostal
niezmieniony (mimo catkowitej eliminacji niektorych z nich, dokonanej w trakcie pojedynczej
gry) te, ktore przetrwaly gre, zostaja rozdzielone na okreslona liczbe takich samych realizacji
wektora zmiennych losowych o ré6wnomiernie rozdzielonej pomiedzy nowe probki wadze.

Tlustracje schematu dzialania algorytmu doboru proébek technika rosyjskiej ruletki
i rozdzielania przedstawia rys. 2.17.

Dzieki wskazanej powyzej idei techniki probkowania rosyjskiej ruletki i rozdzielania mozna
zaproponowaé rownanie wyrazajgce zmodyfikowany po dokonaniu pojedynczej gry rosyjskiej
ruletki estymator prawdopodobienistwa, zapisywany w postaci

1
P (t) 00—
(1) 0

n n

I, (X, (t),2) 7, () G5, (t) = Juscpms (2.105)

M=

2

1
—

gdzie w,(t) jest waga danej n — tej probki losowej w okreslonym kroku redukcji populacji

probek po dokonaniu pojedynczej gry rosyjskiej ruletki.



60 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

przestrzen (2. — obszar awarii
>

realizacji x
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t

Rys. 2.17. Schemat dzialania algorytmu doboru prébek obliczeniowych technika rosyjskiej
ruletki i rozdzielania.

Zapisana w poprzedniej réwnosci zmienna J, () jest niezalezna zmienng losowa wyrazajaca

wynik gry dla n — tej probki losowej, przyjmujaca wartosci

: ( ) _ {O dlaP=1-P, (t) <elzmmacya probk@) (2.106)

1 dlaP =P, (t) <p7°zetrwam'e pro’bki)

Zwiazek miedzy waga danej n — tej probki losowej w okreslonym kroku redukcji populacji
probek przed i po grze w rosyjska ruletke mozna wyrazié jako

w, (t)=w, (t) P, (t) (2.107)

n

Takie postepowanie powoduje, iz rozktad préobkowania ma takie same warto$ci oczekiwane
przed pojedyncza gra, jak i po niej, ale ma rézne wariancje, co jest jednym z kosztéw
rozdzielania wektora realizacji w kilka niezaleznych prébek w obszarach zainteresowania
analizy (zupelnie tak samo dzieje sie przy postugiwaniu sie probkowaniem wagowym).

Technika rosyjskiej ruletki i rozdzielania jest do$¢ prosta w stosowaniu i doskonale nadaje sie
do ztozonych proceséw i konstrukcji inzynierskich, szczegoélnie nieliniowych. Dla konstrukeji
prostych roéwniez potrafi osiaga¢ zadowalajace rezultaty, gdyz ze wzgledu na calkowity
eliminacje probek, koszt zwiekszenia wariancji jest czesto wyréwnywany zyskiem czasu
obliczen. Procedura ta jest takze niezalezna od wymiaru wektora zmiennych losowych.

Waznym elementem generacji przy uzyciu techniki rosyjskiej ruletki i rozdzielania jest
odpowiednie dobranie kroku czasowego dokonywania ,gry”’ na populacji. Z racji tego,
iz probki sa na skutek gry calkowicie odrzucane (co zmienia wariancje rozkladu generacji)
efekt stosowania techniki redukcyjnej na wariancje musi by¢ $cisle kontrolowany na kazdym
z krokéw. Nieumiejetne sterowanie krokiem czasowym moze spowodowaé, iz wariancja
rozktadu generacji probek nie bedzie skoriczona [Melnik—-Melnikow i Dechtiaruk, 2000].
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2.6.3. Ilustracja numeryczna wplywu technik redukcyjnych
na obliczenia metoda Monte Carlo

Podejsécia symulacyjne i probabilistyczne, co zostalo juz podkreslone w rozprawie, dostarczaja
interesujacych inzyniera wynikéw w sposob bardzo tatwy do realizacji i sa obecnie jedng
z podstawowych strategii szacowania niezawodno$ci probleméw inzynierskich. Jednakze
zgodzi¢ trzeba sie z ogdlnie utrwalonym stwierdzeniem, iz mimo wszystkich zalet
bezposredniego podejscia  metody Monte Carlo, kwestiag pozadana w obliczeniach
numerycznych jest zredukowanie liczby probek losowych, jakie trzeba wtaczyé do analizy.
Trudno jest jednak przewidzieé, ktora z zasygnalizowanych technik redukcji wariancji
jest najbardziej skuteczna, zalezy to gltéownie od klasy problemu jaki jest rozwazany.

Tlustracja tego wplywu zostanie wskazana w niniejszym rozdziale na numerycznym
przyktadzie poszukiwania stanu granicznego geometrycznie nieliniowego modelu pretowego
masztu. Wpierw, w celu wprowadzenia w problematyke obliczenn przedstawiony zostanie
model geometrycznie dwuwymiarowy z jednym stopniem swobody, a nastepnie, w celu
wskazania wplywu technik redukcyjnych — model geometrycznie tréjwymiarowy z dwoma
stopniami swobody. W obu przypadkach, w modelach zaklada si¢ wstepne imperfekcje
odchylenia masztu od pionu i niepewnosci materialowe statej sprezystosci odciagow.
Odchylenia te sa traktowane jako poczatkowe zmienne losowe.

W pierwszej kolejnosci zostanie zaprezentowana skutecznoéé dziatania zaré6wno bezposredniej
metody Monte Carlo, jak i dobranych do zadan technik redukcji wariancji generowanych
probek. Analizowany jest wptyw redukeji populacji na szybko$é osiagania zbieznosci
pierwszych trzech probabilistycznych momentéw odpowiedzi: wartoéci oczekiwanej,
odchylenia standardowego (badanie pierwszych dwoch momentéw jest zadaniem
obligatoryjnym w analizy niezawodnosci) oraz skosnosci (zadanie wykonywane kontrolnie).

Zbadana zostanie takze zmienno$é wartosci krytycznego obcigzenia $ciskajgcego masztu
(podawanego jako mnoznik wyjSciowego poziomu obciazenia), prowadzacego do awarii
konstrukcji. Zadanie to wykonuje sie ustalajac warto$¢ jednej wybranej imperfekcji,
a nastepnie odczytujac zakres zmiennosci odpowiedzi modelu konstrukcji (zachowania sie
Sciezek rownowagi) dla najbardziej skrajnych przypadkéw wartosci pozostalych zmiennych.

Jest to badanie wskazujace wplyw imperfekcji na uzyskiwane przez inzyniera rezultaty.
Pamieta¢ nalezy, ze duze zrbéznicowanie rezultatow plynacych z modeli o malym stopniu
skomplikowania moze postuzy¢ jako wskaznik skali problemu, z jakim mozna spotkacé sie
w rzeczywistej inzynierii, postugujacej sie duzo bardziej skomplikowanymi modelami.

W literaturze dostrzec mozna duza dostepnodé wielu réznorodnych, doskonale opisanych
matematycznie, prostych modeli nieliniowych konstrukcji inzynierskich. Dwa przyktady,
ktore zostaly przedstawione w rozdzialach 2.6.3.1 oraz 2.6.3.2 [BaZzant i Cedolin, 1991;
Hjelmstad, 2005] wybrane zostaly z dostepnej puli modeli gtownie ze wzgledu na ich Sciste
nawiazanie do rzeczywistych konstrukcji inzynierskich, konkretnie do masztéw z odciggami.

W obu przedsiewzietych do analizy modelach nalezy takze wskazaé¢ ich stosunkowo
nieskomplikowany $cisty opis matematyczny, co jest bardzo korzystne przy pédzniejszym
porownawczym zestawianiu jawnie obliczonych krytycznych mnoznikéw sity obciazajacej
z rezultatami otrzymanymi symulacyjnie.
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Poza tym, oba przyklady wykazuja ciekawe zachowania niestateczne, prezentuja bardzo
interesujace z punktu widzenia inzyniera postkrytyczne Sciezki réwnowagi, co po pierwsze
znacznie ulatwia precyzowanie interesujacych rezultatow maksymalnych sit obcigzenia, a po
drugie bardzo widocznie réznicuje zachowanie sie konstrukcji po przekroczeniu wartosci
krytycznej przez site $Sciskajaca. Warto jednak w tym momencie wyraznie odnotowad,
iz. w zakresie mozliwych do wystapienia zmiennosci parametréow losowych, rozdzieli¢ mozna
regiony realizacji zmiennych generujace stabilne i niestabilne $ciezki rozwiazania (takie, dla
ktoérych druga pochodna z energii modelu obliczana wzgledem stopni swobody modelu kolejno
jest albo nie jest skoriczona). W niniejszej analizie ograniczono sie jedynie do rozwigzan,
dla ktorych wspomniana druga pochodna z energii jest skoriczona (S$ciezek stabilnych)
oraz zalozono dodatkowo, iz parametry zmienne nie moga przybra¢ wartosci ujemnych
[Nemat—Nasser i inni, 1980; Ikeda i Murota, 1991; Tylikowski, 1991].

2.6.3.1. Model 2-D

W  pierwszej kolejnosci podejmuje sie w rozprawie analize modelu dwuwymiarowego
geometrycznie, o jednym stopniu swobody

Rozwaza sie nieskoriczenie sztywny (EA [kN]=o0; EJ [kNm’| = o) pionowy element pretowy
o dtugosci [ [m] (maszt), ktory u dotu jest zamocowany przegubowo w podlozu, a u szczytu
podparty liniowa, poprowadzona pod katem a [rad| sprezyna (odciagiem), zaczepiong
przegubowo zaro6wno do podloza, jak i do samego elementu pretowego. Sprezyna ma zadana
sztywno$é liniowa, rowna k [kN/m|. Punkty podparcia sprezyny i elementu pretowego sa
oddalone od siebie o dystans réwny a [m|. Maszt obcigzony jest u szczytu sila pionows

o wartosci P [kN].
Konstrukcje przedstawiono na rys. 2.18.

Pozycje sztywnego elementu pretowego masztu mozna zdefiniowaé wylacznie jednym

stopniem swobody — katem obrotu elementu wzgledem kierunku pionu, oznaczanego ¢ [rad].

Zaktada sie jednak, ze maszt ma pewna niezamierzona niedoskonalo$¢ wykonania, ktora
objawia sie utrata jego pionowosci. Imperfekcje ta opisuje sie za pomoca kata poczatkowego
pochylenia elementu ¢, [rad|. Jest ona jedna =z imperfekcji losowych w ukladzie, obok

wspomnianej sztywnosci liniowej sprezyny odciggu k .

W modelu zaktada sie, iz nie dopuszcza sie powstawania w sprezynie sil $ciskajacych,
co powoduje, iz rzeczywiscie mozna méwié o sprezynach jako o typowych odciagach masztow.
Ponadto zatozy¢ mozna blizniaczy model, gdzie u szczytu zamocowane sa dwie sprezyny,
a nie jedna, jak w tym przypadku (przy czym calo$¢ ukladu pozostaje w plaszczyznie
geometrycznie dwuwymiarowej), co dawaloby peten, rzeczywisty obraz masztu poprawnego
w sensie inzynierskim. Zaprezentowany w pracy przypadek jest w tym $Swietle pewnego
rodzaju uproszczeniem dla modelu z dwiema sprezynami, wykorzystujacym symetrie
rzeczywistej pracy tychze konstrukeji (zaktadajac ich dwuwymiarowosé).
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Przyklad ten postuzy wytacznie prezentacji toku obliczen, jakie musza byé wykonane,
aby mozliwe bylo szacowanie interesujacej odpowiedzi konstrukcji, w zaleznosci od przyjetych
wartosci realizacji zmiennych losowych imperfekcji modelu oraz zasygnalizowanie, jaka
wartoéé wynikowa jest uwazana za odpowiedz konstrukcji.

Rys.2.18. Dwuwymiarowy geometrycznie model nieskoriczenie sztywnego elementu
pretowego (masztu), podpartego za pomoca jednej sprezyny (odciagu).

Najistotniejsza wartoscia liczbowa analizy jest krytyczna sita Sciskajaca NNV, , ktéra mozna

cr?
obliczy¢ z prostego réwnania réownowagi momentéw wzgledem punktu zamocowania (A).

Rownosé ta ma postaé

YM,=0= PMz-kAsF =0 (2.108)

gdzie: Az =[[@ing jest przemieszczeniem poziomym szczytu masztu (ramieniem sity P ),

r jest ramieniem sily panujacej w sprezynie odciggu, a As — osiowym wydluzeniem odciggu.

Wydtuzenie sprezyny As mozna opisa¢ rownaniem

As=s, -5, (2.109)

gdzie s, jest dlugoscia sprezyny rozciagnigtej obrotem o kat ¢, a s, jest dlugoscia sprezyny

rozciggnietej niezamierzonym obrotem o kat @, .

Zakladajac trygonometryczne zaleznosci a® + 1> = s* dla obu stanéw wychylenia masztu:
(a+aa,) +(1-a1) =52 : (a+Aq,) +(1-AL) =5 (2110)(2.111)

otrzymaé¢ mozna roéwnosé

As=la+ag,) +(1-a0) = \(a+aa,) +(1- A1, ) (2.112)
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Rozwijajac kolejno skladniki przyrostow dlugosci rzutéw sprezyny: Aa% =[Bing,,

Aaq, =10ing,; I Al =I[lkosg, oraz | —Al =1[tosp, otrzymaé mozna prostszy zapis

As = J(a+1Ging) +(1Tosg)’ —(a+1Bing,) +(i Gosg,) (2.113)

. . P . . . .2 2 _ .
co mozna zapisa¢ rownowaznie, wykorzystujac zwigzek sin (-) + cos (-) =1, jako

As =\Ja’ +2 [0l Bing + > —Ja® + 2 [l Bin g, +I* (2.114)

lub, w uproszczeniu, podstawiajac wyjsciowy kat pochylenia sprezyny (a = a/l), jako

As:quf+2a&m¢+1—Jf+2a&m¢D+q (2.115)

Ramie sity panujacej w sprezynie podczas jej rozciggniecia obrotem o kat ¢ mozna obliczy¢

wykorzystujac funkcje trygonometryczne kata kierunkowego sprezyny:

I =Al
" =sina, ; —=sing, (2.116);(2.117)
8, a
otrzymujac w wyniku réwnanie
a
r=—~0NI-Al 2.118
—i-a1,) (2.118)

P

co mozna, podstawiajac wspomniany powyzej zwiazek trygonometryczny [ —Al =1[léosg

oraz zalezno$¢ (2.111), rozwinaé kolejno do postaci

a a U [tos ¢ a Ltos g

= Ule = =
' \/(a+Aa¢)2+(l—Al¢)2 w7 ll:(\/a2+2a|:$in<p+1) \/a2+2a|];in<p+1

(2.119)

Podstawiajac przedstawione powyzej wyprowadzone réwnosci do wyjsciowego réwnania
rownowagi uktadu (2.108), otrzymuje sie

alcosg E 1

P=kUE¢ @’ +2a Bing +1 —Ja’ +2a Bing +1)D -
\/ \/ ’ \/a2+2a|3;in<p+1 [ Ging

(2.120)

ktory to zapis mozna przedstawié¢ w najprostszej postaci, jako

P .
P(¢)=kEhd5§fw{1—Ja +2a[hn¢0+1] (2.121)

sin @ a’ +2a Fing +1

Waznym elementem rozwiazania jest takze kalkulacja energii wewnetrznej modelu, ktora
obliczy¢ mozna, zapisujac bilans energii kinematycznej i potencjalnej
kNS

V=B -B =Pk (2.122)
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gdzie h jest wysokoscig punktu przytozenia sity ponad poziom podparcia

h=1l, =1, =(1-A1 )-(1-Al) =1 kos g, — 1 Ckosg = [ [{cosp, —cosg)  (2.123)

Podstawiajac wyprowadzona wysokosé punktu przylozenia sity (2.123) do wzoru na energie
modelu (2.122), otrzymuje sie

2
Vv =§UE(\/CL2 +2a Bing +1 —\/a2 + 2a L$in ¢, +1) —PDE(COS% —cos<p) (2.124)

z ktorej to roéwnosci wyznaczy¢ mozna przebieg krzywej (oznaczanej przez s()),
rozgraniczajacej (wspomniane w rozdziale poprzedzajacym) stabilne i niestabilne $ciezki

rozwiazania zaleznosci kata wstepnej imperfekcji utraty pionowosci elementu ¢, od sity P .

Jedli druga pochodna czastkowa z energii modelu, obliczana wzgledem stopni swobody
modelu (w tym przypadku wzgledem jednego stopnia — kata ¢ ) jest skoriczona,
to rozwiazanie jest stabilne — wylacznie takie przypadki sa rozwazane w niniejszej rozprawie.
Pochodna czastkowsa energii mozna zapisa¢ réwnaniem

vV

o9’ og’

k0O 3 : 3 ; 2
7[é\/a +2aE<k1n<p+1—\/a +2aE<k1n<pU+1) ~POcosp, —cosg) | =0 (2.125)

tak wiec wzor krzywej rozgraniczajacej mozna sformutowaé w postaci

\/a2 +2a Bing, +1

\/a2 +2a Bing, +1 )
- taling F=
\/az +2a ing +1

5((}7) - k0 a’ [eos® ¢ 3

—aBing | (2.126)
cosy (\/a2 +2a Bkin(p+1)

Zakladajac, iz a =1 (a =1), zaprezentowaé¢ mozna przykladowo zachowanie sie zaleznosci
wartosci sity $ledzacej P od kata obrotu elementu wzgledem pionu ¢ (rys. 2.19).
Przypomnieé¢ nalezy, iz zadecydowano przyjaé, ze warto$é imperfekcji kata poczatkowego
pochylenia elementu ¢, nie moze przybra¢ wartoci ujemnych. Dzieki temu stanem
granicznym jest osiagniecie granicznego kata obrotu elementu ¢ réwnowazne z osiagnieciem

punktu granicznego na $ciezce postkrytycznej w zakresie sprezystym pracy konstrukcji.

W sytuacji prowadzenia obliczenn na wielowymiarowej zmiennej losowej wyznaczenie zbioru
punktéw granicznych wszystkich $ciezek postkrytycznych, wygenerowanych z towarzyszacych
zbiorow realizacji wartosci imperfekcji konstrukcji, moze by¢é w prosty sposoéb wykonywalne
za pomoca metody powierzchni odpowiedzi. Ze wzgledu na spektrum zainteresowan w pracy,
mozliwosci metody zostana szerzej zaprezentowane w kolejnych przyktadach numerycznych.

Ponadto, jezeli zdefiniowana jest funkcja rozktadu prawdopodobienistwa kata poczatkowego
pochylenia elementu ¢, a granice mozliwych do zaistnienia wartosci imperfekcji sa wyraznie
okreslone, to mozliwe jest uzyskanie rozkltadu gestosci prawdopodobienistwa wynikowej

odpowiedzi konstrukcji, czyli no$nosci granicznej elementu NV

.- Jezeli dana jest takze
rzeczywista, inzyniersko zweryfikowana funkcja rozktadu prawdopodobienstwa mozliwych do
zaistnienia wartosci obciazenia P, to dodatkowo oszacowa¢ mozna realng niezawodnos$é

konstrukcji.
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1,0

p/kill

! | — $. stabilna
s(¢p,) =" $. niestabilna

0,0 1 I i
-0,4 -0.2 0,0 0,2 0,4

Rys.2.19. Dopuszczalny zakres wartosci sity $ledzacej P w zaleznosci od kata obrotu
elementu wzgledem pionu ¢ oraz znaku kata poczatkowego pochylenia elementu ¢, .

Przerywana linia zaznaczono $ciezki niestabilne, linia ciagla oznaczono $ciezki stabilne.
Linig czerwong zaznaczono ten fragment $ciezki stabilnej, jaki rozwazany jest w zadaniu.
Linia pomarariczowa oznaczono krzywa rozgraniczajaca (2.126).

2.6.3.2. Model 3-D

W dalszej kolejnosci podejmuje sie w rozprawie analize modelu tréjwymiarowego
geometrycznie, o dwoch stopniach swobody. Ponownie rozwaza sie nieskoiiczenie sztywny

(EA |[kN] = o; EJ |[kNm®| = ) pionowy element pretowy o dtugosci ! [m| (maszt), ktory
jest u dotu zamocowany przegubowo w podltozu, jednakze tym razem u szczytu podparty jest
dwiema liniowymi, poprowadzonymi po skosie sprezynami (odciagami), zaczepionymi jak
poprzednio — przegubowo zardéwno do podloza, jak i elementu pretowego. Sprezyny
przebiegaja w stosunku do poziomu odpowiednio pod katami a [rad] oraz ff [rad].
Obie sprezyny majg zadang sztywnos$é liniowa, ktéra moze dla obu tych elementéw byé rézna
— wynosza one odpowiednio & [kN/m| dla sprezyny dzialajacej w plaszczyznie pierwszego ze
stopni swobody oraz k, [kN/m| dla sprezyny dzialajacej w plaszczyZnie wzajemnie
prostopadtej. Punkty podparcia sprezyny i elementu pretowego sa oddalone od siebie
o dystans rowny a [m| na kierunku podtuznym oraz b[m| na kierunku poprzecznym
plaszczyzny podparcia ukladu. Maszt obcigzony jest u szczytu sila pionowa o wartosci

P [kN]. Konstrukcje przedstawiono na rys. 2.20.

Pozycje sztywnego elementu pretowego masztu mozna zatem zdefiniowaé analogicznie
do poprzedniego zadania, za pomoca dwoch stopni swobody — kata obrotu elementu

wzgledem kierunku pionu, oznaczanego symbolem ¢ [rad| oraz kata obrotu elementu

wzgledem konfiguracji poczatkowej, mierzonego w plaszczyznie podstawy uktadu  [rad].
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W modelu tym zaklada sie, zgodnie z geometria uktadu, iz maszt ma dwie niezamierzone
niedoskonatosci wykonania — jedna, ktéra objawia sie utrata jego pionowosci oraz druga,
skutkujaca pewnym niepozadanym obrotem w plaszczyznie podparcia, wzgledem konfiguracji
poczatkowej uktadu. Imperfekcje te opisuje sie za pomocs kata poczatkowego pochylenia
@, [rad] oraz kata poczatkowego obrocenia ¥, [rad] masztu. Trzecia zmienna losowa
w modelu trojwymiarowym, analogicznie do poprzedniego przykladu numerycznego,

jest sztywnosé liniowa sprezyny &, .

Powinno sie w tym miejscu zaznaczy¢, iz zdecydowano sie ustali¢ wartosé sztywnodci liniowej
sprezyny k, jako jednostkowa, celowo pomijajac jej teoretyczna losowos¢ (dokonano tego
majac Swiadomosé, iz w rzeczywistosci inzynierskiej oba odciagi sa zapewne wykonywane
z identycznego materiatu, wiec jesli sa traktowane jako obarczone losowymi niepewnosciami,
to niepewnosci te powinny by¢ rownowazne), tracac przy tym inzynierska nature zagadnienia.
Dziataniem takim postuzono sie w celu bardziej wyraznego uwidocznienia wktadu réznicy
sztywnosci obu wprowadzonych do uktadu sprezyn na Sciezki rownowagi uktadu oraz na sile
krytyczna, jaka element masztu jest w stanie przenie$é bez wystapienia jego duzych obrotow
i przemieszczen. Roznica ta w bardzo znaczacy sposob rysuje sie w odpowiedzi konstrukcji
i zostalaby zatarta w rezultatach numerycznych, gdyby obie sprezyny zostalty potraktowane
jako obarczone réwnoprawnymi losowymi niepewnosciami. Mozliwosé dostrzezenia
zroznicowania odpowiedzi konstrukcji wzrasta bowiem wraz ze zmiana odlegtosci miedzy
wartosciami oczekiwanymi losowych zmiennych podstawowych sztywnosci liniowych sprezyn

k, oraz k, w przestrzeni realizacji.

Stala sprezystosci sprezyny k, przyjeto zatem jako jedyna materialowa zmienna losowa,
a jej wartosci sa dobierane z rozktadu roéwnomiernego opisanego na przedziale
k, D<0,075;1,0> kN/m, przy czym podkresli¢ nalezy, iz dolna granica przedzialu zostala
ustalona jako rézna od zera arbitralnie, poniewaz rozwiazanie przedstawionego problemu przy

skrajnych (bliskich zeru) danych liczbowych jest numerycznie bardzo trudne do
przeprowadzenia.

Rys.2.20. Tréjwymiarowy geometrycznie model nieskoriczenie sztywnego elementu

pretowego (masztu), podpartego za pomoca dwoch sprezyn (odciggow).
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W modelu tym takze =zaklada sie brak dopuszczania powstawania sit $ciskajacych
w sprezynie. Gdyby zalozyé blizniaczy model, gdzie u szczytu zamocowane s kolejne dwie
sprezyny, w obu pionowych plaszczyznach obecnych sprezyn, usytuowanych symetrycznie
wzgledem osi masztu do istniejacych, to mozna by moéwi¢ o w pelni rzeczywistym maszcie.
Model ten jest wiec, mimo swojej prostoty, dobrym obrazem realnej konstrukcji inzynierskie;j.

Elementem rozwiagzania, prowadzacym do uzyskania zamknietej formuly na obliczenie
zalezno$ci wartosci sity dledzacej P od kata wstepnej imperfekcji utraty pionowosci elementu
@, oraz kata obrotu elementu wzgledem konfiguracji poczatkowej wy, jest w ogdlnym
przypadku kalkulacja energii wewnetrznej modelu konstrukeji masztu, ktéra dla tego zadania
zapisa¢ mozna réwnaniem

_ kAs? N k As,?
2 2

V=E, -E, - P (2.127)

gdzie h jest wysokoscia punktu przylozenia sity ponad poziom podparcia
h=1 I:(cos ®, — Cos <p) (2.128)

Punktem wyjécia do obliczen interesujacej odpowiedzi konstrukcji sa kalkulacje
podstawowych rownan réwnowagi, ktore w tym przypadku mozna wyrazi¢ za pomocy
odpowiednich réwnosci zawierajacych pochodne czastkowe pierwszego rzedu z energii uktadu,
obliczane wzgledem poszczegélnych stopni swobody elementu. Problem podstawowy
zachowania ro6wnowagi modelu mozna wyrazi¢ za pomoca nastepujacej réwnosci:

YV~ oraz ‘;—V =0 (2.129):(2.130)

Op Y

Obliczenie osiowych wydluzenn odciagow As,, As, oraz przedstawienie wyprowadzenia

zaleznosci  wartosci  sity  Sledzacej od katéw obrotu elementu P(p,y) sa dosé

skomplikowanymi procedurami matematycznymi i przedstawienie ich w tekscie rozprawy
mogloby przystoni¢ wlasciwe cele analizy, zostang zatem pominiete.

Dzieki wyznaczeniu energii modelu V', wyznaczy¢ mozna ponownie przebieg krzywej s(¢, ),
rozgraniczajacej stabilne i niestabilne §ciezki rozwiazania problemu. Prowadzaca do
wskazania zaleznosci druga pochodna czastkowa z energii modelu, obliczana wzgledem stopni
swobody modelu ma wéwczas nastepujaca postac:

v v (ov Y
% Eguf _Lawawj - (2130

Nastepny krok analizy dotyczy problemu losowosci parametrow konstrukcji.
Oprocz wspomniane] i opisanej zmiennosci losowej stalej sprezystosci odciagu k,, w modelu
pojawiaja sie roéwniez imperfekcje w postaci katéw poczatkowego pochylenia @,

oraz poczatkowego obroécenia y, masztu, ktore takze zaktadane sa jako zmienne losowe.
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Obie imperfekcje (oba katy), analogicznie do zmiennej losowej stalej sprezystosci, przybieraja
swoje wartosci z rozktadu réwnomiernego, z narzuconych przedziatow:

@, 0(0,0000001;-=)rad oraz p, O{=+-=;7——=)rad,
32 2407 40

przy czym ponownie goérne i dolne granice przedzialow zostaly ustalone arbitralnie, w taki
sposob, aby prowadzily do unikniecia mozliwych do wystapienia trudnosci numerycznych
przy kalkulacji rozwigzania (w przypadku granic dolnych) lub zapewnialy odnalezienie
punktu maksymalnego $ciezki rownowagi (w przypadku granic gornych).

1. Badanie zachowania si¢ zaleznosci P((p,w) oraz wartosci sit krytycznych N .

O tym, jak zlozony zaréwno numerycznie, jak i inzyniersko staje sie przedstawiony model,
jesli wskazane parametry konstrukcji (k,,,,%,) przyjmie si¢ jako losowe, $wiadczy najlepiej
wplyw, jaki poszczegolne niepewnosci maja na zachowanie sie zaleznosci P(g,w). Sciezki

rownowagi modelu stajg sie w tym przypadku skomplikowanymi krzywymi przestrzennymi.

Jedynym sposobem, w jaki mozna pogladowo zilustrowaé oddzialywanie imperfekcji
na przebieg rozwigzania jest obranie jednej ze zmiennych losowych jako faktyczng zmienno$é
i zachowanie wszystkich jej charakterystyk probabilistycznych, natomiast dla wszystkich
pozostatych zmiennych losowych dokonanie ich chwilowego ustalenia poprzez nadpisanie
zamiast odpowiednich losowosci wartosci srednich tych zmiennych lub wartoéci wybranych
przez projektanta, z czego w niniejszej pracy bedzie sie korzystato znacznie czesciej.

Ponizej, w trojwymiarowym uktadzie zaleznosci P(p,p), przedstawiono trzy rozwiazania
Sciezek rownowagi zadania, sporzadzone dla trzech wariantéw — w pierwszej kolejnosci ustala
sie jako zmienng losowa stala sprezystosci drugiego odciagu £,, ustalajac wartosci
niezamierzonych obrotéow (@,,y,) jako wartosci érednie ich rozkladéw prawdopodobienstwa.
Nastepnie, w analogiczny sposéb przyjmuje sie jako podstawowa zmienna losows kat
poczatkowego pochylenia ¢,, a ustala si¢ wartosci parametrow (k,,y,). Koricowo, jako

zmienng przyjmuje sie kat obrotu elementu y,, a ustala wartoéci parametrow (k,,q,).

1.1. Zmienno$¢ stalej sprezystosci odciggu.

Sciezki réwnowagi wyznaczone dla pierwszego przypadku analizy (zmienne k,, stale o ¥y )

zaprezentowano na rys. 2.21.

Na podstawie rysunku zauwazy¢ mozna, iz efekt zmiany stalej sprezystosci odciggu jest
bardzo widoczny. Pierwsza Sciezka réwnowagi zaznaczona jest na rys. 2.21 kolorem zielonym

i sporzadzona jest dla k, = 0,5 kN/m, natomiast druga $ciezka réwnowagi zaznaczona jest na

rys. 2.21 kolorem niebieskim i jest sporzadzona dla k, =1,0 kN/m.

Miedzy zaprezentowanymi przebiegami $Sciezek réwnowagi widoczna jest nie tylko réznica
dzielacego je dystansu w przestrzeni realizacji, ale przede wszystkim ré6znica charakteru ich

przebiegu. Pierwsza ze $ciezek (k, =0,5) prowadzi do uzyskania zdecydowanie nizszej sity
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krytycznej N, , a jej przebieg w przestrzeni realizacji jest stosunkowo gtadki — jej kat obrotu
wzgledem konfiguracji poczatkowej y przyrasta w zgodzie z przyrostem kata pochylenia ¢.
Druga ze $ciezek (k, =1,0) przejawia natomiast zdecydowanie wyzsza sile krytyczna N, ,

a po jej osiggnieciu cechuje si¢ wystapieniem nagtego obrotu .
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Rys.2.21. Sciezki rownowagi dla modelu trojwymiarowego, geometrycznie nieliniowego,

pierwszy przypadek analizy: k, 0(0,075;1,0) kN/m, ¢, =0,01 rad oraz y, =0,75x rad.

1.2. Zmiennos¢ kata poczatkowego pochylenia masztu.

Sciezki réwnowagi wyznaczone dla drugiego przypadku analizy (zmienne ¢,, state kv, )

zaprezentowano na rys. 2.22.

Na podstawie rysunku zauwazyé mozna, iz efekt zmiany kata poczatkowego pochylenia
masztu jest rowniez widoczny, lecz nie jest on tak wyrazny, jak w przypadku
poprzedzajacym. Pierwsza $ciezka rownowagi zaznaczona jest na rys. 2.22 kolorem niebieskim

i sporzadzona jest dla ¢, =0,00005 rad, natomiast druga $ciezka zaznaczona jest na rys. 2.22

kolorem zielonym 1i jest sporzadzona dla ¢, =0,01 rad.

Miedzy obiema granicami obwiedni przebiegu $ciezek rownowagi widoczna jest przede
wszystkim réznica dystansu w przestrzeni realizacji. Pierwsza ze $ciezek (g, = 0,00005)
bardzo szybko doprowadza do osiagniecia sity krytycznej N, , przy towarzyszacym jej
niewielkim wychyleniu ¢ . Po osiagnieciu tejze wartosci nastepuje taki sam efekt, jaki
obserwowano poprzednio dla przypadku (k, =1,0), tj. wystapienie naglego obrotu wzgledem
konfiguracji poczatkowej p . Identyczny efekt wystepuje dla drugiego z przebiegéow
(p, =0,01) , tutaj jednak zaobserwowa¢ mozna sile krytyczna N,

cr

nieco nizsza,
niz poprzednio i wystepujaca przy znacznie wiekszym wychyleniu ¢ . Przy dalszym przyroscie

kata pochylenia ¢ obie Sciezki wykazuja niemalze identyczne zachowanie.
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Na podstawie tego przykladu mozna z caly stanowczoscia stwierdzié, iz fakt pojawiania sie
nagtego obrotu p przypisany jest identycznosci sztywnoséci obu sprezyn podtrzymujacych
maszt, jako, ze w zadaniu tym wartos¢ stalej sprezystosci k, ustalono na jednostkowa,
identyczna z k =1,0, a w zadaniu poprzedzajacym krzywa zachowujaca sie w jednakowy

sposob zostata sporzadzona dla sytuacji, w ktorej &, =1,0 kN/m.

wartosé sity P fkN]

Rys.2.22. Sciezki rownowagi dla modelu tréjwymiarowego, geometrycznie nieliniowego,

drugi przypadek analizy: k, =1,0 kN/m, ¢, O <10_7 7 32> rad oraz y, = 0,757 rad.

1.3. Zmiennosé kata poczatkowego obrocenia masztu.

Sciezki réwnowagi wyznaczone dla drugiego przypadku analizy (zmienne y,, state k,,q,)

zaprezentowano na rys. 2.23.

Na podstawie rysunku zauwazy¢ mozna, iz efekt zmiany kata poczatkowego obrocenia masztu
zdaje sie mie¢ najmniejsze znaczenie dla pracy konstrukcji. Pierwsza zaprezentowana $ciezka
rOwnowagi zaznaczona jest na rys. 2.23 kolorem niebieskim i sporzadzona jest dla

Y, = (n/? +0, 1) rad, natomiast druga zaznaczona jest na rys. 2.23 kolorem zielonym i jest

sporzadzona dla y, = (n -0, 1) rad.

Dla tego przypadku widoczne staje sie przede wszystkim zblizenie wartosci liczbowych sit
krytycznych N_ dla masztu, niezaleznie od tego jaka imperfekcje obrotu elementu
wprowadzono do zadania. W poczatkowej fazie pracy konstrukcji, po osiggnieciu punktu sity
krytycznej, nastepuje szybkie zejscie sie $ciezek postkrytycznych wytyczonych dla obu
skrajnych wartosci kata obrotu elementu v, . Sciezki bowiem wyraznie daza do sprecyzowanej
wartosci obrotu (y, =n), a wigc drugi z przebiegow, rozpoczynajacy sie¢ od inicjujacej
wartosci (y, =& —0,1) jest bardzo przyblizony do wartosci docelowej, przez co nie wykazuje

przyrostu obrotu cechujacego pierwszy z przebiegow (v, = /2 +0,1).
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Na podstawie tego przyktadu mozna potwierdzi¢ brak pojawiania sie naglego obrotu yp
w przypadku braku identycznodéci sztywnosci sprezyn. W zadaniu tym warto$é statej
sprezystosci k, ustalono na k, =0,8 kN/m, co wyraznie w obu przypadkach wygtadzilo

przebieg rozwiazania w przestrzeni realizacji zmiennych losowych.

l

wartosc siy P [kN]

Rys.2.23. Sciezki rownowagi dla modelu tréjwymiarowego, geometrycznie nieliniowego,

21
trzeci przypadek analizy: k, =0,8 kN/m, ¢, =0,01 rad oraz y, O <4—On,i—gn> rad.

2. Badanie zbieznosSci wartosci probabilistycznych momentéw odpowiedzi sily

krytycznej N, masztu, przy wykorzystaniu réznych technik redukcji wariancji.

Na podstawie powyzszych przyktadéw potwierdzi¢ mozna teze, iz obliczenia wprowadzajace
elementy podej$cia losowego do wartosci liczbowych parametréow konstrukcji moga dawaé
do$é nieprzewidywalne i skomplikowane rezultaty, nawet w przypadku tak prostego modelu.
Widoczne w przedstawionych w powyzszych ustepach przyktadach numerycznych zmiany

polozenia punktu osiggania sity krytycznej N, w przestrzeni realizacji zmiennych losowych

oraz sama zmienno$¢ tejze wartosci wskazuja wyraznie, iz obliczenia te nie moga zostaé
wykonane na pojedynczych wektorach realizacji, ale musza by¢ przeprowadzone bardziej
zaawansowanymi metodami probabilistycznymi, na duzo wiekszej populacji probek losowych.
Takie podejscia sg z reguty czasochtonne, a duza ilo§¢ niezbednych symulacji lub zlozonosé
metod zamknietych powoduja trudnosci w postugiwaniu sie tymi operacjami.

W niniejszej rozprawie zdecydowano sie przedsiewziaé¢ podejécie symulacyjne metody Monte
Carlo, gtownie aby wskazaé, iz symulacje nie powinny byé¢ z gory klasyfikowane jako
nieefektywne lub czasochtonne, a techniki redukcji wariancji populacji, jakich opisy
matematyczne sa dostepne w literaturze moga rzeczywiscie postuzyé do wyraznego
polepszenia skutecznosci dziatania metody.
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2.1. Metoda Monte Carlo z préobkowaniem bezpoérednim

W analizie tej, za pomocag bezposredniej metody Monte Carlo, bez uzycia jakichkolwiek
technik redukcyjnych, dokonano w pierwszej kolejnosci generacji populacji 5000 probek, czyli
realizacji wektorow losowych trzech zmiennych parametrow konstrukeji  (ky, @y, ;)
uzywanych w modelu. Nastepnie, dla kazdej pojedynczej realizacji dokonano kalkulacji

wartosci  sity  krytycznej N, oraz  towarzyszaco, obliczen trzech  pierwszych

probabilistycznych momentéw odpowiedzi modelu: wartosci oczekiwanej, odchylenia
standardowego oraz sko$no$ci, wraz z wykonaniem analizy ich zbieznosci. Zachowanie sie
momentéw probabilistycznych, obliczanych po kalkulacji sity krytycznej dla kazdej kolejnej
realizacji z wygenerowanej technika bezposrednia populacji, zostato zilustrowane na rys. 2.24.

025 -
02 4
d-—,______‘__‘___‘_ _
7 wartosc srednia
015 -~
7 odghylenig standardowe
1 I
0.05 ~
- skpénosc
I:I ] #..-__._ e T

0 1000 2000 3000 4000 5000
liczba realizacji

Rys.2.24. Podejscie bezposrednie metody Monte Carlo — analiza zbieznosci kalkulacji trzech

pierwszych probabilistycznych momentéw odpowiedzi modelu.

Na podstawie analizy zilustrowanych na rys. 2.24 rezultatéw poszukiwania zbieznosci
wymienionych  probabilistycznych ~ momentéw  odpowiedzi mozna  wywnioskowaé,
iz zaproponowana populacja o liczebnosci NR =5000 probek wydaje sie wystarczajaca.
W zaleznosci od rygorystycznosci kryterium przyjecia dopuszczalnego poziomu zbieznosci
stwierdzi¢ mozna, iz okoto 3000 — 3500 realizacji wektoréw zmiennych losowych wystarcza,
aby uzyskaé¢ satysfakcjonujaca wartosé¢ srednia sity krytycznej N, . Warto zaznaczy¢, iz jest
to catkiem zadowalajaca ilo$é¢é probek, gdyz nie jest ona nazbyt czasochtonna dla procedury
obliczeniowej. Duzo korzystnej wyglada osigganie zbiezno$ci wartosci odchylenia
standardowego, ktore uzyskuje satysfakcjonujaca zbieznosé juz po okoto 1500 — 2000
realizacji. Wykonane obliczenia zbieznosci skosnosci prezentuja sie natomiast najgorzej,
wykazujac ustalenie wartosci skosnosci odpowiedzi konstrukcji po okoto 4000 — 4500
realizacji. Stabilizacja wyniku obliczen skosnosci, wykonywana jedynie kontrolnie, jest bardzo
interesujacym rezultatem. Na podstawie przeprowadzonych doswiadczenn numerycznych
mozna stwierdzi¢, iz osigga ona zwykle zadowalajaca zbiezno$é dla znacznie wickszej liczby
uzytych probek, niz ma to miejsce w przypadku dwoch podstawowych momentéw odpowiedzi
probabilistycznej. Zaleca sie zatem obserwacje takze i jej zbieznosci, gdyz wartosci Srednia
i wariancja przyjete za ostatecznie skalkulowane w momencie ustalenia sie wartosci sko$nosci
zazwyczaj spetniaja przyjete kryterium dopuszczalnosci doktadnosci oszacowania.
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2.2. Metoda Monte Carlo z uzyciem techniki prébkowania warstwowego

W dalszej kolejnosci, na potrzeby generacji populacji probek z wykorzystaniem technik
redukcji wariancji populacji, kazdy z wymiaréw przestrzeni realizacji zmiennych losowych
podzielono réwnomiernie na pewna ilo$¢ przedzialow, poczawszy od dwoch (ograniczono sie
do tych obszarow wymiaréw przestrzeni probabilistycznej, w ktérych mozliwa jest zmiennosé
danych parametréow losowych — k,, ¢, oraz y,, niejako odrzucajac istnienie przestrzeni

o zerowe]j gestosci prawdopodobienstwa). Oznacza to dyskretyzacje przestrzeni wyjsciowej
na okreslong liczbe podprzestrzeni, z ktérych jedynie punkt centralny danej podprzestrzeni
(wektor realizacji zmiennej losowej przyjmujacy wartosci srednie z danego wymiaru zmiennej
na okreslonym podprzedziale) jest pobierany jako probka losowa. Warto zauwazy¢, ze dla
potrzeb badania numerycznego kolejno$é pobierania prébek do obliczeri nie jest narzucana,
gdyz rezultaty analizy nie sa przez ten fakt znieksztatcane.

W pierwszej kolejnosci zostata wykonana symulacja metoda Monte Carlo z uzyciem techniki
redukcyjnej zwanej proébkowaniem warstwowym. Technika ta zostala szerzej opisana
w rozdziale 2.6.2.1 niniejszej rozprawy.

Tlos¢ prébek wykorzystywanych w pojedynczym kroku analizy z uzyciem proébkowania
warstwowego mozna skalkulowaé¢ rownoscia

NR = §" (2.132)

gdzie S oznacza liczbe podprzedzialow wyznaczonych na danej osi n — wymiarowej
przestrzeni realizacji zmiennych losowych, a n oznacza liczbe wymiaréw przestrzeni.

W rozpatrywanym przypadku n =3, gdyz jako losowe sa przyjmowane trzy wyzej
wymienione parametry — stala sprezystosci k,oraz katy ¢,, y,. Oznacza to, ze pierwsza
przyjeta do obliczeii populacja zlozy sie z NR =2° =8 probek, kolejna z NR =3° =27
probek, nastepna z NR =4° =64 probek, az do koricowej, dziewiatej populacji, sktadajace;
sie z liczby NR =10’ =1000 probek.

Dla kazdej populacji realizacji wykonuje sie, jak poprzednio, kalkulacje wartosci sity
krytycznej N, oraz trzech momentéw probabilistycznych wartosci sity krytycznej, wraz

z analizg ich zbiezno$ci. Zachowanie sie obliczonych momentéw probabilistycznych zostato
zilustrowane na rys. 2.25. Niebieska linig zostal na rysunku naszkicowany rezultat uzyskany
metoda Monte Carlo z uzyciem techniki probkowania warstwowego, a czarna linia na
rysunku przedstawia uzyskany w poprzedniej analizie rezultat obliczen wykorzystujacych
prébkowanie bezposrednie.

Na podstawie analizy zilustrowanych na rys. 2.25 rezultatéw poszukiwania zbiezno$ci
probabilistycznych momentéw odpowiedzi 2z zastosowaniem techniki prébkowania
warstwowego mozna stwierdzié¢, iz dla tego typu modelu, charakteryzujacego sie malym
stopniem zlozonosci, zaproponowana technika redukcji wariancji populacji przynosi idealne
efekty, zaréwno pod wzgledem doktadnosci rozwigzania, jak i czasochtonnosci obliczen.
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Rys.2.25. Metoda Monte Carlo z uzyciem probkowania warstwowego — analiza zbieznosci
kalkulacji trzech pierwszych probabilistycznych momentéw odpowiedzi modelu.

Stwierdzi¢ mozna, ze juz populacja o liczebnosci realizacji wektoréw zmiennych losowych
rownej NR =3x3x3 =27 probek zapewnia satysfakcjonujacg zbiezno$é obliczanej wartosci

$redniej sity krytycznej N

s & przy przyjeciu bardziej rygorystycznego kryterium akceptacji
dopuszczalnego poziomu réznicy rezultatow, jest to liczebnosé réwna NR =5X5x5 =125
préobek. Bardzo podobny wniosek mozna wysnué dla badania zbieznosci wartosci odchylenia
standardowego, ktére uzyskuje satysfakcjonujaca zbieznosé takze dla populacji o liczebnosci
NR =3x3%x3 =27 probek, a niemalze w pelni ustabilizowana wartos¢ dla populacji
o liczebnos¢ rownej NR =7 X7 x7 = 343 probek. Obliczenia zbieznosci sko$nosci mozna opisaé
doktadnie takim samym wnioskiem, jak w przypadku opisu odchylenia standardowego.

Wskazane niewielkie liczebnosci populacji kaza podkreslié idealne dziatanie techniki dla
liczebnos$ci populacji na poziomie okoto NR =500 probek. Mozna zatem zaobserwowaéd
wyrazny zysk czasu i nakladu obliczei w poréwnaniu z prébkowaniem bezposrednim. Tak
niewielka ilo§¢é probek potrzebna do finalizacji odpowiedzi konstrukcji jest dla procedury
obliczeniowej niemalze marginalna. Nalezy zwrocié uwage, iz efektywnosé dziatania techniki
jest uzalezniona od ztozonosci i ksztattu modelu, jaki jest kalkulowany.

Konicowo zaznaczy¢é nalezy, ze w przyjetym zakresie licznosci populacji probek
(NR =10" =1000) osiaga sie pelng stabilizacje wyniku obliczen wszystkich trzech momentow
probabilistycznych. Na podstawie przeprowadzonego do$wiadczenia numerycznego mozna
stwierdzié, iz wyniki uzyskane mozna uznaé¢ za w pelni doktadne. Ponadto, wartosci obliczone
przy uzyciu techniki probkowania warstwowego pokrywaja sie doktadnie z wartosciami
przyjetymi za dokladne w drodze symulacji podej$ciem bezposrednim metody Monte Carlo
(podczas gdy ich osiagniecie dzieli pieciokrotnosé liczebnosci populacji probek).

2.3. Metoda Monte Carlo z uzyciem techniki probkowania taciriskiego hiperszesciennego

Kolejno, wykonana zostata symulacja metoda Monte Carlo z uzyciem techniki redukcyjnej
zwanej probkowaniem tacinskim hiperszeéciennym. Technika ta zostala szerzej opisana
w rozdziale 2.6.2.2 niniejszej rozprawy.
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Tlos¢ préobek wykorzystywanych w pojedynczym kroku analizy z uzyciem proébkowania
taciniskiego hiperszesciennego mozna skalkulowaé na bazie réwnan zapisanych w rozdziale
2.6.2.2. Przypomnieé¢ jednak nalezy, iz moze by¢ ona okreSlona w pojedynczej populacji na
przestrzeni realizacji zaleznie od uznania eksperymentatora prowadzacego dana analize.
Istnieje bowiem, jak wspomniano, skoiiczenie wiele kombinacji, w jakie przy okreslonym
podziale na podprzestrzenie mozna utozyé wybrane realizacje, aby spelnialy zalozenia
hiperszescianu lacinskiego. Korzystajac z tej prawidlowosci, w niniejszym problemie
zdecydowano sie uzy¢ kilku mozliwych do wytworzenia liczebnosci populacji dla pojedynczej,
okreslonej fragmentacji przestrzeni realizacji, skad bierze sie zastosowana nieregularna liczba
préobek zadania: NR =5,8,9,11,12,14, itd.

Dla kazdej populacji realizacji zostaje jak poprzednio wykonana kalkulacja wartoéci sity

krytycznej N, oraz trzech momentow probabilistycznych wartosci sity krytycznej,

wraz z analiza ich zbieznosci. Zachowanie sie momentéw probabilistycznych zostato
zilustrowane na rys. 2.26. Czerwong linig zostal na rys. 2.26 podkreslony rezultat uzyskany
technika probkowania tacinskiego hiperszesciennego, a dla tatwosci poréwnania z poprzednimi
podej$ciami niebieska linia zaznaczono na rys. 2.26 rezultaty otrzymane dzieki technice
prébkowania warstwowego, a czarng linig — dzieki probkowaniu bezposredniemu.
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Rys.2.26. Metoda Monte Carlo z uzyciem prébkowania hipersze$cianu lacinskiego — analiza
zbieznosci kalkulacji trzech pierwszych probabilistycznych momentéw odpowiedzi modelu.

Stwierdzi¢ mozna, ze populacja o liczebnosci realizacji wektoré6w zmiennych losowych réwnej
NR =50 probek zapewnia dosé zadowalajacg zbiezno$é¢ obliczanej wartosci Sredniej sity
krytycznej N, , stwierdzenie to jednak bardziej uprawomocnia fakt, iz podobny wynik zostal
wskazany wczesniej przez technike probkowania warstwowego, a nie faktyczne osiaganie
zbieznodci przez procedure kalkulacji. Identyczny wniosek mozna przedstawié¢ dla badania
zbieznodci wartoéci odchylenia standardowego. Fakt pewniejszego bazowania na wynikach
ptynacych z uzycia techniki probkowania warstwowego, zamiast na wynikach uzyskanych
dzieki technice hiperszescianu taciriskiego, powinien sktania¢ do przyznania pierwszenstwa

pierwszej z technik redukcji.

Ponadto, technika probkowania hiperszescianu tlacinskiego wymaga bardzo ztozonego
matematycznie przygotowania odpowiednich populacji probek. Dzieki tej obserwacji mozna
poprzeé stwierdzenie, iz mimo prowadzenia do osiggania poprawnych wynikéw, technika ta
jest dla uzywanego w zadaniu modelu zdecydowanie mniej efektywna niz techniki poprzednie.
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W ramach przyjetej licznosci populacji probek zbiezno$é sko$noséci nie zostata w ogodle
osiagnieta. Osiaga sie ja dopiero na skutek uzycia wiekszej ilosci probek, pochodzacych
z dalszych generacji, aczkolwiek nakltad czasu obliczeniowego, wymagany do przygotowania
na ich podstawie kolejnych populacji, zréwnuje sie z czasochtonnoscia obliczenn za pomoca
podejscia bezposredniego. Mozna wiec stwierdzié, iz liczebnos$¢ populacji wynoszaca okoto
NR =50 probek nie jest wystarczajaca, aby doréownaé¢ skutecznosci probkowania
warstwowego (liczebnos$é populacji jest podyktowana rownowaga czasu obliczen réwnolegltych
przy uzyciu obu technik redukcyjnych), aczkolwiek nadal mozna zaobserwowaé zysk nakladu
obliczeniowego w poréwnaniu z probkowaniem bezposrednim.

Na podstawie analizy zilustrowanych powyzej rezultatéw poszukiwania zbieznosci trzech
probabilistycznych momentéw odpowiedzi 2z zastosowaniem techniki prébkowania
hiperszescianu ltacinskiego mozna stwierdzié, iz technika ta nie znajduje poparcia w wynikach
uzyskiwania zbieznosci. Wniosek taki nie moze dziwi¢ — w literaturze rozpowszechnione jest
przekonanie, iz technika ta osigga wymierne skutki jedynie w przypadku operacji na bardzo
skomplikowanych modelach obliczeniowych, podczas gdy model zaproponowany w zadaniu
jest stosunkowo prosty. Opisana nieefektywnosé¢ tej techniki wynika zatem prawdopodobnie
z bardzo mocnego uzaleznienia parametréw losowych od siebie nawzajem, ktére narzucane
jest na parametry przez geometrie zadania. Technika ta jest bowiem przystosowana $Scisle
do operowania na wielowymiarowej zmiennej losowej, gdzie kombinatoryka pomiedzy
poszczegblnymi wymiarami przestrzeni realizacji jest bardziej istotna i gdzie daje ona duzo
pelniejszy obraz zachowania sie konstrukcji. Dysponowanie jedynie trzema wymiarami
losowymi powaznie ogranicza wskazywane przez literature zalety metody.

2.7. Metoda powierzchni odpowiedzi

W ogolnosci, metodologia powierzchni odpowiedzi (Response Surface Methodology — RSM)
jest zbiorem technik matematycznych wykorzystywanych w procesach eksperymentalnych
i przy obrébce ich wynikow, a takze przy projektowaniu statystycznym oraz poprawianiu jego
dzialania. Metodologia powierzchni odpowiedzi zostala sformutowana przez Boxa i Wilsona,
w pracach badawczych na temat eksperymentalnego poszukiwania optymalnych warunkéw
rozwoju biologicznego mikroorganizméw |[Box i Wilson, 1951].

Metoda ta uzywana jest w szczeg6lnosci do modelowania i analizy problemoéw inzynierskich,
w ktorych interesujaca miara skutecznosci dzialania procesu (w projektowaniu konstrukeji
bedzie to skuteczna minimalizacja prawdopodobieristwa awarii) lub miara jakosci
przeprowadzania tego procesu jest mocno zalezna od fluktuacji pewnych sprecyzowanych
zmiennych, nakre$lonych inzynierowi juz przed poczatkiem procesu projektowego
[Hill i Hunter, 1966; Khuri i Cornell, 1996.

W projektowaniu konstrukcji budowlanych i inzynierskich metoda powierzchni odpowiedzi
pozwala wyznaczy¢é dopuszczalne poziomy (zakresy) wspolczynnikow odpowiedzi
(zmiennych losowych wystepujacych w projekcie konstrukeji), ktére sa w stanie spelnié
wymagania specyfikacji konstrukcyjnych i projektowych. Pozwala ona takze na wyznaczenie
optymalnej kombinacji wspoétczynnikéw, ktore wywotuja okreslona odpowiedZ konstrukeji
i opisuja te odpowiedz w sposob najbardziej zblizony do rzeczywistosci [Bradley, 2007].
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Dzieki metodzie powierzchni odpowiedzi mozna takze oszacowac, jak okreslona odpowiedz
konstrukcji zmienia sie pod wplywem dokonania zmian pozioméw uzytych wspdlczynnikow
analizy w odpowiednich obszarach zainteresowania oraz osiagnaé ilosciowe (deterministyczne)
zrozumienie zachowania konstrukcji w testowanym obszarze, tj. umieé¢ okreslié na bazie
wygenerowanej powierzchni odpowiedzi poprawnos$¢ dzialania obliczeri i poczynionych
zatozen. Przede wszystkim jednak metoda powierzchni odpowiedzi pozwala uzyskaé
kompletna wiedze o wlasciwosciach konstrukcji na testowanym obszarze zmiennosci jej
parametrow, nawet dla wspoélczynnikéw analizy, ktére nie zostaly brane pod uwage przy
tworzeniu funkcji stanu granicznego [Melchers, 1999).

Wykorzystywanie metodologii powierzchni odpowiedzi mozna podzieli¢é na trzy zasadnicze
galezie. Pierwsza z nich traktuje metode jako strategie przegladu przestrzeni realizacji
podstawowych zmiennych losowych zadania eksperymentalnego, dokonywanego w celu
zapewnienia maksymalnej ilosci informacji o procesie inzynierskim, przy réwnoczesnej
minimalizacji nakladu kosztéw eksperymentu. Druga z galezi skupia sie na wykorzystaniu
metody do modelowania statystycznego, majacego na celu stworzenie odwzorowania
poprawnie przyblizajacego rzeczywista konstrukcje, w taki sposéb, aby odpowiedZ modelu
konstrukeji (oznaczana symbolem §) na zmiany jej niepewnos$ci (wyrazane jako realizacje

niezaleznych zmiennych losowych x) dazyta do pelnej zgodnosci z odpowiedzia rzeczywista.
Trzecia z nich poszukuje w metodzie zalozenn do procesu optymalizacyjnego, ktére maja
poméc wyszukaé pojedyncze realizacje zmiennych losowych, dajace pozadana wartosé
odpowiedzi konstrukeji [Hill i Hunter, 1966.

Metoda powierzchni odpowiedzi jest bardzo ceniona przy obliczaniu niezawodno$ci
konstrukeji, glownie za swoja efektywno$é numeryczng. Jednakze fakt, iz jest ona
przeprowadzana nie na wyznaczonej $ciSle funkcji stanu granicznego, a na odpowiednio
aproksymacyjnie wygenerowanej powierzchni odpowiedzi wyraznie wskazuje, iz szacowanie
niezawodnosci z uzyciem metody powierzchni odpowiedzi jest projektowaniem w pewnym
sensie przyblizonym.

Ponadto, metoda moze by¢ czasochtonna przy zastosowaniach do wiekszych konstrukeji
inzynierskich, o wiekszej ilosci poczatkowych zmiennych losowych, dla ktoérych potrafi
wykazaé¢ duze bledy statystyczne przy kalkulacji wskaznika niezawodnosci. Aby pokonaé
te problemy, uzywa sie technik wspomagajacych wyznaczanie wspotczynnikéw w modelu
matematycznym aproksymujacym powierzchnie odpowiedzi [Kang i inni, 2010].

Metode powierzchni odpowiedzi wlaczy¢ mozna do wspélpracy z programami metody
elementow skoriczonych. Wskazano, ze nawet dla konstrukcji inzynierskich o bardzo duzej
skali (przyktadowo, dla mostu zelbetowego), modelowanie metoda elementéw skonczonych
z uwzglednieniem parametréw zaczerpnietych z metody powierzchni odpowiedzi jest
doktadniejsze, a problemy niezawodnosciowe moga by¢ jawnie formutowane.

Dodatkowo, obliczenia MES moga by¢ wykonywane tylko na aproksymowanej powierzchni
odpowiedzi, a nie na wyjSciowym stanie granicznym konstrukcji, przy catkowitym
zachowaniu zgodnosci rezultatow uzyskanych na drodze obu podej$é. Ponadto proces
uaktualniania modelu MES o dane z metody powierzchni odpowiedzi jest efektywny
i wykazuje szybka zbieznos¢ przy uzyskiwaniu rozwiazan, co powoduje, iz model taki moze
by¢ z powodzeniem implementowany w programach komercyjnych [Schuéller, 2001].
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Zupelnie nowym horyzontem dla metody powierzchni odpowiedzi jest technika zwana
stochastyczna metoda powierzchni odpowiedzi (SRSM). Stworzona zostala ona dla
konstrukeji o wyjatkowo niskich prawdopodobienistwach awarii, dla ktorych symulacje Monte
Carlo sa wysoce nieefektywne lub wrecz niedoktadne. SRSM przybliza funkcje stanu
granicznego za pomocg wielowymiarowych wielomianéow kwadratowych poprzez dopasowanie
tych wielomianéw do zaproponowanych w rozwiazaniu punktéw projektowych, aby zwiekszyé
prawidlowo$é¢ i dokladno$é odwzorowania funkcji stanu granicznego réwniez w obszarach
stabo kontrolowanych przez punkty projektowe. Takie dziatanie jest takze w stanie odnalezé
numerycznie wszystkie nieliniowosci funkcji stanu granicznego [Gavin i Yau, 2009).

Korzystajac z metody powierzchni odpowiedzi nalezy byé¢ jednak $wiadomym zagrozer,
jakie nasuwaja sie podczas korzystania z niej i jej niedoskonalosci. Nalezy mieé¢ roéwniez
na uwadze wszystkie jej matematyczne i mys§lowe ograniczenia.

W metodzie tej koniecznie nalezy zna¢ wartosci krytyczne zmiennych losowych X, bedace

niebezpieczne dla konstrukcji. Ponadto, projekt zadania inzynierskiego musi by¢ sporzadzony
z catkowita pewnodcia i poprawnoscia, tj. musi by¢ dzieki niemu ustalony jawny obszar
zainteresowania analizy, gdzie poziomy parametréw analizy zmiennosci wplywajacych
na konstrukcje sa jasno sprecyzowane i znane. Nalezy bowiem pamietaé, ze wspodlczynniki
powierzchni odpowiedzi f rézniag sie w roznych punktach testowanego obszaru
zainteresowania analizy. Metoda najmniejszych kwadratéw lub metoda elementow
skonczonych musi byé zatem wytworzona sprecyzowana, unikatowa funkcja, ktora zwigze
wspolczynniki analizy z aproksymowana, rzeczywista odpowiedzia konstrukcji, a odpowiedz
zdefiniowana przez funkcje lub opis musi by¢ krzywa gtadka [Surdet i Der Khuregian, 1988].

Przy tworzeniu wielomianowej powierzchni odpowiedzi duze zmiennosci wspotczynnikow
analizy moga powodowaé¢ mylne odczyty odpowiedzi (moga pojawiaé sie bledy numeryczne
oraz brak powtarzalnosci uzyskiwanych odpowiedzi konstrukcji). W zaleznosci od danych
eksperymentalnych wspoétczynniki powierzchni odpowiedzi moga by¢ okre$lone niepoprawnie
lub Zle wywnioskowane, a przy wynikajacym z projektu ztym doborze zakresu zmienno$ci
wspolczynnikow analizy (zakres jest zbyt waski lub zbyt szeroki) mozna nie osiggnaé
pozadanego w procesie inzynierskim optimum projektowego konstrukcji [Mason i inni, 1989).

Nalezy rowniez byé $wiadomym, iz nie mozna w metodzie tej zastosowaé niektérych
podstawowych praw i regut statystycznych [Myers i Montgomery, 1995].

Ponadto, RSM polaczone z metods elementéw skoriczonych niewprawnie, pozostawia
uzytkownikowi poleganie na wspotczynnikach i funkcjach granicznych dopasowanych przez
narzedzie obliczeniowe, a wiec wadliwe zaprogramowanie algorytmu obliczeniowego
i/lub procesow sterowania rozwigzaniem moze da¢ w odpowiedzi catkowicie nieprawidtowa
powierzchnie odpowiedzi [Whitcomb i Anderson, 2004].

2.7.1. Metoda powierzchni odpowiedzi z uzyciem aproksymacji

wielomianem

Jak wskazano w rozdziale poprzedzajacym, celem metody powierzchni odpowiedzi jest
ustalenie matematycznej postaci aproksymacji interesujacej inzyniera odpowiedzi
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konstrukcji y, ktorej dokonuje sie przy zalozeniu, ze istotny wplyw na konstrukcje ma

okreslona ilo$¢ n parametréow opisujacych wytrzymaltosci materiatow konstrukcyjnych oraz
wartosci obciazeri, o mozliwym do sformutowania zakresie realizacji niepewnosci.

Niech rzeczywista odpowiedz konstrukeji (n — wymiarowa powierzchnia stanu granicznego)
bedzie oznaczona jako y(X)=¢(X). Jednakze, nie jest ona w tym przypadku zapisana

w postaci jawnej zaleznosci od zbioru zmiennych losowych X . Moze by¢ wiec wyznaczona
tylko w przypadku postuzenia sie dyskretnymi wartosciami realizacji x wektora tej zmiennej.

Przyja¢ mozna wowczas, iz zbiér punktow x osadzonych w n — wymiarowej przestrzeni
odpowiedzi reprezentuje zbiér punktéw w n — wymiarowej wyjéciowej przestrzeni
realizacji x, dla ktéorych obliczana jest rzeczywista odpowiedZz konstrukcji y(x).
Matematyczng zasada funkcjonowania metody powierzchni odpowiedzi jest znalezienie takiej

funkcji g}(x), ktora w najlepszy sposéb odwzorowuje dyskretny zbior wartosci funkcji y (fc)

Aproksymowang odpowiedZ konstrukecji mozna zapisa¢ w postaci ogélnej jako funkcje miary
jej zaleznosci od przyjetych w zadaniu realizacji podstawowych zmiennych losowych

~

Y

9(x) = f(23253755..37,) + & (2.133)

gdzie: x,;%,;7,;...;, sa realizacjami podstawowych zmiennych losowych, y jest odpowiedzia

konstrukcji na dang realizacje zmiennych, a e jest pewnym szacunkowym statystycznym
bledem eksperymentalnym, obrazujacym niedoktadno$é odczytu odpowiedzi konstrukc;ji,

charakteryzujacym sie rozkladem normalnym o §redniej p, =0 i wariancji rowniej of .

Jak wspomniano powyzej, w zdecydowanej wickszosci przypadkoéw probleméw inzynierskich
rozpatrywanych za pomocg metody powierzchni odpowiedzi rzeczywista funkcja odpowiedzi
konstrukeji f(s) nie jest znana. Aby rozwina¢ pozadane przyblizenie tejze funkcji, lub funkcji
obrazujacej rOwnanie stanu granicznego konstrukcji, inzynier zaczyna zazwyczaj od doboru
metodologii opisu. NajczeSciej stosowang i stosunkowo najlatwiejsza postacia opisu jest
wielomian niskiego stopnia. Nalezy jednak pamietac¢, iz wielomian ten nie musi opisywaé
doktadnie calej powierzchni odpowiedzi konstrukcji, a zapewnia¢ przyblizenie bliskie
idealnemu jedynie w pewnym obszarze tejze odpowiedzi, dokladnie rzecz biorac w poblizu
stanu granicznego odpowiedzi konstrukcji oraz na obszarze jego przekroczenia.

Jesli odpowiedz konstrukcji inzynierskiej jest poszukiwana jedynie na bardzo waskim obszarze
n — wymiarowej przestrzeni realizacji x lub tez obszar poszukiwania jest szeroki,
ale charakteryzuje sie bardzo niskim wspotczynnikiem sko$nosci, to powierzchnia odpowiedzi
moze zosta¢ aproksymowana funkcja liniowa niezaleznych zmiennych losowych (wielomianem
stopnia pierwszego) i wowczas model taki nazywamy modelem pierwszego rzedu.

Model ten moze by¢ zapisany przyktadowo w postaci

J) = o+ f, e (2.134)
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Ta forma zapisu jest czesto nazywana modelem efektéw gléwnych n zmiennych,

ze wzgledu na zakladany brak powiazan pomiedzy poszczegélnymi zmiennymi losowymi z,

wektora realizacji tychze zmiennych x = {z,;2,;,;...;x,} |Carley i inni, 2004].

Jesli natomiast miedzy poszczegélnymi realizacjami zmiennych losowych z;, wystepuje
interakcja, to model pierwszego rzedu mozna rozszerzy¢ o czlony interakcyjne drugiego
rzedu (wprowadzajace krzywizne powierzchni).

Model powierzchni odpowiedzi mozna wéwczas wyrazi¢ rOwnaniem

n 1

y(x) = p, + iﬁbzb + Zzﬂtijz‘/ te (2.135)

i<j j=2

Jedli natomiast krzywizna rzeczywistej powierzchni odpowiedzi konstrukcji jest na tyle duza,
iz nawet model pierwszego rzedu zawierajacy cztony interakcyjne daje niedoktadny obraz
odwzorowania, to nalezy wowczas dla zadania uzyé wielomianéw stopnia drugiego. Zapisaé
mozna zatem za ich pomocg funkcje aproksymujaca stopnia drugiego.

Model taki nazywamy modelem drugiego rzedu i zapisuje sie go rOwnaniem

n n

y(x) =g, + iﬂa% + iﬂuz? + Zzlb)uxsz te (2.136)

i<j j=2

Wiekszos¢é rozwiazan metoda powierzchni odpowiedzi stosuje jedynie dwa powyzsze modele
((2.134),(2.136)) lub dowolne ich kombinacje [Box i Wilson, 1951].

Model drugiego rzedu jest bardzo elastyczny, moze przybra¢ naprawde szeroky game
ksztaltow i topografii, co zazwyczaj skutkuje bardzo wysokim wspoétczynnikiem dopasowania
do powierzchni wyjéciowej. W dotychczasowej literaturze mozna znalezé tez wiele odniesien
do rzeczywistych badan i pomiaréw, ktoére wskazuja na duza sprawno$é, dokladnosé
i poprawno$é¢ metody, kiedy uzywa sie modelu drugiego rzedu [Myers i Montgomery, 1995].

Aby osiggna¢ najbardziej efektywny rezultat przyblizenia funkcji odpowiedzi konstrukcji
za pomoca wielomian6éw, nalezy zebra¢ odpowiednia ilo§¢é danych numerycznych z procesu
projektowania eksperymentu. Kiedy juz zostana one odpowiednio zebrane i zapewniona jest
poprawnos$¢  przeprowadzenia  tworzenia modelu, przystepuje sie do szacowania
wspolczynnikow f wielomianu, najczeSciej za pomoca metody najmniejszych kwadratow
[Benjamin i Cornell, 1977].

W niektérych, bardziej rozlegltych analizach nalezy dla zadania uzy¢é modelu korzystajacego
z wielomianéw stopnia wyzszego niz drugi lub tez ze specjalnych technik (przykladowo
z rozwiniecia powierzchni w szereg Taylora wzgledem tzw. punktu centralnego planu
eksperymentalnego X, ={z,;%,;%;,;..;2,,} — technika taka nosi nazwe iteracyjnej
metody powierzchni odpowiedzi), jednakze sa to przypadki bardzo rzadko wystepujace
w analizach konstrukeji inzynierskich [Rajashekhar i Ellingwood, 1993; Gavin i Yau, 2009.

Procedure iteracyjna mozna przedstawié¢ jako

n

Q(X) =py + iﬁz (xz - xi,o(k)) + Zﬂn (xz - zi,o(k) )2 te (2.137)

i=1



82 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

gdzie xi_yo(m jest kolejna, k — ta iteracja ¢ — tej wspolrzednej realizacji wektora zmiennych

losowych punktu centralnego planu eksperymentu X, = {2, ;5 Ty ;T 053,00} -

Sporzadzony dowolng technika model aproksymacyjny powierzchni odpowiedzi konstrukcji
y(x) mozna takze zobrazowaé graficznie w przestrzeni realizacji zmiennych losowych.

Takie przedstawienie powierzchni pozwala na sprawdzenie, czy zawiera ona widoczne
wzniesienia i obnizenia topografii oraz tzw. przetecze i siodta. Nalezy mieé jednak na uwadze
fakt, iz sensownym rozwigzaniem jest jedynie prezentacja modelu z dwiema zmiennymi
(najczesciej =z realizacja zmiennej podstawowej catkowitego wktadu niepewnosci
wytrzymatosci materialow konstrukcyjnych r oraz realizacja zmiennej podstawowej
catkowitego wktadu niepewnosci obciazen dziatajacych na konstrukcje s ).

2.7.2. Metoda powierzchni odpowiedzi z uzyciem aproksymacji
ilorazem wielomianéw

W  rozdziale poprzedzajacym wskazano, iz bardzo dobra aproksymacje powierzchni
odpowiedzi zapewniaja modele matematyczne oparte na wielomianach, gtéwnie pierwszego
i drugiego stopnia. Istnieja jednak techniki, ktoére nie podnoszac stopnia wielomianu,
poprawiaja jednoczesnie wykonywang aproksymacje. Jednag z nich jest udoskonalenie, ktore
jest w dysertacji przedstawione jako podejscie reprezentujace alternatywe dla klasycznych
modeli aproksymacyjnych.

Wybrane podej$cie proponuje wyznaczy¢é réwnanie powierzchni odpowiedzi (x) = g(x)
na podstawie ilorazu wielomianéw dowolnego stopnia. Proponowany wariant metody
powierzchni odpowiedzi spotyka sie w literaturze pod nazwa metody powierzchni
stosunku wielomianéw (Ratio of Polynomials Surface - RPS), badz tez pod pelna
nazwa, jako metoda powierzchni odpowiedzi z uzyciem aproksymacji ilorazem
wielomianéw [Alibrandi i inni, 2009; Alibrandi i inni, 2010].

Powierzchnie stosunku wielomiané6w podaje sie w formie superpozycji n wielomianéw
odwrotnych  pierwszego stopnia, nie zawierajacych skladnikow interakcyjnych.
Powierzchnie te mozna opisa¢ réwnaniem

N N = z;
Y(x) = Gpps(x) = a, + m (2.138)
=1 @ T O,

gdzie @, = Gpps(0) = Grps(0;0;0;...;0) , natomiast a, i b, (dla i =1,2,...,n ) sa wspotczynnikami

kierunkowymi powierzchni stosunku wielomianéw, koniecznymi do wyznaczenia numerycznie.

Tak skonstruowana powierzchnia odpowiedzi ma wiele pozadanych wladciwosci,
w poréwnaniu z oryginalnym sformutowaniem modelu pierwszego rzedu. Metoda powierzchni
odpowiedzi z uzyciem aproksymacji ilorazem wielomianéw nie jest wrazliwa na dobér punktu
centralnego analizy niezawodnosci i przynosi wieksza dokladno$¢ jego iteracyjnego
wyznaczenia. Zazwyczaj, dla modeli konstrukcji o malym stopniu zlozonosci, juz pierwsza
iteracja algorytmu obliczajacego powierzchnie stosunku wielomianéw daje satysfakcjonujace
dopasowanie do rzeczywistej powierzchni granicznej.
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Majac za podstawe zapis powierzchni stosunku wielomianéw mozna wskazaé postaé,
jaka uzyskuje przy takim podejéciu réwnanie powierzchni granicznej g(x) =0, wyprowadzone

z tegoz zapisu. Moze by¢ ono by¢ woéwczas przedstawione zapisem

Gy |—l (a, +bx,) + Z{zz |_| (a, + bza:z)} ~(n)
_ i= i=1 j=1.9%i _ .

Grps(X) = : - : = ngf;S(x) =0 (2.139)
rj (a. +b1,) Qpps(%)

gdzie pi)(x) oraz (%) sa wielomianami stopnia n — tego reprezentujacymi zachowanie

sie sktadnikow wektora realizacji zmiennej losowej ..

Poprzez fakt, iz metoda ta prowadzi do otrzymania powierzchni granicznej o bardzo dobrym
wspotczynniku dopasowania, prawdopodobieristwo awarii konstrukcji, jakie mozna dzieki niej
oszacowal jest bardzo dokladne i moze stanowi¢ zrodto kontroli wynikéw zaprezentowanych
technika regresji liniowej pierwszego rzedu.

2.8. Wrazliwo$é probabilistyczna modeli konstrukcji
inzynierskich

Probabilistyczna analiza wrazliwosci uzywana jest do okredlania wielkosci wplywu, jaki
na ksztaltowanie sie odpowiedzi modelu obliczeniowego wywieraja zmiany jego odpowiednich
parametrow sktadowych, badZ tez zmiany w konstrukcji (definicji) uktadu. Duzo czesciej
stosowanym i bardziej rozpowszechnionym typem analizy wrazliwosci jest pierwsza z wyzej
wymienionych galezi (tzw. parametryczna analiza wrazliwo$ci) i to na niej skupi sie
niniejsze opracowanie. Podstawa do analizy wrazliwodci jest w tym podejsciu doktadne
studiowanie niepewnodci, ktérymi obarczone sa parametry materialowe i obciazeniowe
modelu konstrukeji inzynierskiej [Kleiber i inni, 1997].

Kwestia poprawnego stworzenia modelu matematycznego dla celéw parametrycznej analizy
wrazliwodci jest w znakomitej wiekszosci przypadkéw bardzo skomplikowana, gdyz nie mozna
zazwyczaj oprzeé sie przy jego definiowaniu na wynikach badan rzeczywistych konstrukcji
inzynierskich (przyktadowo wtedy, kiedy nieniszczacy pomiar niepewnosci budowli istniejacej
jest niemozliwy do przeprowadzenia) lub kiedy same modele numeryczne maja tendencje
do zmiennosci stochastycznej. Podczas budowy modelu uktadu, projektant powinien wiec
dysponowaé¢ przynajmniej szczatkowa wiedzg o wartoéciach oczekiwanych wszystkich
parametrow, lub umieé¢ rozsadnie dobiera¢ ich szacunkowe wartosci (przyktadowo na bazie
kodow projektowych, normatyw lub ekspertyz) [Der Kiureghian i Ditlevsen, 2009].

W  modelach obejmujacych znaczna ilosé wejéciowych zmiennych losowych, analiza
wrazliwoéci jest podstawowym skladnikiem tworzenia modelu obliczeniowego oraz
zapewniania jego jako$ci, jej przeprowadzenie jest w procesie projektowym z géry wymagane.
Testy wrazliwo$ci moga pomoédc wskazaé, ktore z wartosci parametréw obaczonych
niepewnosciami rozsadnie jest zastosowa¢ w modelu (lub obserwowaé ze zwiekszong uwaga)
lub tez poméc sformutowaé¢ wymagany do rozwazenia zakres problemu inzynierskiego.
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Pozwala ona takze okreslic odpowiedni (zapewniajacy kalkulacje uzytecznej i poprawnej
odpowiedz konstrukcji), konieczny do przyjecia poziom dokladnosci parametréw modelu.
Dodatkowo, jezeli wstepne testy numeryczne wykaza, ze model na zmiany okreslonych,
najistotniejszych parametréw jest catkowicie niewrazliwy, to moze byé wowczas mozliwe
oszacowanie warto$ci odpowiedzi z wieksza precyzja, lub tez celowe zmniejszenie rozciggtosci
analizy niezawodnosci modelu. Z drugiej strony — duza populacja sytuacji projektowych,
tj. przeanalizowanie wielu wartosci kombinacji parametréw modelu, pozwala poprawnie
okresli¢ zachowanie uktadu w sytuacjach ekstremalnych.

Poprzez umiejetne wskazanie, jak odpowiedZz modelu reaguje na zmiany wartosci
poszczegblnych parametrow, uzyska¢ mozna nie tylko wiele informacji o samym modelu, ale
mozna zbudowaé¢ inzynierskie =zaufanie do sporzadzonego modelu i jest to jeden
z podstawowych celow przeprowadzania takiej analizy (tzw. kryterium ufnosci).
Model konstrukcji inzynierskiej powinien w trakcie przeprowadzania badan testowych
zachowywaé sie zgodnie z oczekiwaniami i obserwacjami konstrukcji rzeczywistych, lub
co najmniej dawaé wystarczajacej jakosci wskazowki, ktére =z wartosci parametrow
odzwierciedlaja rzeczywista prace konstrukcji, a ktore dostarczaja rezultatéw rozbieznych
z praktyka inzynierska. Na tejze podstawie, analiza wrazliwosci stosowana jest takze aby
wskazywaé proste metody modyfikacji modelu konstrukeji, jego kalibracji oraz optymalizacji.

Wybér odpowiedniej metody analizy wrazliwosci uwarunkowany jest od wielu roéznego
rodzaju czynnikéw, wsrod ktérych wyrdznié mozna pewne $cisle okreslone problemy
podstawowe, przyktadowo: problem nadmiernych kosztéw obliczeniowych zadania, problem
okreslenia korelacji (niezaleznosci) zmiennych modelu, badz jego interakcji, problemy
z nieliniowoscia modeli, a takze wszelkie problemy z obrébka danych wejscia i wyjscia dla
danego typu analizy niezawodnosci.

Analiza wrazliwosci przeprowadzana jest w wiekszosci przypadkéw jako okreslona, zazwyczaj
duza liczba pojedynczych przebiegow realizacji zadania, w podejsSciu przypominajacym
bezposrednie préobkowanie metoda Monte Carlo. Czas potrzebny do ich przeprowadzenia,
czyli wyzej wspomniany koszt obliczeniowy zadania okaza¢ sie znaczacym problemem
dla eksperymentatora, jezeli pojedyncza préba obliczeniowa modelu ma bardzo duzy czas
realizacji (co skutkuje ogromnym czasem catkowitym analizy) lub gdy model ma duza ilos¢
wprowadzonych niepewnosci (co skutkuje stworzeniem wielowymiarowej przestrzeni realizacji,
liczba zaleznosci pomiedzy wymiarami przestrzeni rosnie ekspotencjalnie z iloSciag wymiarow).
Redukcje kosztu obliczeniowego mozna przeprowadzi¢é za pomoca odrebnych technik,
do ktorych mozna zaliczy¢ technike emulowania (dla modeli o znacznym czasie analizy)
oraz technike obrazowania (dla modeli o znacznym rozmiarze przestrzeni realizacji).

Niektore z podejs¢ analizy wrazliwosci moga napotkaé¢ problemy obliczeniowe zwigzane
z nieliniowos$cia problemu, przyktadowo te sposrdd nich, ktore maja za podstawe analize
regresji (jak chociazby analiza wrazliwosci przy uzyciu metodologii powierzchni odpowiedzi).
Techniki te mogg doprowadzi¢ do blednych rezultatéow i wnioskéw plynacych z analizy, jesli
zostanie dobrany niewlasciwej postaci model aproksymacyjny powierzchni odpowiedzi
(problem ten sygnalizowano takze w rozdziale 2.7. pracy, poSwieconym wyzej wspomnianemu
zagadnieniu). Problemu tego mozna unikna¢ kontrolujac powierzchnie odpowiedzi poprzez
obliczenia testowe lub postugujac sie innymi metodami, jak na przyklad pomiarami
polegajacymi na §ledzeniu wariancji odpowiedzi.
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Kolejnym waznym problemem wplywajacym na wybér techniki analizy wrazliwodci jest
kwestia danych, jakimi postuguje sie analiza. W niektoérych przypadkach, co zasygnalizowano
powyzej, eksperymentator nie ma dostepu do danych Zréodtowych modelu, lub dane wejsciowe
sa mu narzucone w postaci mato uporzadkowanej (przyktadowo w formie zbioréw wartosci
dyskretnych nieodpowiednich z punktu widzenia eksperymentatora). Wowczas analize trzeba
wzbogaci¢ technikami szacujacymi zrédlo powstania danych wejsciowych, wykonujac tzw.
analize retrospektywna.

Dane wejsciowe mogg tez okazaé sie zalezne od siebie nawzajem, podczas gdy standardowe
zalozenia analizy zakladaja ich pelna niezaleznosé. Taka sytuacja rowniez wymaga doboru
wzbogacajacej analizy pomocniczej, a spowodowana by¢é moze chociazby narzuceniem
eksperymentatorowi pewnych zmiennych do procesu analizy wrazliwosci, ktore sa
skorelowane na mocy okreslonej natury zjawiska (obciazenia towarzyszace, prawidlowosci
struktury materiatu itp.).

Problem z danymi wyj$ciowymi pojawia sie natomiast wtedy, gdy wynikiem analizy jest zbior
pewnych rownie prawdopodobnych réznych sytuacji projektowych (problem taki moze
pojawi¢ sie w przypadku analiz ukltadow czasowo i przestrzennie zmiennych), lub gdy
standardowo proponowane pojedyncze rozwigzanie problemu jest czasowo i przestrzennie
zmienne. Dodatkowo, jezeli doktada sie do tego powyzej wymieniony problem z zaleznoscig
zmiennych wejsciowych, zmienna wyjSciowa moze byé calkowicie nieinterpretowalna.
W takim przypadku roéwniez wymaga sie wykonania szeregu pomocniczych obliczen
towarzyszacych, aby z otrzymanych danych wybraé¢ rozwigzanie optymalne.

Ostatnim z czynnikéw wplywajacych na wybér techniki analizy wrazliwodci jest kwestia
interakcyjnosci modelu. Powstaniem interakcji w modelu nazywa sie sytuacje, gdzie
jednoczesna perturbacja dwoch lub wiecej danych poczatkowych powoduje wytworzenie sie
zmiennosci danej wyjsciowej wiekszej, niz zmiennosé jakiejkolwiek danej wejsciowe;j.
Interakcje powstaja we wszystkich klasach modeli nieaddytywnych, jednakze podejscia
przeszukiwania majace za podstawe metode Monte Carlo, doskonale ten problem rozwiazuja.
Wielkosé interakcji jest mierzalna, przy uzyciu analizy wrazliwosci postugujacej sie obliczona
wariancja danych, za pomoca wskaznika wrazliwosci rzedu n [Saltelli i Annoni, 2010].

Podejsécia obliczeniowe metodologii analizy wrazliwosci probabilistycznej nie sa rozrdzniane
jedynie przez czynniki, ktéore odgrywaja w nich wazng role lub ktérych wplyw nalezy
zminimalizowaé¢, ale takze przez pomocne przy danym pomiarze wrazliwosci operacje
matematyczne, takie jak technika dekompozycji wariancji, wyznaczanie pochodnych
czastkowych odpowiedzi czy poszukiwanie jej efektow gtownych [Saltelli i inni, 2008|.

Wszystkie techniki analizy wrazliwoéci dzialaja w zblizonym do siebie cyklu podstawowych
krokéw, do ktorych zaliczy¢ mozna: wprowadzenie danych wejSciowych do analizy
(z okresleniem ich parametrow probabilistycznych, niepewnosci, zakreso6w zmiennosci),
identyfikacji pozadanych danych wyjSciowych stworzonego modelu (takie
ukierunkowanie modelu obliczeniowego, aby wykazywal on rezultaty o jak najlepszej relacji
w stosunku do danych wprowadzonych), obliczenia numeryczne modelu (zalezne
od wspomnianych powyzej technik matematycznych, czynnikéw niekorzystnie wptywajacych
na rezultaty) oraz koricowo — kalkulacja miar wrazliwosci na podstawie danych

wyjsciowych modelu (ukierunkowana na informacje przydatne eksperymentatorowi).
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W przypadku metod postugujacych sie zalozeniami prébkowania bezposredniego oraz
w przypadku obliczeri probleméw wielowymiarowych, konieczne jest wielokrotne wykonanie
obliczenn modelu, opierajace sie na zalozeniach projektowania eksperymentalnego (DOE
— design of experiments), traktujacych o odpowiednim rozdzieleniu zmiennosci mniej
istotnych od tych najwazniejszych i usunieciu ich z analizy, bez wywolywania utraty jakosci
matematycznej przeprowadzonych obliczen [Sacks i inni, 1989; Montgomery, 2004;
Whitcomb i Anderson, 2004].

W rozdziale tym omoéwione zostang gltéowne techniki podstawowe analizy wrazliwodci,
wyrbdzniajace sie roznymi miarami czulosci, ktore sa w ich trakcie obliczane (nalezy mie¢ na
uwadze fakt, iz niektore z tych kategorii naktadaja sie). Ponizszy rozdziatl koncentruje sie na
sposobach uzyskania tychze miar, postugujac sie rozgraniczeniem na techniki wywodzace sie
z metodologii probkowania bezposredniego zmiennosci uzytych w modelu i zatozeniach
metody Monte Carlo (rozdzial 2.8.1) oraz na techniki majace za podstawe poszukiwanie
pochodnych czastkowych i efektow gléwnych powierzchni odpowiedzi problemu
rozpatrywanego w modelu obliczeniowym (rozdziat 2.8.2).

2.8.1. Techniki okreslania wrazliwosci majace za podstawe metode
Monte Carlo

Pierwsza znaczaca grupa metod probabilistycznej analizy wrazliwos$ci jest rodzina technik,
ktore maja u swoich podstaw zalozenia probkowania bezposredniego metody Monte Carlo,
lub ktoére odwotuja sie do technik redukcji wariancji probek, stowarzyszonych ideowo
z bezposrednim Monte Carlo. Podejécie takie nazywa sie zbiorczo terminem technik oceny
wrazliwos$ci metoda prébkowania losowego.

Najpopularniejszym narzedziem obliczeniowym, klasyfikowanym do tejze grupy technik
analizy wariancji jest metoda obrazu (chmury) rozproszenia. Jest to prosta i bardzo
uzyteczna metoda, w ktorej kresli sie zalezno$¢ miedzy zmienna koncowa (zmienna
odpowiedzi) y, a poszczegdlnymi zmiennymi wejSciowymi z;. Punkty obliczeniowe wybiera
sie z rezultatow zmiennej odpowiedzi w sposéb losowy, zgodnie z technika prébkowania
bezposredniego. Przyktadowy obraz chmur rozproszenia przedstawiono na rys. 2.27.

W zadaniu, rozpatrywanym na rys. 2.27, zmienna odpowiedzi y jest uzalezniona od czterech

znormalizowanych zmiennych wejsciowych z, [Saltelli i inni, 2004].

Punkty obliczeniowe sa w kazdym z wykresow dobrane jako jednakowe, sg natomiast
wykred§lane na odpowiednich rzutniach w zaleznosci od réznych zmiennych wejsSciowych.
Jako najbardziej istotne dla zadania s uwazane zmienne, charakteryzujace sie najbardziej
jednolitym uporzadkowaniem oraz najwiekszym zakresem zmiennosci wzgledem osi zmiennej
wejéciowej. W tym przypadku zmienna, na ktoérg zmienna odpowiedzi y jest najbardziej

wrazliwa, to zmienna z,. Spelnia ona bowiem jednoczesnie oba wspomniane warunki.
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Rys. 2.27. Analiza wrazliwosci wykonana za pomocg chmur rozproszenia, podejscie
wywodzace sie z probkowania bezposredniego [Saltelli i inni, 2004].

Zaleta podejscia chmury rozproszenia jest takze fakt, iz mozna w nim operowaé
wspomnianym we wstepie do rozdzialu zbiorem danych narzuconych, co w wielu przypadkach
analizy wrazliwoéci jest duzym ograniczeniem, a w tym przypadku jest =zaledwie
rownoznaczne z losowym probkowaniem. Interesujace projektanta rezultaty miar wrazliwosci
moga by¢ wyznaczone bezposrednio z przedstawionych powyzej zaleznosci miedzy y i z,
(2,), lub tez, w polaczeniu z analiza regresji pomiaréw polegajacych na $ledzeniu wariancji

powierzchni odpowiedzi (czyli w polaczeniu z druga galezia technik analizy wrazliwosci).

Inng popularna technika analizy wrazliwosci metodami prébkowania bezposredniego jest
metoda obrazowania, polegajaca raczej na ocenie, czy dana zmienna wejSciowa wplywa
znaczaco na ksztalt odpowiedzi modelu, niz na faktycznym okresleniu miar wrazliwosci
rozpatrywanego zadania. Stosowana jest ona najczeSciej w  przypadku modeli
probabilistycznie wielowymiarowych. Obrazowanie charakteryzuje sie bowiem stosunkowo
niskim kosztem obliczeniowym, w poréwnaniu z innymi podejéciami do analizy wrazliwodci,
moze wiec byé uzywane przykladowo do wstepnych analiz testowych, stuzacych
do wyrdznienia zmiennych wejSciowych o wiekszym wplywie na odpowiedZ modelu niz
pozostale, przeprowadzonych zanim wykonana zostanie bardziej szczegélowa analiza. Jedng
z najpopularniejszych technik obrazowania jest metoda efektow gloéwnych, szczegolnie
w tej klasie probleméw, gdzie metody s$ledzenia wariancji sg obliczeniowo niemozliwe
z powodu zalozen narzuconych na zadanie lub jego przewidywanego czasu obliczeniowego.

Ostatnig, z popularnych metod majacych za podstawe technike probkowania bezposredniego
jest metoda filtrowania Monte Carlo. Celem tej metody jest identyfikacja regionow
w przestrzeni probabilistycznej zmiennych wejsciowych, odpowiadajacych ustalonym przez
eksperymentatora wartoSciom lub zachowaniom szczegdélnym zmiennej odpowiedzi
(przyktadowo poszukiwane moga by¢ maksima i minima zmiennej wyjsciowej lub tez obszary
naglej, istotnej zmiany jej wartosci) [Hornberger i Spear, 1981].
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2.8.2. Techniki okreslania wrazliwos$ci majace za podstawe metode

powierzchni odpowiedzi

Druga znaczaca grupa metod probabilistycznej analizy wrazliwosci jest rodzina technik, ktore
majg u swoich podstaw zalozenia metody powierzchni odpowiedzi, lub ktére odwotuja sie
do technik matematycznych uzywanych przy dopasowywaniu powierzchni odpowiedzi:
standardowej regresji liniowej, procedur aproksymacji kwadratowej oraz analizy pochodnych
czastkowych funkcji powierzchni odpowiedzi. Podejscie takie nazywa sie zbiorczo terminem
technik oceny wrazliwosci wywodzacych sie z analizy wariancji.

Jednym z najprostszych i najbardziej rozpowszechnionych podej$é zaliczanych do tej grupy
jest technika OAT (one-at-a-time), polegajaca na przeprowadzaniu serii badan
numerycznych biorgcych pod uwage zmiennos$é¢ tylko pojedynczego czynnika na wynikowsg
odpowiedz konstrukcji (pozostawiajac reszte czynnikéw niezmienna). Wrazliwosé jest przy
takim podejsciu  definiowana jako obserwowana (na drodze kalkulacji pochodnych
czastkowych lub regresji liniowej) zmiana danych wyjsciowych, zachodzaca na skutek zmiany
poszczegblnych danych wejsciowych.

Takie podejscie gwarantuje réwnoczesnie mozliwo$¢é pordéwnania wynikéw obliczen
wrazliwosci dla réznych niepewnosci, jako ze wszystkie efekty dokonywania zmian w danych
wejsciowych mozna w prosty sposéb odnieéé do punktu centralnego przestrzeni realizacji.

Procedura OAT jest rozpowszechniona takze z powodéw czysto praktycznych, gdyz jej koszt
obliczeniowy jest relatywnie niski, unika sie efektow sprzegania wpltywu kilku niepewnosci,
a takze osiaga sie pelna wiedze na temat poziomu odchylenia zmiennych od éredniej, ktore
spowoduje przekroczenie okre§lonego stanu granicznego modelu. Procedura OAT nie moze
byé¢ zastosowana, jak zasygnalizowano powyzej, jesli sensem przeprowadzania analizy
wrazliwosci jest przeszukiwanie przestrzeni realizacji zmiennych pod katem mozliwosci
zaistnienia interakcji zmiennych wejéciowych.

Techniki sktadowe procedury OAT moga byé réwnocze$nie osobnymi metodami analizy
wrazliwosci. Kalkulacja wrazliwosci modelu w jego okreslonym punkcie przestrzeni

probabilistycznej x” za pomocg pochodnych czgstkowych funkcji stanu modelu |9y/dz,

x(©
nazywana jest czesto metoda lokalng (podobnie do techniki OAT, metoda ta nie
przeszukuje calej przestrzeni realizacji, a jedynie rozwaza lokalne wplywy zmiennych
wejsciowych na zachowania sie powierzchni odpowiedzi), natomiast technika polegajaca
na dopasowywaniu za pomoca regresji liniowej n — wymiarowej plaszczyzny do powierzchni
odpowiedzi, uzywajaca wspdlczynnikéw standardowej regresji liniowej jako wskaznikow
wrazliwosci, nazywana jest metoda analizy regresji (dziala ona najlepiej,
jesli powierzchnia odpowiedzi modelu jest liniowa lub wartosci jej wielowymiarowych
wspolezynnikow kierunkowych sa pomijalnie mate).

Metody $cisle wynikajace z analizy wariancji zmiennej wyjSciowej to klasa podejéé
probabilistycznych, ktore po iloSciowym okresleniu niepewnosci wejsciowe i wyjsciowe modelu
jako odpowiednie rozktady prawdopodobienstwa sa w stanie roztozyé wariancje zmiennej
wyjscia (dokonaé¢ jej dekompozycji) na czesci przypisane do poszczegélnych zmiennych
wejéciowych i poszczegdlnych kombinacji tychze zmiennych. Wrazliwosé zmiennej wyjscia na
zmiane w niepewnosci wejsciowej mierzona jest poprzez kalkulacje wartosci fragmentarycznej
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wariancji powstalej wskutek zmiany tejze danej poczatkowej. Zmiany te, nazywane
czastkowa wrazliwoscia odpowiedzi na zmiane danej wejSciowej z, moga byc
wyrazone, jeSli przyjmie sie model powierzchni odpowiedzi zadania w postaci

y = y(x) = f(x;2,; 24532, ), za pomoca wzoru
Var, [ B, (y|=.)] (2.140)

gdzie: Varle] oraz Ele| oznaczaja kolejno operatory wariancji i wartosci oczekiwanej.

Wyrazenie to mierzy wklad pojedynczej niepewnoéci z; na calkowita wariancje zmiennej
odpowiedzi y (zakladajac usrednione wartosci zmienno$ci pozostalych zmiennych
poczatkowych) i znane jest takze pod nazwa wskaznika wrazliwosci pierwszego rzedu
lub tez wskaznika efektu gléwnego zmiennej z,. Co wazne, tak skalkulowany wskaznik
nie mierzy wrazliwo$ci zmiennej odpowiedzi na interakcje pomiedzy niepewnosciami.
Dopiero calkowity wskaznik efektu gléwnego, obliczany jako suma wskaznikow
pierwszego rzedu oraz wskaznikow interakcji daje w rezultacie catkowita wariancje zmiennej
odpowiedzi y (dokonuje jej ponownej kompozycji). Obie te wartosci moga byé¢ takze

standaryzowane, co odbywa sie poprzez podzielenie ich przez Var|y].

Nalezy jednakze pamietaé, ze wykonanie pelnego procesu dekompozycji wariancji ma sens
tylko wtedy, gdy zmienne wejSciowe sa od siebie niezalezne.

Metody wyprowadzone z analizy wariancji umozliwiajg pelne przeszukanie przestrzeni
realizacji zmiennych wejSciowych, co pozwala na znalezienie wszystkich interakcji i
nieliniowych zachowari modelu obliczeniowego. 7Z tych wzgledow metody te sa szeroko
stosowane tam, gdzie tylko jest to obliczeniowo mozliwe. Jednakze, poniewaz metoda ta moze
obejmowaé¢ konieczno$é rozwazenia bardzo duzej ilos¢ kombinacji wartosci zmiennych
podstawowych modelu, obliczenia takie moga wymagaé zastosowania podejscia Monte Carlo,
co moze nie byé¢ korzystne z punktu widzenia czasu i kosztu obliczeniowego. Redukcje
kosztow obliczeniowych przynosi wowczas stosowanie innych technik, na czele z podejsciem
emulatorowym [Saltelli i inni, 2004].

Emulatory (znane réwniez jako meta-modele, modele zastepcze lub powierzchnie
odpowiedzi) sa to stosunkowo prostej budowy funkcje matematyczne (emulatorowe),
ktore jak najdokladniej przyblizaja realne relacje zmiennych wejscia i wyjscia modelu.
W nastepstwie ich zastosowania tworzony jest catkowicie nowy model obliczeniowy
(stad nazwa meta-model, ,model modelu”), ktory zamiast by¢ reprezentowany przez bardzo
ztozony uklad zaleznych od siebie réwnan, bardzo kosztowny czasowo do rozwigzania, moze
by¢ przyblizony jako jedna funkcja zmiennych wejsciowych y =y(x), utworzona na bazie
wynikéw skalkulowanych poprzez uruchomienie modelu dla zaledwie kilku losowo dobranych
punktoéw przestrzeni realizacji zmiennych wejsciowych (najczesciej na drodze probkowania
warstwowego lub probkowania hiperszescianu ltaciriskiego). Funkcja emulatorowa, oznaczana
jako n(x) (n(x) Oy(x)), pozwala na proste i szybkie obliczenie calkowitego wskaznika

wrazliwosci, gdyz ilo$¢ realizacji meta-modelu potrzebnych do oceny tegoz wskaznika
jest zazwyczaj duzo mniejsza niz wymagana ilosé realizacji modelu podstawowego.
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Podstawowymi typami emulatoréw stosowanych w analizie wrazliwosci sa miedzy innymi:
procesy gaussowskie (kriging), $rodowisko drzew decyzyjnych (random forests),
powierzchnie gradientowo ulepszone (gradient boosting), powierzchnie chaosu

wielomianowego lub powierzchnie ztozone z krzywych wygtadzajacych (splining).



Rozdzial 3

Autorski program do obliczenn wskaznikéw
niezawodno$ci 1 prawdopodobienstwa awarii
konstrukeji inzynierskich — RSM-Win

3.1. Wprowadzenie

Metodologia powierzchni odpowiedzi jest szeroko stosowana w zagadnieniach inzynierskich.
Istnieje wiele rozwinietych programéw komputerowych, o poczatkach rozwoju datowanych
juz na lata siedemdziesigte poprzedniego wieku, ktore postuguja sie wspomniang metodologia.
Jednakze zaledwie znikoma cze$¢ z nich jest odpowiednia do uzywania w zastosowaniu
do inzynierii ladowej, gdzie metoda ta jest nadal umiarkowanie rozpropagowana.
W zdecydowanej wiekszosci przypadkéw programéw pole ich stosowalnosci jest bardzo czesto
zawezane do sprecyzowanej dziedziny inzynierii, dla ktorej potrzeb program zostal stworzony,
przyktadowo do obrébki efektywnosci dziatania rownan chemicznych o formutach tworzonych
w sposob losowy na bazie powierzchni odpowiedzi, tudziez do ustalania postepowania
ekonomicznego na ich podstawie przestanek plynacych z parametréw wywnioskowanych
z topografii powierzchni. Niekiedy sa to tez programy niepelne z punktu widzenia inzynierii
ladowej — albo programy metodologii powierzchni odpowiedzi koricza swoja prace na
kalkulacji parametrow i wspotczynnikow powierzchni albo tez prezentuja dalsze opcje obrobki
wynikéw stowarzyszone tylko z danym przedmiotem wiedzy, rozbieznym z inzynierig ladowa.

7 obserwacji tych zrodzit sie pomyst, aby stworzyé¢ prosty autorski program do modelowania
i analizy probleméw inzynierskich za pomoca metodologii powierzchni odpowiedzi,
ktory ograniczy sie do rozwiazywania procesu poszukiwania powierzchni odpowiedzi
konstrukcji wylacznie w narzucony, dobrze opisany sposob, adekwatny do potrzeb prostych
modeli konstrukcji inzynierskich. Zalozono, iz musi by¢ to program pozwalajacy na otwarte
wprowadzanie i wyprowadzanie danych w formacie pozwalajacym na ich dalsza obrobke
w dowolnym programie modelowania metoda elementéow skoiniczonych.

Ponadto, ze wzgledu na obszar zainteresowan rozprawy doktorskiej, postanowiono wzbogacié¢
zaprojektowany kalkulator powierzchni odpowiedzi o proste narzedzie szacujace podstawowe
wskazniki niezawodnosci pierwszego i drugiego rzedu, na bazie informacji numerycznej
plynacej z powierzchni odpowiedzi. Zakladano bowiem, iz program autorski ma roéwniez
postuzy¢ jako pewnego rodzaju przewodnik po krokach postepowania metodologii (rowniez
akademicki), czemu sprzyja¢ ma zaréwno otwartos¢ kodu, jak i pelnia opisu, jaki zostanie
zaprezentowany uzytkownikowi podczas pojedynczego przebiegu programu.
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Zatozono takze, iz program ma pozwala¢ na analize wynikéw nie bedacych w prostej linii
rezultatem jego dzialania. Wyprowadzanie danych w specyficzny sposéb, poparte dobrym
opisem tekstowym, pozwala¢ ma na pdzniejsze wnioskowanie o wrazliwoéci odpowiedzi
na poszczegdlne zmienne losowe, inkorporowane w rozpatrywanym zadaniu inzynierskim oraz
na poszukiwanie punktu optymalnego rozwiazania danego problemu losowego.

Stworzony program zostanie postawiony przed podstawowym celem swojego istnienia — ocena
niezawodnosci i trwalosci elementéw konstrukcji inzynierskich, ktérych wejsciowe dane
do analizy beda pochodzity z przeprowadzonych wczesniej eksperymentéw numerycznych
i prac zespotu badawczego, do ktoérego zalicza sie autor rozprawy.

Podjeto zatem proby stworzenia pliku typu wykonywalnego (executable), ktory roboczo
nazwano RSM—-Win. Czton RSM jest angielskim skrotowcem oznaczajacym metodologie
powierzchni odpowiedzi, a czton Win wskazuje bezposrednio na nazwisko autora programu.
Program zaprogramowany jest w srodowisku jezyka Fortran 90, ktory doskonale sprawdza sie
ze wzgledu na oferowang skladnie programowania i na wlasciwe odwzorowywanie
aproksymacyjnej natury metody powierzchni odpowiedzi.

Program wczytuje wpierw parametry wziete z przeprowadzonych badan eksperymentalnych
lub  matematyczne procedury opisujace funkcje zalezno$ci zmiennej wynikowej
od proponowanego zestawu zmiennych podstawowych. Nastepnie zebrane dane poddaje
obrébce, aby uszeregowaé¢ je w postaci zdatnej do dalszych kalkulacji. Dla podanej przez
uzytkownika liczby zmiennych wejéciowych program zwraca uzytkownikowi mozliwosé
wyboru rzedu obliczanej odpowiedzi (pierwszy lub drugi).

Kolejnym krokiem, wykonywanym przez program, jest rozpoznanie punktu startowego
analizy, po czym nastepuje interaktywne pobranie od uzytkownika siatki reszty punktow
obliczeniowych metody. Program pozwala na wprowadzenie wspétrzednych tych punktéow
w sposob manualny i poétautomatyczny (parametryczny). Po prezentacji uporzadkowanych
danych wejsciowych program kontynuuje aproksymacyjne transformacje macierzowe az do
stworzenia oczekiwanej przez uzytkownika tabeli ANOVA (ang.: ANalysis Of VAriance,
analiza wariancji metoda tabelaryczna). Na jej podstawie uzytkownik jest w stanie dokonaé
poprawnej oceny zaprezentowanego rozwiazania.

W  obliczeniach metoda powierzchni odpowiedzi z  wykorzystaniem algorytmu
aproksymacyjnego, wykorzystywany jest szereg standardowych technik statystycznych,
z czego gtowne z nich to techniki regresji liniowej, standardowa analiza wariancji (kryjaca sie
w tworzeniu wspomnianej powyzej tabeli ANOVA) oraz transformacje macierzowe.
Na ich podstawie wykonane jest nie tylko obliczenie wspoétczynnikéw zamknietego wzoru
na powierzchnie odpowiedzi, ale takze obliczenie najbardziej korzystnej (lub niekorzystnej)
dla zadania kombinacji wartosci wyjsciowych zmiennych losowych.

Jesdli uzytkownik jest zadowolony z uzyskanych wspétczynnikéw powierzchni odpowiedzi,
program zwraca je uzytkownikowi na ekran i do osobnego tekstowego pliku wyjsciowego.
W przeciwnym przypadku program pozostawia uzytkownikowi mozliwos¢é manualnego
powrotu do obliczeri i rozpoczecia ich na nowo, wtacznie z wyborem rzedu rozwiazania, jakie
uzytkownik pragnie uzyskaé¢. Po wykonaniu kalkulacji powierzchni odpowiedzi uzytkownik
moze przejs¢é do modutu szacujacego niezawodnosé opisanej powierzchnia konstrukcji.
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Obliczenia wskaZznikéw niezawodnosci przeprowadzane sg procedurami iteracyjnymi.
Na kazdym poziomie iteracji uzytkownik otrzymuje skalkulowana warto$¢ zaréwno
wskaznika, jak i wszystkich istotnych wartosci kalkulowanych podczas prowadzenia obliczen.
Zestawiane sa takze bledy wzgledne i bezwzgledne obliczanych wartosci, co ma pomagaé
$ledzié¢ kryterium zbieznosci otrzymywanych wartosci.

Implementacja tablic rozkladu normalnego do programu autorskiego pozwala takze
na wykonanie modutu obliczania prawdopodobienstwa awarii konstrukcji, charakteryzujacej
sie skalkulowang powierzchnia odpowiedzi. Prawdopodobienistwo to oblicza sie bezposrednio

z osiggnietego oszacowania wskaznika niezawodnosci wedlug wzoru P, = @ (—/5’ )

Dowolna powierzchnie odpowiedzi konstrukcji mozna réwniez zobrazowaé graficznie. Rysunek
powierzchni odpowiedzi pozwala na sprawdzenie, czy =zawiera ona widoczne, istotne
wzniesienia i obnizenia topografii. Program autorski w chwili obecnej nie pozwala na taka
operacje, jednakze prezentowany plik tekstowy zawiera wszelkie potrzebne dane,
aby wyrysowaé rozwiagzanie w dowolnym innym programie matematycznym, statystycznym
lub graficznym. Postanowiono tak, aby da¢ mozliwosé uzytkownikowi obrébki danych
liczbowych w dowolny sposéb, zamiast prezentowaé gotows, a byé moze nieatrakcyjng
lub nieoptymalna dla uzytkownika ilustracje rezultatow.

Nalezy podkresli¢, iz czas i koszt obliczen komputerowych wykonywanych w programie
dla catosci problemu jest bardzo niski, co jest jego niewatpliwa zaleta.

Zaktada sie, iz program RSM-Win jest caly czas w fazie rozbudowy — dokonano celowego
otwarcia kodu, aby w przysztosci kazda dodatkowa funkcja, uwazana za rozwojowa, mogta
zosta¢ dodana, bez koniecznosci ingerencji osoby modyfikujacej skrypt w jadro programu.

W chwili sktadania rozprawy doktorskiej, jadro stanowia zaimplementowane podwaliny
matematyczne metodologii powierzchni odpowiedzi (opisane w rozdziale 2.7.), wykorzystanie
tablicy ANOVA (opisanej w rozdziale 3.2.) oraz operacje matematyczne wyznaczania
wskaznikéw niezawodnos$ci Cornella oraz Hasofera — Linda, a takze towarzyszacego
im szacowanego prawdopodobieristwa awarii konstrukeji (opisane w rozdziale 2.4.).

3.2. Technika analizy wariancji metoda tabelaryczng

Procedura ANOVA jest technika szeroko rozpowszechniona w statystyce, polegajaca
na przeprowadzeniu szeregu testow statystycznych, ktore pozwalaja uzytkownikowi analizy
wyznaczy¢, czy dwie populacje (lub wiecej) realizacji wektoréw zmiennych losowych
w przestrzeni probabilistycznej wykazuja podobne cechy statystyczne. Testy uzywaja do
wykonywania poréwnan populacji funkcji rozkladu prawdopodobieristwa poszczegdlnych
zmiennych losowych zawigzanych w stworzenie danej populacji oraz informacji o wariancji
calosci danej populacji, aby poméc zadecydowaé eksperymentatorowi, czy podobienstwa
pomiedzy poszczegolnymi populacjami (zar6wno zewnetrzne — miedzy nimi, jak i wewnetrzne
— populacji samej w sobie) sa wyraznie zaznaczone. Procedura analizy wariancji
poszczegblnych parametrow populacji zostala sformalizowana, w latach trzydziestych
ubieglego wieku [Fisher, 1925].
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Fisher narzucil analizie wariancji forme tabelaryczna, ktérego to rozwigzania uzywa sie
w wielu dziedzinach inzynierii po dzien dzisiejszy. Przykladowo, w statystyce uzywa sie
tablicy procedury ANOVA niemalze identycznej do zaczerpnietej z oryginalnej idei Fishera.

Tabela taka sktada sie z nastepujacych czterech kolumn:

1. Zrodia zmiennoéci (Sources), w ktorej to kolumnie zostaja zebrane i wypisane
wszystkie sktadniki tabeli — w przypadku metodologii powierzchni odpowiedzi zZrédtami
zmiennosci sa punkty poszukiwania wartosci wspotczynnikéw kierunkowych okreslonego typu
powierzchni odpowiedzi, pierwszego lub drugiego rzedu.

2. Stopnie swobody (DOF — Degrees of Freedom), w ktorej to kolumnie zostaja
wypunktowane liczby wskazujace na ilos¢é mozliwego wariantowania wszystkich
podstawowych zmiennosci wejsciowych.

3. Sumy kwadratéow (SS — Sum of Squares), w ktorej to kolumnie zostaja zebrane
sumy kwadratow wartoséci pochodzacych z kolumny Zrodet wejsciowych.

4. Wartosci srednie sumy kwadratow (MS — Mean of Sum of Squares), w ktorej to

kolumnie zostaja zebrane wartosci Srednie wartosci kolumny sumy kwadratow [Fisher, 1925].

Obecnie, czesto przyjmuje sie zalozenie, aby powickszaé¢ wyjsciowy uklad tabeli Fishera
o dwie dodatkowe, bardzo istotne z punktu widzenia weryfikacji poprawnosci zastosowanej
metody aproksymacji powierzchni odpowiedzi, kolumny:

5. Wspolczynnik F (F-Ratio), w ktorej to kolumnie zostaja obliczone tzw. wspolczynniki
dopasowania (jednakowosci) wartosci parametrow, jako stosunki zmiennosci pojedynczego
zrodla do zmiennosci catosci populacji.

6. Wartosci odpowiadajace P (P—Values), w ktorej to kolumnie zostaja obliczone
(skorelowane ze wszystkimi powyzej skalkulowanymi wartosciami) wartosci liczbowe
przewidywane finalnie dla wszystkich wejsciowych zrodel zmiennosci [Bower, 2010].

Procedura ANOVA dazy do rozktadu catkowitej wariancji populacji probek losowych
wektorow realizacji zmiennych losowych na odpowiednie Zrédta zmiennosci, z uwzglednieniem
wktadu, jakie poszczegoblne zrodia wnoszg w konicowe rozwiazanie rozwazanego problemu.

Zaktadajac, iz w procedurze uzywa sie liczby n zrédel zmiennosci, to w pojedynczym cyklu
obliczeniowym, przeprowadzonym metoda ANOVA otrzymuje sie n +1 wartosci obliczonych
na bazie poszczegolnych sktadnikéw eksperymentu (w przypadku metodologii powierzchni
odpowiedzi — wspoltczynnikow kierunkowych odpowiedniego modelu powierzchni odpowiedzi),
tzw. obserwacji. Ta dodatkowa wartos¢ jest miarg calosci dziatania procedury, srednim

wyrazeniem podobienistwa miedzy populacja poréwnawcza, a populacja wygenerowana.

Warto tez przywolaé¢ podstawowe prawo analizy wariancji, ktore mowi, ze kiedy fluktuacja
dowolnej ilogci zmiennych powstaje w wyniku dziatania dwéch lub wiecej niezaleznych
przyczyn, to wiadomo, ze wariancja produkowana przez wszystkie przyczyny jednocze$nie
w danym eksperymencie jest bezposrednio suma warto$ci wariancji powodowana przez
poszczegdlne przyczyny oddzielnie. Ta wlasnosé wariancji (kazda niezalezna zmienna ma swoj
indywidualny wktad w calo$é¢ zmiennej odpowiedzi) pozwala na pelna analize danych, a takze
przypisanie, z wieksza lub mniejszg doktadnoscig, wpltywu fluktuacji odpowiedniej zmiennej
wejsciowej lub grupy tych zmiennych na zachowanie catosci konstrukeji [Fisher, 1925].



Rozdzial 3 — Autorski program do obliczenn wskaznikéw niezawodnoSci... 95

W programie autorskim procedura ANOVA znajduje zastosowanie po wykonaniu kalkulacji
wspolczynnikéw regresji, na kazdym kroku iteracyjnym programu. Uzywa sie jej
we wskazanym momencie prowadzenia obliczeri w dwoéch istotnych dla oceny sprawnosci
dzialania programu celach. Po pierwsze, analiza taka jest konieczna, aby poprawnie okreslié¢
efektywnosé dziatania regresji, a po drugie, konieczne jest na jej podstawie ocenienie
poprawnosci przyjecia modelu aproksymacji powierzchni odpowiedzi.

Tabele analizy regresji ANOVA tworzy sie w programie autorskim RSM—-Win w sposéb
Scisle nawiazujacy do uktadu kolumn Fishera (wzbogaconych o kryterium wspoétczynnika F).
Uzywang w programie tablice ANOVA odwzorowano w Tablicy 3.1.

Tablica 3.1. Tabela analizy regresji ANOVA zaimplementowana w programie autorskim.

Zrodtlo Stopnie Suma Srednie Wspéblczynnik
iennosci bod kwadratéw Sty F
zmiennoS$ci swobody X
kwadratow
Suma n SK (Suma) SK(Suma)/n -----
SK (p,
Py 1 SK (f,) SK (f,) SSKEBOE)J)
SK (p,)
p; n, X1 SK (/91) SK (/57) SSK (BE)
SK (8.)
P n; X1 SK (,3“) SK (,3“) SSK (BE)
SK (8,)
X1 SK 5. SK (5. Y
IBU nU (ﬁu) (ﬁu) SSK (BE)
_ SSK (R)
Rezyd e SK (R) SK (R SSK (R)
caycuum n=1-n-n, —n, = ( ) " SSK(BE)
n'r'czy
Ty = nrezy + SSK (BD)
Brak SSK(BD)
n =
dopasowania —Z (hmpﬁi - 1) x1 SK (BD) = w B SSK (BE)
i=1 Ty
Biad ,, SSK (BE)
q n.., v 1  SAIibbr)y ! 9K (RKEY | _____
eksperymentalny | = (hmp‘,., - 1) x1 oK (BE) = @
=1 Ty,

gdzie: n to caltkowita ilo$¢ punktow obliczeniowych zadania (przypomnie¢ nalezy, iz kazdy
pojedynczy punkt poszukiwania z catkowitej liczby h punktow moze sktadac si¢ z liczby h,,
punktow obliczeniowych), n, to ilo$¢ wspolczynnikow pierwszego rzedu réwnania powierzchni
odpowiedzi, n, to ilo§¢ wspolczynnikéw drugiego rzedu réwnania powierzchni odpowiedzi,
n, to ilo¢ wspdtczynnikéw interakcyjnych réwnania powierzchni odpowiedzi, h,,; to ilosé

repetycji obliczeniowych w ¢ — tym danym punkcie poszukiwania, a wartosci SK(e) to sumy

kwadratow poszczegdlnych sktadnikéw tabeli.
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Sumy kwadratéw poszczegbélnych wartosci, uzywane w analizie wariancji populacji
sg obliczane w nastepujacy sposob:

(1) Suma calkowita SK(Suma) jest réowna sumie kwadratow wszystkich wartosci

wynikowych z powierzchni odpowiedzi, kalkulowanych we wszystkich n punktach
obliczeniowych. Oblicza sie ja rownoscia

7

SK (Suma) = (g)l(x))2 (3.1)

i=1

(2) Suma wspolczynnika zerowego rzedu SK(f,), czesto nazywana takze wspolczynnikiem
korekcyjnym, jest réwna Sredniej sumie kwadratow wszystkich wartosci wynikowych

z powierzchni odpowiedzi, obliczanych w n punktach obliczeniowych, zapisywana réwnoscia

14

SK (Suma) = 2 (3.2)

n

(3) Suma wspolczynnika pierwszego rzedu SK(f,) jest sktadowa suma kwadratow obliczana

dla kazdego kolejnego wspolczynnika pierwszego rzedu p,, zakladajac jego wspotudzial

w catkowitej zmienno$ci modelu problemu. Suma ta jest czesto nazywana wspotczynnikiem
wktadu 7 — tej zmiennej w catkowita sume kwadratéw regresji. Oblicza sie jg réwnaniem

SK ()= —"L— (3.3)

(4) Suma wspolczynnika drugiego rzedu SK(f,) jest skladowa suma kwadratow obliczana

dla kazdego kolejnego wspotczynnika drugiego rzedu f zakladajac jego wspotudziat

i )

w catkowitej zmiennosci modelu problemu. Suma ta jest czesto nazywana wspotczynnikiem
istotnosci i — tej zmiennej dla catkowitej sumy kwadratow regres;ji.

(5) Suma wspotczynnika drugiego rzedu SK (ﬁ ) jest skladowg suma kwadratow obliczang

dla kazdego kolejnego wspotczynnika drugiego rzedu f, , zakladajac jego wspotudziat

g 7
w calkowitej zmienno$ci modelu problemu. Jest ona czesto nazywana wspoélczynnikiem
wktadu korelacji i — tej oraz j — tej zmiennej dla catkowitej sumy kwadratéw regres;ji.

(6) Suma rezydualna SK(R) odpowiada za wplyw bledu eksperymentalnego oraz za istnienie

btedu pochodzacego z nieadekwatnosci przyjetego modelu aproksymacyjnego powierzchni
odpowiedzi. Oblicza sie ja réwnoscig

SK (R) = SK (8,) - 2. SK (8.) - 2. SK(B.) - >.SK (,) (3.4)

(7) Suma bledu eksperymentalnego [SK (BE)} jest zadedykowana podanemu w zadaniu

dopuszczalnemu btedowi eksperymentu numerycznego, ktéry naklada sie na generowane
repetycje wartoéci wynikowych oszacowywanych na powierzchni odpowiedzi.
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Oblicza sie ja za pomoca réwnania

n__h

SK (BE) = ZZ{@(X) —hiig;(x)J , 1=1,23,..,h (3.5)

i=1 =1
gdzie h jest wybranym punktem poszukiwania wartosci wynikowych z powierzchni
odpowiedzi, a liczba h,, jest liczba repetycji (punktow obliczeniowych) na poszczegdlnym,
pojedynczym h — tym punkcie projektowym.
Istotng uwaga odnosnie btedu eksperymentalnego jest fakt, iz btad ten jest przewidywany

skutecznie wtedy i tylko wtedy, gdy pozostata do jego dyspozycji liczba wolnych dla operacji
matematycznych stopni swobody n,, jest wicksza od pieciu. Tylko woéwczas przeprowadzié

mozna skuteczne testy z uzyciem wspoétczynnika F.

(8) Suma braku dopasowania odpowiedzi konstrukcji SK(BD) jest bltedem zadedykowanym
ocenie poprawnosci przyjecia modelu pierwszego lub drugiego rzedu przy aproksymacji
powierzchni odpowiedzi. Oblicza sie ja rownoscia

SK (BD) = SK (R) - SK (BE) (3.6)

3.3. Techniki i algorytmy dzialania programu

autorskiego

Metoda powierzchni odpowiedzi jest technika iteracyjng i moze wymagaé¢ wielu powtorzen
lub zapetleni cyklu obliczeniowego, tzw. repetycji, zanim za jej pomocg znajdzie sie wlasciwe

optimum zmiennej odpowiedzi konstrukcji [Wong i inni, 2005].

7 tego tez powodu program autorski jest niejako zmuszony obraé strukture modutows, gdzie
najwazniejsze algorytmy zostaja przedstawione jako czlony jadra programu, zwartych jedynie
siecia warunkéw transmisji danych i rezultatéw pomiedzy poszczegblnymi modultami.
W rozdziale tym postanowiono przyblizy¢ zaré6wno zarys programu, wskazujacy na wzajemne
rozmieszczenie modutéw, a takze wypisa¢ i opisa¢ wszystkie algorytmy programu stuzace
do otrzymania okreslonego rodzaju wynikéw, zamieszczone we wspomnianych modutach.

1. Przedstawienie moduléw (krokéw postepowania) programu autorskiego.

(Modut 1) Modul wprowadzania danych wejSciowych — w module tym mozliwe jest
wprowadzenie zaréwno opisu wspolczynnikowego powierzchni wejsciowej (jezeli pierwotna
funkcja stanu granicznego jest opisana matematycznie wielomianem stopnia drugiego lub tez
jezeli ze wczesniejszych obliczen znana jest powierzchnia odpowiedzi opisana modelem
pierwszego lub drugiego rzedu), jak imozliwe jest wprowadzenie opisu dyskretnego
powierzchni wejsciowej (jezeli wejsciowa funkcja stanu granicznego jest funkcja nieciagla
lub jest funkcja o wiekszym stopniu skomplikowania matematycznego niz wielomian stopnia
drugiego), co w pelni wystarcza na potrzeby zadan typowo inzynierskich.
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Wprowadzane przez uzytkownika dane moga by¢ zaczerpniete zaré6wno z wprowadzenia
manualnego, ktéremu program asystuje na kazdym etapie, badz tez wprowadzone z pliku
zewnetrznego, jednakze plik zewnetrzny musi byé uprzednio poprawnie sformatowany, wedle
wskazoéwek pochodzacych z programu. Dane liczbowe musza zawiera¢ odpowiednia liczbe
punktéw obserwacji odpowiedzi, aby program w swoim dalszym przebiegu moglt poprawnie
obliczy¢ kolejno wspoélczynniki regresji, btad eksperymentu oraz poprawnosé¢ dopasowania
powierzchni odpowiedzi. Program reaguje wyraZznymi ostrzezeniami na niedostatek
wprowadzonych danych, a jezeli ich liczba jest satysfakcjonujaca i pozwala na wyszukanie
powierzchni odpowiedzi, woéwczas na potrzeby uzytkownika program zestawia ponownie
wszystkie wprowadzane dane, z mozliwoécia ich zrzutu do pliku o formacie tekstowym.

(Modut 2) Modut wyboru rzedu pozadanej powierzchni odpowiedzi — w module tym
nastepuje zapytanie sie uzytkownika o zdefiniowanie sposobu aproksymacji odpowiedzi, ktéra
w programie wykona¢ mozna za pomoca funkcji liniowej (wielomianem stopnia pierwszego)
lub funkcji kwadratowej (wielomianem stopnia pierwszego ze sktadnikami interakcyjnymi
lub wielomianem stopnia drugiego).

(Modut 3) Modul wprowadzania danych o parametrach losowych — w module tym
nastepuje zapytanie sie uzytkownika o liczbe niezaleznych zmiennych losowych uzywanych
w zadaniu, program pyta tez o przyszte informacje istotne dla procesu generowania
powierzchni odpowiedzi oraz poszukiwania wskaznikéw niezawodnosci, takie jak przyktadowo
ilo¢ punktow obliczeniowych, w ktérych maja nastapi¢ obliczenia powierzchni odpowiedzi.
Program ponownie pozostawia uzytkownikowi wybér pomiedzy wprowadzeniem manualnym
(w przypadku, jesli liczba punktow obliczeniowych wymaganych do poprawnego
skonstruowania $rodowiska obliczen numerycznych jest mata), a wprowadzeniem danych
dzieki wygodnej generacji komputerowej punktow obliczeniowych (w przypadku, jesli liczba
punktow obliczeniowych wymaganych do poprawnego dzialania programu jest duza).

(Modut 4) Modul szacowania powierzchni odpowiedzi problemu - w module tym
program szacuje optymalng wartos¢ wszystkich potrzebnych parametréw zmiennej
odpowiedzi problemu inzynierskiego za pomoca techniki analizy wariancji ANOVA.

Program dokonuje aproksymacji powierzchni odpowiedzi na bazie wprowadzonych informacji
o wejsSciowej powierzchni stanu granicznego lub tez na podstawie wprowadzonych
pojedynczych wartosci zmiennych wejsciowych, dla ktérej nastepuje odpowiedZz optymalna.
W zadaniu uzyta zostaje posta¢ ogélna modelu drugiego rzedu, majacego u podstaw
wielomian stopnia drugiego (funkcji aproksymacyjnej stopnia drugiego), ktora w razie
odmiennego wyboru uzytkownika zostaje uproszczona do modelu pierwszego rzedu poprzez
wyzerowanie odpowiednich sktadnikéw wielomianu.

Model ogoélnego réwnania powierzchni wyjsciowej przedstawia sie roOwnaniem:

@(X) = /5)0 + Z ﬁzzl + Z ﬁz}xf + Z Z ﬁz;zlz te (3'7)
i=1 i=1 i<j j=2
Po zakonczeniu dzialania modul szacowania powierzchni odpowiedzi wyrzuca do pliku
tekstowego wszystkie informacje numeryczne, jakie sa potrzebne do sporzadzenia obrazu
powierzchni odpowiedzi w dowolnie wybranym przez uzytkownika programie graficznym.
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(Modut 5) Modul szacowania wartosSci optymalnych i wartosci krytycznych
z powierzchni odpowiedzi problemu inzynierskiego — w module tym program
dokonuje przeszukania skalkulowanej powierzchni odpowiedzi w celu znalezienia najbardziej i
najmniej korzystnego wektora realizacji zmiennej losowej dla danej powierzchni.

Po zakoriczeniu swojego dziatania modut wyrzuca do pliku tekstowego informacje numeryczne
o znalezionych przez program wartosciach krytycznych oszacowanej powierzchni odpowiedzi.

(Modut 6) Modu! opcjonalny szacowania niezawodno$ci problemu, wykorzystujacy
aproksymowang powierzchnie odpowiedzi — w module tym nastepuje zapytanie sie
uzytkownika o cheé¢ obliczeri niezawodnosci i ich wykonanie w razie odpowiedzi twierdzacej.
Program proponuje obliczenie na bazie wspoétczynnikéw modelu powierzchni odpowiedzi
wskaznika niezawodnosci Cornella (jesli wczesniej wybralo sie obliczenia powierzchni rzedu
pierwszego) badz tez wskaZnika niezawodnosci Hasofera — Linda lub Hasofera — Linda —
Rackwitza — Fiesslera (jesli wczesniej wybralo sie obliczenia powierzchni rzedu drugiego).
Do rozpoczecia obliczenn potrzebne jest manualne wprowadzenie wartoéci oczekiwanych
oraz odchylenn standardowych zmiennych losowych. Zmienne losowe uzyte do tego zadania
moga by¢ jednakze wylacznie zmiennymi o ciagglym rozkltadzie gestos$ci prawdopodobienistwa,
nie musza natomiast charakteryzowaé sie symetrycznym rozktadem prawdopodobienstwa.

W module uzywane sa dwa wewnetrzne algorytmy iteracyjne — do uzyskania wskaznika
niezawodnosci Hasofera — Linda uzywana jest procedura réwnan symultanicznych, natomiast
do uzyskania wskaZnika niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera uzywana
jest procedura réwnan macierzowych.

Po =zakoriczeniu swojego dziatania modul szacowania niezawodnosci wyrzuca do pliku
tekstowego wszystkie informacje numeryczne, jakie zostaly zgromadzone w petlach
prowadzenia obliczeni dla pelnego poinformowania uzytkownika o postepowaniu iteracji.

(Modut 7) Modul opcjonalny szacowania prawdopodobienstwa awarii,
wykorzystujacy obliczona niezawodno$é problemu inzynierskiego — w module tym
nastepuje zapytanie sie uzytkownika o cheé¢ obliczen prawdopodobienistwa awarii i ich
wykonanie w razie odpowiedzi twierdzacej.

Program oblicza prawdopodobienistwo awarii bezposrednio z oszacowanego w module
poprzedzajacym, dowolnie wybranego wskaznika niezawodnosci.

Po zakonczeniu swojego dziatania modul wyrzuca do pliku tekstowego wszystkie informacje
numeryczne, jakie zostaly zgromadzone podczas obliczen.

2. Przedstawienie zalecanej kolejnosci postepowania obliczen za pomoca

Modulu 4 programu w przypadku poszukiwania optymalnej powierzchni

odpowiedzi konstrukcji.

Podczas procesu przeprowadzania eksperymentu numerycznego wartosci liczbowe pobrane
z powierzchni odpowiedzi moga rézni¢ sie od wskazan wejsciowych ze wzgledu na mozliwy
do pojawienia sie btad eksperymentalny e. Zaklada sie, iz blad ten ma postaé rozktadu
normalnego, o wartosci $redniej réwnej zeru. Z racji faktu, iz metodologia powierzchni
odpowiedzi jest metoda iteracyjna, odpowiednim tokiem postepowania mozna wplynaé
znaczaco na ksztalt rozktadu prawdopodobieristwa btedu oraz na zniwelowanie jego wielkodci.
Woéwcezas odpowiednie postugiwanie sie kolejnymi repetycjami procesu moze prowadzié
do faktycznego szybkiego znalezienia optymalnej powierzchni odpowiedzi [Treharne, 1991].
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Przy przeprowadzaniu obliczenn za pomoca Modulu 4 w programie autorskim zaleca sie
nastepujaca kolejnos¢ krokéw, zgodna zaréwno z zalozeniami metody powierzchni
odpowiedzi, jak i z oryginalnymi wytycznymi przeprowadzania obliczen [Box i Wilson, 1951]:

(Krok 1) Zaproponowanie aproksymacji powierzchni odpowiedzi modelem liniowym
(modelem pierwszego rzedu). Dane do wstepnej aproksymacji musza zawiera¢ odpowiednia
liczbe punktéw obserwacji odpowiedzi, aby poprawnie obliczyé wspoétczynniki regresji, blad
eksperymentalny oraz by moéc poprawnie ocenié¢ jakosé dopasowania powierzchni odpowiedzi.
Dane musza tez byé odpowiednio rozlozone w przestrzeni realizacji, aby poprawnie
odzwierciedli¢ nature stanu granicznego i zapewnié¢ jego najlepsze odwzorowanie poprzez
powierzchnie odpowiedzi.

(Krok 2) Przeprowadzenie obliczeri modelem pierwszego rzedu.

(Krok 3) Oszacowanie, czy obliczenia aproksymacyjne przeprowadzone modelem pierwszego
rzedu s3a poprawne i wystarczajaco doktadne. Jezeli dopasowanie powierzchni
do eksperymentu jest dosy¢ dobre, acz nie do korica zadowalajace, nalezy zaproponowaé inne
rozstawienie punktow obserwacji w przestrzeni realizacji. Jeéli dopasowanie jest czeSciowo
dobre, mozna zaproponowaé inny punkt startowy, na linii najbardziej stromego wznoszenia
sie lub opadania powierzchni odpowiedzi (poszukiwanie innego ekstremum lokalnego).
Jesli dopasowanie jest w wiekszosci zte lub wrecz niemozliwe do osiagniecia w kilku seriach
obliczeni, to nalezy przej$¢ do obliczen drugiego rzedu.

(Krok 4) Zaproponowanie aproksymacji powierzchni odpowiedzi modelem kwadratowym
(modelem drugiego rzedu). Dane réwniez musza zostaé dobrane z odpowiednia starannoscia,
przy zalozeniach identycznych, jak przy poprzednim doborze, dla modelu pierwszego rzedu.

(Krok 5) Przeprowadzenie obliczeri modelem drugiego rzedu.

(Krok 6) Oszacowanie, czy obliczenia aproksymacyjne przeprowadzone modelem drugiego
rzedu sa poprawne i wystarczajaco dokladne. Jezeli dopasowanie powierzchni
do eksperymentu jest dosy¢ dobre i zadowalajace, nalezy zaproponowaé rozszerzenie obszaru
punktéw obserwacji, tak, aby btad dopasowania byt dla eksperymentatora jeszcze bardziej
zadowalajacy. Jesli dopasowanie jest czeSciowo dobre, nalezy zaproponowaé zwezenie obszaru
punktéw obserwacji w przestrzeni realizacji. Jesli dopasowanie jest w wickszosci zle
lub niemozliwe w kilku seriach obliczeri, to mnalezy calkowicie poprawi¢ zalozenia
eksperymentu numerycznego |[Whitcomb i Anderson, 2004].

(Krok 7) Oszacowanie optymalnej wartosci zmiennej odpowiedzi na bazie wyznaczonej
aproksymacyjnie powierzchni odpowiedzi oraz znalezienie warto$ci zmiennej odpowiedzi
problemu inzynierskiego, dla ktorej nastepuje odpowiedZ optymalna.

(Krok 8) Wykonanie zobrazowania graficznego oszacowanej powierzchni odpowiedzi w celu
wizualnej analizy jakosciowej uzyskanego rozwigzania i dokonania jego ewaluacji, majac
w pamieci zalozenia eksperymentu [Wong i inni, 2005].
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3. Przedstawienie algorytmu obliczania wartos$ci wskaznika niezawodnosci

Hasofera — Linda (procedury réwnan symultanicznych).

(Krok 1) Sformulowanie rownania stanu granicznego G(X)=0 i wszystkich jego
parametréow potrzebnych do obliczeri niezawodnosci, w zaleznosci od wyjsciowych zmiennych

losowych X .

(Krok 2) Wyrazenie roéwnania stanu granicznego w zaleznosci od znormalizowanych

zmiennych losowych Z,.

(Krok 3) Wyrazenie rownania stanu granicznego w zaleznosci od wspolezynnikow

wrazliwosci a; oraz wskaZnika niezawodnosci f , korzystajac z zaleznosci Z;, = a, [P, .

W wyjsciowej, zerowej iteracji podstawia sie nastepujace wartosci:
a==—= 3 fg=n (3.8):(3.9)

(Krok 4) Wyprowadzenie zaleznosci pozwalajacych obliczy¢ nowe wartosci wspotczynnikow
wrazliwosci «, , jako funkcje poczatkowych wspétczynnikéw —wrazliwosci a; oraz

poczatkowego wskaznika niezawodnosci f , zawigzanych w rownaniu Z;, = a, [P, .

Korzysta sie przy tym ze wzoru

_oG
3z,

(3.10)

Nowo skalkulowane wspotczynniki wrazliwosci musza spetnia¢ warunek: z (%)2 =1.
i=1

(Krok 5) Wyprowadzenie zaleznosci pozwalajacej obliczy¢é wskaznik niezawodnosci fq

na podstawie obliczonych w poprzednim kroku wartosci a; .

(Krok 6) Uzycie wyliczonych w dwoch powyzszych krokach nowych wartosci a, oraz fq

w prawej stronie rownosci Z; = a, [P 1 wyznaczenie na jej podstawie nowej wartosci Z, .

(Krok 7) Rozwiazanie liczby n+1 rownan symultanicznych Z, = a, [, zdefiniowanych

w poprzednim kroku, uzyskujac wartodci po pierwszej iteracji: a, oraz .
(Krok 8) Powrot do Kroku 6 i powtorzenie go.

Iterowanie az do uzyskania pozadanej zbiezno$ci wartosci wspolczynnikow wrazliwosci a,

oraz poczatkowego wskaznika niezawodnosci S .
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4. Przedstawienie algorytmu obliczen wartos$ci wskaZznika niezawodno$ci
Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera (procedury réwnan macierzowych).

(Krok 1) Sformulowanie réwnania stanu granicznego G(X)=0 i wszystkich jego

parametrow potrzebnych do obliczeri niezawodnosci, w zalezno$ci od wyjsciowych zmiennych
losowych X, .

(Krok 2) Uzyskanie poczatkowego punktu projektowego {X} ={X,} poprzez zalozenie
warto$ci oczekiwanych jako warto$ci n —1 wyjsciowych zmiennych losowych.
Rozwigzanie rownania stanu granicznego dla pozostatej wyjsciowej zmiennej losowej.

(Krok 3) Wyznaczenie zestawu znormalizowanych zmiennych losowych {Z}={Z.},
odpowiadajacych poczatkowemu punktowi projektowemu {X} ={X,}.

Korzysta sie przy tym ze wzoru

z =1 X (3.11)

(Krok 4) Wyznaczenie w danym punkcie projektowym wektora gradientu funkcji stanu
granicznego {G} = {G,}.
Korzysta sie przy tym z zaleznosci
0G
G~ —

=— 3.12
=3z (312

(Krok 5) Obliczenie przyblizonej wartosci wskaznika niezawodnosci fy .

Korzysta sie przy tym ze wzoru

{c} {7

py = LT (3.13)

{6} {¢}
(Krok 6) Wyznaczenie wektora wspotczynnikow wrazliwosei a, .
Korzysta sie przy tym z rownania

G
{of = & (3.14)

{6} {g}
(Krok 7) Uzyskanie nowego punktu projektowego wzgledem znormalizowanych zmiennych
losowych {Z} ={Z;}, dla n—-1 wyjsciowych zmiennych losowych, uzywajac zaleznosci
Zi =, EBS .
(Krok 8) Wyznaczenie odpowiednika nowego punktu projektowego, uzyskanego w kroku 7
w zaleznosci od wyjsciowych zmiennych losowych {X} ={X,}.

Uzywa si¢ przy tym zaleznosci X, = uy +7, by .

(Krok 9) Wyznaczenie wartosci losowe]j pozostalej po procesie iteracyjnym zmiennej losowe;
(wartosci nieuzytej w krokach 7 i 8), poprzez rozwiazanie réwnania stanu granicznego

G(X)=0.

(Krok 10) Powtarzanie krokéw od 3 do 9, az do uzyskania zbieznosci wartosci f;

oraz wspoOlrzednych punktu projektowego {X} ={X,}.



Rozdzial 4

Imperfekcje geometryczne konstrukcji inzynierskich

4.1. Imperfekcje w konstrukcjach rzeczywistych

w Swietle podejScia normowego

Jak wskazano w rozdziatach poprzedzajacych, wykonanie idealnej konstrukcji inzynierskiej,
jaka czesto zaklada sie w modelach numerycznych lub przy prostych kalkulacjach
projektowych, jest praktycznie nierealne. Kazda konstrukcja posiada bowiem szereg odchytek
wykonawczych, materiatlowych i montazowych, zbiorczo okreslanych pojeciem imperfekcji,
ktore przyczyniaja sie do zdeformowania pierwotnie zamierzonego ksztaltu lub zaktadanych
w projekcie parametréw materialowych i wytrzymato$ciowych. Nalezy zatem szczegoétowo
rozwazy¢ ich wplyw na koncowa odpowiedZ konstrukcji, na kazdym poziomie metod
szacowania bezpieczenstwa konstrukcji.

Na poziomie pierwszym metod szacowania niezawodnosci (deterministycznym, normowym)
sposrod  wszystkich powyzej wskazanych grup imperfekcji, dwie z nich — imperfekcje
materialowe oraz imperfekcje obcigzeniowe — sa jedynie sztywno przypisywane w ramy
czesciowych wspoétczynnikow bezpieczenstwa. Wszelkie metody postepowania z odchyleniami
w obrebie tych grup zauwazane sa w normach jedynie w postaci narzuconych procedur,
wzorow i schematow postepowania, zaprezentowanych w rozdziale 2.2. niniejszej rozprawy.

Na zupelnie innym poziomie dokladnosci traktowana jest w normach i kodach projektowych
grupa imperfekcji geometrycznych, ktora swoim zaistnieniem w konstrukcji moze
wywola¢ efekty niemozliwe do przewidzenia nawet dokladnie wykalibrowanymi
wspoélczynnikami bezpieczeristwa materiatu i obciazenia.

Wsroéd wielu czynnikow, ktéore maja wplyw na ksztalt 1 wielkosé nowopowstatej deformacji
konstrukcji, najwazniejszym jest technologia jej wykonania. Deformacje powstate podczas
realizacji (montazu) moga zmniejsza¢ projektowana nosnos¢ i sztywno$é¢ konstrukcji
w kierunku podluznym, z uwagi na pojawienie sie dodatkowych momentéw zginajacych
w miejscach lokalnych wgnieceri i innych deformacji. Wstepne imperfekcje geometryczne
zmniejszaja warto$¢ naprezen krytycznych.

Wytworzenie sie imperfekcji geometrycznych nie musi jednak dokonaé sie podczas procesu
montazu lub wznoszenia konstrukcji, badz jej elementu. Moga sie one pojawié¢ réwniez juz
podczas uzytkowania konstrukcji, w sposéb nieprzewidywalny czasowo i lokalizacyjnie.
Ich nagte wystapienie spowodowane byé moze przyktadowo dokonaniem uszkodzenia
mechanicznego (na skutek uderzenia w konstrukcje, czy tez uzytkowania niezgodnego
7z przeznaczeniem, itp.), ale takze przykladowo przez wystapienie postepowej korozji.
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Zaistniale imperfekcje geometryczne cechuje znaczne zréznicowanie pod wzgledem ich
ksztaltu, zasiegu (wielkosci), iloci, rozkladu oraz amplitudy. Z tego wzgledu bardzo trudne
jest normowe przewidywanie, jakie imperfekcje z tejze grupy maja mozliwosé zaistnienia
na projektowanej konstrukcji. Co wiecej, w przepisach kodéw projektowych trudno
jednoznacznie ustali¢ poziom niebezpieczny tychze imperfekcji, jako ze dla réznych typow
obcigzenia konstrukcji, rézne imperfekcje moga byé mniej lub bardziej niebezpieczne
dla funkcjonowania ogétu budowli.

Jednakze, proby kodyfikacji imperfekcji sa podejmowane, ich dopuszczalne parametry
sg okreslane w rozmaitych certyfikacjach, dyrektywach i normach projektowych, z ktérych
najwazniejszymi sa: PN-EN  1090-2 (wytyczne dotyczace wykonywania i montazu
konstrukeji), PN-B-03202:1996 (Polska Norma do projektowania konstrukcji stalowych,
zdezaktualizowana przez wprowadzone zapisy norm europejskich), PN-EN 1993-1-6:2009
(Eurokod 3, zastepujacy w/w Polska Norme) oraz PN-EN 1994-1-1:2003 (Eurokod 4,
do projektowania konstrukeji kompozytowych).

PN-EN 1994-1-1:2003 wskazuje na konieczno$¢ projektowego uwzglednienia mozliwosci
powstania efektéw drugiego rzedu w poszczegdlnych elementach konstrukeji na skutek
zaistnienia niezamierzonych odchytek i deformacji geometrycznych. Pod uwage musza byé
brane wszystkie wplywy niedoskonaloéci — brak pionowosci, brak prostoliniowosci, brak
ptaskosci lub brak owalnosci, brak zgodnosci elementu z jego zamierzeniem projektowym oraz
mimosrody powstale w weztach i ztaczach konstrukcji. Norma ta zaznacza jednak, iz jezeli
juz na etapie projektowania dokonano losowej globalnej analizy statecznosci konstrukcji,
uwzgledniajacej imperfekcje geometryczne, to stateczno$é poszczegdlnych elementéw nie musi
by¢ dodatkowo kontrolowana.

W  niniejszej analizie pominiete zostang wszystkie niedoskonalosci wykonania
konstrukcji poza wglebieniami i to one wtlasnie jedyne beda rozumiane pod pojeciem
imperfekcji geometrycznych. Najwazniejsza 2z pomijanych imperfekcji sa  wszystkie
niedoskonaloéci spowodowane poprzez spoiny lub poprzez proces spawalniczy,
ponizej podane formuly odrzucaja zatem wszystkie zapisy zawierajace koniecznosé
zdefiniowania spoiny, jej zasiegu i wptywu na konstrukcje.

W obu przypadkach (zar6wno w losowej analizie globalnej konstrukeji, jak i w normatywnej
analizie jej elementu), kluczowa kwestiag w postepowaniu z imperfekcjami w postaci wgtebien
jest odpowiedni dobér ich amplitudy (wielkosci), ktory poprawnie odzwierciedli mozliwa
do powstania deformacje wykonawcza, czy mechaniczng oraz prawidlowy, inzyniersko
uzasadniony jej zasieg. Pierwszym krokiem przy wprowadzaniu jakichkolwiek imperfekcji
konstrukcji jest zatem dokonanie wstepnych zatozeri ich wymiaréw, w odniesieniu do grubosci
elementu z imperfekcja lub do klasy precyzji wykonania elementu konstrukcyjnego.

Zgodnie z PN-EN 1993-1-6:2009, do pomiaru wglebienn stosuje sie przymiary w okreslonych
potozeniach w obu gtéwnych kierunkach powierzchni bocznych konstrukcji — potudnikowym
i obwodowym.

Przymiary w kierunku poludnikowym powinny byé prostoliniowe, natomiast przymiary
w kierunku obwodowym powinny mieé¢ krzywizne o promieniu réwnym nominalnemu
promieniowi krzywizny r powierzchni srodkowej konstrukcji powtokowej.
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Glebokosci Aw, poczatkowych wglebien $cianki powloki mierzy si¢ za pomoca przymiarow
o dlugosci £, , ktora ustala si¢ w dwojaki sposob. Ilustracje wykonywania przymiarow

przedstawia rys. 4.1.

a) <= b)

gx c} ,‘l{

T T L T e ———

Rys. 4.1. Pomiary glebokosci Aw, wglebien poczatkowych, wg PN-EN 1993-1-6:2009:
a) pomiar w kierunku potudnikowym /¢, ,
b) pierwszy pomiar po obwodzie kota /

¢) drugi pomiar po obwodzie kota 7 .

W przypadku stref, gdzie wystepuja poludnikowe naprezenia Sciskajgce, pomiary wgniecenia
wzdluz tworzacej walca (poludnikowe) przeprowadza sie w obu kierunkach glownych

za pomocg przymiaréw o dtugosci £y , okreslonej wzorem

0 = 4rt (4.1)

gdzie r jest promieniem zakrzywienia powierzchni §rodkowej powloki, a ¢ jest jej gruboscia
w miejscu dokonania przymiaru.

Natomiast w przypadku stref, gdzie wystepuja obwodowe naprezenia S$ciskajace
lub naprezenia $cinajace, pomiary wegniecenia wzdluz obwodowej walca (obwodowe)
przeprowadza si¢ za pomocg przymiaréw o diugosci £, okreslonej wzorem

<r (4.2)

= 2,300 )", lecz: (, <
gdzie: ¢ jest dlugodcia potudnikowa segmentu powloki, reszta oznaczen — jak wyzej.

W normie wczesniejszej, PN-B-03202:1996, wzor ten mozna znalezé w formie przeksztalconej,
oczywiscie upraszczajacej sie do zapisu tozsamego z (4.2), w postaci

=230 o, (4.3)

~ |3

r
1
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Na bazie powyzszych wzoréw i mozliwych do wyprowadzenia z nich wartosci, zdefiniowaé
mozna ostatecznie normatywnie zakladang gleboko$é poczatkowego wglebienia.

Gleboko$¢ te szacuje sie zaleznie od wzglednych parametrow wgtebien U, oraz U, ,

okreslanych kolejno wzorami

_ Awyy -

Aw,
0d
= UO,max oraz UOt‘) - z < UO,max
g9

Uyx (4.4);(4.5)

Cox
gdzie: Uy, jest normowa wartoscig tolerancji dotyczaca parametru wglebienia, odpowiednia

dla odpowiedniej klasy jakosci wytwarzania powtoki, ustalong zgodnie z Tablicg 4.1.

Tablica 4.1. Zalecane wartosci tolerancji parametru wgtebienia U, .. [PN-EN 1993-1-6:2009)

max

klasa jakosci opis klasy zalecane wartosci
wytwarzania parametru wgtebienia U
klasa A najwyzsza 0,006
klasa B wysoka 0,010
klasa C normalna 0,016

Dysponujac powyzszymi zapisami mozna woéwczas obliczyé glebokosci poczatkowego

wglebienia Aw,y oraz Aw,, otrzymujac kolejno

Awyy €Uy U oraz Awgy, < U,

0,max

7, (4.6);(4.7)

,max

gdzie (, to dlugos¢ przymiaru w przypadku wystepowania naprezen poludnikowych,

a l , to dlugos¢ przymiaru w przypadku wystepowania naprezen obwodowych.

Warto takze nadmienié, iz w obliczeniach normowych wg PN-B-03202:1996 dopuszcza sie

takze, aby wstepnie przyjaé¢, iz graniczna strzalka wgniecenia ¢, wynosi 2 cm, natomiast

maksymalna dlugosé zasiegu tego wgniecenia ¢ wynosi 2 m, jak zasugerowano wzorem
to, =001 (4.8)

Zatem, wg obliczeri proponowanych w PN-EN 1993-1-6:2009, ustali¢ mozna maksymalne
wgtebienie potudnikowe lub réwnoleznikowe dla dowolnej klasy wykonania danej konstrukcji
powlokowej lub jej elementu. Zauwazy¢ nalezy, iz we wskazanym, obecnie uzywanym kodzie
projektowym pojawiaja sie warunki, ktore zwiekszaja glebokosci wgniecei proponowane
starszymi zapisami norm. Wskazuja one jednak réwnocze$nie na zgodno$é z realiami
inzynierskimi dotychczasowo przyjmowanych wgniecen.
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4.2. Identyfikacja inzynierska po6l imperfekcji

geometrycznych modeli rzeczywistych

konstrukcji inzynierskich

Na wstepie ponizszych rozwazan, warto zauwazy¢, iz przedstawione w rozdziale powyzszym
glebokosci i przymiary imperfekcji dotycza jedynie pojedynczych, skupionych i ograniczonych
lokalizacyjnie imperfekcji. Eurokod 3 (PN-EN 1993-1-6:2009) dopuszcza jednak takze
przyjecie do analiz projektowych imperfekcji w postaci nieograniczonej, tj. pojawiajacej sie na
calosci konstrukcji, badz jej analizowanego elementu. Imperfekcje rozpatrywane w takich
zadaniach musza jednak wedlug normy przyjmowaé ksztalt odpowiedniej, najbardziej
niekorzystnej postaci wlasnej wyboczenia, pod wzgledem jej ksztattu, zasiegu i kierunku.

Mimo, iz przyjmujac tego typu imperfekcje powierzchniowa, w znakomitej wiekszosci
obliczeniowych przypadkéw obciazen, rzeczywiscie otrzymuje sie najmniejsze wartosci
krytyczne i graniczne obcigzenia prowadzacego do utraty statecznosci uktadu, to jednak
w wielu przypadkach podejécie to spotyka sie z =zarzutem nieekonomicznosci
oraz bezzasadnosci w $wietle rzeczywistych probleméw inzynierskich, gdzie stwierdzono,
iz prawdopodobienistwo wystapienia imperfekcji w ksztalcie najbardziej niekorzystnej postaci
wlasnej wyboczenia jest marginalne [Godoy, 1998].

Przy takim spojrzeniu na przyjmowanie imperfekcji powierzchniowych zaznacza sie wyraznie,
iz rownoprawnym podejSciem do analizy zadania inzynierskiego, unikajacym powyzszych
zarzutow, jest dokladne odwzorowanie rzeczywistej topografii imperfekcji geometrycznych,
zaczerpnietej bezposrednio z badan terenowych lub laboratoryjnych konstrukcji juz
istniejacych, poddanych uzytkowaniu przez czas okreslony (badz tez poprawne
zasymulowanie tejze topografii). Oczywiscie, imperfekcje musza by¢ dobrane tak, aby
interesujace inzyniera rezultaty uzyskane z prowadzonych obliczeni teoretycznych (lub
numerycznych) cechowala doskonata zgodno$é z wynikami zebranymi ,in situ”. Poprawne
okreslenie wplywu wstepnych imperfekcji powierzchniowych na wartosé obcigzenia
prowadzacego do utraty statecznosci, jesli imperfekcje opisane sg polami wartosci
dyskretnych (polami rzeczywistymi) lub polami losowymi jest jednym =z najwazniejszych
problemow, z jakimi zmaga sie dzisiejsza inzynieria [Babcock, 1974].

Literatura traktujaca o takich dziataniach jest bardzo bogata i przeglada szerokie spektrum
przypadkéw obciazen oraz typéw konstrukcji i materialéw ich wykonania. Mimo tego,
okreslenie zalezno$ci pomiedzy podejsciem normowym, teorig konstrukcji, pomiarem
imperfekcji  (w postaci powierzchniowej lub przestrzennej), a wartoSciami obciazenia
prowadzacego do utraty statecznodci jest nadal niekompletne i powinno byé ciagle
udoskonalane [Hutchinson i Koiter, 1971; Babcock, 1974; Orlik, 1976; Wilde, 1981;
Singer, 1982; Arbocz, 1983; Elishakoff i Arbocz, 1985].

Ze wzgledu na zlozono$¢ zagadnienia, sformulowanie praktycznych wytycznych
projektowania, ktore przynosityby wyrazny zysk (projektowy, obliczeniowy lub ekonomiczny)
w odniesieniu do dyrektyw normowych jest zatem niemalze niemozliwe do wykonania,
co uzasadnia krytyczne glosy pod kierunkiem tych ostatnich [Singer i Abramovich, 1995].
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W zwiazku z powyzszym, juz od lat siedemdziesiagtych minionego wieku rozwijaé zaczeto
wiedze inzynierska z zakresu zachowania sie konstrukcji powlokowych z przestrzennymi
imperfekcjami geometrycznymi.

Pierwsze proby wprowadzenia kompletnie zautomatyzowanych pomiaréw poél losowych
wstepnych imperfekcji  podjeto w  Kalifornijskim Instytucie Technologicznym (CIT)
w Pasadenie oraz na Stanford University, w 1968 roku. Bez watpienia, metody i techniki
wypracowane w tym okresie sa fundamentem wszystkich po6zZniejszych propozycji fizycznego
pomiaru poél imperfekcji geometrycznych. CIT zaproponowalo zmechanizowany obmiar
imperfekcji, ktorych wszystkie parametry zostawaly zaprogramowane na kartach
perforowanych, a po6zniej komputerowo przetwarzane na referencyjne matematyczne
powierzchnie imperfekcji, wykonywane poprzez aproksymacje metoda mnajmniejszych
kwadratow (a w czasach pozniejszych takze za pomoca aproksymacji szeregiem Fouriera).
Inzynierowie ze Stanford University zaproponowali natomiast geodezyjny, w pelni analogowy
obmiar imperfekcji, ktore pozniej zostawaly przy uzyciu konwerterow A /D przeksztalcane
na dane komputerowe (z odpowiednia redukcja wejSciowych danych analogowych),
przechowywane i prezentowane w postaci map konturowych.

Co ciekawe, naukowcy z CIT uwazali wygenerowane przez siebie matematyczne powierzchnie
imperfekcji jako naturalny stan wyjsciowy konstrukcji, w zwigzku z czym rozwazane przez
nich modele obliczeniowe obarczane tego typu polami wstepnych znieksztalcenn nazywali
,modelami o geometrii idealnej” [Singer i inni, 1971; Singer i Abramovich, 1995].

Pomiary wstepnych imperfekcji geometrycznych mogg byé przeprowadzone zardéwno
dla powtoki konstrukcji obcigzonej, podczas jej uzytkowania, jak i dla powtoki nieobcigzonej.
W przypadku pierwszym, mozna dodatkowo wykonaé¢ badania pod okreslonym obcigzeniem
osiowym, uzyskujac obraz przyrostu amplitudy imperfekcji geometrycznych pod tego typu
obciazeniem. W przypadku drugim zastrzec nalezy natomiast, iz powloki nieobcigzone
powinny by¢ obmierzane w specjalnie przygotowanym stanowisku badawczym, o warunkach
brzegowych tak bardzo zblizonych do rzeczywistych warunkéw pédzniejszej pracy konstrukcji,
jak to tylko mozliwe [De Paor i inni, 2012].

Odrebnym problemem jest stosowanie wynikéw pomiaréw po6l imperfekcji geometrycznych
przeprowadzonych na modelu w skali laboratoryjnej jako prognozy dla rzeczywistej skali
konstrukcji inzynierskich i skorelowanie zaleznych od nich laboratoryjnych rezultatéw
wartosci obciazenia prowadzacego do utraty statecznosci z zastosowaniami praktyki
inzynierskiej. W takim przypadku bardzo istotnym elementem analizy jest takze zbadanie
tzw. efektu skali, ktéry moze doprowadzi¢ inzyniera do nieprawidlowej transformacji
amplitudy mapy imperfekcji geometrycznych modelu do pdzniejszych rozwazan projektowych
oraz wyprowadzenia blednych wartosci obciazenia wyboczeniowego [Arbocz i Babcock, 1969;
Ferson i Ginzburg, 1996; Korol, 2012].

W przypadku absolutnego braku danych dotyczacych rzeczywistych pol imperfekceji, powotaé
sie mozna na tzw. miedzynarodowe bazy pomiaru imperfekcji, wypracowane na podstawie
wieloletnich badan geodezyjnych 1 laboratoryjnych. Dekady pomiaréw, wykonanych
najprostszymi metodami analogicznymi zbierano takze w duzo bardziej dalekowzrocznym
celu. Na ich podstawie proponuje sie zastepczo caly szereg parametréw probabilistycznych
i stochastycznych, skalibrowanych dla potrzeb losowych symulacji inzynierskich.
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Dzieki temu, funkcje rozktadu gestosci prawdopodobienistwa zmiennych losowych
pojedynczych imperfekcji czy tez funkcje korelacyjne dla pola losowego (przyktadowo) moga
zosta¢ dobrane w nawiazaniu do wyzej wskazanych przedzialow wartosci rzeczywistych.

Co za tym idzie, mozna w czasach dzisiejszych podjaé¢ sie pelnego matematycznego
procesu generacji inzyniersko realistycznego pola losowego, modelujgcego
poprawnie przestrzenny rozklad imperfekcji geometrycznych na powierzchni
konstrukcji powtokowej [Fisher, 1993; Arbocz i Starnes, 2002].

Wspoéttworzone przez autora niniejszej rozprawy algorytmy generacji pola losowego
imperfekcji geometrycznych zostang szerzej przedstawione w rozdziale 5.

Generowanie pél losowych w celu wymodelowania nimi pél imperfekcji geometrycznych jest
samo w sobie procesem bardzo skomplikowanym i matematycznie ztozonym. Réwnoczesnie,
ze wzgledu na losowa nature samych imperfekcji powierzchniowych lub przestrzennych,
uzywanie podejscia probabilistycznego jest niemalze naturalne [Bendat i Piersol, 1971;
Augusti i inni, 1984].

Co wiecej, zbiorcza analiza imperfekcji powierzchniowych, jaka pociaga za sobg aparat
losowy, moze w niektéorych przypadkach znacznie polepszyé wspomniang juz efektywnos$é
procesu projektowego i wyraznie zwiekszy¢ jego zysk ekonomiczny. Wiaze sie to jednak
zawsze z odrzuceniem zalecerl normowych [Arbocz, 1998|.

Niestety, rozwiazania analityczne probleméw probabilistycznych i stochastycznych istnieja
tylko dla najprostszych przypadkéw obciazeni. Jezeli wlaczy sie do analizy zagadnienia
nieliniowosci geometrycznej i materialowej, to rozwigzania problemu utraty statecznosci
mozna uzyskaé¢ jedynie na drodze obliczen numerycznych. Do obliczen statecznosci
konstrukeji powlokowych dopasowano zatem szereg wspomnianych i opisanych w rozdziatach
poprzednich metod i technik probabilistycznych (metode Monte Carlo, FORM, SORM,
techniki powierzchni odpowiedzi) oraz stochastyczng metode elementow skoriczonych (SFEM)
[Winkler, 1995].

Techniki probabilistyczne sa takze niezbedne do optymalizacji ilosci potrzebnego naktadu
obliczern numerycznych i interpretacji ich wynikéw, jako ze rozrzuty wartoséci rezultatow
moga by¢ znaczne — imperfekcje geometryczne mogg bowiem drastycznie zmieni¢ wartosci
obciagzen krytycznych i granicznych konstrukcji, nawet w obrebie jednego typu obcigzenia
[Bendat, 1990; Melchers, 1999; Hotata, 2003].

Problem obliczern no$nosci konstrukcji powlokowych =z imperfekcjami geometrycznymi
w postaci wygenerowanych komputerowo poél losowych byt juz realizowany przez zespoly
badawcze, ktérych autor pracy czuje sie kontynuatorem, przy uzyciu metody Monte Carlo,
wzbogaconej technikami redukcji populacji probek (w sprzezeniu z programami
komercyjnymi). [Bielewicz i inni, 1994; Walukiewicz i inni, 1997; Bielewicz i Gorski, 2002;
Gorski, 2006; Gorski i Mikulski, 2008; Gotota i inni, 2011]

Mimo wszystko, proby wiarygodnego obliczania wartosci obciazenia prowadzacego do utraty
statecznosci konstrukcji powlokowej z imperfekcjami geometrycznymi, obrobka wynikow
takiej analizy, a w dalszej linii takze i szacowanie poziomu awaryjnosci (lub niezawodnosci)
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konstrukcji lub jej elementu na poziomie ,wyzszym od pierwszego’ metod szacowania
bezpieczenistwa konstrukcji nadal zalicza sie do najbardziej zlozonych i stosunkowo stabo
rozpoznanych probleméw wspotczesnej mechaniki stosowanej |Gorski i Mikulski, 2008|.



Rozdzial 5

Generacja dwuwymiarowych i tréjwymiarowych
pol losowych

5.1. Generacja po6l losowych za pomoca metody

warunkowej akceptacji i odrzucania

Jak zauwazono w rozdziale poprzedzajacym, symulacja pol losowych jest waznym elementem
analizy niezawodnosci konstrukcji inzynierskich. Teoretyczne podstawy generacji pol
losowych mozna znalezé miedzy innymi w pracach Adlera [Adler, 1981], Matherona
[Matheron, 1975| oraz Shinozuki i wspotautorow [Shinozuka, 1987; Yamazaki i Shinozuka,
1990; Shinozuka i Deodatis, 1996|, a implementacje tychze podstaw znajduja zastosowanie
w zagadnieniach dyskretyzacji w szeregu roznych prac, m.in. w [Mignolet i Spanos, 1992
oraz [Grigoriu i Balopoulou, 1993|. Rozwijane metody pozwalaja zazwyczaj na generacje
pol jednorodnych i pél gaussowskich, wykorzystywanych w wielu réznorakich zagadnieniach,
takich jak akustyka, trybologia, nauki o ziemi i wielu innych. Jednakze w literaturze
$wiatowe]j proponowane sa takze metody generacji pol niejednorodnych [Popescu i inni, 1998§]
i pol niegaussowskich [Gomes i Awruch, 2002].

W niniejszej pracy stosowana jest warunkowa metoda generacji, opisana w licznych
pracach Bielewicza, Walukiewicza i innych [Bielewicz i inni, 1985; Bielewicz i inni, 1987;
Bielewicz i inni, 1994; Walukiewicz i inni, 1995; Walukiewicz i inni, 1997|. Podsumowanie
mozliwosci tej specyficznej metody generacji mozna znalezé w pracy [Gorski, 2006].

Metoda ta umozliwia generacje dowolnych dwuwymiarowych i tréjwymiarowych
gaussowskich pél losowych. Wszechstronne analizy wykazaly uniwersalnosé i przydatnosé
warunkowej metody w generacji zaréwno poél jednorodnych, jak i pol niejednorodnych.
Skuteczno$é tejze metody wykazalty wszelkie przeprowadzone w wymienionych wyzej pracach
testy, przeprowadzone dla pol opisanych nawet zaawansowanymi funkcjami korelacyjnymi
Wienera lub Brauna. Specyfika metody warunkowej polega na wykorzystaniu w obliczeniach
tylko pewnego fragmentu generowanego pola. W sposéb warunkowy generowany jest zawsze
tylko jeden punkt wspomnianego pola, opisany przez niewiadoma losowa warto$é. Algorytm
pozwala na symulacje pél o dowolnych rozmiarach.

Ponizej przedstawiono krotki zarys metody, przedstawiony w pracy [Gorski, 2006].

W  metodzie wykorzystywane jest dyskretne pole losowe, opisane w postaci
wielowymiarowych zmiennych losowych zdefiniowanych w weztach siatki definiowanego pola.

Pole to reprezentowane jest przez wektor losowy m zmiennych losowych, X, ), o $redniej

)_(<mx]). Funkcja kowariancyjna pola reprezentowana jest macierza kowariancyjna K., -
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Wektor losowy X, jest w metodzie generacji warunkowej rozdzielany na dwa bloki,
sktadajace si¢ odpowiednio z elementéw nieznanych X, oraz elementéw znanych X .,
gdzie oczywiscie n+p=m.

Wektor losowy pola mozna woéwczas przedstawié¢ w postaci

X, | n
X = { } (5.1)
X,
oraz opisa¢ go nastepujaca taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(X), dana wzorem

L _m 1 T

F(X) = (det K) 2 [{27) Eéxp(—E(X -X) K 1(x—X)j (5.2)
Korzystajac z zalozenia podzialu wektora losowego X, na blok nieznany i znany,
analogiczne zalozenie mozna przedsigwzia¢ w odniesieniu do macierzy kowariancyjnej K

mxm)

i wektora wartosci oczekiwanych }_(( ) 1 je takze podzieli¢ na odpowiednie bloki:

mx1

K = [Kn K12}" : X = }:(u n
K, Ky]p X, |p (5.3);(5.4)
n

p

Wektor nieznanych wartosci losowych X, wyznaczany jest na podstawie rozktadu

warunkowego [Devroye, 1986]

f(Xu/Xk) =

(5.5)

gdzie f(X,) jest laczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa opisujaca znane wartosci

zmiennych losowych X, , wyrazang wzorem
1 _p 1 — B _
F(X,) = (det K,y )2 (27) 2 exp(—E(Xk -X,) K (X, - Xk)j (5.6)

Podstawiajac rownosci funkcji gestosci prawdopodobieristwa f(X) (5.2) i f(X;) (5.6)

do wzoru na rozktad warunkowy Devroye’a f(X,/X,) (5.5), otrzymuje si¢ rownosé

F(X,/X,) :[ det B J_; [27)> O

det K,,
< T -1 -1
@ 1 {Xu} {XU} |:K11 K12:| |:0 0 :| {XH} {
Xp| —— - - -
21Xy Xy K, Ky 0 Ky X
gdzie podmacierz 0 oznacza macierz zerows.

W wyniku zastosowania uproszczen, proponowanych w [Jankowski i Walukiewicz, 1997],
otrzymuje sie ostatecznie rownos¢ Devroye’a (5.7) w postaci
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F(X, /X, ) = (det KC)_% (27) 72 x exp(—%(X -X,) K'(x, - )‘()j (5.8)

gdzie K, oznacza warunkowa macierz kowariancyjna, natomiast X, oznacza warunkowy

Cc

wektor wartosci oczekiwanych, ktére to wartosci przedstawié mozna zaleznodciami
- -1
K, =K ~ K, ,KyK,, (5.9)
oraz X, =X, +K,Kj, (X, -X,) (5.10)

W przypadku zastosowan inzynierskich wartosci zmiennych losowych okreslone sa zazwyczaj
Scisle zdefiniowanym przedziatem. Na przykitad modul Younga nie moze przyjmowaé wartosci
ujemnych, a wstepne imperfekcje geometryczne rzeczywistych konstrukeji nie powinny
przekraczaé wartosci dopuszczanych przez normy.

Aby speni¢ ten warunek, zastosowaé nalezy uciety rozklad normalny, opisany réwnoscig

/(2)

fla) =5

(5.11)

gdzie f(z) jest funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienistwa Gaussa jednej zmiennej

losowej z, opisanej odchyleniem standardowym o i wartodcig srednia z , opisang réwnoscia
T=T
exp(—uJ (5.12)

a P jest polem rozkladu, ograniczonym przez parametr ograniczenia odchylenia

standardowego s, przedstawianym zapisem

0\}% Tg exp(— (552;25)}6& (5.13)

Podstawiajac zmienna znormalizowana z = (z —Z) / 0 do powyzszego wzoru otrzymuje sie:

P =
1¢ 22
P= —Jexp —Z |dz = 2erf(s) (5.14)
Ty 2
gdzie wprowadzona funkcja erf (s) nazywana jest funkcja bledu:
erf (s) = ijexp —i dz, s20 (5.15)
2r ) 2

Wariancje zmiennej losowej = opisuje ostatecznie nastepujacy wzor:

o) = j (z —3_0)2 f(z)dz (5.16)
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Podstawiajac do powyzszego zapisu wyprowadzone wzory na f,(z) oraz P otrzymaé¢ mozna

zapis proponowany w pracy [Jankowski i Walukiewicz, 1997], w postaci
o; =0 (1-t) (5.17)

gdzie warto$¢ ¢t nazywana jest parametrem uciecia i wyrazana jest wzorem

2
s Léxp [—;j

Ostatecznie, podstawienie wyprowadzonych warto$ci opisujacych uciety rozklad normalny,
prowadzi do otrzymania wzoru na laczng funkcje gestosci prawdopodobienistwa
ucietego rozktadu Gaussa w postaci

m

FX, /X = (1-1)  (detK,) " (22) 1 -

exp(—m(xu - XC)T K (X, - )‘()J (5.19)

2|3

Algorytm generacyjny wykorzystuje w swoim dziataniu bazowe pole zmiennych losowych,
opisanych na regularnej lub nieregularnej siatce.
Algorytm ten postepuje zgodnie ze schematem przedstawionym obrazowo na rys. 5.1.

b)

c M LesssmsssssmEmEnEmnnnnnt

O generowane zmienne O znane wartosci

@ nieznane wartosci generowane
w obszarze bloku

B znane wartosci ktore nie biorg przesuniecie bloku generacji
udziatu w dalszej generacji

Rys. 5.1. Proces symulacji pola — nadawanie wartoéci punktom pola za pomoca techniki
przesuwania bloku generacji [Gorski, 2006).

W procesie generacyjnym pole bazowe o zdefiniowanym rozmiarze, zwane takze blokiem
generacji, jest sukcesywnie przesuwane w taki sposob, aby pokry¢ ostatecznie caly obszar
generowanego pola (M xN), jak pokazano na rys. 5.1. Rozmiar pola bazowego (c*d)

wynika z przyjetego algorytmu obliczen (na rysunku c¢Xxd =5%4 =20). Zgodnie z przyjeta
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metoda generacji, maksymalny wymiar macierzy kowariancji zdefiniowany jest przez wymiar
pola bazowego. Nieznane wartosci zmiennych generowane sa przy zalozeniu, ze znane
sa jedynie dane w punktach obszaru pola bazowego. Generacja przebiega w trzech etapach.

W pierwszym etapie dzialania algorytmu generowane sa cztery punkty wyjsciowe (rys. 5.1.a).
Nastepnie, w drugim etapie generowane sa kolejne punkty z pola bazowego (rys. 5.1.b),
w nawigzaniu do czterech punktow wyjéciowych. Kolejny etap dziatlania powtarzany
jest wielokrotnie. Pole bazowe jest przesuwane i generowane sa kolejne pojedyncze punkty
pola (rys. 5.1.c oraz rys. 5.1.d). Zauwazy¢ nalezy, iz dla kazdego kolejnego punktu pola i
(b<i<(cxd)) jedyna nieznana zmienna jest X, , podczas gdy wszystkie wczesniej
wygenerowane zmienne X, + X, sa juz znane. Generacja pojedynczych zmiennych losowych
znacznie upraszcza wzory traktujace o rozdziale wektora losowego oraz macierzy kowariancji
na elementy znane i nieznane — nalezy w nich wowczas podstawi¢ kolejno: m =14, n =1

oraz p =1 —1. Dokonana w ten sposob redukcja algorytmu do jednego wymiaru (K, = K,

)_(L, E XC ) W znaczny sposob przyspiesza obliczenia.

W procesie generacyjnym wykonywane sa kolejno nastepujace operacije [Goérski. 2006]:

1. Okredlenie lokalnej macierzy kowariancyjnej K( znanego wektora zmiennych losowych

ixi)

Xi((i-1pa) oraz wektora wartosci oczekiwanych }_((M) .

2. Obliczenie warunkowej wariancji K, i wartosci sredniej )_(L,
K, = K, - K KKy, (5.20)
oraz X, = X, + K, Kj, (X, - X, ) (5.21)
3. Generacja zmiennej losowej X, , dokonywana za pomoca réwnosci

X, =a; +(b —q) 0y (5.22)

7

4. Generacja zmiennej losowej u z rozktadu rownomiernego u 0[0;1] i wyznaczenie

fow =ul® & =(1-1)""* (22 k,)" (5.23);(5.24)
5. Obliczenie funkcji gestosci prawdopodobieristwa f( X))
1
X )=o[ -—— (X, 5.25
)= ot - () 529
(X -X.)
gdzie J(X;) = (5.26)

6. Sprawdzenie warunku generacji zmiennej losowej:

fmax = f(XL) (527)
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Jezeli powyzszy warunek jest spelniony, to wéwczas wygenerowana zmienna losowa X, jest

akceptowana. W przeciwnym wypadku, obliczenia wykonywane sa ponownie, poczawszy
od punktu 3 podanego powyzej algorytmu. Z dzialaniem tym zwigzana jest nazwa
metody (algorytmu) — warunkowej akceptacji (gdy warunek punktu 6 jest speiniony)
i odrzucania (gdy warunek punktu 6 nie jest spelniony).

Wazna role w powyzszym procesie generacyjnym spelnia przedzial (a,,b,), definiowany
dla kazdego punktu z osobna i ograniczajacy wygenerowane wartosci zmiennych losowych.
Przedzial jest powiazany z odchyleniem standardowym zdefiniowanym w ¢ — tym punkcie

b 12
{J‘ (:EL ez )2 f (mL)dmtJ =0; (5.28)

Wszechstronne testy dziatania, skutecznoé$ci i optymalnosci zaproponowanego algorytmu,
przedsiewziete i przedstawione przykladowo w pracy [Gorski, 2006] udowodnity poprawnosé
i efektywnosé jego dzialania.

Podsumowujac, najwazniejszym czynnikiem, zdecydowanie wyr6zniajacym generacje
pol losowych za pomocg metody warunkowej jest mozliwo$é generacji p6l losowych opisanych
dowolna funkcja korelacyjna (jednorodng lub niejednorodna, o silnej lub stabej korelacji).
Dodatkowo, wprowadzenie obwiedni pola pozwala na realizacje nawet najbardziej
skomplikowanych ~ warunkéw  brzegowych  (warunkéw  podporowych), zakladanych
odpowiednio do wymagan rozpatrywanych konstrukcji inzynierskich. Obwiednia pola
umozliwia takze generacje pol opisanych funkcjami korelacyjnymi, zdefiniowanymi
na podstawie danych do$wiadczalnych, np. rzeczywistych, pomierzonych imperfekcji
geometrycznych konstrukcji (o ktorych mowa jest w rozdziale 4.2 niniejszej rozprawy).
Warto takze zauwazyé, iz pomimo faktu, ze metoda dotyczy jedynie symetrycznych pol
gaussowskich, to przyjecie w obliczeniach obwiedni pola losowego bedacych niesymetrycznymi
umozliwia w nastepstwie generacje niesymetrycznych poél losowych. Pola te maja ogromne
znaczenie w wielu zagadnieniach inzynierskich.

Wprowadzenie generacji pola losowego za pomoca ograniczonego pola bazowego umozliwia
generacje pol o praktycznie dowolnych rozmiarach. Co bardziej istotne, blok generacyjny
w postaci pola bazowego pozwala na generacje poél opisanych na powierzchniach
cylindrycznych (pole losowe ma charakter obszaru zamknietego). Wlasnie te ceche generacji
wskazuje sie jako najbardziej istotng oraz unikatows w stosunku do innych metod generacji.

Warunkowa generacje pol losowych wykorzystano miedzy innymi w analizie stalowych
zbiornikéw na paliwa plynne [Gorski i Mikulski, 2008|, silosow |[Golota i inni, 2011|, przy
okazji badania efektu skali w elementach betonowych [Tejchman i inni, 2009|, w analizie
zachowania sie materialow granulowanych |[Tejchman i Gorski, 2009|, przy szacowaniu
nosnosci fundamentow zelbetowych [Tejchman i Gorski, 2011] oraz przy symulacji trzesien
ziemi [Jankowski, 2002; Jankowski, 2006].

Generacje losowych poél przestrzennych wykorzystano miedzy innymi w analizach
wykonanych w pracy [Przewlocki i Gorski, 2001].
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5.2. Generacja po6l losowych za pomoca rozwiniecia

Karhunena — Loéve’a

Zdecydowana wiekszos¢ programoéw generujacych pola losowe wykorzystuje rozwiniecie
Karhunena — Loéve’a. Ponizej przedstawiono uproszczona wersje tejze metody, pozwalajaca
na jej optymalne wykorzystanie [Ghanem i Spanos, 1991].

Glownym celem stosowania rozwiniecia Karhunena — Loéve’a [Karhunen, 1947; Loéve, 1948§]
jest generowanie (rozwijanie) wstepnych wartosci pola losowego, o podanych zaleznosciach
korelacyjnych, w sposéb obliczeniowo efektywny. Rozwiniecie to opiera sie na technice
przestrzennej dekompozycji funkcji kowariancyjnej danego pola losowego drugiego rzedu.

Ortogonalne rozwiniecie Karhunena — Loéve’a stosuje sie do wyznaczania wartosci pol

losowych, ktore opisa¢ mozna w postaci
w=wll+a) (5.29)

gdzie w reprezentuje dowolna zmienna losowa (np. imperfekcje geometryczna
lub materialowa), w jest wartoscia $rednig tejze zmiennej, natomiast a opisuje wahanie sie
wartosci tej zmiennej wzgledem jej Sredniej. Twierdzenie Karhunena z 1947 roku postuluje
(porownaj np. [Adler, 1981; Sobczyk, 1991; Anders, 2000]), ze jezeli pole losowe drugiego
rzedu, o zerowej wartosci $redniej jest zdefiniowane funkcja korelacyjna C,(x,,x,) to wtedy

(%, 0) = iﬁ E () g, (x) (5.30)

oraz C,(x,X,) = Z A T, (%)) O, (x,) (5.31)
m=1
gdzie

2 () = [ Cu(x0, %) O (x,)dxy, m=1,2,3,... (5.32)
przy czym w powyzszych rownaniach ¢, @, ... sa kolejnymi funkcjami wtasnymi
dla C,(x,,x,), tworzacymi ortogonalna baze (@, @)=96,,, m,n=123,.. , nastepnie
Ay Ay ... sa  odpowiadajacymi wartosciami wlasnymi tychze funkcji (4 24, 2...>0),

natomiast funkcje §, &,, ..., mozna zdefiniowaé¢ wzorem

1

§(0) = I [, alx, o) O, (x)dx (5.33)

Powyzsze réwnania wskazuja, iz rozwiniecie Karhunena — Loéve’a jest de facto rozwinieciem
szeregu Fouriera fluktuacji zmiennej losowej a w ortogonalnej bazie (¢,, @) =6, , tworzonej

przez wspomniane powyzej funkcje wlasne funkcji korelacyjnej C,(x;,x,).

Rozwiniecie Karhunena — Loéve’a pozwala przede wszystkim na generacje gaussowskich pol

losowych a(x,w). Zmienne losowe &, &,, ... sa wowczas takze przyjmowane jako zmienne

losowe o rozkladzie normalnym. W takim podej$ciu jest jedna z najbardziej efektywnych
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metod dyskretyzacji pdl losowych, wymagajacej bardzo matej liczby zmiennych losowych aby
moc przedstawi¢ za ich pomoca pole losowe przy zachowaniu dobrego poziomu doktadnosci
odwzorowania [Zhang i Ellingwood, 1995].

W celu uproszczenia obliczeri, w dalszej czedci rozdziatu przyjmuje sie, ze pole opisane jest
nastepujaca jednorodna funkcja korelacyjna [Anders, 2000]

b b

g Y

C, (=2, yo —9,) = 0, [—m “a] b, _qu (5.34)

gdzie: o jest odchyleniem standardowym a, parametry b, oraz b, definiuja zasieg korelacji.

Nalezy podkreslié, ze tak zdefiniowana funkcja nie jest funkcja izotropowa. Ponadto,

w przypadku gdy b, =b, =b, a polozenie punktu opisane jest wektorem jednostkowym

(n,,n,), wzor ten powinno si¢ zastapi¢ zwiazkiem [Anders, 2000]

C.(s)=0] (%(

n

T

+M)J (5.35)

gdzie s jest wspolrzedng lokalizacyjna punktu.

Przyjecie jednorodnej funkcji korelacyjnej C, pozwala na uzyskanie latwych w realizacji
numerycznej, zamknietych wzoréw. Zgodnie ze zwiazkami Wienera — Khinchine’a
[Vanmarcke, 1983] gesto$¢é widmowa jednorodnej funkcji korelacyjnej C, mozna

przedstawi¢ réwnodcia

b,b,b
v,,v,) =0, o (5.36)

S(v,,v,,v, . —
(0 A+ D + D + )

Funkcja korelacyjna C, pozwala na rozwiazanie rownania w obszarze prostokatnym

I, 1, L1,
Az['??}{'?ﬂ (5.37)

Rownanie prowadzace do wyznaczenia funkcji A4,¢)(x,) mozna wowczas w obszarze A

zapisa¢ w postaci

l,/2 Z,u /2
A (%,) = _[V Co(xy,%,) Ly, (x,)dx, = J. J C, (X1, X5)@, (x5)dzydy,, m =12, ... (5.38)
-1,/2-1,/2

gdzie x; = (zy,y,) oraz x, =(2,,%,).
Ponadto przyjmujac w powyzszym réwnaniu, ze
@.(z,y) = ¢ ()¢ (y) (5.39)

oraz. A, = AXM, myi,j =12, .. (5.40)

7750
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problem dwuwymiarowy mozna sprowadzi¢ do zagadnienia jednowymiarowego:

i |t2 _t1| — 5 — C_

j exp e @ t,)dt, =Xg (), s=z, vy, ... i=12 .. (5.41)

=1,/2 s

Rozwiazanie powyzszego rownania mozna przedstawi¢ nastepujaco [Ghanem i Spanos, 1991]:

] L
T
g = %(1 +%?;UJ cos(wit), tO[-l /2,-1 /2], i=1,3,5, ... (5.42)
wil,
] L
T
g = %(1 —%"‘Z’Z)J cos(ut), tO[-L /21 /2], i=135 ..  (5.43)
wil,
o 2n

= —— 1=123,... 5.44
(] 1+b52(wf)2 ( )

gdzie parametry w;, i =1,2,3,... otrzymuje si¢ rozwiazujac rownanie

[tan w; Ly wfbgj tan w; L 0 (5.45)
2 2w,

W przypadku gdy [, =1, oraz b, =b, wzor (5.39) przyjmie postac

dz,y,2) = E[mx)mw g @7 ()] (5.46)

Bardzo interesujaca propozycja jest takze podjeta préba polaczenia ortogonalnego rozwiniecia
Karhunena — Loéve’a z falkami Haara, ktora znalez¢é mozna w pracy [Korol, 2012].

5.3. Przyktad symulacji pola losowego za pomoca

przedstawionych technik generacji

Wykorzystujac przedstawione w rozdzialach poprzedzajacych wzory (dla symulacji metoda
warunkowej akceptacji i odrzucania w rozdziale 5.1 oraz dla symulacji metoda rozwiniecia
Karhunena — Loéve’a w rozdziale 5.2) zbudowano program wtasny w jezyku Fortran 90.

Ponizej przedstawiony zostanie przyklad symulacji pola losowego, wygenerowanego
w programie wlasnym, majacy na celu nie tylko sprawdzenie dziatlania utworzonego
programu, ale jednoczesnie dokonujacy poré6wnania wynikow obu technik generacji.

Do obliczen przyjeto pole opisane réwnaniem

b b

z Y

Co(xy =2, 9, =) = 0, {J% _331| - |3/2 _3/1|J (5.47)
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podstawiajac do réwnania: [, =/, =1,0 m, b, =b, =1,0m, o, =1,0 m oraz przyjmujac

zakladany podziat pola losowego na kolejno 20 i 40 elementow.

Wymiary elementow siatki pola losowego Wynosza zatem odpowiednio
A, =A,=1,0m/20=0,05m oraz A, =A =1,0m /40 =0,025 m . Rozmiar macierzy

kowariancyjnej dla poszczegdlnych przypadkéw wynosi: 441x441 oraz 1681 %1681
elementéw. Przyjeta liczba wyrazow rozwiniecia szeregu wynosi: m = 4.
Wygenerowano 500 realizacji dla kazdej z siatek elementow.

Podobne obliczenia, zakladajac te same parametry liczbowe generowanego pola, wykonano
stosujac metode warunkowej akceptacji i odrzucania (oznaczana w przykladzie nazwa
generacji warunkowej). Nastepnie dokonano poréwnania wynikow dla obu generacji.

Na rys. 5.2. przedstawiono graficzne poréwnanie wartosci elementéw diagonalnych
kowariancyjnej macierzy teoretycznej dla wariantu liczby 441% 441 elementéw macierzy
z rezultatami generacji obu metod, a na rys. 5.3. przedstawiono szczegdélowo pordéwnanie

wartoéci elementéw pierwszego wiersza tejze macierzy.

Rozwiazanie teoretyczne
Generacja warunkowa
Generacja K-L

Wartosci macierzy kowariancyjnej
o
(2]
|

0 T T T I T T T I T T T T T T T T T 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Nr elementéw macierzy kowariancyjnej

Rys. 5.2. Porownanie wartosci elementéw diagonalnych macierzy kowariancyjnej (wariant
dla liczby 441x 441 elementow macierzy).

1_
- _ —  Rozwigzanie teoretyczne
; 08 Generacja warunkowa
e Generacja K-L
© i
c
2 06
x
>
g i
0
S 04
IS
5 -
%)
£ 02
(]
= i
O4—T7T 71T 7T 17 T T T T T T T T T T T T T 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Nr elementéw macierzy kowariancyjnej

Rys.5.3. Poréwnanie wartosci elementéw pierwszego wiersza macierzy kowariancyjnej
(wariant dla liczby 441x 441 elementow macierzy).
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Na rys. 5.4. przedstawiono natomiast graficzne poréwnanie wartosci elementéw diagonalnych
kowariancyjnej macierzy teoretycznej dla wariantu liczby 1681 x1681 elementéw macierzy
z rezultatami generacji obu metod, a na rys. 5.5. przedstawiono szczegdélowo poréwnanie

wartoéci elementéw pierwszego wiersza tejze macierzy.

1.2

0.6
— —  Rozwigzanie teoretyczne
0.4 — —— Generacja warunkowa

_ —— Generacja K-L

0.2

Warto$ci macierzy kowariancyjnej

O4—T T 7T 71T T T T T T T T T T T T T T 1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Nr elementéw macierzy kowariancyjnej

Rys. 5.4. Porownanie wartosci elementoéw diagonalnych macierzy kowariancyjnej (wariant

dla liczby 1681 %1681 elementoéw macierzy).

1 —
09 - —  Rozwigzanie teoretyczne
Generacja warunkowa

0.8 7 Generacja Karhunena - Loeve'a

0.7 +

0.6 —

0.5 1 yl “

. |

0.2 —H

Wartosci macierzy kowariancyjnej

0.1 1

0 T T L— T T T I T 1 T 1 T 1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Nr elementéw macierzy kowariancyjnej

Rys.5.5. Poréwnanie wartosci elementéw pierwszego wiersza macierzy kowariancyjnej
(wariant dla liczby 1681 %1681 elementow macierzy).

Dodatkowo, obliczono globalny blad macierzy kowariancyjnej, stosujac do tego celu
rownosé [Gorski, 20006]
G, = (”K” _ HKH) x100% (5.48)
) S T S 0 .
(1)
gdzie K jest estymatorem macierzy kowariancyjnej, a w jest estymatorem wektora wartosci
oczekiwanej, gdzie obie warto$ci wyrazane sg wzorami

- 1 A& . 1 Am
K=—) (w,-W)(w, -W) oraz w=—)> W, 5.49):(5.50
T2 (W, W rOILANCRDRCED

gdzie warto$¢ NR oznacza liczbe realizacji, a symbol oznacza norme macierzy.
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W  przypadku pola 20%20 elementéw, globalny btad macierzy kowariancyjnych K
uzyskanych z obu typéw przedstawionych generacji, odniesiony w stosunku do macierzy
teoretycznej K wynosi odpowiednio 1,76% dla generacji warunkowej oraz 0,08% dla generacji
Karhunena — Loéve’a.

Bledy w estymacji wariancji wynosza odpowiednio 1,59% oraz 11,37%.

W przypadku pola 40 x40 elementow, bledy te wynosza odpowiednio 9,39% i 0,06% dla
globalnych macierzy kowariancyjnych oraz odpowiednio 5,94% i 9,01% dla btedow wariancji.

Poréwnujac bledy generacji p6l, wykonanych obiema metodami, nalezy stwierdzi¢, iz obie
metody generacji charakteryzuja btedy o podobnych rzedach. Czasy generacji sg takze bardzo
podobne, dlatego iz w obu metodach nie sa wyznaczane pelne globalne macierze
kowariancyjne, nie sa tez wykonywane zadne czasochlonne obliczenia, jak przyktadowo
poszukiwanie wartosci wlasnych czy tez odwracanie pelnych macierzy.

Jednakze metoda generacji warunkowej ma bardziej ogélny charakter, za jej pomoca mozna
realizowaé¢ generacje pol charakterystycznych dla zagadnienn inzynierskich. Mozna zatem
stanowczo stwierdzié¢, iz dla zadan sformulowanych w niniejszej pracy, nawiazujacych $cisle
do nieliniowych modeli numerycznych rzeczywistych konstrukcji inzynierskich, bardziej
zasadne wydaje sie uzycie metody generacji warunkowej akceptacji i odrzucania
i wtasnie z takim zalozeniem przystapi sie do analiz autorskich wykonywanych w rozdziale
nastepujacym, w szczegdlnosci w rozdziale 6.2. niniejszej rozprawy, gdyz uzyte tam
dwuwymiarowe pole losowe zostalo zasymulowane technika generacji warunkowe;j.



Rozdzial 6

Przyktady zastosowan podejscia probabilistycznego
w rzeczywistych problemach inzynierskich

6.1. Proste modele pretowe

Jak podkreslano we wczesniejszych rozdziatach poswieconych procedurze autorskiej,
powstawaniu programu RSM-Win przyswiecala idea wytworzenia wygodnego i tatwego
w obstudze (nawet na poziomie dydaktycznym) narzedzia obliczeniowego, stuzacego
do aproksymacji powierzchni odpowiedzi dla zadan inzynierskich. Zalozono, iz narzedzie
to bedzie bezposrednio sprzezone z algorytmami poszukiwania wskaznikow niezawodnosci
dla skalkulowanej uprzednio powierzchni odpowiedzi, a w dalszej kolejnosci takze
prawdopodobienistwa awarii konstrukcji, co w zupelnosci pokrywa sie z celem postawionym
przed niniejszg rozprawa.

Zdecydowano sie na stworzenie programu wlasnego (zamiast korzystania z dostepnych
programow komercyjnych), aby moéc w przyszlosci rozbudowywaé program wedle wlasnego
uznania, w celu stuzacym wylacznie jasno sprecyzowanej grupie zadan. Postawiono takze
wymoég mozliwosci przeprowadzania pédzniejszych modyfikacji jadra programu, przy ktorych
nalezalo bedzie zachowaé pelng $wiadomo$é dzialania programu w obecnej postaci
oraz utrzymacé pelna kontrole nad zapisanymi procedurami, jakie wybierze sie dla uzyskania
okreslonej grupy wynikow.

Zauwazono bowiem, iz dysponujac wykonanym wlasnorecznie programem mozna duzo lepiej
wejrze¢ w uzyskiwany progres czasowy i obliczeniowy jego dziatania, a takze obserwowaé
rozwiazania towarzyszace metodologii powierzchni odpowiedzi. Do tych ostatnich zaliczyé
mozna chociazby wrazliwos¢ danej konstrukcji — nie tylko definiowanag jako czuto$é
wynikowej powierzchni odpowiedzi na zmiany skladowych wektora zmiennych losowych
zadania, ale takze jako wrazliwo$é na tzw. niepewno$é modelowa lub niepewnosé¢ obliczeniows
modelu, jakie moglyby sie pojawi¢ (lub nie zosta¢ zauwazone) przy bezkrytycznym
poshugiwaniu sie programami komercyjnymi.

Dodatkowo, wykonanie programu autorskiego ma nad programem komercyjnym znaczna
przewage ekonomiczng. Wszelkie wymienione powyzej modyfikacje, zmiany i aktualizacje
odbywaja sie jedynie nakladem pracy autora, ponadto sa planowane i przemyslane jedynie
przez niego. Nie wymagaja one ani zmiany uzyskanej licencji komercyjnej (zmiany te sa
czesto dodatkowo platne), ani tez zdawania sie jedynie na te modyfikacje i aktualizacje, jakie
dostawca oprogramowania komercyjnego wykona w danej wers;ji.
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Stworzenie wtasnej procedury obliczeniowej wymaga jednak wykonania dodatkowego szeregu
testow numerycznych, majacymi miedzy innymi dokonaé¢ sprawdzenia sprawnosci (naktadu
czasowego) obliczen, szybkosci uzyskiwania zbieznosci dla zaimplementowanych algorytmow
oraz weryfikacji poprawnosci i adekwatnosci rezultatéow, jakie mozna dang procedura
uzyskaé¢. Przeprowadzono w tym celu szereg prostych analiz, wykazujacych calkowity
sprawnos¢ i prawidtowosé dziatania zaproponowanego programu autorskiego RSM—Win.

Testy wykonano na zréznicowanych przyktadach, pokrywajacych wiekszosé pol planowanego
,poruszania si¢” programu, zaréwno w odniesieniu do algorytmoéw szacowania bezpieczeristwa
konstrukcji na poziomie drugim, jak i do tematyki przyktadéw, jakie postawiono przed
niniejszg rozprawa, czyli modelami geometrycznie i materialowo nieliniowymi. Problemy
testowe dobrano z szerokiej bazy przykladéw dostepnych w literaturze $wiatowej, w taki
sposob, aby moc szybko i bez watpliwosci zweryfikowaé zgodno$é rozwigzania proponowanego
przez program autorski z wynikami zaprezentowanymi w okreslonym przyktadzie.

6.1.1. Dobér optymalnej powierzchni odpowiedzi do zadania

poczatkowego

W pierwszej kolejnosci, najistotniejszym elementem rozwigzania wykonywanego za pomocg
programu autorskiego RSM-Win jest poprawny dobdér powierzchni odpowiedzi
dla wymogoéw zadania. Dobér ten jest wykonywany za pomoca standardowej analizy regresji,
ktora to technika jest stosunkowo czesto spotykana, zar6wno w przyktadach zaczerpnietych
w literaturze, jak i w programach komercyjnych. Uzupelnieniem analizy regresji jest
wykorzystanie analizy wariancji metoda tabelaryczna (ANOVA), ktora w przejrzysty sposob
prezentuje wymagane miary dopasowania zaréwno wspotczynnikéw  kierunkowych
powierzchni, jak i calociowe miary dopasowania powierzchni odpowiedzi dla danego zadania.

Na podstawie pracy Treharne’a dokonano sprawdzenia poprawnodci i jakosci matematycznej
doboru powierzchni odpowiedzi do danych poczatkowych zadania [Treharne, 1991].

W pracy [Treharne, 1991] zdefiniowano wyjsciowa funkcje stanu granicznego
jako powierzchnie rzedu drugiego, dwoch zmiennych niezaleznych, wyrazong wielomianem
stopnia drugiego z cztonami interakcyjnymi

1 7

y(x) = p, + iﬁz% + iﬁua:z? + zzlﬁtﬂ%% (6.1)

=81+ 8k, +14 0, -2k’ —47 [kl +10 [,
Powierzchnia ta przedstawiona zostalta na rys. 6.1.

Ze wzgledu na zawarte w pracy [Treharne, 1991] wyrazne wskazanie na przyjety model
aproksymacyjny powierzchni zdecydowano sie nie pokazywaé w niniejszej rozprawie
aproksymacji wykonanych w poczatkowym stadium analizy ,stabszymi” modelami
(wielomianami stopnia pierwszego oraz stopnia drugiego bez czlonéw interakcji). Analizy
takie zostaly sporzadzone, aby potwierdzi¢ mozliwos¢ aproksymacji w takim podejsciu,
jednakze dla zadania sformutowanego w ten sposéb, iz punkty pomiarowe sa roztozone
foremnie w przestrzeni realizacji (bez celowego rozmieszczania punktow obliczeniowych
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w sasiedztwie rownania funkcji granicznej), kazde z osiagnietych przyblizeri mialo gorszy
wspotczynnik catkowitego dopasowania niz najgorszy wariant dopasowania dla modelu
wyrazonego wielomianem stopnia drugiego z czlonami interakcyjnymi, co zdaje sie
potwierdzaé¢ zaréwno stuszno$é dziatania programu, jak i sklaniaé¢ sie do ustalonej
w literaturze drogi postepowania aproksymacji powierzchni odpowiedzi (przedstawione;
chociazby w rozdziale 3.3. niniejszej rozprawy).

POWIERZCHNIA ODPOWIEDZI

1000

-1000
90x) 2000

-3000

Rys. 6.1. Wyjsciowa powierzchnia rzedu drugiego zadania, dla dwo6ch zmiennych
niezaleznych, wyrazona wielomianem stopnia drugiego z cztonami interakcyjnymi, o réwnaniu
§(x) =81+ 8k, +14 [k, -2 & —47 &) +10 [&,z,, wg [Treharne, 1991].

Ponizej zostana zatem przedstawione jedynie wyniki analizy wykonanej za pomoca
n,bogatszej” funkcji aproksymacyjnej, tzn. wielomianu stopnia drugiego 2z czlonami
interakcyjnymi. Analize podjeto w zaleznosci od dwdch ustalonych wezesniej parametrow —
ilosci punktéw obliczeniowych rozmieszczonych regularnie w dwuwymiarowej przestrzeni
realizacji zadania oraz parametru rozrzedzenia siatki (odleglosci pomiedzy punktami
obliczeniowymi mierzonej wzgledem osi wymiaru przestrzeni probabilistycznej). Wyniki tejze
analizy mozna znalezé w Tablicy 6.1.

W Tablicy 6.1. zakre$lono kolorem czerwonym pole prezentujace najgorsze dopasowanie
powierzchni odpowiedzi do danych poczatkowych zadania, a kolorem zielonym zakreslono
pole prezentujace najlepsze dopasowanie.

Na podstawie Tablicy 6.1. zaobserwowaé¢ mozna takze, iz siatka prowadzaca do najgorszej
aproksymacji powierzchni odpowiedzi, sposréd dwunastu zrealizowanych wariantow
siatkowania, to siatka charakteryzujaca sie iloscig punktow siatki na osi wymiaru réwng 5
oraz odleglodcia miedzy punktami siatki na osi wymiaru wynoszaca jedna jednostke wymiaru.
Powierzchnia aproksymowana przy uzyciu takiego rozlozenia punktéw obliczeniowych
zadania przedstawia sie rownaniem

§(x) = 61,489 + 6,677 [, +18,148 [, — 1,996 (k> — 47,224 &, + 10,143 [z, (6.2)
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Dla tak wykonanej aproksymacji powierzchni odpowiedzi przywola¢ mozna wyciag z tablicy
ANOVA (Tablica 6.2.), staba jakos¢
W tabeli wytluszczono odpowiedni element (Fy,), ktory podkredla,

analizy wariancji ktéory wyraznie potwierdza

dopasowania.
iz, aproksymacja ta cechuje sie bardzo duzym btedem (w tym przypadku e, =0,1092437).
Catkowity blad dopasowania okre§la $rednia warto$¢ btedu dopasowania obliczong
we wszystkich punktach obliczeniowych pomiedzy wartosciami réwnania powierzchni zadania
pochodzacymi z manualnego wprowadzenia na starcie pracy programu, a wartosciami
obliczonymi z réwnania powierzchni odpowiedzi, zaproponowanej po aproksymac;ji.

Tablica 6.1. Wyniki analizy sprawdzenia poprawnosci i jako$ci matematycznej doboru
powierzchni odpowiedzi do danych poczatkowych zadania w zaleznosci od ilodci punktow

obliczeniowych w dwuwymiarowej przestrzeni realizacji oraz parametru rozrzedzenia siatki.

ilos¢ pkt. odleglo$é miedzy punktami siatki na osi jednego wymiaru
siatki na przestrzeni realizacji
osi
jednego 1,00 . 10 . 1
wymiaru (szeroki rozstaw) (umiarkowany rozstaw) (ciasny rozstaw)
5 4(x) = 81,083 4(x) = 80,831 §(x) = 61,489
(suma +7,998 O, +14,000 e, | +7,968 [, + 14,040 [, +6,677 O, +18,148 [k,
=5 —2,000 Cr,” — 47,000 (r,” | —2,000 Cr,> — 47,002 e, | —1,996 O,* — 47,224 [k,
=25) +10,000 &, z, +10,001 &, , +10,143 O, z,
11 4(x) = 80,905 §(x) = 81,385 §(x) = 81,082
(suma +8,001 L, + 13,999 [k, +8,069 [k, +13,914 [k, +8,048 [k, +13,972 [,
=117 -2,000 [,* — 47,000 [k,” | —1,995 (k> — 46,996 [, | —1,993 Ck,” — 46,998 [k,
=121) +10,000 &, z, +9,996 [, z, +10,000 &, z,
05 4(x) = 80,996 §(x) = 81,007 4(x) = 81,005
(suma +7,998 O, +14,000 (e, | +8,000 C, + 14,001 [k, +8,001 C, + 14,000 [k,
=257 -2,000 C,> = 47,000 (r,” | =2,000 O,* = 47,000 Ck,” | =2,000 Or,* = 47,000 [k,
=625) | 410,000 &,z +10,000 [, z, +10,000 &, z,
101 4(x) = 81,007 §(x) = 81,002 4(x) = 80,999
(suma +8,000 [, + 14,000 [, +8,000 O, + 14,000 [k, +8,000 [, + 14,000 [,
=101° -2,000 C,> = 47,000 (r,” | =2,000 Or,* = 47,000 Ck,” | =2,000 Or,* = 47,000 [k,
=10201) | 410,000 &,z +10,000 [, z, +10,000 &, z,

Natomiast, siatka prowadzaca do najlepszej aproksymacji powierzchni odpowiedzi, sposrod
zrealizowanych wariantéw siatkowania, to siatka charakteryzujaca sie iloscia punktow siatki
na osi wymiaru réowna 101 oraz odleglo$cia miedzy punktami siatki na osi wymiaru
wynoszaca jedng jednostke wymiaru. Powierzchnia aproksymowana przy uzyciu takiego

roztozenia punktéw obliczeniowych zadania przedstawia sie rownaniem

§(x) = 80.999 + 8.000 [, +14.000 [, — 2.000 (> - 47.000 (,” +10.000 k,z,  (6.3)

Dla tak wykonanej aproksymacji powierzchni odpowiedzi ponownie przywota¢ mozna wyciag
z tablicy analizy wariancji ANOVA (Tablica 6.3.), ktory tym razem wyraznie potwierdza

doskonala jakos¢ dopasowania. W tabeli ponownie wytluszczono element (F},),

wskazujacy na pomijalnie maty btad aproksymacji (w tym przypadku e, =0,00009447).
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Tablica 6.2. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi
aproksymowanej przy uzyciu siatkowania dwuwymiarowego z liczba 5 punktow
obliczeniowych na osi pojedynczego wymiaru oraz odlegtoscia miedzy punktami siatki na osi

wymiaru wynoszaca jednostke. Wyttuszezono catkowity wspotezynnik dopasowania (F)).

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK FI T- RATI O WEPCOLCZYNNI K
TOTAL 25 0.2587361E+09 0.1034945E+08

VEDLUG BO 1 0.2568103E+09 0.2568103E+09 0.2408807E+00 0.6148866E+02
WEDLUG B1 1 0.1119582E+00 0.1119582E+00 0.1653625E+00 0.6677100E+01
VEDLUG B2 1 0.3369305E+00 0.3369305E+00 0.2285681E+00 0.1814807E+02
WEDLUG B11 1 0.1089826E+01 0.1089826E+01 0.1795500E-02 -0. 1996409E+01
VEDLUG B22 1 0.6098007E+03 0.6098007E+03 0.4748198E-02 -0.4722423E+02
VEDLUG B12 1 0.4018840E+02 0.4018840E+02 0.1410714E-01 0.1014309E+02
REZYDUUM 19 0.6406903E+00 0.3372054E-01

BRAK DOPAS. 19 0.6406903E+00 0.3372054E-01 0.1092437E+00

Tablica 6.3. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi
aproksymowanej przy uzyciu siatkowania dwuwymiarowego =z liczba 101 punktow
obliczeniowych na osi pojedynczego wymiaru oraz odlegtoscia miedzy punktami siatki na osi

wymiaru wynoszaca jednostke. Wyttuszezono catkowity wspotezynnik dopasowania (F)).

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK FI T- RATI O WEPCOLCZYNNI K
TOTAL 10201 0.1051992E+12 0.1031263E+08

VEDLUG BO 1 0.1046648E+12 0.1046648E+12 0. 1555556E-04 0.8099874E+02
VWEDLUG B1 1 0.3108514E+02 0. 3108514E+02 0.2703019E-03 0.8002163E+01
VEDLUG B2 1 0.4217620E+02 0.4217620E+02 0.5714253E-05 0. 1400008E+02
WEDLUG B11 1 0.2386025E+03 0.2386025E+03 0.2224505E-03 -0. 2000445E+01
VEDLUG B22 1 0.1301443E+06 0.1301443E+06 0.9787138E-05 -0.4700046E+02
WEDLUG B12 1 0.7391515E+04 0. 7391515E+04 0. 4299982E-04 0. 1000043E+02
REZYDUUM 10195 0.5112657E+03 0.5014867E-01

BRAK DOPAS. 10195 0.5112657E+03 0.5014867E-01 0.9446820E-04

Uzyskane rezultaty sa w uznaniu autora potwierdzeniem poprawnosci dzialania programu.
Dla regularnego ulozenia punktéw obliczeniowych siatki na planie kwadratu (co nie jest
rozwiazaniem optymalnym, ale bardzo czesto wykorzystywanym w praktyce inzynierskiej)
rzeczywiscie powinno sie uzyskiwaé najgorsze rezultaty, jesli zalozy sie zbyt malo punktow
obliczeniowych oraz nie zapewni sie im nalezytego rozgeszczenia. Zauwazy¢ tez mozna,
ze taka sama liczba punktéow zalozonych w szerszym rozstawie powoduje wzrost doktadnosci
aproksymacji powierzchni. W przypadku sredniego lub duzego pola rozmieszczenia wiekszej
ilosci punktéw obliczeniowych wzgledem osi pojedynczego wymiaru przestrzeni realizacji
mozna zauwazyé jeszcze wieksza poprawe aproksymacji, w zupelnosci wystarczajaca do
szacowania po6zniejszych parametréw rozwiazania. Najdokladniejsze odwzorowanie uzyskuje
sie dla najwiekszej liczby punktéw obliczeniowych na siatce, ale zaskakujaco, wraz
z przyrostem liczby punktéw, poprawie aproksymacji sprzyja zmniejszanie sie odleglosci
miedzy punktami siatki na osi pojedynczego wymiaru. Taki efekt jest wytlumaczalny
ze wzgledu na topografie powierzchni zadania. Krzywizna w obrebie szerokiego piku
wierzchotkowego moze byé precyzyjnie aproksymowana tylko w przypadku zapewnienia
dobrego obsadzenia jej punktami projektowymi. Zauwazyé nalezy, iz dla powierzchni o innej
topografii tendencja ta mogtaby by¢ inna.
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Zasugerowane powyzej wnioski powinny przy$wieca¢ doborowi punktéw obliczeniowych
(tudziez wyborowi probek metody Monte Carlo) we wszystkich pézniejszych dziataniach
w Srodowisku programu. Powyzsza analiza potwierdzono obostrzenie, jakie naklada sie na
proces poszukiwania powierzchni odpowiedzi, tj. wymoég Scistej kontroli procesu aproksymacii,
wpierw w $wietle przyjecia prawidlowego (wystarczajacego) modelu aproksymacyjnego,
a pozniej wlasciwego doboru geometrycznego i ilosciowego liczby obserwacji (probek).

6.1.2. Kalkulacja i por6wnanie wskaznikéw niezawodnosci

dla trojprzestowej belki cigglej Lemaitre’a

W dalszej kolejnosci, bardzo waznym elementem rozwiazania dokonywanego za pomoca
programu autorskiego RSM—Win jest obliczanie wskaznikow niezawodnosci problemu
inzynierskiego, wykonywane przy uzyciu wprowadzonych do pamieci procedury algorytmow.
Program zakodowane ma trzy rézne algorytmy wyszukiwania wskaznika niezawodnodci:
algorytm szukania wskaznika Cornella (wskaznika liniowego), mozliwego do obliczenia tylko
w przypadku wcze$niejszego wyboru modelu wielomianu stopnia pierwszego jako bazy
aproksymacyjnej oraz algorytmy szukania wskaznika Hasofera — Linda (wskaZnika
kwadratowego) i wskaznika Hasofera — Linda - Rackwitza — Fiesslera (wskaznika
kwadratowego, iterowanego macierzowo), w przypadku wczesniejszego wyboru jako bazy
aproksymacyjnej modelu wielomianu stopnia drugiego.

Na podstawie pracy [Lemaitre, 1986] dokonano sprawdzenia poprawnosci i zbieznosci

obliczania kwadratowych wskaznikow niezawodnosci Sy, oraz Sy pp-

W  pracy |Lemaitre, 1986] zdefiniowano proste zadanie statycznie niewyznaczalnej
trojprzestowej belki ciaglej, o schemacie przedstawionym na rys. 6.2.

,mummuuf‘lumuumu
A L e Ap

L L L

Rys. 6.2. Statycznie niewyznaczalna trojprzestowa belka ciagta wg [Lemaitre, 1986].

Zmiennymi losowymi w tymze problemie inzynierskim sa wartos¢ obciazenia réwnomiernie
roztozonego ¢ = const, modul sprezystosci Younga E oraz moment bezwladnosci przekroju

poprzecznego J . Dlugosé L pojedynczego przesta belki jest stala i wynosi L =5m.

Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe zmiennych zadania, przyjete wg pracy
[Lemaitre, 1986], zostaly zbiorczo zestawione w Tablicy 6.4.

Dla tak sformutowanego zadania metodami statycznymi mozna dokonaé kalkulacji ugiecia
maksymalnego, ktore wynosi 4,3125 [§/E.J .

Funkcja stanu granicznego jest kryterium stanu uzytkowania, wyrazone jako zdefiniowany

dopuszczalny poziom ugie¢ w(l) , ustalony jako wartos¢ wynoszaca w(l),,, = L/360.
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Funkcje stanu granicznego konstrukeji mozna wiec zapisa¢ jako

g(w,E,J) = S5 4,3125 0L = 0,01388888 — 4,3125 -1 (6.4)
360 EJ EJ

Wyliczony w monografii kwadratowy wskaznik niezawodnosci wyniost g = 3,1730.

Tablica 6.4. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe zmiennych losowych zadania,

przyjete wg pracy [Lemaitre, 1986].

Wartos$é | Zmienna losowa Wartosé srednia Odchylenie standardowe
q T, t, =, =10,0 kN/m o,=0, =0,4 kN/m
E T, [y =, =20000000 kN/m* | o, =0, =5000000 kN/m’
J , 1, = p, =0,0008 m* 0, =0, =0,00015 m"*

Rozwigzanie programem autorskim nie wymaga w tym przypadku uzycia modutu
programu RSM-—Win potrzebnego do aproksymacji powierzchni odpowiedzi konstrukcji.
Jak mozna zauwazyé, funkcja stanu granicznego ma w rozpatrywanym zadaniu postaé
wielomianu stopnia drugiego ze sktadnikami interakcyjnymi, a wiec dokladnie taka sama,
jaka proponowany wielomian aproksymacyjny. Mozna wiec przyjaé, ze dane wprowadzone
do programu sg tozsame z odpowiedzig konstrukcji.

Program autorski dostosowano do mozliwosci pojawienia sie takiej sytuacji i zawarto w nim
opcje rezygnacji z aproksymacji powierzchni na rzecz manualnego lub zewnetrznego

wprowadzenia wspotczynnikow kierunkowych (), f;, f;) dla wielomianu modelowego.

Funkcje stanu granicznego przedstawi¢ mozna zatem bezposrednio w postaci proponowanej
przez program autorski, jako wyrazenie

000 =30 = By + 3+ 3 By, = (6:5)

By + Bz, + fyx, + Porg + ,5113712 + ,5223722 + ,533I§ + B,1Ty + P72y + foy, T,

lub, podstawiajac wartosci liczbowe, jako

g(w, E,J) =0,01388888 - 4,3125 % = 0,01388888 [ - 4,3125 (6.:6)

= g(x) = g(x) = —4,3125 [, +0,01388888 [k, z,
Dla powierzchni odpowiedzi zadanej tym wzorem, o tak wyznaczonym zbiorze
wspolczynnikow  kierunkowych — wielomianu (B, f,, 5, = p, = —4,3125; f,, = 0,01388888)
przystapi¢ mozna do wyznaczania w programie autorskim kwadratowych wskaZnikow

niezawodnosci f; oraz fy; .. dla wyzej postawionego prostego problemu inzynierskiego.

Wykonujac za pomoca autorskiego oprogramowania iteracyjng procedure obliczania

wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda otrzymuje si¢ wynik f,; = 3,1805.
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Bardzo ciekawym elementem rozwigzania algorytmu Hasofera — Linda jest towarzyszace
kazdej iteracji wyznaczanie wspoétczynnikéw wrazliwosci a, , ktore sa miara zaleznosci

koricowego rozwiazania od poszczegdlnych zmiennych.

Im wieksza (co do wartosci bezwzglednej) jest wartos¢ wspotczynnika wrazliwosci,
tym bardziej zmiana danej zmiennej losowej bedzie miala wyrazniejszy wplyw na zmienna
calkowita odpowiedzi. Wspoétczynniki wrazliwo$ci mozna bowiem rozumieé¢ jako wektory
kierunkowe (rozklady na poszczegolne osie przestrzeni realizacji x ) wektora laczacego punkt
poczatkowy analizy (gdzie x =0) z punktem projektowym zadania (miejscem kalkulacji
wskaznika niezawodnosci f). Co za tym idzie, im wieksza jest warto$¢ danego j — tego

wspotczynnika wrazliwodci, tym wymagane przemieszczenie sie wzgledem j — tego wymiaru

przestrzeni realizacji, potrzebne do osiagniecia punktu projektowego zadania jest wicksze.

Szczegoly iteracyjnych obliczenn wskaznika niezawodnosci Hasofera -~ Linda f;
oraz wspolczynnikow  wrazliwosci a, , wraz z obliczonymi réznicami pomiedzy
otrzymywanymi w kolejnych krokach iteracji wynikami, przedstawiono w Tablicy 6.5.

Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn i spadek réznic pomiedzy otrzymywanymi
w kolejnych krokach iteracji wynikami przedstawiono na rys. 6.3 oraz na rys. 6.4.

Jak zauwazy¢ mozna na obu rysunkach, bardzo dobra zbieznosé uzyskiwanych wynikéw
osiaga sie juz dla szostej iteracji, co pozwala na okredlenie obliczern jako szybko zbiezne
i ekonomiczne pod wzgledem czasu obliczeniowego. Wszystkie wyniki, uzyskane na drodze
wykonywania procedury programu autorskiego, bardzo szybko sie stabilizuja i koncowo
osiggaja wyniki, ktére pokrywaja sie z rozwigzaniem monograficznym.

Blad bezwzgledny oszacowania wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda f),, wynosi

_ Burow ~ Brr.mono 100% = 3,1805 - 3,1730

[100% = 0,2364% (6.7)
ﬁHLﬂnonu 3, 1730

b

co jest wynikiem jakosciowym bardzo dobrym, mniejszym od akceptowalnego poziomu 3,0%.

Tablica 6.5. Szczegdly iteracyjnych obliczern wartosci wskaznika niezawodnosci
Hasofera — Linda f,, oraz wspolczynnikow wrazliwosci a,, wraz z obliczonymi réznicami

pomiedzy wynikami otrzymywanymi w kolejnych krokach iteracji.

Liczba iteracji

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8 | 3,0000 | 3,2480 | 3,3108 | 3,2216 | 3,1866 | 3,1812 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805

al -0,57741-0,0407 | 0,0436 | 0,0373 | 0,0349 | 0,0344 | 0,0342 | 0,0342 | 0,0342 | 0,0342 | 0,0342

w2 |-0,5774(-0,8513|-0,9493 | -0,9765 | -0,9817 | -0,9827 | -0,9829 | -0,9830 | -0,9830 | -0,9830 | -0,9830

a3 |-0,57741-0,5231|-0,3114 |-0,2124 | -0,1873 | -0,1819 | -0,1807 | -0,1805 | -0,1805 | -0,1804 | -0,1804

blad B | - |8,2667 | 1,9335 | 2,6963 | 1,0846 | 0,1709 | 0,0202 | 0,0022 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000
blad al| -  ]92,9516| 7,0593 | 14,4436 | 6,5123 | 1,6077 | 0,3382 | 0,0727 | 0,0163 | 0,0037 | 0,0008
blad 02| -  |47,4402|11,5068 | 2,8646 | 0,5340 | 0,1044 | 0,0222 | 0,0050 | 0,0011 | 0,0003 | 0,0000

blad 03| - | 9,4111 |40,4676|31,7941|11,8212| 2,8557 | 0,6370 | 0,1441 | 0,0332 | 0,0077 | 0,0018
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Rys. 6.3. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczen wartosci wskaznika niezawodnosci

Hasofera — Linda f,, oraz wspolczynnikow wrazliwosci a, .

100,00
80,00
60,00 blad ¢
40,00 - —8—blad ol

blad o2

Y
' =@—blad o3
/._gs"' - - = ad o

liczba iteracji

Rys. 6.4. Uzyskiwanie niwelacji r6znic miedzy otrzymywanymi w kolejnych krokach iteracji

wynikami wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda S, i wspolczynnikow wrazliwosci a, .

Wykonujac natomiast za pomoca autorskiego oprogramowania iteracyjna procedure
obliczania wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera

otrzymuje si¢ wynik Sy pr = 3,1805, identyczny jak dla obliczeri wg Hasofera — Linda.

Ciekawym elementem rozwigzania algorytmu Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera jest
natomiast kontynuowane w kazdej iteracji bezposrednie wyznaczanie wartosci zmiennych
losowych zadania z,, ktére wyraznie wskazuja przemieszczanie sie punktu projektowego

w przestrzeni realizacji zadania. Jest to dziatanie analogiczne do wyznaczania
wspotczynnikéw wrazliwosci, lecz w procesie stricte inzynierskim jest to technika bardziej
otwarta dla eksperymentatora, duzo latwiejsza w interpretacji.

Szczegoly obliczen wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f; .

oraz wartosci zmiennych losowych zadania z,, wraz z obliczonymi réznicami pomiedzy

otrzymywanymi w kolejnych krokach iteracji wynikami, przedstawiono w Tablicy 6.6.
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Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn i spadek roéznic pomiedzy otrzymywanymi
w kolejnych krokach iteracji wynikami przedstawiono na rys. 6.5 oraz na rys. 6.6.

Jak zauwazy¢ mozna na obu rysunkach, bardzo dobra zbieznos¢ uzyskiwanych wynikéw
osigga sie juz dla piatej iteracji, co takze pozwala na okreslenie obliczen jako szybko zbiezne

i ekonomiczne pod wzgledem czasu obliczeniowego. Wszystkie wyniki pokrywaja sie

z rozwigzaniem monograficznym.
Blad bezwzgledny oszacowania wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza —

Fiesslera fy,, wynosi e, —=0,2364% i z racji identycznosci wynikow B, oraz By,

Jest tozsamy z bledem bezwzglednym kalkulacji e, .

Tablica 6.6. Szczegdly iteracyjnych obliczen warto$ci wskaznika niezawodnosci Hasofera —
Linda — Rackwitza — Fiesslera f,;,, oraz wartosci zmiennych losowych zadania z,, wraz

z obliczonymi réznicami pomiedzy wynikami otrzymywanymi w kolejnych krokach iteracji.

Liczba iteracji
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 [3,0000 | 2,5782 | 3,2806 | 3,2135 | 3,1821 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805 | 3,1805
q |51,5208]17,7277] 9,9492 | 9.8005 [ 10,0325 10,0432] 10,0436 | 10,0435 | 10,0435 ] 10,0435 10,0435
E 20000000 | 9690365 | 5369144 | 4540748 | 4418672 | 4380462 | 4371076 | 4368840 | 4368314 | 4368191 | 4368160
J 0,000800 | 0,000568 | 0,000575 | 0,000670 | 0,000705 | 0,000712 | 0,000713 | 0,000714 | 0,000714 | 0,000714 | 0,000714
blad | - |14,0600]27,5933] 2,3139 | 0,9774 | 0,0481 | 0,0028 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
blad q | - |65,5972]43,8779] 1,4944 | 2,3677 | 0,1063 | 0,0040 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0001
blad E| - |51.5482[44,5030| 15,4280 2,6884 | 0,8648 | 0,2143 | 0,0511 | 0,0120 | 0,0028 | 0,0007
blad J | - [28,9959] 1.2006 | 16,4766 5,1958 | 0,9795 | 0,2187 | 0,0507 | 0,0119 | 0,0028 | 0,0007
100 000 000,00 -
1 000 000,00
10 000,00
100,00 =
gan = =
0,01 B
rgp ETOTOT 000009 o
o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

liczba iteracji

Rys. 6.5. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn wartosci wskaznika niezawodnosci

Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera [, . oraz wartosci zmiennych zadania ,.

Dla przejrzystosci rysunku postuzono sie skalg logarytmiczna na osi wartosci liczbowych.
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Rys. 6.6. Uzyskiwanie niwelacji réznic pomiedzy otrzymywanymi w kolejnych krokach
iteracji wynikami wskaznika niezawodnosci Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera Sy, p»

oraz warto$ci zmiennych losowych zadania z,.

6.1.3. Pelne rozwiazanie problemu niezawodnosci dla kolumny
Zieglera (stupa idealnie sprezystego z dwiema sprezynami

o losowych sztywnosciach)

a) Przedstawienie modelu

Analizuje sie model stupa, utwierdzonego u podstawy, osiowo Sciskanego sitg AP.

Stup ma dwa przeguby wewnetrzne — jeden u podstawy i jeden w potowie wysokosci.
Oba przeguby wewnetrzne sa wzmocnione sprezynami o statych sprezystoscik;;k, .

Sztywnosci sa modelowane jako dwie zmienne losowe: k =, (L+z)) 1 k, = p, (1+1,) .
Zatem, X, i X, sa podstawowymi zmiennymi losowymi problemu okreslenia niezawodnosci.

Zalozono, iz obie te zmiennosci cechuja sie rozktadem normalnym, $rednie tych rozktadow
sa rowne 0, a odchylenia standardowe obu parametréw sa jednakowe i wynoszg 0,20.

Model uktadu przedstawiony jest na rys. 6.7.

Rys. 6.7. Model kolumny Zieglera wg [Alibrandi i inni, 2010].



134 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Energie modelu w formie jawnej mozna zapisa¢ wzorem:

0, = % I:Elqu 1+ 551)] |:(191)2 + % EE:“X2 1+ mz)] [(’92 - z91)2 _% (AP L [(1912 * z922) (6.8)

Model niniejszego stupa wymaga rozpatrzenia energii potencjalnej jedynie drugiego rzedu.

Dla podanego modelu wyprowadzi¢ mozna takze jawny zapis funkcji granicznej, ktory
przedstawi¢ mozna réwnaniem

1 1 f
9(x) =G(z,,7,) = Eluzl (1+m)+ M, (1+m,)- 5\/ﬂ112(1 + 371)2 + 4ﬂ122(1 + 372)2 -4 (6.9)
W  zaproponowanej analizie prawdopodobieistwo wyboczenia stlupa jest obliczane
przy zalozeniu, iz k =k, =p, =p, =1kNm, L =1m, P =1kN, zatem konstrukcja idealna
(z, =z, =0) wykazuje obciazenie wybaczajace réwne: A = 0,53 =~/5) = A,.
W pierwszym podejsciu, w analizie niezawodnosci wspotczynnik krytyczny obciazenia zostal

dobrany jako A =0,50, =0,2503 —\/5), a podstawowe zmienne losowe (X|;X,) zalozono

jako nieskorelowane (g, =0).

Prawdopodobienistwo awarii zostalo obliczone w publikacji odniesienia metoda symulacji

Monte Carlo za pomoca miliona prébek i wyniosto P, = 2,390 ao0*.
Wyliczony za pomoca algorytmu HLRF wskaznik niezawodno$ci wyniost f =2,8599.

b) Dobér wlasny powierzchni odpowiedzi do zadania poczatkowego,

skalkulowanie wskaznika Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera By g

Zakladajac, iz krzywizna rzeczywiste]j powierzchni odpowiedzi konstrukcji jest duza,
dla zadania uzywa sie modelu drugiego rzedu z czlonami interakcyjnymi, ktérego

postaé przedstawia sie wzorem

T T

g(x) = p, + iZLIBLJ;L + iZLIBLL:EL? + Zzﬂt‘/z’tm.} te (6.10)

i<j j=2
Dla niniejszego zadania (dwie zmienne losowe), wzoér ten mozna rozpisaé¢ jako

!}(X) =py + P, + fox, + ﬁnxlz + ,522553 + 1, (6.11)

Zatozono, iz aproksymowana powierzchnia odpowiedzi bedzie obliczana w trzech wariantach:
przy uzyciu 25, 121 oraz 10201 punktéw obliczeniowych.

Punkty obliczeniowe sa generowane analogicznie do zasad wspomnianych w punkcie 6.1.1.
niniejszej rozprawy, tj. zostaja rozpiete na siatce wygenerowanej w zaleznos$ci od dwoch
ustalonych wczeéniej parametréw — od iloci punktéw obliczeniowych rozmieszczonych
regularnie na osiach przestrzeni realizacji zadania oraz od parametru rozrzedzenia siatki, przy

narzuconym jednoczesnie zasiggu dyskretyzacji wynoszacym s, =s, = <—170 i1, 0> jednostki.
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Oznacza to, ze dla 25 punktéw obliczeniowych ilo§¢ punktéw na osi jednego wymiaru
b,

=p, =5, a odleglos¢ miedzy punktami d, =d, =0,5 jednostki; dla 121 punktow

obliczeniowych ilos¢ punktéw na osi jednego wymiaru p, =p, =11, a odleglos¢ miedzy

punktami d, =d, =0,2 jednostki; a dla 10201 punktow obliczeniowych ilos¢ punktéw na osi
jednego wymiaru p, =p, =101, a odleglos¢ migdzy punktami d, =d, =0,02 jednostki.

W kazdym przypadku analizy oceniany jest takze globalny wspotczynnik dopasowania

powierzchni odpowiedzi w obrebie linii rownania stanu granicznego (Fy,)).

Dla 25 punktéw kontrolnych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem
§(x) = 0,184 + 0,241 Tk, + 0,192 (&, — 0,064 [, — 0,137 [k} + 0,185 [z, (6.12)

ktorej szczegoly aproksymacji przedstawione sa pogladowo w Tablicy 6.7. Pogladowy szkic
powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowanej

przy uzyciu 25 punktéw obliczeniowych (p, =p, =5;d, =d, =0,5)przedstawia rys. 6.8.

T

Globalny wspotczynnik dopasowania powierzchni odpowiedzi wyniost F,, = 0,037 .

Rys. 6.8. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 25 punktéw obliczeniowych (ilo$¢ punktoéw na osi = 5, odlegtosé
miedzy punktami = 0,5 jednostki).

Wskaznik niezawodnos$ci obliczany wedlug podejscia Hasofera — Linda — Rackwitza -
Fiesslera, skalkulowany przy uzyciu 25 punktow obliczeniowych wyniost: Byppr = 3,11.

Szczegodly iteracyjnych obliczenn wskaznika niezawodnosci By, zebrano w Tablicy 6.8.

Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn przedstawiono na rys. 6.9.
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aproksymowanej

przy uzyciu

siatkowania dwuwymiarowego z

Tablica 6.7. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi

liczba 25 punktow

obliczeniowych (ilo§¢ punktéw na osi = 5, odlegtosé miedzy punktami = 0,5 jednostki).

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK WSPOLCZYNNI K
TOTAL 25 0.1714518E+01 0.6858073E-01

VEDLUG BO 1 0.1757353E+00 0. 1757353E+00 0. 1844450E+00
WEDLUG Bl 1 0.7246635E+00 0.7246635E+00 0. 2407760E+00
VWEDLUG B2 1 0.4618566E+00 0.4618566E+00 0. 1922200E+00
WEDLUG B11 1 0.1779287E-01 0.1779287E-01 -0.6377257E-01
VEDLUG B22 1 0.8263580E-01 0.8263580E-01 -0.1374343E+00
VEDLUG B12 1 0.2144977E+00 0.2144977E+00 0. 1852556E+00
REZYDUUM 19 0.3733633E-01 0.1965070E-02

BRAK DOPAS. 19 0.3733633E-01 0.1965070E-02

Tablica 6.8. Szczegdly iteracyjnych obliczenn warto$ci wskaznika niezawodnosci Hasofera —

Linda —Rackwitza — Fiesslera [, ., obliczonego przy uzyciu 25 punktéow obliczeniowych.

Liczba porzadkowa iteracji
1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
3,7913,68 3,68 3,47 (3,37(3,293,22 3,18 |3,15| 3,13

11
3,12

12
3,11

13
3,11

14
3,11

15
3,11

BHLRF

< ——CHLRF

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

WWWWWWWWWLW
OFENWETIOIN0O O

SoSS5SSoESS
/

liczba iteracji

Rys. 6.9. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczen wartosci wskaznika niezawodnosci

Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f,;,, skalkulowanego za pomoca 25 punktow

obliczeniowych.

Dla 121 punktéw kontrolnych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem
§(x) = 0,191+ 0,248 [, + 0,179 [k, — 0,072 (& — 0,137 (&> + 0,184 [,z (6.13)

ktorej szczegoly aproksymacji przedstawione sa pogladowo w Tablicy 6.9. Pogladowy szkic
powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowanej

przy uzyciu 121 punktéw obliczeniowych (p, =p, =11;d, =d, =0,2)przedstawia rys. 6.10.

Globalny wspoélczynnik dopasowania powierzchni odpowiedzi wyniost £, = 0,121 .
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aproksymowanej

przy uzyciu

siatkowania dwuwymiarowego z

obliczeniowych (ilo§¢ punktéw na osi = 11, odlegtosé miedzy punktami = 0,2 jednostki).

Tablica 6.9. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi
liczba 121 punktow

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK WSPCLCZYNNI K
TOTAL 121 0. 7036892E+01 0. 5815613E-01

WEDLUG BO 1 0.1379307E+01 0.1379307E+01 0.1907426E+00
WEDLUG Bl 1 0.2966732E+01 0.2966732E+01 0. 2475805E+00
WEDLUG B2 1 0.1549281E+01 0. 1549281E+01 0.1789132E+00
WEDLUG B11 1 0.7926765E-01 0.7926765E-01 0. 7245160E- 01
WEDLUG B22 1 0.2854454E+00 0. 2854454E+00 0. 1374870E+00
WEDLUG B12 1 0.6560206E+00 0.6560206E+00 0.1840798E+00
REZYDUUM 115 0.1208377E+00 0. 1050762E- 02

BRAK DOPAS. 115 0.1208377E+00 0.1050762E-02

Rys. 6.10. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

obliczana przy uzyciu 121 punktow obliczeniowych (ilo$¢ punktéw na osi = 11, odlegtosé
miedzy punktami = 0,2 jednostki).

Wskaznik niezawodnosci obliczany wedlug podejscia Hasofera — Linda — Rackwitza -

Fiesslera, skalkulowany przy uzyciu 121 punktow obliczeniowych wyniost: By pr = 3,48.
Szczegoly iteracyjnych obliczen wskaznika niezawodnosci f; - zebrano w Tablicy 6.10.
Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczen przedstawiono na rys. 6.11.

Tablica 6.10. Szczegbly iteracyjnych obliczenn wartosci wskaznika niezawodnosci Hasofera —

Linda — Rackwitza — Fiesslera f,;,. obliczonego przy uzyciu 121 punktéw obliczeniowych.

Liczba porzadkowa iteracji
1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

3,8413,7913,75]3,71 3,68 3,65 |3,62|3,60|3,57|3,55

11
3,53

12
3,52

13
3,50

14
3,49

15
3,48

pHLRF
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3,90
3,85
3,80 4
3,75
3,70
3,65
3,60
3,55
3,50
3,45
3,40

——(3HLRF

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
liczba iteracji

Rys. 6.11. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn warto$ci wskaznika niezawodnosci
Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f;,, skalkulowanego przy uzyciu 121 punktow

obliczeniowych.

Dla 10201 punktéw kontrolnych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem

§(x) = 0,191 + 0,269 &, + 0,120 [, — 0,087 &* — 0,100 (& + 0,184 [, z, (6.14)

ktorej szczegdly aproksymacji przedstawione sg pogladowo w Tablicy 6.11. Szkic powierzchni
odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowanej przy uzyciu
10201 punktéw obliczeniowych (pl,1 =p, =121;d, =d, =0, 02) przedstawia rys. 6.12.

Globalny wspoétczynnik dopasowania powierzchni odpowiedzi wyniost Fy, = 0,108.
Tablica 6.11. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi

z liczba 10201 punktow
obliczeniowych (ilo§¢ punktow na osi = 101, odlegtosé miedzy punktami = 0,02 jednostki).

aproksymowanej przy uzyciu dyskretyzacji dwuwymiarowej

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRCDLO SS SK SSK WEPOLCZYNNI K
TOTAL 10201 0.3918601E+03 0.3841389E-01

WEDLUG BO 1 0.3131675E+03 0.3131675E+03 0. 1911059E+00
VEDLUG B1 1 0.6259555E+02 0. 6259555E+02 0. 2686834E+00
WEDLUG B2 1 0.1247017E+02 0.1247017E+02 0. 1199238E+00
VEDLUG B11 1 0.4497810E+00 0.4497810E+00 0. 8735326E- 01
WEDLUG B22 1 0.5849543E+00 0.5849543E+00 0. 9961840E- 01
WEDLUG B12 1 0.2484154E+01 0. 2484154E+01 0. 1835900E+00
REZYDUUM 10195 0.1079875E+00 0.1059220E-04

BRAK DOPAS. 10195 0.1079875E+00 0. 1059220E-04

Wskaznik niezawodnosci obliczany wedlug podejécia Hasofera — Linda — Rackwitza —

Fiesslera, skalkulowany przy uzyciu 10201 punktéw obliczeniowych wyniodst: By pr = 2,95.
Szczegodly iteracyjnych obliczenn wskaznika niezawodnosci f; . zebrano w Tablicy 6.12.

Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczen przedstawiono na rys. 6.13.
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Rys. 6.12. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 10201 punktéw obliczeniowych (ilo§¢ punktow na osi = 101, odleglosé
miedzy punktami = 0,02 jednostki).

Tablica 6.12. Szczegdly iteracyjnych obliczen wartosci wskaznika niezawodnosci Hasofera —
Linda — Rackwitza — Fiesslera pfy;,, skalkulowanego przy uzyciu 10201 punktow

obliczeniowych.

Liczba porzadkowa iteracji
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 11|12 |13 |14 | 15

Brurr  |3,56|3,45|3,383,30(3,26|3,20/3,16|3,12|3,08|3,05|3,01|2,98|2,95|2,95 2,95

3,80
3,70
3,60
3,50
3,40 4
3,30
3,20
3,10 ——BHLRF
3,00
2,90
2,80

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

liczba iteracji

Rys. 6.13. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn warto$ci wskaznika niezawodno$ci
Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f;,, skalkulowanego przy uzyciu 10201 punktow

obliczeniowych.

c) Skalkulowanie wskaZnika niezawodnosci metoda symulacji Monte Carlo

Prawdopodobieristwo awarii obliczone metoda symulacji Monte Carlo za pomocg miliona

probek w przypadku wygenerowanej powierzchni odpowiedzi wyniosto P, = 2,386 0o0~,

dajac blad rzedu e =1,39%, co jest wynikiem jako$ciowo zadowalajacym.
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Wskaznik niezawodnosci

obliczany przy uzyciu zamiany prawdopodobieistwa awarii

obliczonego metoda symulacji Monte Carlo (na bazie tablic rozkladu normalnego) wynosi
p=2,82.

d) Podsumowanie

Wszystkie

wyniki

powyzszych analiz

numerycznych prawdopodobieristwa —awarii P,

oraz wskaznikoéw niezawodnosci fy;p-, wykonanych w zaleznosci od liczby zastosowanych

punktow obliczeniowych, wraz z odniesieniem ich do rezultatow uzyskanych w [Alibrandi

i inni, 2010] i ocena zgodnosci pomiedzy rezultatami, zostaly zebrane w Tablicy 6.13.

Tablica 6.13. Zbiorcze podsumowanie wynikoéw wszystkich powyzszych analiz
numerycznych, wraz z odniesieniem ich do rezultatow uzyskanych w [Alibrandi i inni, 2010].
Alibrandi Autorskie, Autorskie, Autorskie, .
L. Autorskie,
i inni, MMC 25 pkt. 121 pkt. 10201 pkt. MMC
[2010] oblicz. oblicz. oblicz.
P P, =2,390 ao~ P, =0,94 a0~ P, =0,25 ao~ P =1,59 ao~ P =2,39 ao~
p £ =2,8599 p =311 p =3,48 f=2,95 p=2,82
e | e =8,04% e=17,82% e =3,05% e =1,39%

Na podstawie przeprowadzonej analizy zauwazyé¢ nalezy dosé duze niezgodnosci nie tylko
pomiedzy wynikami zaprezentowanymi w pracy referencyjnej [Alibrandi i inni, 2010,
a wynikami skalkulowanymi programem autorskim RSM-Win, ale takze na braki zgodno$ci
pomiedzy wynikami uzyskanymi programem wlasnym dla réznych podjetych wariantéw
obsadzenia przestrzeni realizacji punktami obliczeniowymi. Zgodnosé¢ ta, po wykonaniu 15-tu
iteracji, nie jest zadowalajaca — nie miesci sie ona w standardowo zaktadanych w obliczeniach
inzynierskich ramach 3%.

Najwieksza zgodnos¢ (e =3,05%) obliczonego iteracyjnie wskaznika niezawodnosci [,y
uzyskano oczywiscie dla najwiekszej liczby punktow obliczeniowych (10201 punktow),
jednakze tym razem nie wiaze sie to wcale z kwestia dobrego dopasowania powierzchni
odpowiedzi, bo dopasowanie to jest matematycznie lepsze dla zaledwie 25 punktéw

obliczeniowych (gdzie zgodnosé rozwiazan jest diametralnie stabsza i wynosi az e = 8,04% ).

Zastanawiajaca jest tez bardzo wolna zbieznosé algorytmow, ktore w poprzednich analizach
spisywaly sie pod tym wzgledem bez zarzutu. Po wykonaniu 15-tej iteracji wykazuja one
co prawda roznice pomiedzy iteracjami mniejsze od 1%, co pozwala na przyjecie ich wyniku
jako koncowego, jednakze wida¢ w ich zachowaniu tendencje do dalszego pomniejszania
wartosci wskaznika niezawodnosci ;. Stabilizacja jego koricowego rezultatu nastepuje
bardzo pézno, okolo 30-tej iteracji (dla wszystkich przypadkéow analizy), podajac wyniki
znacznie lepiej dopasowane do rozwiazania referencyjnego wg [Alibrandi i inni, 2010| niz
zdecydowano sie to zaprezentowaé. Wolng zbieznoscia mozna wiec wytlumaczyé wspomniane
powyzej braki zgodnosci pomiedzy rozwiazaniami, niemniej jednak przyrost czasu iterowania
bez widocznego przyrostu matematycznej trudnosci zagadnienia jest niepokojacy.
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Przyczyny takiego stanu mozna upatrywaé¢ w blednie przyjetej dyskretyzacji. Powierzchnia
odpowiedzi nie ma by¢ bowiem idealnym odwzorowaniem (wykonanym za pomoca prostszej
matematycznie postaci wyrazenia) powierzchni stanu granicznego w kazdym punkcie
przestrzeni realizacji, ale tylko w poblizu réwnania stanu granicznego. Przyklad ten
przedstawiono w powyzszej postaci (z tak duzymi niezgodnosciami) aby pokazaé trudnosci
i putapki, jakie inzynier napotkaé¢ moze przy nietrafnym podejsciu do metodologii powierzchni
odpowiedzi lub niewtasciwym jej zrozumieniu.

Doskonaltg zbieznos¢ z rozwigzaniem referencyjnym wykazuje natomiast wynik zaczerpniety
z symulacji metoda Monte Carlo. Metoda ta ma jednak znacznie dluzszy czas realizacji niz
nawet 30-krotna iteracja wykonywana przy uzyciu algorytmoéw programu autorskiego
RSM-Win. Wysnué¢ mozna zatem wniosek, iz prawidtowo przeprowadzone poszukiwanie
powierzchni odpowiedzi przynosi ewidentny zysk czasowy i moze byé rekomendowane
inzynierowi w procesie projektowania.

6.1.4. Pelne rozwigzanie problemu niezawodnos$ci dla ramy
Roordy (ramy idealnie sprezystej z dwiema sprezynami
o losowych sztywno$ciach)

a) Przedstawienie modelu

Analizuje sie model ramy o prostokatnej siatce pretow, poddanej obcigzeniu $ciskajagcemu AP .
Rama sktada sie z jednego stupa, zamocowanego u podstawy i jednego rygla, swobodnie
podpartego na jego prawym koncu. Potaczenie stupa i rygla jest w petni monolityczne. Rama
ma wmontowane dwa przeguby wewnetrzne — jeden u podstawy stupa ramy i jeden
w polowie rozpietosci rygla. Oba przeguby wewnetrzne sg wzmocnione sprezynami.
Sztywnosci  sprezyn sa modelowane jako dwie zmienne losowe: k =pu, (1+7)
ik, =pg(1+m,). X, 1 X, sa zmiennymi losowymi problemu okreslenia niezawodnosci.
Zatozono, iz obie te zmienno$ci cechuja sie rozkladem normalnym, ich wartosci Srednie

sa rowne 0, a odchylenia standardowe obu parametréw sa jednakowe i wynosza 0,20.

Model uktadu przedstawiony jest na rys. 6.14.

|« I
o

Yy

k

7/

Rys. 6.14. Model ramy Roordy wg [Alibrandi i inni, 2009].
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Energie modelu w formie jawnej mozna zapisa¢ wzorem:

1 ), 1 Hg) _1 2, &
I, :EEE,qu(1+xl)] 1) +§Eﬁ,uxz(1+x2)] [€2z9+?9j —EEHPEHII(&’ +ij (6.15)

Model ramy wymaga rozpatrzenia energii potencjalnej czwartego rzedu, gdyz cechuje sie
on asymetryczng bifurkacja, co powoduje takze jego wrazliwo$é na imperfekcje obciazeniowe.

W  zaproponowanej analizie prawdopodobieristwo wyboczenia ramy jest obliczane przy
zalozeniu, iz k =k, =py =py =1kNm, H =1m, L=1m, P =1kN, zatem konstrukcja
idealna (x, =z, =0) wykazuje obciazenie wybaczajace rowne: A =50 =4,. Dobrano takze
wstepng imperfekcje obcigzeniowa na poziomie ¢ =0,05. W pierwszym podejsciu, w analizie
niezawodnosci wspoétczynnik krytyczny obciazenia zostal dobrany jako A =0,5[R, =2,5,

a podstawowe zmienne losowe (z,,z,) zalozono jako nieskorelowane (g, =0).

Prawdopodobienistwo awarii zostalo obliczone w publikacji odniesienia metoda symulacji

Monte Carlo za pomoca stu tysiecy probek i wyniosto P, = 2,780 ao0~=.

Wyliczony za pomoca algorytmu HLRF wskaznik niezawodnosci wyniost f =1,9877 .

b) Dobér wlasny powierzchni odpowiedzi do zadania poczatkowego,

skalkulowanie wskaznika Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera Sy gr

Zaktadajac, iz krzywizna rzeczywistej powierzchni odpowiedzi konstrukcji jest duza,
dla zadania uzywa sie (jak w zadaniu rozdzialu 8.1.3.) modelu drugiego rzedu
z czlonami interakcyjnymi, ktorego postaé¢ przedstawia sie nastepujaco:

g(x)=p, + i/i% + iﬁnxf + iiﬂy@x te (6.10)

i<j j=2 ‘
Dla niniejszego zadania (dwie zmienne losowe), wzoér ten mozna rozpisaé¢ jako

!}(X) =py + P, + fox, + ﬁnxlz + ,522553 + 1, (6.11)

Zatozono, iz aproksymowana powierzchnia odpowiedzi bedzie obliczana w dwdch wariantach:
przy uzyciu 25 oraz 121 punktéw obliczeniowych.

Punkty obliczeniowe sg tym razem generowane za pomoca metody Monte Carlo z poczatkowo
zalozonego pasma otaczajacego geometrycznie linie rOwnania stanu granicznego. Ze wzgledu
na rezultaty otrzymane dla poprzednich zadan (rozdzialy 6.1.1. — 6.1.3.) dla prostokatne;
siatki punktéw obliczeniowych uznano, iz rozwigzanie takie moze byé nadal dobre do
aproksymacji powierzchni odpowiedzi z zadowalajaca doktadnoscia, a powinno by¢ lepsze dla
kalkulacji wskaznikéw niezawodnosci, gléwnie pod katem poprawy szybkosci zbieznosci
osiggania ich ostatecznych wartosci. Dzieki takiemu podejsciu otrzymuje sie réwniez lepiej
dopasowana powierzchnie w zakresie réwnania stanu granicznego, pomijajac te obszary
powierzchni, ktére nie sg istotne dla kalkulacji wskaZnika niezawodnosci.

Liczba 25 oraz 121 punktéw obliczeniowych zostala utrzymana wytacznie dla pokazania
ewentualnej poprawy wyzej wymienionych wartosci w stosunku do zadania z rozdziatu 6.1.3.
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W obu przypadkach analizy oceniany jest takze globalny wspo6tczynnik dopasowania

powierzchni odpowiedzi w obrebie linii rownania stanu granicznego (Fj)).

Dla 25 punktéw kontrolnych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dano wzorem
§(x) = 2,465 + 1,469 [, + 0,915 [, — 0,130 (& — 0,049 (&, + 0,314 Oz, (6.16)

ktorej szczegdlty aproksymacji przedstawione sg pogladowo w Tablicy 6.14. Pogladowy szkic
powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowanej
przy uzyciu 25 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.15.

Globalny wspotczynnik dopasowania powierzchni odpowiedzi wyniost Fy, = 0,087 .
Tablica 6.14. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi

aproksymowanej przy uzyciu 25 punktéw obliczeniowych, wygenerowanych za pomoca
metody Monte Carlo w obrebie rownania stanu granicznego.

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK WEPOLCZYNNI K
TOTAL 25 0.6250000E+01 0. 3906250E+00

VEDLUG BO 1 0.3906250E+00 0. 3906250E+00 0. 2465191E+01
WEDLUG B1 1 0.5063792E+00 0.5063792E+00 0. 1469314E+01
VEDLUG B2 1 0.6795171E+00 0.6795171E+00 0. 9150694E+00
WEDLUG B11 1 0.1816039E-01 0.1816039E-01 -0.1304617E+00
VEDLUG B22 1 0.3077122E-01 0.3077122E-01 -0.4925359E-01
WEDLUG B12 1 0.1164504E+00 0.1164504E+00 0. 3142906E+00
REZYDUUM 19 0.8702236E-01 0.8702236E-02

BRAK DOPAS. 19 0.8702236E-01 0.8702236E-02

Rys. 6.15. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowana przy uzyciu 25 punktoéw obliczeniowych wygenerowanych za pomoca metody
Monte Carlo.
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Wskaznik niezawodno$ci obliczany wedtug podejscia Hasofera — Linda — Rackwitza —

Fiesslera, skalkulowany przy uzyciu 25 punktéow obliczeniowych wyniost: Byrpr = 1,92.
Szczegodly iteracyjnych obliczen wskaznika Sy, .., przedstawiono w Tablicy 6.15.

Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn przedstawiono na rys. 6.16.

Tablica 6.15. Szczegdly iteracyjnych obliczert warto$ci wskaznika niezawodnosci Hasofera —

Linda —Rackwitza — Fiesslera B, skalkulowanego dla 25 punktéw obliczeniowych MC.

Liczba porzadkowa iteracji
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
BuLrF 2,19 1,95 1,92 1,92 1,92 1,92 1,92 1,92 1,92 1,92

2,30
2,25
2,20
2,15 ‘\\
2,10 +\¢
2,05 \
2,00

1 ——EHLRF
1:88 \\0 * * ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ P

1,85
1,80

liczba iteracji

Rys. 6.16. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn warto$ci wskaznika niezawodnosci
Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f,,,. skalkulowanego przy uzyciu 25 punktow
obliczeniowych Monte Carlo.
Dla 121 punktéw kontrolnych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dano wzorem

§(x) =2,501 +1,501 [k, + 0,902 &, — 0,130 &} — 0,050 (k> + 0,312 [, (6.17)

ktorej szczegbdly aproksymacji przedstawione sg pogladowo w Tablicy 6.16. Pogladowy szkic
powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowanej
przy uzyciu 121 punktéow obliczeniowych przedstawia rys. 6.17.

Globalny wspoétczynnik dopasowania powierzchni odpowiedzi wyniost Fy, = 0,056.

Wskaznik niezawodnosci obliczany wedtug podejscia Hasofera — Linda — Rackwitza —

Fiesslera, skalkulowany przy uzyciu 121 punktéw obliczeniowych wyniost: Byrpr = 1,91.
Szczegodly iteracyjnych obliczenl wskaznika niezawodnosci By, zestawiono w Tablicy 6.17.

Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczen przedstawiono na rys. 6.18.
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Tablica 6.16. Wyciag z tablicy analizy wariancji ANOVA dla powierzchni odpowiedzi
aproksymowanej przy uzyciu 121 punktéw obliczeniowych wygenerowanych za pomoca
metody Monte Carlo w obrebie rownania stanu granicznego.

TABELA ANALI ZY WARI ANCJI

ZRODLO SS SK SSK WSPOLCZYNNI K
TOTAL 121 0. 5898981E+03 0. 5840576E+01

VEDLUG BO 1 0.5678085E+03 0.5678085E+03 0.2501120E+01
WEDLUG B1 1 0.1000331E+02 0.1000331E+02 0. 1501072E+01
VEDLUG B2 1 0.7519374E+01 0.7519374E+01 0. 9015059E+00
WEDLUG B11 1 0.6587866E-02 0.6587866E-02 -0.1299999E+00
VEDLUG B22 1 0.1976961E-02 0.1976961E-02 -0.5039177E-01
WEDLUG B12 1 0.6616999E-01 0.6616999E-01 0. 3122408E+00
REZYDUUM 115 0. 1740830E-02 0. 1832452E-04

BRAK DOPAS. 115 0.1740830E-02 0.1832452E-04

Rys. 6.17. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 121 punktéw obliczeniowych wygenerowanych za pomoca metody
Monte Carlo.

Tablica 6.17. Szczegdly iteracyjnych obliczenn wartosci wskaznika niezawodnosci Hasofera —

Linda —Rackwitza — Fiesslera f;,, skalkulowanego dla 121 punktéw obliczeniowych MC.

Liczba porzadkowa iteracji
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
BhLrr 2,20 1,96 1,92 1,91 1,91 1,91 1,91 1,91 1,91 1,91
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Rys. 6.18. Uzyskiwanie zbieznosci iteracyjnych obliczenn warto$ci wskaznika niezawodnosci

Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera f;,, skalkulowanego przy uzyciu 121 punktow

obliczeniowych Monte Carlo.

c) Skalkulowanie wskaznika niezawodno$ci metodg symulacji Monte Carlo

Prawdopodobienistwo awarii obliczone metoda symulacji Monte Carlo za pomoca miliona

probek w przypadku wygenerowanej powierzchni odpowiedzi wyniosto P, =2,169 ao—,

co daje blad rzedu e =1,59%, co jest wynikiem jakosciowo bardzo dobrym.

Wskaznik niezawodnosci obliczany przy uzyciu zamiany prawdopodobienistwa awarii

obliczonego metoda Monte Carlo (na bazie tablic rozktadu normalnego) wynosi g = 2,02.

d) Podsumowanie

Wszystkie wyniki powyzszych analiz numerycznych prawdopodobienstwa awarii P,

oraz wskaznikow niezawodnosci f; ., wykonanych w zaleznodci od liczby zastosowanych

punktow obliczeniowych, wraz z odniesieniem ich do rezultatéow uzyskanych w [Alibrandi
i inni, 2009] i ocena zgodnosci pomiedzy rezultatami, zostaty zebrane w Tablicy 6.18.

Tablica 6.18. Zbiorcze podsumowanie wynikéw wszystkich powyzszych analiz
numerycznych, wraz z odniesieniem ich do rezultatow uzyskanych w [Alibrandi i inni, 2009).
Alibrandi i inni, Autorskie, Autorskie, Autorskie,
MMC [2010] 25 pkt. oblicz. 121 pkt. oblicz. MMC
P, P, =2,780007 P, =2,74007 P, =2,8100" P, =2,169007
p p =1,9877 p =192 f =191 p =202
e | e e =3,52% e =4,02% e =1,59%

Na podstawie przeprowadzonej analizy zauwazy¢ nalezy, iz droga jaka zostata podjeta
wskutek wnioskowania opisanego w ostatnim punkcie rozdziatu 8.1.3. byla stuszna.
Wykazano, iz odwzorowanie powierzchni stanu granicznego w przestrzeni realizacji tylko
w poblizu réwnania stanu granicznego jest wlasciwa droga postepowania z tego typu
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problemami inzynierskimi. Pozwala ono kolejno na znaczna redukcje koniecznych do
wprowadzenia do zadania punktéw obliczeniowych, szybsze odnalezienie punktu projektowego
analizy, szybkg stabilizacje wartosci odpowiedzi probabilistycznej konstrukeji i duza pewnosé
eksperymentatora co do poprawnosci i wiarygodnosci osiagnietego rezultatu.

Niezgodnosci pomiedzy wynikami zaprezentowanymi w pracy referencyjnej [Alibrandi i inni,
2009], a wynikami skalkulowanymi programem autorskim RSM-Win sa w przypadku zadania
sformutowanego w niniejszym rozdziale nieznaczne, a réznice pomiedzy wynikami uzyskanymi
programem wlasnym dla réznych podjetych wariantéow obsadzenia przestrzeni realizacji
punktami obliczeniowymi sa niemalze niezauwazalne.

Przy uzyciu 25 punktéw obliczeniowych, odpowiednio ulokowanych w przestrzeni realizacji,
uzyskuje sie dobra zgodnosé (e = 3,52%) obliczonego iteracyjnie wskaznika niezawodnosci
Burrr » lepsza nawet niz w przypadku uzycia wiekszej ilosci punktow obliczeniowych
(121 punktow). Ponadto, wygenerowane powierzchnie pozostaja w duzej zgodnosci
z probkami metody Monte Carlo punktéw obliczeniowych zadania, z globalnym
wspolczynnikiem dopasowania powierzchni odpowiedzi Fy;, nie przekraczajacym wartosci 0,1.

Algorytmy ponownie przejawiaja szybka zbieznosé, co réwniez potwierdza dobry dobor
danych wejsciowych do zadania i poprawng aproksymacje powierzchni odpowiedzi. W obu
przypadkach wynik juz piatej iteracji mogtby byé przyjety jako zaproponowana warto$é
wskaznika niezawodnosci, roznice pomiedzy kolejnymi iteracjami staja sie mniejsze od 0,1%.

Wynik zaczerpniety z symulacji metoda Monte Carlo jak poprzednio wykazuje doskonata
zbieznos$é z rozwiazaniem referencyjnym [Alibrandi i inni, 2009, jednakze czas symulacji
wymaganej do osiagniecia zbieznosci rozwiazania, podjetej bez technik redukcji populacji
probek, jest niewspoéimiernie dtuzszy do czasu zajmowanego przez obliczenia prowadzone za
pomoca programu autorskiego RSM—-Win.

Mozna zatem z duzg doza pewnodci potwierdzi¢ sprawnos$é, prawidtowo$é i niezawodnosé
dziatania stworzonego programu autorskiego RSM-Win dla wiekszosci typow prostych zadan
pretowych. Odpowiednia analiza, poparta symulacjami testowymi, pomagajacymi kolejno:
rozpozna¢ analizowane zagadnienie, pozna¢ odpowiedZz programu na sformulowanie
wprowadzanych danych wejSciowych, dokona¢ przyjecia wlasciwego typu modelu
aproksymacyjnego oraz wybra¢ odpowiedni dla zadania wskaznika niezawodnosci jest
w polaczeniu z programem autorskim pewnym zrédlem informacji o poziomie bezpieczeristwa
danej konstrukcji w ujeciu probabilistycznym poziomu drugiego metod szacowania
niezawodnosci projektowych probleméw inzynierskich.

6.2. Malo wyniosta powloka kompozytowa

Jak wskazano w rozdziale 6.1, szacowanie niezawodnosci na poziomie drugim metod oceny
bezpieczenstwa konstrukcji inzynierskiej jest mozliwe do wykonania przy odpowiednim
zastosowaniu programu autorskiego RSM—Win, wykorzystujac zaimplementowane do jego
pamieci standardowe techniki probabilistyczne. Jednakze przeprowadzone w rozdziale tym
wstepne analizy dotyczyly jedynie prostych modeli pretowych konstrukcji inzynierskich.
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Zasadne wydaje sie zatem przeprowadzenie (w celu potwierdzenia poprawnosci pracy
programu) szeregu dalszych analiz, tym razem dla konstrukcji o wiekszej zlozonosci.

Sposrdéd  dostepnych  przyktadéow zdecydowano wybraé¢ grupe konstrukeji powlokowych
opisanych modelami nieliniowymi geometrycznie, a w obrebie wskazanej grupy skupié
szczegdlng uwage na zagadnieniu utraty statecznosci, spowodowanej przekroczeniem
odpowiedniej wartosci obciazenia — krytycznej (punkt bifurkacji) lub granicznej (maksimum
obciazenia). Jak wczesniej zaznaczono, rozwiazania problemu utraty statecznosci tego typu
konstrukcji mozna uzyskaé jedynie na drodze obliczenn numerycznych, tak wiec gtéwna czesé
wymaganych obliczen zostanie przeniesiona na komercyjne programy obliczeniowe, a program
autorski zostanie wykorzystany jedynie do dalszej obrébki probabilistycznej rezultatow,
zaczerpnietych z zewnetrznych obliczent numerycznych.

Do zmian wartosci krytycznej lub granicznej obciazenia powodujacych utrate statecznosci
konstrukeji moze przyczynié¢ sie w znacznym stopniu wystapienie imperfekcji geometrycznych,
co zostalo duzo szerzej omoéwione w rozdziale 4. niniejszej rozprawy oraz w miedzy innymi
w [Barbero i inni, 2000].

Imperfekcje te modelowane sa za pomoca pola losowego. Teoretyczne podstawy i sposoby
generacji pol losowych celem uzycia ich jako modelu siatki imperfekcji zostaty przedstawione
w rozdziale 5. niniejszej rozprawy.

Celem przedstawionego ponizej zadania jest zbadanie wpltywu wygenerowanych, losowych pol
imperfekcji na wynikowe rozktady odpowiedzi oraz zbadanie niezawodnosci konstrukecji
powlokowej obarczonej tego typu imperfekcjami. Ostatni punkt zostanie zrealizowany
za pomoca programu autorskiego RSM—Win, aby pokazaé¢ prawidlowos$é dziatania procedur

programu oraz mozliwo$¢ i sensownosé prowadzenia tego typu analiz za jego pomoca.

a) Przedstawienie modelu

W zadaniu rozwaza sie przyktad malto wyniostej, 16-warstwowej powloki kompozytowe;j
z wlokien weglowych w spoiwie z zywicy epoksydowej, poddanej obciazeniu S$ciskajacemu
wzdtuz tworzacej, przedstawionej na rys. 6.19. Szczegbélowa analize numeryczng problemu
utraty statecznosci przykladu opisano we weczesniejszych pracach [Snell i Morley, 1985;
Jun i Hong, 1988; Kreja, 2005; Sabik i Kreja, 2010; Sabik, 2012].

Krawedzie proste AB i CD wspomnianego modelu sg krawedziami swobodnie podpartymi,
majacymi mozliwo$¢ przemieszczania sie wzgledem tworzacej powloki. Krawedzie
zakrzywione AD i BC sg natomiast w pelni zamocowane, przy czym krawedz AD, obcigzona
czynnie, réwniez ma mozliwosé przemieszczania sie wzgledem tworzace;j.

Geometria paneli charakteryzowana jest poprzez jej grubosé¢ ¢t =16%0,125mm = 2,0mm,
promien zakrzywienia R = 250,0mm, dlugosé¢ krawedzi prostych L =540,0mm oraz przez
kat rozwarcia pomiedzy jej krawedziami prostymi f =1,6848rad (co daje dlugos¢ krawedzi
zakrzywionych wynoszaca S = 421,2mm ).

Schemat uwarstwienia kompozytu mozna przedstawié¢ za pomoca zapisu [45| —452| 45| 04}5 .
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Panela wykonana jest z kompozytu XAS-914C, ktérego parametry materiatlowe
(dla pojedynczej laminy) wynosza kolejno: E, =13000°kPa, FE, =1000°kPa, v, =0,3
oraz G, =G, =G, =500°kPa . Na bazie przedstawionego wyzej zapisu warstwowego

i parametrow kazdej z lamin obliczy¢é mozna calkowite parametry materialowe paneli,
przyktadowo na podstawie roéwnan fizycznych dla kompozytéw wykonywanych w uktadzie
"off-axis", przedstawionych m.in. w [Christensen, 1979; German, 2001; Wozniak, 2001].

obcigzenie dciskajace

Rys.6.19. Malo wyniosta powloka kompozytowa, poddana obciazeniu $ciskajacemu wzdluz
tworzacej, rozwazana w niniejszym przykltadzie, wg [Kreja, 2005].

Do analizy powloki zastosowano komercyjny program obliczeniowy NX Nastran v.10.1.1.
Do zdefiniowania w programie modelu numerycznego uzyto 1600 czteroweztowych elementdw
powlokowych QUAD (40x40), opisanych na siatce 1681 weztow (41x41), zdefiniowanych
w ukladzie biegunowym. Podstawy teoretyczne uzytej metodologii elementéw skoriczonych
w odniesieniu do poruszanej tematyki mozna znalezé m. in. w [Oden, 1972; Crisfield, 1991;
Bathe, 1996; Zienkiewicz i Taylor, 2005].

Definicja modelu korzysta z teorii duzych obrotow, w sformutowaniu korotacyjnym.
Obliczenia przeprowadzono w zakresie geometrycznie i materialowo nieliniowym. Takie
rozwiazanie jest motywowane wskazaniami zawartymi m. in. w [Wozniak i Kleiber, 1982].

Wygenerowane pole losowe jest wcielane jako do modelu numerycznego wykonanego
w programie NX Nastran jako pole imperfekcji geometrycznych. Definiowane jest ono jako
zaburzenie weztow siatki MES, wykonane jeszcze przed generacja siatki MES.

b) Pole losowe modelujace imperfekcje geometryczne

Ze wszystkich parametrow, ktore moga opisaé¢ losowos$é modelu powtoki, do analizy przyjeto,
jak zasugerowano na poczatku niniejszego rozdziatu, jedynie imperfekcje geometryczne
powloki. W zadaniu pominieto losowosé obcigzenia, podparcia paneli, odchytek ulozenia
warstw materialtu i parametréw materialowych lamin kompozytu, tak wiec zastosowany
losowy opis modelu jest do$¢ uproszczony, ale réwnocze$nie nawiazujacy do metodologii
wymiarowania konstrukcji i szacowania jej niezawodno$ci, jaka sugerowana jest kodami
projektowymi, co przywolano juz w Rozdziale 4 niniejszej rozprawy.
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Danymi wej$ciowymi do analiz numerycznych sa wygenerowane programem autorskim pola
losowe, opisujace imperfekcje geometryczne w. Zastosowano do nich uciety rozktad Gaussa.
Losowos¢ odchytek jest opisana funkcjg korelacyjng jednorodnego pola losowego, wyrazona
roéwnaniem

K(z,z,) = s xe ™ (1+ 2, Bz, Ye b (1 4+ A, 0,) (6.18)

gdzie Az, i Az, sa odlegloSciami pomiedzy punktami pola wzdluz osi poziomej z;
1 pionowej z,, wspotczynniki A, oraz 4, sa parametrami opisujacymi zasieg korelacji na obu

. . 2 . . L,
kierunkach, a odchylenie standardowe s, reprezentuje zmiennos¢ pola.

Odlegtosci pomiedzy punktami pola dobrano tak, aby pokrywaly sie z rzeczywistymi
wymiarami paneli. Wynosza one zatem kolejno Az, = L/40 =540,0mm/40 =13,5mm

dla wymiaru poziomego z, oraz Az, =S5/40 =421,2mm/40 =10,53mm dla wymiaru

2
w

pionowego z,. Odchylenie standardowe s, przyjeto jako rowne jednosci.

Wspoélcezynniki 4, oraz A, nie maja natomiast pojedynczej wartosci, gdyz zdecydowano sig je

przyja¢ w pozniejszej analizie jako zmienng losowa probabilistycznej przestrzeni realizacji x .

Do generacji p6l imperfekcji geometrycznych wedlug sformutowanej powyzej funkcji
korelacyjnej zastosowano algorytm warunkowej symulacji wykorzystujacej metode
akceptacji i odrzucania, zaprezentowany szerzej w rozdziale 5.2. niniejszej rozprawy.

Zastosowanie elementéw skoriczonych wymaga wprowadzenia odpowiedniego usrednienia
wartosci  wygenerowanego pola  losowego imperfekcji, uwzgledniajacego  przyjety
w rozwigzaniu numerycznym rozmiar elementow skonczonych. Zastosowano w tym celu
procedure zaproponowana w [Vanmarcke, 1983], a we wzorach definiujacych elementy
macierzy kowariancyjnej wykorzystano wyniki pracy [Knabe i inni, 1998|:

2 ) 3 ) 2 a3 ]
D (Axz. A - 9 MDAz 1- AAz ) Ay 1- A Ay )
. (Az, Ay) AM[ +e S AI( e )}—AyAy +e (1-e )} (6.19)

T v AyA,y
K, (Az,Ay) = %{[cos (ﬂxAl‘) —sin (AIAZB)} +2) Az - 1}
Az
.e/luAy (620)
Dm{[cos (/lyAy) — sin (ﬂyAy)] +21, Ay - 1}
Y

c) Obliczenia numeryczne

Wynikiem pojedynczej serii obliczeniowej jest wykreslona $ciezka réwnowagi przemieszczenia
osiowego U, zaznaczonego symbolicznie na rys. 6.19. kolorem czerwonym. Na rzeczonej
$ciezce rownowagi rozpatrywane sg dwa punkty szczegélne. Pierwszym z nich jest
przemieszczenie wezla Srodkowego krawedzi zakrzywionej U,,, dla poziomu
wypadkowej sily obciazajacej réwnej 80kN (gwarantujacej unikniecie utraty
statecznosci, niezaleznie od poziomu zastosowanego w analizie znieksztalcenia geometrii
elementu), drugim jest natomiast punkt utraty stateczno$ci, w ktéorym osiggnieta
zostaje odpowiednia krytyczna lub graniczna wartos$é¢ obcigzenia.
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Referencyjnie przedstawi¢ mozna rozwiazanie uzyskane w programie NX Nastran dla modelu
paneli o geometrii idealnej. Sciezka réwnowagi przemieszczenia osiowego U dla przypadku
wyjéciowego zilustrowana jest na rys. 6.20. Na rysunek naniesiono oba wyzej wymienione
progi (punkty szczegdlne: przemieszczenie U, osiagniete przy poziomie 80kN (kolorem

czerwonym) oraz obciazenie prowadzace do utraty statecznosci (kolorem jasnoniebieskim).
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Rys.6.20. Sciezka réwnowagi przemieszczenia osiowego U , wykreslona dla modelu paneli

o geometrii idealnej.

Szacowanie niezawodno$ci na poziomie drugim postanowiono dla niniejszego przyktadu
wykonaé¢ za pomocg metodologii powierzchni odpowiedzi. Odrebnym problemem pozostato
zagadnienie prawidlowego i inzyniersko usprawiedliwionego doboru zmiennych losowych
przestrzeni realizacji zadania oraz wlasciwego oszacowania ich momentéw probabilistycznych.
Dodatkowo, ze szczegdlng uwaga nalezy przyja¢ punkt startowy analizy (punkt zerowy
zmiennych), wzgledem ktorego obliczane beda wskazniki niezawodnosci.

Na bazie wczesniejszego studium literatury w temacie zagadnienia (opierajac sie m. in.
na pracach [Kaminski, 2002; Frangopol i Recek, 2003; Hien, 2003]), wnioskow plynacych
z rozwazan zebranych w rozdziale 4 niniejszej rozprawy oraz wstepnych testéw numerycznych
(przeprowadzono je m.in. dla pol regularnych, tj. modelujacych paraboloide oraz dwie
parabole rozpiete na catej dtugosci krawedzi paneli oraz dla pol losowych nieskorelowanych)
zauwazono, iz najwiekszy wplyw na zmiany poziomu obcigzenia, przy ktorym nastepuje
utrata statecznodci paneli, maja dwa czynniki.

Pierwszym z nich, naturalnym z punktu widzenia inzynierskiego, jest glebokosé imperfekcji,
co w przypadku pola losowego mozna zamieni¢ myslowo na wielko$§é amplitudy pola.
Na podstawie wczesniejszych prob numerycznych zatozono, iz dla kazdego wygenerowanego
pola losowego przeprowadzi sie jego podZniejsza normalizacje, tak, aby pole to zyskalo
wylacznie jeden punkt maksymalnej amplitudy, réwnej jednosci. Przyjeto nastepnie,
iz, uzyskana wartos¢ jednostkowa zostanie wyrazona w [cm|. Koricowo, ustalono, iz pierwsza

zmienna losowa przestrzeni realizacji z, (zwana zmienna amplitudy m =m, =m, )
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zostanie dobrana z rozkladu réwnomiernego z przedziatu z, D(0,0;l, 0), przy czym wartosé

liczbowa zaczerpnieta z przedzialu oznaczaé bedzie redukcyjny mnoznik, jaki zostanie
nalozony na pole znormalizowane. Oznacza to, ze punkt maksymalnej amplitudy pola
imperfekcji bedzie losowany z przedzialu pomiedzy Ocm (powloka o idealnej geometrii),

a lem (powloka o najwiekszej amplitudzie pola imperfekcji, z punktem maksymalnym

osiagajacym w/w odchylenie od wartosci zamierzonej projektowo).

Drugim z czynnikéw, naturalnym z punktu widzenia zastosowanego podejscia generacji pola,
jest warto$é parametréow opisujacych zasieg korelacji w obu kierunkach. Ze wzgledu
na probe ograniczenia zlozonosci analizy, a takze na mozliwosé graficznej prezentacji jej
wynikéw w tréjwymiarowej rzutni graficznej, zatozono, iz parametry te beda stanowity jedna
zmienng losowa, tj. bedg mialy doktadnie takg sama wartodé dla wymiaru poziomego oraz dla
wymiaru pionowego. Na podstawie wcze$niejszych prob numerycznych zatozono, iz druga

zmienna losowa przestrzeni realizacji z, (zwana zmienna korelacji 4=/, =1, ) zostanie

dobrana z rozkladu réwnomiernego z przedziatu z, D{0,0;l, 0>, przy czym wartosé liczbowa

zaczerpnieta z przedziatu oznaczaé¢ bedzie bezposrednio parametr zasiegu korelacji.

Zakltadajac znormalizowane pole losowe, uzywane w niniejszej analizie, wskaza¢ mozna
wplyw, jaki parametr zasiegu korelacji ma na ksztalt danego pola losowego. Na rys. 6.21.
przedstawiono zwiagzek pomiedzy stopniem zasiegu korelacji (na osi pionowej), a wplywem na
okreslona liczbe elementéw skoniczonych paneli kompozytowej rozwazanej w tej analizie,
w zaleznosci od przyjetego w procesie generacji pola losowego parametru zasiegu korelacji A.

Na rys. 6.22. przedstawiono natomiast obraz kilku przyktadowo wygenerowanych pol
losowych o zréznicowanych warto$ciach parametru zasiegu korelacji 4.

Po przyjeciu danych wejsciowych analizy w sposéb opisany powyzej, wykonano szereg
obliczei numerycznych, prowadzgcych do uzyskania Sciezek réwnowagi dla przemieszczenia
osiowego krawedzi obcigzonej U . Przeprowadzono 24 przebiegi rozwigzania, w trzech etapach
dopasowanych do zaktadanej pozniej analizy przy uzyciu metody powierzchni odpowiedzi.
Dla kazdego z przebiegdw zapisywano rezultaty przemieszczenia U, osiagnietego przy

poziomie 80kN oraz obciazenia prowadzacego do utraty statecznosci.

1 Fukcja: exp(-A* A*x*x)
g 7 — =10
0.8 -

é i A=0.38
B 06 — A=05
g/ 7 A=0.3
< 047 A=0.25
o |

(15}
© 0.2
o _
~

O |

0o 2 4 6 8 10
Zasieg korelacji (elementy)

Rys. 6.21. Zwiazek pomiedzy stopniem korelacji, a wptywem na okreslong liczbe elementow
skonczonych paneli kompozytowej, w zaleznosci od przyjetego parametru zasiegu korelacji A.
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Rys. 6.22. Przyktadowe pola losowe o réznych wartosciach parametru zasiegu korelacji A:
a) pole o bardzo stabej korelacji, A = A, =4, =100

b) pole o stabej korelacji, 1 =4, =4, =0,80
¢) pole o $redniej korelacji, A =4, =4, =0,50
d) pole o silnej korelacji, A =4, =4, =0,30.

W etapie pierwszym przeanalizowano 6 proéobek wybranych z przestrzeni realizacji
w taki, sposéb, aby moéc oprzeé¢ na nich pierwsza aproksymacje powierzchni odpowiedzi.
Wybrano zatem cztery punkty bliskie narozom powierzchni, o wspolrzednych (m;A)
wynoszacych kolejno: (0,01;0,30), (0,01;0,80), (1,00;0,30) oraz (1,00;0,80), pomagajace
rozpostrze¢ powierzchnie w przestrzeni realizacji, a takze dwa punkty $rodkowe,
o wspoOlrzednych (m;A) wynoszacych kolejno (0,05;0,50) oraz (0,10;0,50), pomagajace

aproksymowaé¢ powierzchnie w srodku jej rozpietosci.

W etapie drugim przeanalizowano kolejnych 6 probek wybranych z przestrzeni
realizacji w taki, sposob, aby zagesci¢ informacje o powierzchni odpowiedzi konstrukcji
w poblizu jej krawedzi. Wybrano punkty o wspotrzednych (m;A) wynoszacych kolejno:
(0,05;0,30), (0,10;0,30), (0,05;0,80), (0,10;0,80), (0,01;0,50) oraz (1,00;0,50).

W etapie trzecim przeanalizowano kolejnych 12 prébek wybranych z przestrzeni
realizacji catkowicie losowo (za pomoca bezposredniego probkowania metoda Monte Carlo),
tak, aby zagesci¢ informacje o powierzchni odpowiedzi konstrukcji w poblizu jej srodka.
Wybrano punkty o wspolrzednych (m;A) wynoszacych kolejno: (0,43;0,74), (0,38;0,75),
(0,75;0,42), (0,66;0,71), (0,69;0,39), (0,23;0,67), (0,30;0,38), (0,52;0,43), (0,84;0,72),
(0,85;0,53), (0,21;0,56) oraz (0,12;0,44).
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Sciezki réwnowagi uzyskane w programie NX Nastran dla przemieszczenia osiowego U
dla wszystkich punktéw obliczeniowych analizy zilustrowane sa na rys. 6.23. Na rysunek

naniesiono prog przemieszczenia U, przy poziomie 80kN obciazenia (kolorem czerwonym).
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Rys. 6.23. Sciezki rownowagi dla przemieszczenia U dla modelu paneli z imperfekcjami:
a) etap pierwszy analizy, b) etap drugi analizy, c) etap trzeci analizy.
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Przed przystapieniem do procedur aproksymacji powierzchni odpowiedzi dla zagadnienia
oraz oszacowania niezawodno$ci paneli, sformutowaé nalezy stan graniczny, jaki narzuca sie
dla poszczegdlnych przypadkéw paneli. W niniejszym zadaniu przyjeto, iz w pierwszym
przypadku analizy — przemieszczenie wezta $Srodkowego krawedzi zakrzywionej U,
dla poziomu wypadkowej sity obciazajacej rownej 80kN nie moze przekroczyé wartosci
granicznej U,; ;, = 2,0mm, czyli poziomu grubosci calego elementu kompozytowego.
W drugim przypadku analizy — punkt utraty statecznosdci, w ktérym osiagnieta zostaje
odpowiednia krytyczna lub graniczna warto$¢ obcigzenia nie moze nastapié ponizej
poziomu wypadkowej sily obcigzajacej ro6wnej 100 kIN.

Zebrania wynikow trzech przeprowadzonych etapéw obliczen dokonano w Tablicy 6.19.
Tablice wzbogacono dodatkowo o zero-jedynkowy indeks [, spelnienia warunku granicznego
w danym przypadku analizy. Indeks ten przybiera warto$¢ 1 w przypadku spelnienia
warunku, a warto$é 0 w przypadku odwrotnym.

Wskaznik taki bedzie pomocny przy szacowaniu prawdopodobienstwa awarii paneli
kompozytowej przy uzyciu bezposredniego podejscia metody Monte Carlo.

Tablica 6.19. Zebranie wynikéw przeprowadzonych etapéw obliczerr paneli kompozytowe].

RSM - PANELA U101 [mm] Nerit [kIN]
Lp. P m (limit = -2,00) | (limit = 100,00)
przy S8OKN |Io/1| przy ueit | lo/
1. 0,30 1,00 -3,12008 0 113,120 1
2. 0,80 1,00 -2,60901 0 109,862 1
3. 0,50 0,10 -0,74544 1 114,164 1
4. 0,50 0,05 -0,69972 1 124,132 1
5. 0,30 0,01 -0,68375 1 134,790 1
6. 0,80 0,01 -0,68416 1 136,134 1
7. 0,30 0,10 -0,73906 1 98,824 0
8. 0,30 0,05 -0,69677 1 116,130 1
9. 0,50 1,00 -2,77036 0 82,708 0
10. 0,50 0,01 -0,68412 1 134,954 1
11. 0,80 0,10 -0,75164 1 117,732 1
12. 0,80 0,05 -0,70149 1 127,574 1
13. 0,74 0,43 -1,40191 1 96,490 0
14. 0,75 0,38 -1,35024 1 87,960 0
15. 0,42 0,75 -2,18863 0 84,114 0
16. 0,71 0,66 -1,99699 1 108,550 1
17. 0,39 0,69 -1,96836 1 92,106 0
18. 0,67 0,23 -1,00521 1 101,214 1
19. 0,38 0,30 -0,97521 1 90,574 0
20. 0,43 0,52 -1,30618 1 81,818 0
21. 0,72 0,84 -2,45007 0 100,184 1
22. 0,53 0,85 -2,60283 0 77,364 0
23. 0,56 0,21 -0,94040 1 90,188 0
24. 0,44 0,12 -0,76001 1 106,556 1
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d) Analiza zbieznosci uzyskanych rezultatéw

Kluczowsa kwestia w ocenie prawidtowosci szacowania prawdopodobieristwa awarii paneli
kompozytowej przy uzyciu bezposredniego podejscia metody Monte Carlo jest obserwacja
zbieznosci rezultatéw probabilistycznych momentéw odpowiedzi konstrukcji przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek wykorzystanych do analizy. Wykonano zatem prosta analize
zbieznosci dla obu wariantéw zadania.

1. Przemieszczenie krawedzi zakrzywionej dla poziomu sily obciazajacej roéwnej S80kN.

Obserwacja zbieznosci rezultatow probabilistycznych momentéw odpowiedzi przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek dla wariantu zadania Sledzacego przemieszczenie krawedzi
zakrzywionej dla poziomu sity obciazajacej rownej 80 kN przedstawiona jest na rys. 6.24.
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Rys. 6.24. Uzyskiwanie zbieznosci obliczeri momentéw odpowiedzi dla wariantu zadania

sledzacego przemieszczenie U, dla catkowitej sity obciazajacej réwnej 80 kN.

Na podstawie rys. 6.24 stwierdzi¢ mozna, iz po pierwszym etapie analizy (rozpatrzeniu tylko
6 probek) zadowalajaca zbiezno$¢ nie zostala osiagnieta. Wiaze sie to ze znaczna
rozbieznosciag przemieszczeri obserwowanych dla punktéow srodkowych powierzchni, a tych
zaobserwowanych dla punktéw naroznych powierzchni. Jest to bardzo ciekawa obserwacja,
gdyz $wiadczy ona o fakcie, ze dla punktéw o $redniej korelacji i stosunkowo malej
amplitudzie §ciezki rownowagi przyrastaja duzo bardziej w kierunku osi przemieszczenia U, ,
niz przykladowo Sciezki rownowagi dla punktéw o matej badz silnej korelacji i bardzo duzej
amplitudzie. Moze sie to wiaza¢ z faktem, iz bardzo duzy poziom amplitudy imperfekcji
(wynoszacy pieciokrotnosé grubosci calej paneli) jest de facto zupeklie inna geometria dla
zadania, pracujaca analogicznie do powloczki falistej bardziej niz analogicznie do ptaskiej.

Ze wzgledu na dobér punktéw w drugim etapie analizy, zaobserwowana zbiezno$é po jego
zakoriczeniu (po rozpatrzeniu 12 probek) jest juz zadowalajaca — roznica rezultatu Sredniego
przemieszczenia U, pomiedzy wynikiem przedostatnim, a ostatnim wynosi zaledwie 3,80%.

Jednakze ze wzgledu na sposéb rozmieszczenia probek na powierzchni odpowiedzi trudno jest
powiedzieé¢, iz wyboér ten odpowiada Scidle zatozeniom metody Monte Carlo. Rozpatrzenie
kolejnych probek, wybranych z przedzialéw zmiennosci zmiennych probabilistycznych
w spos6b $Scisle losowy wydaje sie zatem konieczne, aby dowie$¢ o mozliwosci zastosowania
predykcji prawdopodobienistwa awarii konstrukecji metoda Monte Carlo.
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Na podstawie trzeciego etapu analizy (po rozpatrzeniu 24 probek), zaobserwowaé¢ mozna
niemalze calkowita zbieznos¢é momentéw  probabilistycznych. Réznica  pomiedzy
przedostatnim, a ostatnim wynikiem S$redniego przemieszczenia U,,, w seril trzeciej wynosi
zaledwie 2,01%, natomiast analogiczna roznica miedzy przedostatnim, a ostatnim wynikiem
odchylenia standardowego przemieszczenia U, wynosi jedynie 0,68%. Obie réznice
kwalifikuja obliczenia jako zbiezne, a ich wyniki jako miarodajne, nawet pomimo znacznego
rozrzutu wartodci przemieszczenia U,;,, wykazanego przy poziomie sity rownym 80 kN, jakie

wprowadzaja réznorodne lokalizacyjnie punkty obliczeniowe serii trzeciej.

Taki stan rzeczy dowodzi wiec mozliwosci wiarygodnego szacowania prawdopodobienstwa
awarii konstrukcji metodg Monte Carlo za pomoca bardzo matej ilosci punktow
obliczeniowych, nawet dla zlozonych konstrukcji inzynierskich, jeéli tylko ich rozmieszczenie
jest dobrane w sposdéb odpowiedni. Ten odpowiedni dobér punktéw obliczeniowych jest
my$lowo tozsamy z technikami redukcji populacji probek, a w przypadku tego zadania jest
blizniaczy wobec metodologii probkowania wagowego (importance sampling) i zblizony
z poruszona w poprzednim rozdziale kwestia odpowiedniego doboru punktéw obliczeniowych
w poblizu stanu granicznego powierzchni odpowiedzi danego problemu inzynierskiego.

2. Poziom calkowitej sily obcigzajacej odpowiadajacy osiagnieciu utraty statecznosci.

Obserwacja zbieznosci rezultatow probabilistycznych momentéw odpowiedzi przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek dla wariantu zadania $ledzacego poziom calkowitej silty
obciazajacej powodujacy utrate statecznosci przedstawiona jest na rys. 6.25.

160,00
140,00 vz

120,00 = = i}# =
100,00

80,00
60,00 —a— SREDNIA

—o— WYNIK

4

LN ]
]

»y
7
L QL]
o
« ¥
R\
| ]

40,00 ODCHYLENIE

20,00 I O I I e e e P

0,00 -+ ||||||||||||||||||||

12345678 9101112131415161718192021222324
liczba porzadkowa probki obliczeniowej

Rys. 6.25. Uzyskiwanie zbieznosci obliczeri probabilistycznych momentéw odpowiedzi dla
wariantu zadania Sledzacego poziom sity obciazajacej powodujacy utrate statecznosci N, .
Na podstawie rys. 6.25. stwierdzi¢ mozna, iz po pierwszym etapie analizy (rozpatrzeniu tylko
6 probek) zadowalajaca zbieznos¢ takze i w tym przykladzie nie zostala osiagnieta.
Po drugim etapie (analiza 12 probek) zbieznos¢ s$redniej wartosci obciazenia prowadzacego
do utraty statecznosci N, oraz odchylenia standardowego tejze warto$ci znacznie sie
poprawita, jednakze pamieta¢ nalezy, iz nie wlaczono dotad do analizy punktow
obliczeniowych wygenerowanych za pomocag bezposredniego podejscia Monte Carlo.
Wilaczajac rezultaty otrzymane z w/w punktow, po zakonczeniu serii trzeciej (analiza
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24 probek) zbieznos¢ sredniego przemieszcezenia wyraznie koryguje sie na poziomie wartosci
innej (o 10,4%) niz po serii drugiej, co ponownie zwraca uwage na koniecznosé¢ analizy jak
najbardziej zréznicowanego spektrum punktéw obliczeniowych. Zbiezno$é odchylenia
standardowego warto$ci obciazenia prowadzacego do utraty statecznosci N, pozostala
natomiast na poziomie prezentowanym po poprzednich dwoch seriach (podobmie jak w
pierwszym przypadku analizy), co zdaniem autora popiera dokonanie wyboru punktow
obliczeniowych w opisany powyzej sposob.

e) Dobér wlasny powierzchni odpowiedzi do zadania poczatkowego

Zaktadajac, iz krzywizna rzeczywistej powierzchni odpowiedzi konstrukcji jest duza,
dla zadania uzywa sic modelu drugiego rzedu z czlonami interakcyjnymi, ktérego
postaé¢ dla niniejszego zadania (dwie zmienne losowe) przedstawia sie nastepujaco:

~

g(x) =py + P, + fox, + ﬁnxlz + ,522553 + 7, (6.11)

Zatozono, iz aproksymowana powierzchnia odpowiedzi bedzie obliczana w trzech, podjetych
w poprzednich punktach wariantach: przy uzyciu 6, 12 oraz 24 punktéw obliczeniowych.
Aproksymacje powierzchni wykonano osobno dla obu wariantéw zadania.

1. Przemieszczenie krawedzi zakrzywionej dla poziomu sily obciazajacej réwnej 80KN.

Dla 6 punktéw obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem
g(x) =1,268 + 0,267 [, — 1,197 [, — 0,253 [, — 1,558 ) +1,033 [k,z, (6.21)

Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.26.
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Rys. 6.26. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

obliczana przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych.

Dla 12 punktéw obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem

§(x) =1,200 + 0,598 [k, — 1,061 [k, — 0,594 [k} — 1,653 [k, + 1,044 [z, (6.22)
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Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.27.
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Rys. 6.27. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 12 punktéw obliczeniowych.

Dla 24 punktéw obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dang wzorem
g(x) = 1,447 = 0,061 Oy, — 1,634 [k, — 0,145 (& — 0,990 (&, + 0,674 [k,, (6.23)

Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.28.

Rys. 6.28. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 24 punktéw obliczeniowych.

2. Poziom catkowite]j sity obcigzajacej odpowiadajacy osiaggnieciu utraty statecznosci.

Dla 6 punktéw obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem

§(x) = 46,161 - 42,797 [, — 225,341 [, + 41,435 (&7 + 204,200 (& — 9,297 Ck,z,  (6.24)



160 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.29.

alx)

Rys. 6.29. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

obliczana przy uzyciu 6 punktéw obliczeniowych.

Dla 12 punktéw obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem
g(x) = 47,455 — 64,406 [, — 298,278 [, + 76,172 &} + 271,685 [k, — 17,807 [k,z, (6.25)

Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 12 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.30.

40
alx)

Rys. 6.30. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

obliczana przy uzyciu 12 punktéw obliczeniowych.

Dla 24 punkté6w obliczeniowych, uzyskano powierzchnie odpowiedzi dana wzorem
§(x) = 51,189 — 118,460 [k, — 134,889 [k, + 124,706 [k + 111,401 (&, — 2,052 [k,z, (6.26)

Pogladowy szkic powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowanej przy uzyciu 24 punktéw obliczeniowych przedstawia rys. 6.31.
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Rys. 6.31. Powierzchnia odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
obliczana przy uzyciu 24 punktéw obliczeniowych.

Na bazie wykreslonych powierzchni odpowiedzi dla obu przypadkéw analizy zadania mozna
jednoznacznie stwierdzi¢, iz zaproponowane poczatkowe stadia analizy (dla 6 oraz 12
punktow obliczeniowych), w ktorych punkty obliczeniowe zostaly zgrupowane w duzej mierze
na krawedziach rozpatrywanego wycinka powierzchni, w dosy¢ dobry sposéb odwzorowuja
globalne zachowanie powierzchni odpowiedzi. Jednakze do pelnego rozpoznania topografii
powierzchni niezbedne jest dodanie pewnej ilosci punktéw obliczeniowych (w tym przypadku
byto to jedynie 12 punktéw, co wskazuje, ze ilo$¢ ta moze byé niewielka, jesli zostanie
wybrana we wlasciwy sposob). W pierwszym przypadku analizy, po dwoch seriach
obliczeniowych znaleziono wlasciwa topografie powierzchni, ale mylnie okreslono jej
wyniesienie ponad poziom odniesienia. W drugim przypadku analizy znaleziono po dwdéch
seriach obliczeniowych wlasciwe wyniesienie powierzchni ponad poziom odniesienia, ale
mylnie oceniono topografie (wykazano ,siodlo” zamiast ,leja”). Obie wyzej wymienione
nieprawidlowosci moglyby doprowadzi¢ w podzniejszej kolejnosci do niewlasciwej oceny
probabilistycznej bezpieczenstwa konstrukcji, jezeliby zakorniczono obliczenia po rozwazeniu
zbyt matej liczby punktéw realizacji zmiennych losowych.

Catkowita liczba 24 punktéw obliczeniowych wydaje sie byé wystarczajaca dla tak
sformutowanego zadania inzynierskiego. Ocenia sie, iz wiazacymi rezultatami

prawdopodobienistwa awarii P, oraz wskaznikow niezawodnoéci £, i 5, powinny byé

wyniki zaproponowane po trzeciej serii obliczeniowej (dla obu przypadkow analizy).

f) Skalkulowanie prawdopodobieiistwa awarii paneli P, oraz wskaznikéw

niezawodnosci Hasofera—Linda (3, i Hasofera—Linda—Rackwitza—Fiesslera Bz

Zalozono, iz w ramach analizy przykladu numerycznego paneli kompozytowej poddanej
obciazeniu Sciskajacemu wzdtuz tworzacej zbadanych zostanie dziewie¢ réznych parametrow
probabilistycznej oceny niezawodnosci powtoki.



162 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Parametry te obliczane beda w nastepujacej kolejnosci:

¢ prawdopodobienstwo awarii paneli wg podejscia bezposredniego Monte Carlo P, .,

jako stosunek liczby prébek spetiajacych warunek graniczny do ich catkowitej liczby,
* Dbezawaryjnos¢ paneli wg podejscia  bezposredniego Monte Carlo P .,

jako przeciwstawienstwo P ., zdefiniowanego powyzej (P, o =1= P, ),

* wskaznik niezawodnosci obliczany wg podejscia bezposredniego Monte Carlo,
wedtug podejscia Cornella, jako £, = -®7(P,),

* wskaznik niezawodnosci wedlug podejscia Hasofera—Linda f,, , poszukiwany na
aproksymowanej powierzchni odpowiedzi za pomoca programu RSM—Win,

+ prawdopodobienistwo awarii paneli P, ; g, obliczane jako: P, nor = P(=Bpppon) s

*  bezawaryjnos¢ paneli P, pq, obliczana jako: (P, zer =1~ P gy pon) >

S,
* wskaznik niezawodnosci wedtug podejscia Hasofera-Linda-Rackwitza—Fiesslera Sy p.r,
poszukiwany na aproksymowanej powierzchni odpowiedzi programem RSM—Win,
*  prawdopodobienstwo awaril P, ;;.p pgy Obliczane jako: P i pp pay = @(—Buirr o) s

*  bezawaryjno$¢ paneli P, .r ney Obliczana jako: (P pr psy =1~ P yrne R ) -

S

W dzialaniach programu autorskiego zatozono, iz wartosci obliczanych wskaZnikow
niezawodnosci beda pobierane jako wigzace po wykonaniu 20 iteracji.

Wszystkie parametry probabilistycznej oceny niezawodnosci powtoki bedg obliczane w trzech,
podjetych w poprzednich punktach wariantach: przy uzyciu 6, 12 oraz 24 punktéw
obliczeniowych. Oszacowania zostang wykonane osobno dla obu wariantéw zadania.

Rezultaty probabilistycznych parametréw oceny bezpieczenstwa przy kolejno zwiekszajacej
sie liczbie probek dla wariantu zadania $ledzacego przemieszczenie krawedzi zakrzywionej
dla poziomu catkowitej sily obciazajacej rownej 80kN przedstawiono w tablicy 6.20.

Analogiczne rezultaty dla wariantu zadania $ledzacego poziom calkowitej sily obciazajacej
powodujacy utrate statecznosci przedstawione sa zbiorczo w tablicy 6.21.

Na podstawie danych zebranych w tablicach 6.20 i 6.21 wykonano (osobno dla obu
wariantow zadania) analize zbieznosci wartosci parametrow probabilistycznej oceny
niezawodnosci powtoki w trzech kolejnych etapach analizy.

Tablica 6.20. Zebranie wynikoéw przeprowadzonych etapéw obliczeri paneli kompozytowej

dla wariantu zadania Sledzacego przemieszczenie U, dla sily obciazajacej rownej 80 kN.

U0, przy SERIA 1 SERIA 2 SERIA 3
80kN 6 probek 12 probek 24 probki
Pivc 0,333 0,250 0,250
P e 0,667 0,750 0,750
Boaic 0,430 0,675 0,675

P 1 rsumt 0,217 0,197 0,250

P, 1 rsu 0,783 0,803 0,750

BuLrsy 0,783 0,853 0,673

Pt uirr.rsm 0,191 0,142 0,176

P irprsm 0,809 0,858 0,824

Cp— 0,875 1,076 0,932
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Tablica 6.21. Zebranie wynikoéw przeprowadzonych etapéw obliczeri paneli kompozytowej

dla wariantu zadania $ledzacego poziom sity obcigzajacej powodujacy utrate statecznosci.

N SERIA 1 SERIA 2 SERIA 3

oRIT 6 probek 12 probek 24 probki
Py 0,000 0,167 0,417
Ps e 1,000 0,833 0,583
Beac 3,999 0,970 0,210
Pr 1 rsu 0,265 0,327 0,381
P mrsm 0,735 0,673 0,619
Bur.rsM 0,627 0,447 0,304
Pr nirersm 0,374 0,394 0,406
P mrrrsm 0,626 0,606 0,594
BuLRF RSM 0,320 0,270 0,139

Kalkulacje prawdopodobieristwa awarii paneli P, oraz jej wskaznika niezawodnosci f

(trzema roznymi podejsciami) w kolejnych etapach analizy, dla wariantu zadania $ledzacego
przemieszczenie krawedzi zakrzywionej dla poziomu catkowitej sity obciazajacej rownej 80 kN
przedstawiono na rys. 6.32, a analogiczng kalkulacje dla wariantu zadania §ledzacego poziom
catkowitej sily obciazajacej powodujacy utrate statecznosci przedstawiono na rys. 6.33.

) 0350 ~_ b) 1,300
0,300 1,100
0,200 +— 0,700 =
0,150 e 0,500 ./.
0,100 T T . 0,300 T . .
1 2 3 1 2 3
liczba porzadkowa serii obliczeniowe] liczba porzadkowa serii obliczeniowej
—— PF MC —&—PF HL ,RSM PF HLRF,RSM —8—3C,MC BHL,RSM BHLRF,RSM

Rys. 6.32. Uzyskiwanie zbieznosci po kolejnych etapach analizy wariantu zadania $ledzacego
przemieszczenie U, dla sily obciazajacej rownej 80 kN:

a) przez wartosci prawdopodobieristwa awarii paneli P;; b) przez wskazniki niezawodnosci .

a) 0500 b) 4,000
0,400 " 2,000 <
0,300 _7M- 1000 I\-\I .
0,200 / 0,500 = N
0,100 0,250 B |
0,000 — . . 0,125
1 2 3 1 2 3
liczba porzadkowa serii obliczeniowej liczba porzadkowa serii obliczeniowej
—e—PF MC —a— PF HL,RSM PF,HLRF,RSM —a&—(3C,MC PHL,RSM BHLRF,RSM

Rys. 6.33. Uzyskiwanie zbieznosci po kolejnych etapach analizy wariantu zadania $ledzacego
przemieszczenie U, dla sily obciazajacej powodujacej utrate statecznosci N, :

crit *

a) przez wartosci prawdopodobieristwa awarii paneli P b) przez wskazniki niezawodnosci S .
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Dla pierwszego wariantu zadania, tj. kiedy bada sie, czy przemieszczenie wezta srodkowego

krawedzi zakrzywionej U,, dla poziomu sily obciazajacej rownej 80kN przekracza warto$é
graniczng U, ,, = 2,0mm, wyszukiwanie parametréw probabilistycznej oceny niezawodnosci
powloki (zaréwno prawdopodobienistwa awarii paneli P, jak i wskaznika niezawodnosci f)

zostalo zakoriczone po trzech seriach obliczeniowych (po kalkulacji powierzchni odpowiedzi
przy uzyciu 24 punktoéw obliczeniowych) niewystarczajaca zbieznoscia rozwiazan.

Pomiedzy etapem z 12 punktami, a etapem z 24 punktami obliczeniowymi wykryto znaczne
obnizenie calosci powierzchni odpowiedzi wzgledem osi z, (prezentujacej wartos¢ funkcji
granicznej] ¢(x) dla realizacji zmiennych z,z, ), co jest zmiana odpowiadajaca za to,
ze wskazniki niezawodnosci obliczone na jej podstawie (programem autorskim) miedzy druga,
a trzecig serig rosng niemalze réwnolegle do siebie, zamiast przejawiaé zbieganie sie ich
wartosci (konsekwentnie takie samo zachowanie przejawia prawdopodobieristwo awarii liczone
za ich pomoca). Referencyjnie podane parametry probabilistycznej oceny niezawodnosci
powtloki, obliczane metoda Monte Carlo, maja za to duza zbieznos¢ z rozwigzaniem
wskaznika niezawodnosci wedlug podejscia Hasofera — Linda S, . Mozna wiec oczekiwac,

ze w przypadku ustalenia sie poziomu powierzchni odpowiedzi w przestrzeni realizacji
zmiennych losowych w kolejnych seriach obliczeniowych, wykonywanych przy uzyciu wiekszej
liczby probek niz 24, wyniki te osiagna jeszcze bardziej zadowalajaca zbieznosé.

Dla drugiego wariantu zadania, tj. kiedy bada sie, czy punkt utraty statecznosci, w ktérym
osiaggnieta zostaje odpowiednia krytyczna lub graniczna wartosé obcigzenia nastepuje powyzej
poziomu wypadkowej silty obciazajacej roéwnej 100 kN, wyszukiwanie parametrow
probabilistycznej oceny niezawodnosci powloki zostalo zakonczone po trzech seriach
obliczeniowych niemalze doskonalg zbieznoscia rozwiazan.

Pomiedzy etapem z 12 punktami, a etapem z 24 punktami obliczeniowymi znacznie
poprawito sie rozeznanie topografii powierzchni, a linia nakreslona przez rownanie stanu
granicznego zostala wygladzona i lepiej przyblizona numerycznie, co jest zmiana
odpowiadajaca za szybka izadowalajaca zbiezno$é parametréw probabilistycznej oceny
niezawodnosci powloki obliczonych na jej podstawie. Referencyjnie podane parametry
probabilistycznej oceny niezawodnosci powtoki obliczane metoda Monte Carlo takze maja
po trzeciej serii obliczeniowej zadowalajaca zbieznosé z rozwigzaniem programem RSM-Win.

Powyzsze wyniki potwierdzaja teze, ze juz niewielka ilo$¢ intuicyjnie dobranych punktow
obliczeniowych prowadzi do dobrych rozwiazari. Braku zbieznosci pomiedzy seriami 2 i 3
w pierwszym przypadku analizy daloby sie prawdopodobnie uniknaé, gdyby dokonaé
wymieszania kolejnosci rozpatrywania punktow obliczeniowych (dwie pierwsze serie modeluja
tylko krawedzie powierzchni, trzecia modeluje $rodek — takie dziatanie okazalo sie docelowo
skuteczne, ale nie wydaje sie by¢ optymalne). Wazna kwestia jest takze wyczerpujaca analiza,
wykonywana wszystkimi mozliwymi procedurami, jakie =zostaly zaimplementowane
do programu autorskiego. W tak zaawansowanych problemach inzynierskich nie mozna
ograniczy¢ sie jedynie do jednego wybranego arbitralnie wskaznika niezawodnosci,
ale powinno sie zaleca¢ kalkulacje wskaZznikow wszystkimi metodami i podejéciami,
aby zaprezentowana warto$é koricowa byla uprawomocniona przez kazde mozliwe podejscie,
co jak wida¢ w drugim przypadku analizy, jest réwnocze$nie miernikiem poprawnos$é
aproksymacji powierzchni odpowiedzi i dobrego rozpoznania jej topografii.
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g) Podsumowanie

W zadaniu, do przedstawienia powierzchni odpowiedzi na zmienne losowe parametroéw
imperfekcji, wyznaczanej za pomocs standardowej analizy regresji, wzbogaconej
zastosowaniem techniki tabelarycznej analizy wariancji (ANOVA) uzywa sie dedykowanego
zagadnieniu programu autorskiego RSM-Win, a nastepnie stosujac dwa podejscia
matematyczne — okresla sie dla powltoki kompozytowej wskaznik niezawodnosci. Ponadto
stosuje sie metode Monte Carlo do oszacowania prawdopodobienistwa awarii i obliczenia
kolejnego wskaznika niezawodno$ci.

Na podstawie zadania wykazano, iz obliczenia obejmujace losowy charakter modelu powtloki
kompozytowej (w tym przypadku — przy zalozeniu pola losowego modelujacego imperfekcje
geometryczne roztozone na powierzchni paneli) sg zasadne i mogg mie¢ odzwierciedlenie takze
w projektowych obliczeniach inzynierskich. Mozliwe jest wiec podejmowanie préb szacowania
niezawodnosci tego typu konstrukeji i sformutowania w szerszym zakresie metody obliczania
niezawodnosci probleméw geometrycznie nieliniowych.

W trakcie przebiegu obliczenn potwierdzono réwniez wyraznie wazny fakt, iz imperfekcje,
mogace faktycznie wystapi¢ w takich rozmiarach i konfiguracjach na konstrukcjach
powlokowych widocznie réznicuja ich odpowiedzi (parametry nosnosci oraz uzytkowalnosci).

6.3. Obrotowosymetryczny metalowy dzwigar

powierzchniowy

Kolejnym przyktadem konstrukecji inzynierskich, w ktorych zasadne wydaje sie poszukiwanie
wiarygodnych metod oceny bezpieczenistwa (przykladowo za pomoca rozwazanego szerzej
w rozprawie szacowania niezawodnosci na poziomie drugim) sa wielkogabarytowe zbiorniki
metalowe (najczesciej stalowe i aluminiowe). Konstrukcje te sa bowiem bardzo wrazliwe
na pojawiajace sie losowo imperfekcje geometryczne, co szeroko zostalo opisane w rozdziale 4
niniejszej rozprawy.

Przy ocenie nosnosci tychze konstrukcji, inzynier postuguje sie najczesciej obliczeniami
numerycznymi, ktéore w zaleznosci od stopnia skomplikowania, szczegbétowosci siatki
dyskretyzacyjnej oraz iloci i typu elementéw skoriczonych, jakie uzywane sg w analizie, moze
sta¢ sie bardzo czasochtonne. Ponadto, powszechne (i uzasadnione) jest wykorzystywanie
modeli obliczeniowych o wyidealizowanej geometrii, jako iz zaklada sie, ze zbiorniki beda
wykonywaly swoja prace przez zamierzony czas uzytkowania wytacznie w zakresie liniowym,
zarOwno geometrycznie i materialowo. Konieczne jest jednak podkreslenie, ze rezultaty
pochodzace z obliczent zbiornika o idealizowanej geometrii moga nie odwzorowywaé stanu
rzeczywistego, gdyz wstepne imperfekcje mogg zmienié szacowang no$nosé konstrukeji
[Hotata, 2003; Gorski i Mikulski, 2008; Gotota i inni, 2011].

Kody projektowe zmuszaja wiec projektanta do rozpatrzenia przypadkoéw analizy, w ktorych
zadaje sie okre$lone przepisami normowymi imperfekcje, sugerowane jako najbardziej
niekorzystne. Biorac pod uwage towarzyszacy zapis, traktujacy o tym, iz dla réznych
obciazen, rézne moga byé wartosci obciazenia krytycznego dla zbiornika obarczonego
okreslong imperfekcja, sytuacja projektowa komplikuje sie znaczaco. Sensowne bytoby zatem
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przeprowadzenie szeregu dodatkowych obliczenn numerycznych, wprowadzajacych do analizy
modele numeryczne zbiornika obarczonego normowsg imperfekcja ulokowana w réznych
potozeniach na $cianie zbiornika i najbardziej niekorzystnymi obcigzeniami czynnymi.
Wiadomo jednak, iz liczba takich modeli musi byé racjonalna, gléwnym kryterium
projektowania jest bowiem koszt czasowy obliczenn — nalezy zatem znalezé taka metode, ktora
ograniczajac liczbe probek obliczeniowych (pojedynczych modeli obliczeniowych), pozostawia
na wysokim poziomie stan wiedzy o danym problemie inzynierskim, tj. zapewnia dobra
zbieznos¢ rezultatoéw, szybkie jej osiagniecie, zapewnia prawidlowos$¢ koncowego wyniku
i mozliwo$é wyciagniecia z niego wiazacych i stusznych wnioskow. W niniejszej rozprawie,
do osiggniecia tejze oszczednosci, proponuje sie metode Monte Carlo, zaréwno przy
zastosowaniu podejscia bezposredniego (CMC), jak i technik redukcyjnych — probkowania
warstwowego (SS), probkowania hiperszescianu lacinskiego (LHS) oraz probkowania
wagowego (IS) oraz metode powierzchni odpowiedzi (RSM).

a) Przedstawienie modelu

W zadaniu rozwaza sie stan wytezenia modelu osiowosymetrycznego walcowego silosu
aluminiowego, przedstawionego na rys. 6.34, obarczonego okreslong imperfekcja geometryczng
jego powierzchni bocznej. Wytezenie to wywolane jest dziatajacym na zbiornik normowym
obciazeniem wiatrem. Jako wartosci kluczowej w zadaniu poszukuje sie zatem odpowiedniej
krytycznej lub granicznej warto$ci cisnienia wiatru (nazywanej w normach zbiorczo
pojeciem tzw. ci$nienia krytycznego), ktore prowadzi do utraty stateczno$ci zbiornika.

Motywacja do wyboru obcigzenia wiatrem, jako obcigzenia nieprzewidywalnego
i niekorzystnie wspotdziatajacego z imperfekcjami geometrycznymi silosu, a réwnoczesnie
obciazenia bedacego calkowicie kwantyfikowalnym probabilistycznie, byly m.in. prace
[Wen, 1983; Wen, 1984].

Analizy numerycznej tegoz problemu inzynierskiego podjeto sie we wczesniejszych pracach
zespolu, ktoérego autor rozprawy jest cztonkiem [Gorski i Mikulski, 2008; Gotota i inni, 2011].

Ptaszcz silosu sktada sie z 10 pierscieni z arkuszy blach aluminiowych, z ktérych kazdy
ma wysoko$¢ wynoszaca h, =2500mm =2,5m . Laczna wysoko$¢ plaszcza silosu wynosi
zatem h =25m. Blachy, z ktérych zbudowane sg pierscienie, maja rézna grubosé. Najwyzej
znajduje sie pierScien o najmniejszej grubosci (f, =4mm), a najnizej pierscieri o najwiekszej
grubosci (¢, =10,5mm). Szczegdélowe informacje na temat grubosci poszczegdlnych pierscieni

zamieszczone sg pogladowo na rys. 6.34.

Srednica wewnetrzna plaszcza jest stala i wynosi d, =4000mm, zmienia si¢ natomiast
$rednica zewnetrzna, co uwarunkowane jest zmiang grubosci blach pierscieni ptaszcza. Takie
podejscie projektowe (licowanie powierzchni wewnetrznej silosu) sprawia, iz caltkowita

objetosé uzytkowa zbiornika (doliczajac przestrzen leja i dachu) wynosi V =324m”.

Dach konstrukcji ma ksztalt kopuly o strzalce rownej h, =536 mm i grubosci ¢, =5,5mm.
Lej wiericzacy zbiornik od spodu ma wysokosé¢ rowna h, = 3340mm i grubosci ¢, =10,5mm.
Pasmo podporowe jest wzmocnione dodatkowym kolnierzem. Silos jest ustawiony
na konstrukcji wsporczej, podpierajacej silos w odmiu punktach, rozmieszczonych cyklicznie.
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Rys.6.34. Osiowosymetryczny walcowy pionowy silos aluminiowy, analizowany w niniejszym
przyktadzie, wg [Gorski i Mikulski, 2008|.

Ptaszcz oraz kopula dachu silosu wykonane sa z aluminium AlMg,, ktorego parametry
materialowe wynosza kolejno: modut Younga F =69 GPa, wspoétczynnik Poissona v = 0,3,

modul Kirchhoffa G =26,5GPa, granica plastycznosci f, = 78 MPa, granica wytrzymatosci

fui =190MPa. Lej silosu oraz podporowe pasmo wzmacniajace wykonane sa natomiast
z bardzie] wytrzymalego aluminium AIlMgSi, , ktorego parametry materialowe wynosza

kolejno: modut Younga F =69GPa, wspoétczynnik Poissona v =0,3, modul Kirchhoffa
G =26,5GPa, granica plastycznosci f =120MPa, granica wytrzymatosci f,, =250 MPa.

Y
Analize statycznag silosu przeprowadzono za pomoca komercyjnego programu SOFiSTiK
FEA Version 2010. Do zdefiniowania modelu numerycznego uzyto proponowanych
w programie trojweztowych i czterowezlowych elementéw powtokowych QUAD.
Podstawy teoretyczne uzytej metodologii elementéw skonczonych w  odniesieniu

do poruszanej tematyki mozna znalez¢ m. in. w [Oden, 1972; Crisfield, 1991; Bathe, 1996;
Zienkiewicz i Taylor, 2005].

Ze wzgledu na specyfike programu, wprowadzenie imperfekcji geometrycznej na plaszcz silosu
wymagato uzycia do jego wymodelowania wylacznie elementow trojkatnych prostokatnych,
majacych w sumie osiemnascie stopni swobody.

W modelu konstrukcji uzyto siatki 17569 wezlow, pomiedzy ktore rozpieto catkowita sume
31446 elementéw powtokowych QUAD. Model zdefiniowany jest w uktadzie biegunowym,
postuzono sie przy jego budowie zatozeniem osiowej symetrii konstrukc;ji.
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Elementy skonczone tworzace siatke plaszcza silosu maja wymiar 125mm x174,5 mm,
przy czym pierwszy wymiar dotyczy kierunku pionowego (wysokos¢ elementu trojkatnego),
a drugi — kierunku obwodowego (podstawa trojkata prostokatnego). Na dlugosci obwodu
znajduja sie 72 elementy, natomiast na wysokosci poszczegdlnego pierscienia — 20 elementow.
Siatka dyskretyzacyjna kopuly dachu, leja oraz przypodporowego pasma wzmacniajacego
zostata wygenerowana w sposob nieregularny.

Imperfekcja zbiornika modelowana jest jako zaburzenie wezldéw siatki MES, wykonane jeszcze
przed generacja siatki elementéw skonczonych. Przyjmowana jest ona jako wgniecenie
o gtebokosci dobranej wedtug zalecen Eurokodu PN-EN 1993-1-6:2009, o ksztalcie elipsy
o dhugosciach osi ustalonych na mocy przepiséw tej samej normatywy.

b) Imperfekcje geometryczne modelu

Ze wszystkich parametréow, ktére moga opisaé losowosé modelu silosu jako
obrotowosymetrycznego dzwigara powierzchniowego, przyjeto do analizy (jak w przypadku
zadania z rozdzialu poprzedniego) jedynie imperfekcje geometryczne powloki.
W zadaniu pominieto imperfekcje podparcia konstrukcji, niepewnosci parametroéw
materialowych materialéw oraz losowo$é obcigzenia wiatrem, tak wiec i tym razem
zastosowany losowy opis modelu jest uproszczony. Jednakze, tak samo jak w poprzedniej
analizie, stwierdzi¢ mozna, iz znajduje sie on w pelnej zgodnosci z podejSciem inzynierskim
stosowanym w projektowaniu, a takze iz spelnia on postulaty metodologii wymiarowania
konstrukcji i szacowania jej niezawodnosci, jaka sugerowana jest uzywanymi obecnie kodami
projektowymi, co przywotano juz w Rozdziale 4 niniejszej rozprawy, a co mozna takze
potwierdzi¢ na mocy stwierdzen zawartych m. in. w pracy |Biegus, 1999].

Pierwszym krokiem w generacji imperfekcji geometrycznych konstrukcji jest przedsiewziecie
wstepnych zatozen co do ich wymiaréw. Przyjecie imperfekcji na wyidealizowanej powierzchni
bocznej silosu wymaga powotlania sie na zestaw normatyw, ktore ustalaja, jakich wymiarow
indentacje moga pojawi¢ sie na obliczanej konstrukcji. Przyjecie ich bez powolania sie na
sugerowane w kodach projektowych progi skutkowaé mogloby uzyskaniem mylnych
rezultatow obliczenn i prowadzi¢é do btednych wnioskéw. Pierwsze zalozenia do obliczen
numerycznych trzeba dobra¢ na podstawie wzoréw podanych w PN-EN 1993-1-6:2009
[Gotlota 1 inni, 2011].

Przypomnieé¢ nalezy, iz w przywotanym powyzej kodzie projektowym nakazuje sie zastosowaé
do pomiaru wgltebient przymiary w okreS§lonych potozeniach w obu gléwnych kierunkach
powierzchni bocznych silosu. Jednakze, postepujac w zgodzie z wytycznymi PN-B-03202:1996

postanowiono wstepnie przyja¢, iz obwodowa dlugo$¢ zasiegu wgniecenia ¢ zostanie
dobrana jako maksymalna z mozliwych do zaistnienia i wyniesie ¢/, =2m, tak wiec

graniczna strzatka wgniecenia wyniesie ¢, =0,01Y,, =0,01[2m =0,02m =2cm.

Pomiary wegniecenia wzdluz tworzacej walca (potudnikowe) przeprowadza sie za pomoca

przymiaru o dtugodci £,y = Art , zatem dlugo$é ta wynosi w rozpatrywanym przypadku

=4t =402m G, (6.27)
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co, uwzgledniajac zmienng grubosé blach (f, = 4mm, ¢, =10,5mm) daje przedzial wartosci

Cox = (prmint €y ) = (4 [1/2m 00,0040 m; 4 (12 m [0,0105 m) = (0,358 m; 0,580 m)

Tak wiec, przyjmujac wariant najbardziej niekorzystny, ustalono dlugo$é przymiaru
potudnikowego na £, =0,60m =60cm .

Pomiary wgniecenia wzdluz obwodowej walca (obwodowe) przeprowadza sie za pomoca

przymiaru o dtugosci ¢, = 2,3 [{¢* [Ft)"*, zatem dlugo$¢ ta wynosi w tym przypadku

0,25

[gﬁ =23 IJZQ I]*t)o‘25 =23 [E(ZTW’)Q B“t:|o‘25 =23 [E(zﬂ D’ZIH)2 [2m B1—10:| (6.28)

<2m

lecz: ¢, <

co, uwzgledniajac zmienng grubosé blach (f, = 4mm, ¢, =10,5mm) daje przedzial wartosci

= (0

g¢,min ? z g¥h,max )

= (2, 30)327° m* (0,0040m | ;2,3 (] 327" m* [0,0105 m]O’%) = (2,438 m;3,104m)

Tak wiec, przyjmujac wariant odpowiednio zminimalizowany, wedlug sygnalizowanego

w normie warunku (¢, <), ustalono dtugos¢ przymiaru obwodowego na /, =2m =200 cm.
Na tej podstawie, dysponujac powyzszymi wynikami obliczeri przymiaréw wgniecenia
(¢,x =60cm;/,, =200cm) obliczy¢é mozna sugerowang przez PN-EN 1993-1-6:2009

glebokosci poczatkowego weglebienia (w obu wariantach) Aw,y oraz Aw,, , otrzymujac

kolejno wyniki przedstawione w Tablicy 6.22.

Tablica 6.22. Obliczenia gtebokosci poczatkowego wglebienia, wg PN-EN 1993-1-6:2009.

klasa, zalecane

przymiar Aw,y €U, U ¢ przymiar Awy, <U, . 0

max max gd

jakosci U max
klasa A 0,006 Aw,, 0,006 60cm =0,36cm | Aw,, < 0,006 200cm =1,20cm
klasa B 0,010 Aw,y, £0,010 60cm =0,60cm | Aw,, < 0,010 200cm = 2,00 cm
klasa C 0,016 Aw,y, 0,016 60cm =0,96cm | Aw,, <0,016 200cm = 3,20 cm

Wyniki zgromadzone w Tablicy 6.22 wskazuja wyraznie na zgodnosé przyjetego poczatkowo
wgniecenia z realiami inzynierskimi dla niektérych typéw silosow. Mozna wiec pierwsze
oszacowanie, wykonane na bazie sugestii PN-B-03202:1996, tj. strzatke wgniecenia ¢, =2cm
przyjaé¢ jako rzeczywista glebokosé imperfekcji, ktora zostanie wprowadzona do modelu.
Towarzyszaco, mozna takze na podstawie powyzszych obliczeri przyjaé¢ przy generacji modeli
obliczeniowych w programie komercyjnym odpowiednie dtugosci przymiaru potudnikowego

l,x =0,60m =60cm oraz obwodowego £, =2m =200cm . W taki sposob, ustalajac zgodne

z normami wielkosci strzalki i zasiegdw wgniecenia, przej$é mozna do opiséw ich potozenia.



170 Karol Winkelmann — Obliczanie niezawodnosci konstrukcji inzynierskich...

Warto jednak wyraZznie zaznaczy¢, iz model z tak przyjetymi parametrami geometrycznymi
imperfekcji (mimo, iz sa one normatywnie dopuszczalne) ma charakter czysto teoretyczny,
gdyz w rzeczywistosci plaszcz silosu, obarczony takiej intensywnosci deformacja powinien byé
natychmiastowo wytaczony z eksploatacji i naprawiony (badz zdemontowany). Obwarowanie
normowe ma bowiem w tym wypadku jedynie zapewnié¢ brak katastrofy obiektu oraz
bezpieczenistwo robotnikow dokonujacych jego naprawy, rozbiorki [Gorski i Mikulski, 2008].

c) ObcigzZenie silosu normowym wiatrem

Jak juz wspomniano, obcigzeniem branym pod uwage w niniejszym zadaniu jest obciazenie
parciem/ssaniem wiatru. Obciazenie to zostanie ujete w Swietle zapisow narzucanych
przez PN-EN-1993-1-6:2009 (wytyczne projektowania silosow pod okreslonym typem
obciazenia) oraz PN-EN-1991-1-4:2007 (kalkulacja postaci i wartosci obciazenia wiatrem).

Obcigzenie wiatrem moze by¢, wedtug zapiséw PN-EN-1993-1-6:2009, przyjmowane do
obliczern numerycznych w trzech réznych postaciach, przedstawionych schematycznie na
rys. 6.35. Moze by¢ ono przyjmowane jako obciazenie doktadne, wyrazone wzorem
rozwiniecia szeregu funkcji trygonometrycznych (rys. 6.35a), jako obciazenie segmentowe,
gdzie poprzedni wariant uprasza sie do trzech stref oddzialywania obciazenia wiatru
o roznych wartosciach parcia p, (rys. 6.35b), lub tez jako obciazenie uproszczone,
gdzie catosé obciazenia wiatrem, niezaleznie od kierunku jego natarcia, wyrazane jest tylko

jedna wartoscia parcia p, (rys. 6.35¢).

W niniejszej rozprawie zdecydowano sie odwzorowaé obciazenie wiatrem za pomoca réwnan
jawnych (funkcji trygonometrycznych), jako iz ksztalt funkcji obciazenia zdaje sie by¢ bardzo
waznym czynnikiem wplywajacym na osiggane rezultaty ci$nienia krytycznego wiatru dla
konstrukcji obarczonej wezesniej zdefiniowana, normowsa imperfekcja [Golota i inni, 2011].

a) b) c)

Rys. 6.35. Trzy sposoby przyjmowania oddzialywania wiatrem na silos wg EC: obciazenie
doktadne, wg wzoru trygonometrycznego (a), obciazenie sektorowe (b) i uproszczone (c).

Obciazenie wiatrem p, jest to obciazenie wywotane oddzialywaniem na budowle wiatru
o predkosci  charakterystycznej V, (Sredniej dziesieciominutowej predkosci wiatru
na wysokosci 10 m nad poziomem gruntu w terenie otwartym), uwzgledniajace ekspozycje
tejze budowli, jej ksztalt i wtasciwosci aeroelastyczne oraz wplyw porywistosci wiatru.
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Obciazenie charakterystyczne wywolane dzialaniem wiatru nalezy wyznaczaé¢ jako

p, =q, BLC IO (6.29)

gdzie: ¢, to charakterystyczne ci$nienie predkosci wiatru dla poszczegdlnych stref obciazenia
wiatrem, f to wspolczynnik dziatania porywow wiatru, C, to wspoOlczynnik ekspozycji
budowli (uwzgledniajacy wplyw terenu i rozpatrywanej wysokosci nad nim na ci$nienie
predkosci wiatru), natomiast C' to wspolczynnik aerodynamiczny. Wartosci wszystkich wyzej
wymienionych wspoétczynnikéw nalezy przyjaé zgodnie z zaleceniami PN-EN-1991-1-4:2007.

Obciazenie obliczeniowe wywolane dzialaniem wiatru, przyjmowane przy
sprawdzaniu stanoéw granicznych nosnosci wyznacza sie, zgodnie z PN-76/B-03001, wg wzoru

p=p. (6.30)

gdzie p, to sformulowane powyzej obciazenie charakterystyczne wywolane dzialaniem

wiatru, natomiast y, to wspolczynnik obciazenia, ktérego wartos¢ przyjmuje si¢ rowna 1,30.

Zaktada sie, iz silos znajduje sie w drugiej strefie obciazenia wiatrem, zatem predkosé
charakterystyczna wiatru wynosi V, =24m/s (wg PN-EN-1991-1-4:2007), co daje kolejno

charakterystyczne ci$nienie predkosci wiatru rowne ¢, = 0,35kPa (wg PN-EN-1991-1-4:2007).

Wartos¢ wspoélczynnika dzialania porywow wiatru f zalezy od podatnodci budowli

na dynamiczne dzialanie wiatru. Za podatne uwaza sie takie budowle, ktore pod wplywem
porywoéw wiatru moga by¢ wprowadzone w drgania powodujace wzrost wytezenia ponad
wartos¢ wynikajaca z wartoSci obcigzenia statycznego. Na podstawie nomograméw
dostepnych w PN-EN-1991-1-4:2007 silos rozpatrywany w niniejszym zadaniu jest
klasyfikowany jako budowla podatna.

Wartosci wspotczynnika f do obliczenn budowli podatnych na dynamiczne dzialanie wiatru

B =1,0+\1:D/Ci(kb +k) (6.31)

gdzie kolejno: ¥ to wspolczynnik szczytowej wartosci obcigzenia, r to wspoOlczynnik

nalezy obliczaé¢ wg wzoru

chropowatosci terenu, C, to wspolczynnik ekspozycji, k, to wspdlczynnik oddziatywania
turbulentnego o czestotliwosciach pozarezonansowych, a k. to wspolczynnik oddziatywania
turbulentnego o czestotliwosciach rezonansowych.

Na podstawie PN-EN-1991-1-4:2007 réwnanie to mozna uzupelnié wspoétczynnikami:
szezytowej wartosci obciazenia W = 4,00 (dla pierwszej czestosci drgan wlasnych silosu rownej
n =4,82Hz); chropowatosci terenu dla terenu plaskiego, otwartego, z nielicznymi
przeszkodami (klasy A) r =0,08; ekspozycji (obliczony dla szczytu silosu na konstrukeji
wsporczej) C,=0,9+0,015082m =0,9+0,48 =1.38; oddzialywania turbulentnego
o czestotliwosciach — pozarezonansowych £, =1,265 oraz oddzialywania turbulentnego

o czestotliwosciach rezonansowych & = 0,097 .
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0,08

Zatem wspoOtczynnik (6.31) ma wartos¢ f =1,00 +4,00 13

[{1,265 +0,097) = 2,124

Zestaw rownan potrzebnych do poprawnego wymodelowania kierunku obcigzenia wiatru
ukryty jest w zapisie tzw. funkcji aerodynamicznej. Wyraza sie ja jako iloczyn

wspolczynnika aerodynamicznego C' i wspoélezynnika ekspozycji C,, obliczany zaleznie od

wysokosci z potozenia punktu w ktorym przyktada sie dany pojedynczy wektor sktadowy
obcigzenia wiatrem i kierunku zorientowania tegoz wektora wzgledem osi kierunku gléwnego
natarcia wiatru a .

a) Jesli z 0 <0 m;10 m>, to réwnanie funkcji aerodynamicznej ma postaé

C.C(z,a) = (1,00) 0-0,356 + 0,322 cos a + 0,636 cos 2a + 0,501 cos 3a + ...
... +0,058 cos 4a — 0,128 cos ba — 0,034 cos 6a) (6.32)

b) Jesli z O <1O m; 20 m) , to réwnanie funkcji aerodynamicznej ma postaé

C.C(z,a) = (0,80 +0,02 [F) ({0,356 + 0,322 cos a + 0,636 cos 2a + 0,501 cos 3a + ...
...+0,058 cos 4a — 0,128 cos ba — 0,034 cos 6a) (6.33)

c) Jesli z 0O <20 m; 30 m>, to réwnanie funkcji aerodynamicznej ma postaé

C.C(z,a) = (0,90 + 0,015 [) [{-0,356 + 0,322 cos a + 0,636 cos 2a + 0,501 cos 3a +...
... +0,058 cos4a — 0,128 cos 5a — 0,034 cos 6a) (6.34)

gdzie powyzsze zapisy sa poprawne dla zatozenia o terenie ptaskim, otwartym, z nielicznymi
przeszkodami, zgodnie z zapisem klasy A wspoélczynnika ekspozycji .

Powyzsze zapisy maja bardzo skomplikowana postaé¢, umozliwia ona jednak projektantowi
tatwa implementacje przedstawionego za ich pomoca obcigzenia wiatrem do modelu
numerycznego, w szczegblnosci jesli model zostal wykonany jako obrotowosymetryczny.
Wowczas, traktujac wysokosé z potozenia wektora sktadowego i kierunku zorientowania
wektora «a jako parametry generacji tegoz obciazenia, wystarczy zebraé reszte
wspotczynnikéw jako mnoznik startowy obcigzenia, a nastepnie wykonujac powtarzalne
generacje, stworzy¢ obraz obciazenia na powierzchni bocznej silosu. Obcigzenie tego typu
mozna takze w tatwy sposéb rzutowaé na pochyle powierzchnie koputy dachu i leja silosu.
Wykorzystujac te obserwacje, mozna zaproponowaé¢ zapis obcigzenia obliczeniowego
wywotanego dziataniem wiatru w postaci

p=q PTG, =(q BG,)HC. T (2a) =m, {C. T (2a)) (6.35)

gdzie warto$¢ mnoznika startowego obciazenia wiatrem wynosi
m, =q, By, =0,35kPa [2,124 11,30 = 0,996 kPa [11,0kPa (6.36)
Jednakze, na drodze poézniejszych obliczenn okazalo sie, iz wyszukanie mnoznika ci$nienia

krytycznego wiatru jest niemozliwe w wykorzystywanym programie komercyjnym, jesli

przyjmie si¢ wspomniany mnoznik jako m, =1kPa , gdyz program, po przylozeniu obciazenia
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z przywolanym mnoznikiem nie kontynuowal obliczen, pozostajac w zakresie sprezystym.
Zdecydowano sie wiec uciec do zabiegu, jaki zostal zastosowany w przykltadzie malo wyniostej
powloki kompozytowej (rozdzial 6.2), tj. na podniesienie wartosci mnoznika startowego
obciazenia do poziomu, ktory zagwarantuje, iz rozwiazanie zostanie osiagniete dla kazdej
probki obliczeniowej (pojedynczego modelu), czyli ze kazda rozpatrywana konstrukcja
znajdzie sie w zakresie nieliniowym swojej pracy.

Konicowo przyjeta, wprowadzona do modelu wartoscia mnoznika startowego obciazenia

wiatrem zostala wartos¢ p

w,max

=5kPa. Jak sie okazalo, jest to warto$¢ wystarczajaca.

Przy tak zdefiniowanym modelu, postanowiono, iz w p6zniejszych analizach rezultat obliczen
numerycznych nie bedzie podawany bezposrednio jako wartosé cisnienia krytycznego

parcia/ssania wiatru wyrazanego w [kPa|, ale jako warto$é krytyczna zwiekszonego

mnoznika startowego obcigzenia wiatrem m

crit 7

wyrazang w wielkodci niemianowane;.

d) Analiza silosu o wyidealizowanej geometrii

Referencyjnie, jako punkt odniesienia dla wszystkich dalszych rozwazan, powinno sie
przedstawi¢ rezultaty obliczenia ci$nienia krytycznego wiatru dla modelu odpowiadajacego
konstrukcji docelowo projektowanej, tj. silosu o geometrii idealnej. Jak juz podkreslono
wczesniej, obliczenia sa prowadzone w programie SOFiSTiK, nieliniowo geometrycznie
i materialowo, co jest przez program rozumiane jako: zastosowanie nieliniowej pracy
materialu, dopuszczenie mozliwosci zerwania zaleznosci kinematycznych w weztach taczacych
dwa rozciggane elementy powierzchniowe QUAD, uwzglednienia mozliwych do wystapienia
modyfikacji modelu, takich jak efekt ,snap through”, zmiane dtugosci elementu QUAD dla
duzych deformacji oraz rozpatrzenia i obserwacji efektéw postwyboczeniowych w modelu.

Wynikiem dziatania programu jest zaprezentowanie projektantowi wartosci krytycznej

mnoznika startowego obcigzenia m

crit 9

odwolujacego sie do wartodci obciazenia, jaka

zostala zdefiniowana dla rozpatrywanego przypadku. Uzyskane $ciezki réwnowagi
przemieszczenia osiowego U nie beda w niniejszych rozwazaniach prezentowane.

W przypadku obliczenn cisnienia krytycznego wiatru dla modelu silosu o geometrii idealnej

uzyskano w zadaniu warto$¢ krytyczna mnoznika startowego obciazenia m_; = 0,518,
co odpowiada wartosci cisnienia krytycznego wiatru rownej
Deyit = My Dy e = 0.518 [bkPa = 2.590kPa (6.37)

e) Wstep do obliczen numerycznych silosu z imperfekcjami geometrycznymi

Szacowanie niezawodno$ci na poziomie drugim postanowiono dla niniejszego przyktadu
wykonaé¢ dwoma sposobami — nie tylko za pomocg metodologii powierzchni odpowiedzi, ktora
jest meritum pracy, ale takze za pomoca metody Monte Carlo, wzbogaconej o szereg
najczesciej stosowanych technik redukcji wielkosci populacji probek.

Jak poprzednio, problemem staje sie prawidlowe i inzyniersko usprawiedliwione dobranie
zmiennych losowych przestrzeni realizacji zadania, wlasciwego oszacowania ich momentow
probabilistycznych oraz wybér punktu startowego analizy, wzgledem ktérego obliczane beda
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wskazniki niezawodno$ci. Ograniczono sie, jak poprzednio, do wyboru jedynie dwéch
zmiennych, co umozliwi czytelne sporzadzenie grafik w opracowaniu. Postapiono tak dzieki
wczesniejszemu  studium  literatury na temat danego problemu (opierajac sie m. in.
na pracach [Wozniak i Kleiber, 1982; Wozniak 2001; Hien, 2003|), a przede wszystkim
ze wzgledu na interesujace z punktu widzenia inzynierskiego rezultaty dwoch wstepnych
testow numerycznych, jakie autor rozprawy sporzadzit w ramach pracy zespotu badawczego,
ktorego jest czlonkiem, a ktorych wyniki znalezé mozna m.in. w [Golota i inni, 2011].

Jako pierwsza zmienng losowa rozwazanego problemu inzynierskiego przyjeto w rozprawie
kat zorientowania kierunku gléwnego dzialania wiatru wzgledem osi gléwnej
(prostopadlej osi symetrii) imperfekcji powierzchni bocznej silosu. Imperfekcja
ta ma oczywidcie zaproponowany wczeSniej ksztalt eliptycznego wgniecenia o ustalonej

strzatce (t, =2cm) oraz o ustalonym zasiegu (/, =60 cm wysokosci, £, =200 cm

szerokosci), wedtug zalecenn PN-EN 1993-1-6:2009.

Intuicyjnie, pierwsza zmienna losowa przestrzeni realizacji =, (zwana w skrocie zmienng
kata zorientowania a) zostanie dobrana z rozkladu roéwnomiernego z przedzialu

z, O <0, 0;180, 0) deg , wartosci liczbowe beda wiec ograniczone do zagadnienia symetrycznego.

Obliczenia wskaZznikéw niezawodnosci wg metody Monte Carlo i metody powierzchni
odpowiedzi dokonano jednakze nie na przedziale w postaci ciaglej, a na wybranych z niego
12 pozycjach obliczeniowych, ktérych dobér jest podyktowany — wczesniejszymi
obserwacjami inzynierskimi. Kat zorientowania kierunku dziatania wiatru wzgledem osi
glownej imperfekcji przyjeto zatem kolejno jako: 0° (kierunek wiatru pokrywa sie idealnie
z osia $rodka imperfekcji), 10°, 20°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90° (kierunek wiatru jest
prostopadly do kierunku osi $rodka imperfekcji), 105°, 120°, 150° oraz 180° (kierunek
wiatru pokrywa sie z kierunkiem osi srodka imperfekcji, ale ich zwroty sa przeciwne).

Na podstawie wstepnych testéw numerycznych, jakie przeprowadzono dla tegoz przykiadu
(dla wysokosci polozenia imperfekcji rownej 3,50m) wykazano, iz na konstrukeji znajduja sie
dwa istotne rejony na osi realizacji zmiennej losowej kata zorientowania a, w ktorych
dzialanie wiatru wyraznie wspélgra z osadzonym pod innym katem wgnieceniem.
Te fragmenty to zakres 0° —45°, czyli obszar, gdzie wiatr napiera centralnie we wgniecenie,
na jego krawedz lub niedaleko poza nia, co skutkuje znacznym obnizeniem wartosci
ci$nienia krytycznego oraz zakres 45°—75°, czyli obszar, gdzie w miejscu potozenia
wgniecenia drastycznie zwiekszone jest ssanie wiatru, co skutkuje nieznacznym

zwiekszeniem wartosci cisnienia krytycznego [Gotota i inni, 2011].

Obserwacje te uwaza sie za fakt utwierdzajacy w przekonaniu prawidlowosci przyjecia kata
zorientowania kierunku gléownego dziatania wiatru wzgledem osi symetrii imperfekcji jako
pierwszej zmiennej losowej problemu niezawodnosci silosu.

Jako druga zmienng losowsg rozwazanego problemu inzynierskiego przyjeto natomiast
wysoko$é polozenia zadanej imperfekcji na powierzchni bocznej silosu.

Biorac pod uwage, iz zbiornik ma 25 m wysokoéci, druga zmienna losowa przestrzeni

realizacji z, (zwana w skrocie zmienna wysokos$ci h) zostanie dobrana z rozkladu
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rownomiernego z przedzialu z, D<0,0;25, 0>m, przy czym warto$¢ liczbowa zaczerpnieta

z przedziatlu oznaczaé bedzie odleglosé centrum imperfekeji (punktu osiagniecia maksymalnej
strzalki ¢, = 2cm wgniecenia) od gornej krawedzi powierzchni bocznej, mierzonej réwnolegle

do osi symetrii budowli (do osi grawitacyjnej).

Nalezy jednak podkreslié, iz jest to pewne naduzycie, gdyz ze wzgledu na gabaryty pionowe
imperfekcji, od obu krawedzi powierzchni bocznej nalezatoby odjaé¢ warto$é pdétosi mniejszej
elipsy, tj. 0,50 x =30cm. Zauwazono jednakze, iz w przypadku losowania Monte Carlo

mozna odrzuci¢ wartodci zmiennej z, wybrane z ,marginesOw” plaszcza, a w przypadku

metody powierzchni odpowiedzi fakt ten jest catkowicie pomijalny.

Na odliczanie wysokosci potozenia imperfekcji od goérnej krawedzi silosu zdecydowano sie
z powodu znacznego wyniesienia dzwigara tarczowego ponad poziom terenu, co mogloby
wprowadzaé¢ niejednoznacznos$é terminu ,dolnego poziomu zerowego” (mozna byltoby pomyli¢
poziom zerowy terenu z poziomem zerowym powierzchni dolnej silosu). Przyjecie odliczania
od krawedzi gornej jest mniej mylace, mimo iz nie jest do kofica intuicyjne.

Roéwniez i w tym przypadku, dla zachowania réwnowaznos$ci obu zmiennych, obliczenia
wskaznikéw niezawodnoéci dokonano takze nie na przedziale w postaci ciaglej, a na
wybranych 12 pozycjach obliczeniowych, ktérych potozenie jest takze zaproponowane
na bazie obserwacji inzynierskich. Srodek wgniecenia umieszczono zatem kolejno na
wysokosciach: 2,50m, 3,50m, 500m, 6,25m, 7,50m, 8 75m, 10,00m, 11,25m,
13,75m, 16,25m, 18 75m oraz 22,25m ponizej gornej krawedzi pobocznicy silosu.

Na podstawie wstepnych testéow numerycznych, jakie przeprowadzono dla tegoz przykladu
(dla kata zorientowania natarcia wiatru wzgledem osi glownej imperfekcji rownego 0°)
wykazano, iz istnieje istotny rejon na osi realizacji zmiennej losowej wysokosci potozenia
imperfekcji h, w ktorych dzialanie wiatru wyraznie niekorzystnie wspolgra z lokalizacja
wgniecenia. Fragment konstrukcji, znajdujacy sie w obszarze 2,50m — 5,00 m ponizej gornej
krawedzi plaszcza jest najbardziej wrazliwy na poczatkowe znieksztalcenia, prawdopodobnie
z powodu wystepowania w tym obszarze blach o najmniejszej grubosci sposrod wszystkich
w konstrukecji, a takze z faktu, iz wiatr na takim wyniesieniu przyjmuje najwieksze wartosci
obciazenia, zgodnie z zapisem réwnan funkcji aerodynamicznej [Golota i inni, 2011].

Te z kolei obserwacje uwaza sie za fakt utwierdzajacy w przekonaniu prawidlowosci przyjecia
wysokosci polozenia imperfekcji jako drugiej zmiennej losowej problemu niezawodnosci silosu.

Jako, iz z obu przedzialéw zmienno$ci zmiennych losowych z, oraz z, dobrano po 12 pozycji
obliczeniowych, to ich parowanie w systemie ,kazdy z kazdym” powoduje otrzymanie
144 punktéw (probek) obliczeniowych. Oznacza to, ze dla przeprowadzenia analizy
podjeto konieczno$é¢ wygenerowania 144 modeli obliczeniowych w $rodowisku programu
komercyjnego SOFiSTiK oraz obliczenia w nim wartosci krytycznych mnoznika startowego

obciazenia m,_, dla kazdego ze stworzonych modeli numerycznych silosu.
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f) Analiza niezawodnos$ci metoda Monte Carlo wraz 2z technikami redukciji

populaciji probek

Po przyjeciu danych wejsciowych analizy w sposéb opisany powyzej, wykonano szereg
obliczenn numerycznych, prowadzacych do wuzyskania wartosci krytycznych mnoznika
=0,194 (co daje
D, =0,970kPa — dla a =0° oraz dla h=3,50m, co jest wartoScia mniejszag nawet od
=0,551 (co daje
D, =2,755kPa — dla a =60° oraz dla h =10,00m , co jest wartoscia wieksza od ci$nienia

startowego obciazenia o znacznym rozrzucie, wahajacym sie pomiedzy m,

crit

normowo zakladanej mocy obcigzenia wiatrem), a pomiedzy m

crit

krytycznego zbiornika idealnego).

Przed przystapieniem do procedur szacowania niezawodnosci silosu, sformutowaé nalezy stan
graniczny, jaki narzuca sie dla poszczegblnych przypadkéw. W niniejszym zadaniu przyjeto,
iz w pierwszym przypadku analizy stan graniczny zostanie zdefiniowany jako 75% wartosci
ciSnienia krytycznego wiatru obliczonego dla zbiornika idealnego, tzn. za model
awaryjny uzna sie silos niezdolny do przeciwstawienia sie ci$nieniu wiatru o wartosci
D, <0,7500,518 (bkPa =0,389 (bkPa =1,945kPa , a w drugim przypadku analizy stan
graniczny zostanie zdefiniowany jako 50% wartosci ci$nienia krytycznego wiatru
obliczonego dla zbiornika idealnego (co stanowi wymoOg mniej restrykcyjny, ktory
powinien charakteryzowaé¢ sie mniejszym prawdopodobieristwem awarii i wiekszym
wskaznikiem niezawodnosci), tzn. za awaryjny uzna sie silos niezdolny do przeciwstawienia
sie ci$nieniu wiatru o wartosci p,., < 0,50 [0,518 [h kPa = 0,259 [5 kPa =1,295kPa .

Zalozono takze, iz w ramach analizy przykladu numerycznego obrotowosymetrycznego
aluminiowego silosu zbadane zostang kolejno: prawdopodobieristwo awarii silosu wg metody

Monte Carlo P, ). (jako stosunek liczby probek spetniajacych warunek graniczny do
catkowitej liczby probek), bezawaryjnos¢ silosu wg metody Monte Carlo P, =1-P, .

oraz wskaznik niezawodnosci obliczany wg podejscia Cornella, jako f . = —®7(P,).

1) Analiza przy uzyciu bezposdredniego podejécia metody Monte Carlo (CMC, Crude
Monte Carlo).

Analiza podejsciem bezposrednim metody Monte Carlo podzielona zostala na sze$é serii.
W serii pierwszej rozpatrzono jedynie 6 punktéw obliczeniowych. W serii drugiej liczba ta
wzrosta do wartosci 12 punktoéw obliczeniowych. Analogicznie, w serii trzeciej ujeto 24
punkty obliczeniowe, w serii czwartej — 48 punktéw, a w serii pigtej — 96 punktow.
W finalowej, szostej serii rozpatrzono wszystkie wygenerowane punkty obliczeniowe, zatem
ich liczba w zadaniu wyniosta 144. Warto jednakze nadmienié¢, iz wygenerowane punkty
obliczeniowe nie zostawaly w poszczegblnych seriach ustawione w kolejnosci, jaka mogltby
sugerowaé system ich generacji, ale zostaly ustawione w sposéb calkowicie losowy.

Zbieznosé rezultatow probabilistycznych momentéw odpowiedzi ($redniej arytmetycznej
mnoznika krytycznego i jego odchylenia standardowego w danej serii) dla wariantu zadania
uzywajacego bezposredniego podejécia Monte Carlo, przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie
probek obliczeniowych (w szesciu kolejnych etapach analizy), przedstawiona jest na rys. 6.36.
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Na kazdym z wykresow zaznaczono kluczowe poziomy ci$nienia krytycznego wiatru — poziom
cisnienia krytycznego prowadzacy do awarii silosu idealnego, a nastepne 75% i 50% kwantyle
tego poziomu. Drzieki temu na rysunkach mozna $ledzi¢ punkty ,wynikowe”, ktére nie
spelniaja wymogdw stanéw granicznych, jakie zostaly zatozone w niniejszym zadaniu.

Na rys. 6.36 linig jasnozielona zostaly zaznaczone warto$ci mnoznika krytycznego obciazenia
wiatrem dla poszczegblnych punktéw obliczeniowych, kolorem ciemnozielonym — zachowanie
sie Sredniej arytmetycznej serii, a kolorem zielonym — odchylenia standardowego.

Taki klucz koloréw jest stosowany w wykresach kazdej kolejnej analizy niniejszego przyktadu.
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Rys. 6.36. Uzyskiwanie zbieznosci obliczeri probabilistycznych momentéw odpowiedzi dla
wariantu zadania uzywajacego bezposredniego podejscia Monte Carlo, przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych — kolejno: a) dla 6 probek, b) dla 12 probek,
c) dla 24 probek, d) dla 48 probek, e) dla 96 probek oraz f) dla 144 probek.
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Na podstawie rys. 6.36. stwierdzi¢ mozna, iz po pierwszej serii analizy (rozpatrzeniu tylko
6 probek) zadowalajaca zbieznosé nie zostala osiagnieta. Duzo lepiej przedstawia sie sytuacja
w serii drugiej (dla 12 probek), lecz juz rezultaty serii trzeciej i czwartej ponownie nie
prezentuja zadowalajacej zbieznosci. Dopiero seria piata i szosta pozwalaja przyjaé okreslone
po ich zakonczeniu wartosci jako miarodajne, jednakze zauwazy¢ nalezy, iz seria finalowa
prezentuje znacznie rézne wartosci Sredniej i odchylenia standardowego, anizeli te
wypracowane po seril piatej (réznica 2,06% miedzy wynikami Sredniej i az 13.74% miedzy
wynikami odchylenia). Oczywiscie, jako wyniki referencyjne powinno sie przyja¢ wyniki po
szostej serii, takze stwierdzi¢é mozna, iz do poprawnej kalkulacji Sredniego mnoznika
krytycznego obciazenia wiatrem i 2znalezienia jego prawidlowej wariancji,
potrzeba wykonaé¢ az 144 obliczenia modeli — prébek.

Dysponujac wynikami poszczegbdlnych obliczenn prébek, obliczyé mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nig prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnosé¢ oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.

Wyniki te zgromadzono w Tablicy 6.23. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy
pomiedzy wynikiem danej warto$ci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii ostatniej,
uznanej za referencyjng.

Tablica 6.23. Prawdopodobieristwo awarii silosu, jego bezawaryjnos¢ oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii obliczeniowych dla wariantu zadania uzywajacego
bezposredniego podejscia Monte Carlo, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

MC - 6 punktéw [MC - 12 punktow| MC - 24 punkty [MC - 48 punktéw|MC - 96 punktow|MC - 144 punkty

SREDNIA| 045167 | -3.62% [ 0,46517| -0.74% | 0,46358 | -1.07% | 0,46373| -1.04% | 0,45895| -2.06% | 0,46861| 0.00%
05 0,09217| 5.06% [0,07914| -6,02% |0,09314 | 7.07% |0,09977| 14,60% | 0,09894 | 13,74% | 0,08699 | 0.00%
PF.75% | 0,16667 | 26.32% | 0,08333 [ -36.84% | 0,12500 | -5.26% | 0,14583 | 10.53% | 0,16667 | 26.32% | 0,13194| 0.00%
PS.75% | 0.83333 | -4.00% | 0.91667 | 5.60% | 0,87500| 0.80% |0,85417| -1.60% | 0,83333 | -1.00% | 0,86806 | 0.00%
BC.T5% [0,96742 | -13.41% | 1,38298 | 23.78% | 1,15034 | 2.06% | 1,05448 | -5.62% |0,96742 | -13.41% | 1,11727 | 0.00%
PF.50% | 0,16667 | 166.67% | 0,08333 | 33.33% | 0,08333 | 33.33% | 0,08333 | 33.33% [ 0,09375 0,06250 | 0.00%
PS.50% | 0,83333 | -11.11% | 0,91667 -2.22% [ 0,91667 | -2.22% ([ 0,91667 | -2.22% [ 0,90625 | -3.33% | 0,93750 | 0.00%
BE50% | 0,06742 | -36.04% | 1.38208 [ -0.85% | 1,38208 | -0.853% | 1,38298 | -085% | 1.31804 | -14,00% | 1,53415 | 0.00%

Na podstawie Tablicy 6.23 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczenistwa
konstrukcji uzyskane w pierwszej serii analizy sa niedopuszczalne. Wyniki serii kolejnych
(od drugiej do piatej) sa dos¢ zblizone, przy czym przyznaé¢ nalezy, iz seria druga nadal
zawiera zbyt malo informacji o zjawisku, aby moéc polegaé¢ na jej wynikach. Niepokojacy jest
tez fakt, iz przy dos¢ wiernych rozwigzaniu referencyjnemu wynikach poprzednich serii, seria
piata prezentuje zwickszenie sie bledow aproksymacji. Sytuacja ta jest moze jednak
powiazana z losowaniem probek obliczeniowych i przy innym rozktadzie préobek w seriach
efekt ten moglby zniknaé (niemniej jednak, jest to przestanka, aby podchodzi¢ z ostroznoscia
do wynikéw prob losowych z mata liczba realizacji).

Obserwujac powyzsze wyniki mozna jednak z cala pewnoscia stwierdzi¢, iz metoda Monte
Carlo doskonale sprawdza sie przy rozpoznawaniu zmian obciazenia krytycznego zbiornika,
a wyprowadzenie podstawowych miar niezawodnosci nie jest skomplikowane. Odpowiednio
duza liczba realizacji obliczen modeli — probek zapewnia duza pewnos$é, co do koncowego
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wyniku. Nalezy rowniez wyraznie podkresli¢, iz nawet duze rozbieznosci (5%-10%) pomiedzy
rozwigzaniem referencyjnym, a wynikiem serii nie sg czynnikiem dyskredytujacym metode.
Pamieta¢ nalezy, iz operuje sie na bardzo malych wartosciach, a wiec roéznica, ktora
bezwzglednie nie wydaje sie wielka, w obliczeniu btedu wzglednego moze okazaé sie znaczna.

2) Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania warstwowego
(SS, Stratified Sampling Monte Carlo).

Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania warstwowego
podzielona zostata na cztery serie. W serii pierwszej dokonano podziatu przestrzeni realizacji
na trzy pasma rownego zasiegu, wzdluz kazdej z osi wymiaréw probabilistycznych (z,,z,),

co spowodowalo odseparowanie 3x3=9 podprzestrzeni zdarzen losowych. Z kazdej z tych
podprzestrzeni wybrano tylko jedng probke, ktorg starano sie dobra¢ w ten sposéb, aby jak
najlepiej reprezentowalta wszystkie probki znajdujace sie w danej podprzestrzeni (tzw. probke
srodkowa). Tak przygotowana populacje 9 probek obliczeniowych przyjeto za 9 punktow
obliczeniowych serii. W serii drugiej kazda z osi wymiaréw probabilistycznych przestrzeni
podzielono na cztery pasma, w serii trzeciej na sze$¢ pasm, a w serii czwartej — na dwanagdcie.
Respektujac metodologie probkowania warstwowego, nakreSlona powyzej, w serii drugiej
uzyskano 16 punktéw obliczeniowych z 4x4=16 podprzestrzeni zdarzen losowych, w serii
trzeciej — 36 punktéw obliczeniowych z 36 podprzestrzeni, a w serii czwartej — 144 punktow
obliczeniowych z takiej samej ilosci podprzestrzeni.

Szczegdly tej techniki zostaly przywotane w punkcie 2.6.2.1. niniejszej rozprawy.

Definicja zadania wskazuje wiec na to, iz szOsta seria obliczeri prowadzonych za pomoca
bezposredniego podejscia Monte Carlo i czwarta seria obliczenn prowadzonych przy uzyciu
probkowania warstwowego powinny daé identyczne wyniki, korzystaja bowiem ze wszystkich
144 probek obliczeniowych przygotowanych na potrzeby tejze analizy. Co wazne,
w poszczegblnych seriach probki byly tym razem ustawione w kolejnosci, jaka
sugerowal system przeszukiwania podzielonej przestrzeni realizacji. Zrobiono tak, aby
zaobserwowaé roznice miedzy losowym, a celowym doborem kolejnosci probek.

Zbieznos¢ rezultatow probabilistycznych momentéow odpowiedzi ($redniej arytmetycznej
mnoznika krytycznego i jego odchylenia standardowego w danej serii) dla wariantu zadania
uzywajacego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike probkowania warstwowego,
przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych (w czterech kolejnych etapach
analizy), przedstawiono na rys. 6.37.

Na podstawie rys. 6.37. stwierdzi¢ mozna, iz technika ta doskonale aproksymuje wartosci
liczbowe momentow odpowiedzi probabilistycznej, wymaga ona jednakze rozpatrzenia calej
liczby punktéow dobranych z podprzestrzeni realizacji. Obliczenn nie mozna zakoriczyé
dla ilosci préobek mniejszej, anizeli liczba podprzestrzeni realizacji, gdyz specyfika techniki
probkowania powoduje, iz dzialanie takie odbyloby sie ze szkoda dla rezultatéw. Trudno tez
mowi¢ w tym przypadku o zbieznosci rezultatéw s$redniej i odchylenia standardowego,
a raczej o pewnej tendencji, ktorag dla tychze momentéw mozna zaobserwowaé. Ten fakt moze
byé zwiazany z celowym doborem kolejnosci probek, ktory sprawdza sie widocznie stabiej,
niz proponowany przez bezposrednig metode Monte Carlo uktad losowy.
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Rys. 6.37. Uzyskiwanie zbieznosci obliczenn probabilistycznych momentéw odpowiedzi dla
wariantu zadania uzywajgcego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike SS, przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych — kolejno dla: a) 9 probek, b) 16 probek,
¢) 36 probek, d) 144 probek.

Wielka zaleta tego typu probkowania jest fakt, iz poprzez dobieranie tzw. probek srodkowych
z podprzestrzeni, juz w pierwszej serii obliczeniowej $rednia jest niemalze identyczna
z wynikiem referencyjnym, co dzieje sie takze w serii drugiej i trzeciej. Odchylenie
standardowe réwniez jest bardzo wierne rozwiazaniu referencyjnemu, jednakze tylko dla serii
drugiej (4,76% roznicy) i trzeciej (5.93% roznicy). Przyjmujac zatem ponownie jako wyniki
referencyjne rezultaty osiagniete po serii ostatniej, stwierdzi¢ mozna z cala stanowczoscia,
ze do poprawnej kalkulacji $§redniego mnoznika krytycznego obcigzenia wiatrem
i znalezienia jego prawidlowej wariancji, potrzeba wykonaé¢ jedynie 16 obliczen
modeli — prébek, jesli zostang one dobrane z przestrzeni realizacji przy uzyciu techniki
probkowania warstwowego (stratified sampling).

Dysponujac wynikami poszczegélnych obliczeri probek, obliczy¢ mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nia prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnosé oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.
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Wyniki te zgromadzono w Tablicy 6.24. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy
pomiedzy wynikiem danej warto$ci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii uznanej za
referencyjng.

Tablica 6.24. Prawdopodobieristwo awarii silosu, jego bezawaryjnos¢ oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii dla wariantu zadania uzywajacego metody Monte
Carlo wzbogaconej o technike SS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

SS - 3x3 SS - 4x4 SS - 6x6 SS - 12x12
= 9 punktow = 16 punktow = 36 punktow = 144 punkty
SREDNIA| 0.46861 | 0.00% | 046861 | 0.00% |046861| 0.00% |046861| 0.00%
0S 0,07384 | -15.12% | 0,08285 | -1.76% | 0,08183| -5.93% | 0,08699| 0.00%
PF.75% | 0,11111 | -15.79% | 0,12500 | -5.26% | 0,13889| 5.26% |0.,13194| 0.00%
PS.75% | 0,88889 | 2.40% |0,87500| 0.%0% |0,86111] -0.80% | 0,86806 | 0.00%
FC.7RY% | 1,22063 | 9.25% 1.15034 | 2.96% 1,08534 | -2.86% | 1,11727 | 0.00%
PF.50% | 0,00000 |-100.00% | 0,06250 | 0.00% | 0,05556| -11.11% | 0,06250 | 0.00%
Ps.50% | 1,00000 | 6.67% | 0,93750| 0.00% |[0.94444) 0.74% |0.93750| 0.00%
BE50% | 3,99999 | 160,73% | 1,53415 | 0,00% | 1,59325| 3.85% | 1.,53415| 0.,00%

Na podstawie Tablicy 6.24 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczeristwa
konstrukcji uzyskane w pierwszej serii analizy takze i w tym przypadku sa niedopuszczalne.
Natomiast wyniki serii kolejnych (od drugiej do czwartej) sa natomiast bardzo zadowalajace
i modelowo zblizone do rozwiazania referencyjnego, jakim jest szosta seria obliczen przy
uzyciu bezposredniej metody Monte Carlo. Najwieksze bledy pojawiajg sie dla obliczen
prawdopodobieristwa awarii, lecz takze w tym przypadku podkresli¢ nalezy, iz dla tak matych
wartosci btad wzgledny na poziomie 10% przeklada sie na minimalng zaledwie roéznice
bezwzgledna, co rowniez mozna zaobserwowaé¢ w Tablicy 6.24.

Zauwazy¢é mozna 7z pelng stanowczoscia, iz metoda Monte Carlo, ktorej liczba probek
w populacji zostala celowo i metodycznie zmniejszona technika prébkowania warstwowego
takze doskonale sprawdza sie przy rozpoznawaniu zmian obciazenia krytycznego zbiornika,
a obliczone na jej podstawie podstawowe miary niezawodnodci staja sie bliskie faktycznym
miarom zjawiska juz dla bardzo malej liczby zastosowanych prébek, w poréwnaniu
do podejscia bezposredniego MC (MC wymaga 144 probek, SS zaledwie 16 probek).
Whniosek taki potwierdza sformutowane w punkcie 2.6.3. niniejszej rozprawy obserwacje,
jakoby technika probkowania warstwowego dla problemoéw inzynierskich o matym stopniu
skomplikowania i o matej liczbie zmiennych losowych daje znakomite efekty i rzeczywiscie
powinna by¢ opisywana jako metoda najbardziej sprawna i efektywna pod wzgledem czasu
i kosztu obliczeniowego oraz zalecana do stosowania w tego typu analizach.

3) Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania hiperszedcianu
laciniskiego (LHS, Latin Hypercube Sampling Monte Carlo).

Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem probkowania hipersze$cianu
taciriskiego podzielona zostala na dwie serie, jednak w kazdej z nich wyodrebniono trzy
osobne schematy prébkowania, co spowodowalo iz calo$¢ zadania ma de facto szesé
przypadkéw obliczeniowych. W serii pierwszej dokonano podziatu przestrzeni realizacji

na szes¢ pasm rownego zasiegu, wzdluz kazdej z osi wymiar6w probabilistycznych (z,x,),
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co spowodowalo odseparowanie 6x6=36 podprzestrzeni zdarzen losowych. Z podprzestrzeni
tych probki losowe zostaly wybrane na mocy idei kwadratu laciriskiego (hiperszescian
upraszcza sie w dwoch wymiarach do kwadratu), tj. w ten sposob, iz z kazdego jednego
pasma osi z, i kazdego jednego pasma osi x, moze by¢ dobrana tylko jedna probka (ktora
wyszukiwana jest tak, aby jak najlepiej reprezentowaé¢ wszystkie probki znajdujace sie
w danej podprzestrzeni). Oznacza to, ze przy takim podziale na podprzestrzenie wybraé
mozna jedynie 6 probek (a nie 36, jak w przypadku techniki SS), jednakze mozna zrobi¢
to na bardzo duza liczbe sposobow. Z liczby tej wybrano zatem pokazowo trzy roézne sposoby
doboru probek (nazwane kolejno: ,czerwonym” — Cz, ,niebieskim” — Nb oraz ,zottym” — Zt),
respektujace zatozenia metody. Schemat doboru probek w zilustrowano na rys. 6.38a.
W serii drugiej dokonano natomiast podzialu przestrzeni realizacji na dwanascie pasm
rownego zasiegu, wzdtuz kazdej z osi wymiar6w probabilistycznych (z,,z,), co spowodowalo
odseparowanie 12x12=144 podprzestrzeni zdarzen losowych, pozwalajace na wybranie
12 probek (co rowniez mozna zrobi¢ to na bardzo duza liczbe sposobow). Tak jak i w serii
poprzedniej — z liczby tej wybrano pokazowo trzy rézne sposoby doboru, réwniez rozréznione
wyzej wymienionym kluczem koloréw. Schemat doboru préobek zilustrowano na rys. 6.38b.
W poszczegblnych seriach probki sg ustawione w kolejnosci, jaka sugerowal system

przeszukiwania podzielonej przestrzeni realizacji.

Szczegbly techniki probkowania LHS zostaly przywotane w punkcie 2.6.2.2. rozprawy.
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Rys. 6.38. Ilustracja hiperszescianow lacinskich (w zagadnieniu dwuwymiarowym
probabilistycznie — kwadratow), uzytych w analizowanym zadaniu, wraz z zaznaczeniem
uzytych trzech réznych sposobéw doboru probek.

Zbieznosé rezultatow probabilistycznych momentéw odpowiedzi ($redniej arytmetycznej
mnoznika krytycznego i jego odchylenia standardowego w danej serii) dla wariantu zadania
uzywajacego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike prébkowania hiperszescianem
lacinskim, przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych (w szesciu kolejnych
wariantach analizy), przedstawiono na rys. 6.39.
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Rys. 6.39. Ugzyskiwanie zbiezno$ci obliczen probabilistycznych momentéw odpowiedzi
dla wariantu zadania uzywajacego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike LHS,
przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych — kolejno dla 6 probek:
a) war. ,czerwony”, b) war. ,niebieski”, ¢) war. ,zotty” oraz dla 12 probek: d) war. ,czerwony”,
e) war. ,niebieski”, f) war. ,zolty”.

Na podstawie rys. 6.39 stwierdzi¢ mozna, iz technika probkowania hiperszescianu taciniskiego
nie jest dla zadania optymalna. W przypadku analiz serii pierwszej, w kazdym z trzech
wariantOw nie zostala ani zbiezno$é rezultatéw sredniej, ani odchylenia standardowego proby.
Co wiecej, w jednym z wariantow (wariancie ,zottym”) nie znaleziono za pomoca tego
podejscia ani jednej realizacji zadania przekraczajaca narzucone stany graniczne kwantyli
75% 1 50% obciazenia, a zatem wyniki nie mogg by¢ na pewno uznane za wiarygodne, moga
wprowadzaé eksperymentatora w przekonanie, iz silos nie jest wrazliwy na imperfekcje
geometryczng. Duzo lepiej prezentuja sie rezultaty serii drugiej, gdzie mozna méwié o pewnej
zbieznosci $redniej wynikéw, jednakze odchylenie standardowe proby nadal nie wykazuje
zbieznosci. Co wiecej, tu réwniez mogloby zdarzyé sie takie losowanie wariantu, ktore nie
wskazaloby ani jednej realizacji przekraczajacej réwnanie stanu granicznego. Fakt ten jest
nieodlagcznym ryzykiem postugiwania si¢ technika LHS bez dodatkowych technik
wspomagajacych, jak przyktadowo probkowanie waznosciowe.
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Wyniki odchylenia standardowego serii sa obarczone spora rozbieznoscia w stosunku do
rozwigzania referencyjnego, jakim ponownie mianowano rezultaty osiggniete po serii ostatniej
analizy bezposredniag metoda Monte Carlo. Réwnoczesnie, jedng z nielicznych zalet tego typu
prébkowania jest dobieranie prébek érodkowych z podprzestrzeni, co dla obu serii daje dosé
dobrg zgodnosé ustalonej wartosci sredniej proby z wartoscia referencyjna.

Mimo wszystko, stwierdzi¢ mozna z caly stanowczoscia, ze jesli probki obliczeniowe zostang
dobrane z przestrzeni realizacji przy uzyciu techniki prébkowania hiperszescianu tacinskiego
(latin hypercube sampling), to do poprawnej kalkulacji $redniego mnoznika
krytycznego obcigzenia wiatrem i znalezienia jego prawidlowej wariancji,
potrzeba albo wykonaé¢ wiecej niz 12 obliczenn modeli — proébek (co oznaczaloby
bardziej szczegdlowy podzial przestrzeni realizacji na podprzestrzenie), albo tez zlaczyé
jako jedna kalkulacje wyniki kilku wariantéw obliczen 12 modeli — probek,
co zdecydowanie byloby rozwigzaniem mniekonkurencyjnym dla obliczern podejsciem
bezposrednim metody Monte Carlo, czy technika SS.

Dysponujac wynikami poszczegédlnych obliczenn prébek, obliczyé mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nig prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.

Wyniki te zgromadzono w Tablicy 6.25. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy
pomiedzy wynikiem danej warto$ci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii uznanej
za referencyjna.

Tablica 6.25. Prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é¢ oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii dla wariantu zadania uzywajacego metody Monte
Carlo wzbogaconej o technike LHS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

LHS - 6x6 = LHS - 6x6 = LHS - 6x6 = LHS - 12x12 = | LHS - 12x12 = | LHS - 12x12 =
6 punktow (Cz) | 6 punktow (Nb) | 6 punktow (Zt) |12 punktow (Cz) |12 punktow (Nb) | 12 punktow (Zt)
SREDNIA| 0.43975 | -6.16% | 045275 | -3.38% [ 0486756 | 3.87% |047392| 1.13% | 047975 238% | 047600 | 1.58%
05 0,11560 | 32,809% [ 0,10627| 22,16% [ 0,03861 | -55,61% | 0,08119 | -6.67% | 0,06394 | -26,50% | 0,08549 | -1,73%
PF.75% | 0,33333 | 152.63% | 0,166G7 | 26.32% | 0,00000 J¢] 0,08333 | -36.84% | 0,08333 | -36.84% | 0,08333 | -36.84%
PS.75% | 0,66667 | -23.20% | 0,83333 | -4.00% | 1,00000| 15.20% | 0,91667 | 5.60% |0,91667| 5.60% |0,91667| 5.60%
BC.75% [0,43073 | -61.45% | 0,96742 | -13.41% | 3,99999 | 258.01% | 1,38298 | 23.78% | 1,38298 | 23.78% [ 1,38298 | 23.78%
PF.50% | 0,16667 | 166.67% | 0,16667 | 166.677% | 0,00000 |-100.00%] 0,08333 | 33.23% [ 0,00000 |-100.00%| 0,08333 | 33.33%
PS.50% | 0,83333 | -11.11% | 0,83333 | -11.11% | 1,00000 | 6.67% |0,91667| -2.22% | 1,00000 | 6.67% |0,91667 | -2,22%
BE.50% | 0,96742 | -36,94% | 0,96742 | -36.94% | 3,99999 | 160.73% | 1,38298 | -O.85% | 3,99999 | 160,73% | 1,38298 | -0.85%

Na podstawie Tablicy 6.25 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczenstwa
konstrukcji uzyskane w obu seriach analizy sa niedopuszczalne. Poza pojedynczymi
przypadkami obliczenn bezawaryjnosci zbiornika, wszystkie wyniki wykazuja bardzo znaczace
btedy wzgledne, ktore trudno wyttumaczyé nawet faktem malych warto$ci liczbowych
rezultatow obliczen. W az trzech przypadkach analizy (seria 1, wariant ,zotty”, kryterium
75%; seria 1, wariant ,zotty”, kryterium 50%; seria 2, wariant ,niebieski”, kryterium 50%)
otrzymano zerowe prawdopodobienistwa awarii, co jest oczywistym i niepokojacym bledem.
Wiele bledow ma wartosci przewyzszajace 50% wartosci  obliczonej, co wskazuje
na niepokojaco slabe dziatanie préobkowania dla rozwazanego przyktadu. Miedzy obiema
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seriami widaé¢ jednak znaczne zmniejszenie btedu na korzyéé serii bardziej licznej w punkty
obliczeniowe, co potwierdza postawiony powyzej wniosek, iz dla bardziej szczegdltowego
podzial na podprzestrzenie realizacji (wiekszej liczbie probek) technika ta mogltaby w korcu
wskazaé duzo bardziej zadowalajace rezultaty.

Zauwazy¢é mozna z pelng stanowczoscia, iz metoda Monte Carlo, ktorej liczba prébek
w populacji zostata celowo zmniejszona technika hiperszescianu tacinskiego nie sprawdza sie
przy rozpoznawaniu zmian obcigzenia krytycznego zbiornika. Co wiecej, nawet poprawienie
jakosci jej pracy (przyktadowo w sposdb zasugerowany powyzej) absolutnie nie jest
konkurencyjne wobec metodologii podejscia bezposredniego Monte Carlo, a tym bardziej dla
wzbogacenia metody probkowaniem warstwowego. Wniosek taki potwierdza sformulowane
w punkcie 2.6.3. niniejszej rozprawy obserwacje, jakoby taka technika prébkowania dla
problemoéw inzynierskich o maltym stopniu skomplikowania nie dawata wyraznych efektow
i musiata by¢ wspomagana innymi dziataniami, przyktadowo prébkowaniem wagowym.

4) Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem probkowania wagowego

(IS, Importance Sampling Monte Carlo).

Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem probkowania wagowego

podzielona zostala na cztery serie. W serii pierwszej rozpatrzono jedynie 8 punktow
obliczeniowych, ktore na bazie wstepnych testow numerycznych zdawaly sie znajdowaé
w przestrzeni realizacji najbardziej stanu granicznego przypadku analizy 50% kwantyla
obciazenia wiatrem. W serii drugiej rozpatrzono natomiast 16 punktéw obliczeniowych, ktore
na bazie wstepnych testow numerycznych zdawaly sie znajdowaé w przestrzeni realizacji
najbardziej stanu granicznego przypadku analizy 75% kwantyla obcigzenia wiatrem. Seria
trzecia to obliczenia 24 punktéw obliczeniowych, ktore stanowia polaczenie obu pierwszych
serii. W serii czwartej rozpatrzono 48 punktéw obliczeniowych, gdzie do punktéow serii
trzeciej dopisano 24 punkty spelniajace réwnanie stanu granicznego, ale od niego w nieco
dalszej odleglosci. Wygenerowane punkty obliczeniowe zostawaly w poszczegélnych seriach
ustawione w kolejnosci calkowicie losowej.

Szczegoty techniki probkowania IS zostaty przywotane w punkcie 2.6.2.3. niniejszej rozprawy.

Zbieznos¢ rezultatéow probabilistycznych momentéow odpowiedzi ($redniej arytmetycznej
mnoznika krytycznego i jego odchylenia standardowego w danej serii) dla wariantu zadania
uzywajacego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike probkowania wagowego, przy
kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych (w szesciu kolejnych wariantach
analizy), przedstawiono na rys. 6.40.

Na podstawie rys. 6.40 stwierdzi¢ mozna, iz technika prébkowania hipersze$cianu tacinskiego
nie jest dla zadania optymalna. Jednakze obliczeniom z wykorzystaniem tej techniki
przy$wiecal inny cel — nie miala byé ona rzeczywistym miernikiem momentow
probabilistycznych préby, ani tez wytyczng do kalkulacji miar niezawodnos$ci modelu,
ale tylko pewnym wprowadzeniem i rozpoznaniem, wykonywanym przed analiza metoda
powierzchni odpowiedzi. W przypadku wszystkich analiz tej serii ani zbieznos$¢ rezultatow
$redniej, ani odchylenia standardowego préby nie zostata osiagnieta, a skalkulowane koricowo
wartosci sa btedne, roznigce sie od rozwigzania referencyjnego o wielko$é btedu wzglednego
wynoszaca od 17.72% (48 probek) do 40.92% (8 probek). Probkowanie waznoSciowe
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ma bowiem wiele zalet nie w przypadku analizy Monte Carlo, ale w przypadku przetwarzania
rezultatéw punktéw obliczeniowych za pomoca innych narzedzi stochastycznych. W metodzie
powierzchni odpowiedzi, dla bardzo skomplikowanych modeli, powinno byé gwarantem
dobrego odwzorowania powierzchni w obrebie jej stanu granicznego.
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Rys. 6.40. Uzyskiwanie zbieznos$ci obliczern probabilistycznych momentéw odpowiedzi
dla wariantu zadania uzywajacego metody Monte Carlo wzbogaconej o technike IS,
przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek obliczeniowych — kolejno dla: a) 8 probek,
b) 16 probek, ¢) 24 probek, d) 48 probek.

Mozna wiec stwierdzié, iz jesli probki obliczeniowe zostang dobrane z przestrzeni realizacji
przy uzyciu techniki probkowania wagowego (importance sampling), to do poprawnej
kalkulacji sredniego mnoznika krytycznego obcigzenia wiatrem i znalezienia jego
prawidlowej wariancji, trzeba sprzegnaé technike z inng metoda szacowania
niezawodnosci lub innag technika redukcji populacji prébek, z czego to ostatnie
roéwniez byloby rozwigzaniem niekonkurencyjnym dla obliczenn podejéciem bezposrednim
metody Monte Carlo.

Dysponujac wynikami poszczegélnych obliczeri probek, obliczy¢ mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nia prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnosé oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%, choé¢
w tym przypadku z goéry wiadomo, iz rozbieznosci z rozwigzaniem referencyjnym beda
ogromne. Analize taka wykonuje si¢ po to, aby podkresli¢, iz probkowanie wagowe dla
prostych modeli inzynierskich nie jest technika samo stanowiaca sie i wymaga wsparcia
innych procedur matematycznych.

Wyniki tychze obliczen zgromadzono w Tablicy 6.26. Zebrano w niej takze informacje
o roznicy miedzy wynikiem danej wartosci uzyskanym w serii, a wynikiem serii referencyjnej.
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Tablica 6.26. Prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnos¢é oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii dla wariantu zadania uzywajacego metody Monte
Carlo wzbogaconej o technike IS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

IS - 8 punktow | IS - 16 punktow | IS - 24 punkty | IS - 48 punktow

SREDNIA| 0,27688 | -10.92% | 0,30169 | -35.62% | 0,30388 | -35.15% | 0,38558 | -17.72%

08 0,02026 | -76.71% | 0,06781 | -22.05% | 0,08710| 0.13% |0,10502| 20.72%
PF.75% | 1,00000 | 657.80% | 0,87500 | 563,16% | 0,79167 | 500.00% | 0,39583 | 200.00%
PS.75% | 0,00000 |-100,00% | 0,12500 | -85.60% | 0,20833 | -76.00% | 0,60417 | -30.10%
(C.75% |-2,00000-279.01% |-1,15035|-202,.96% | -0,81222|-172.70% | 0,26415 | -76.36%
PF.50% | 0,25000 | 300,00% | 0,25000 | 300,00% | 0,37500 | 500,00% [ 0,18750 | 200,00%
PS.50% | 0,75000 | -20.00% | 0,75000 | -20.00% | 0,62500 | -33.33% | 0,81250 | -13.33%
BF.50% | 0.67450 | -56.03% | 0,67450 | -56,03% | 0,31863 | -70.23% | 0.88715 | -12.17%

Na podstawie Tablicy 6.26 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczeristwa
konstrukcji uzyskane we wszystkich seriach analizy sg absolutnie niedopuszczalne.
Pojedynczy wzglednie idealnie poprawny wynik musi by¢ w tym przypadku paradoksalnie
potraktowany jako zupelnie przypadkowy. Poza obliczeniami bezawaryjnosci zbiornika,
wszystkie wyniki wykazuja bardzo znaczace bledy wzgledne, wszystkie one przewyzszaja 50%
wartoéci obliczonej, co potwierdza oczekiwane bardzo stabe dziatanie prébkowania
dla rozwazanego przyktadu. Miedzy poszczegélnymi seriami trudno dostrzec jakiekolwiek
logiczne zmniejszenia btedu, co wiaze sie z faktem, iz dobor punktéw obliczeniowych jest
arbitralny i nie uwzglednia globalnej natury zjawiska osiagania wartosci krytycznych
ci$nienia wiatru na $ciance silosu (lub przeciwstawnie — nadmiernym skupieniu sie na naturze
lokalnego obnizenia sie wartosci tegoz ci$nienia).

Zauwazy¢ mozna, iz metoda Monte Carlo, ktérej liczba probek w populacji zostata celowo
zmniejszona technika probkowania wagowego, zdecydowanie nie sprawdza sie przy
rozpoznawaniu zmian obcigzenia krytycznego zbiornika. Wniosek taki potwierdza tylko
sformutowane w punkcie 2.6.3. niniejszej rozprawy zastrzezenie, jakoby taka technika
probkowania musiata by¢ wspomagana przyktadowo metodologia powierzchni odpowiedzi.

g) Analiza niezawodnos$ci metoda powierzchni odpowiedzi

Jezeli weZzmie sie pod uwage rozwigzanie referencyjne, przedstawiajace wyniki obliczen

wartosci krytycznej zwiekszonego mnoznika startowego obciazenia wiatrem m, lub tez

crit )
warto$¢ ci$nienia krytycznego parcia/ssania wiatru wyrazanego w kPa, skalkulowane w 144
punktach obliczeniowych dobranych dla bezposredniej metody Monte Carlo, to jeszcze przed
doborem powierzchni odpowiedzi, mozna dosta¢ nieciagly, wstepny obraz powierzchni
zaleznosci ci$nienia krytycznego od zmiennych przyjetych w analizie (zmiennej kata
zorientowania a =z, oraz zmienna wysokosci h =z, ). Takie wstepne rozpoznanie topografii
wydaje sie byé przydatne do wyboru wlasciwego modelu aproksymacyjnego réwnania
powierzchni odpowiedzi.

Pogladowy szkic topografii zostat przedstawiony na rys. 6.41, na dwoch wizualizacjach.
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Rys. 6.41. Wizualizacje wstepnego rozpoznania topografii powierzchni zaleznosci ci$nienia
krytycznego od zmiennych przyjetych w analizie, kolejno: a) w widoku 2D, b) w widoku 3D.

Jak wida¢ na przywotanych na rys. 6.41 wizualizacjach, krzywizna rzeczywistej powierzchni
odpowiedzi konstrukcji nie jest jednoznacznie okreslona. Powierzchnia ta ma jedno wglebienie
w swoim narozu i delikatne wybrzuszenie w strefie $Srodkowej. Dostrzegajac jej
skomplikowanie odrzucono zastosowanie modelu pierwszego rzedu i w koncowym etapie
analizy przyjeto dla zadania model aproksymacyjny drugiego rzedu z czlonami
interakcyjnymi (ktérego poprawnos$¢ i sprawno$é¢ dziatania zostala juz udowodniona

w analizach poprzedzajacych), dla dwoch zmiennych losowych, w postaci

9(x) = By + iz, + fo, + /Blle + /322x§ + f,7,, (6.11)
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Zalozono, iz aproksymowana powierzchnia odpowiedzi bedzie obliczana w calkowitym
nawiazaniu do poprzednich analiz — to jest: w dwoch przypadkach obliczeniowych (stan
graniczny zdefiniowany jako 75% lub 50% wartosci ci$nienia krytycznego wiatru obliczonego
dla zbiornika idealnego) dla czterech réznych wariantéw metody Monte Carlo — w szesciu
seriach dla podejscia bezposredniego, w czterech seriach dla probkowania SS, w dwoch
trojdzielnych seriach dla préobkowania LHS oraz w czterech seriach dla prébkowania IS.
Jest to ilos¢ wystarczajaca do celow poprawnej analizy problemu.

Dla kazdego z tych wariantéw powierzchnia odpowiedzi zostanie aproksymowana za pomocg
programu autorskiego RSM—Win, korzystajacego ze standardowych technik statystycznych.
Za pomocay programu autorskiego zostang na podstawie aproksymowanych powierzchni
odpowiedzi obliczone podstawowe miary niezawodnosci rozpatrywanego problemu — wskaznik

niezawodnosci wg podejscia HLRF () oraz prawdopodobienstwo awarii P, .

Rezultaty ~wymienionych miar niezawodnosci beda poréwnywane =z rozwigzaniem
referencyjnym, tj. tymi samymi miarami skalkulowanymi na ostatnim, széstym etapie analizy

za pomoca bezposredniej metody Monte Carlo.

1) Analiza przy uzyciu bezposredniego podejscia metody Monte Carlo (CMC, Crude
Monte Carlo).

Wgzory postaci aproksymowanych w analizie powierzchni odpowiedzi, wykonane

na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych dla analiz za pomoca bezposredniego
Monte w Tablicy 6.27.
znajduja odpowiedzi

podejscia  metody Carlo, zostaly zbiorczo przedstawione

Na rys. 6.42.
na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej

sie natomiast pogladowe szkice powierzchni

dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych.

Tablica 6.27. Wzory postaci
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych do analiz za pomoca bezposredniego podejscia

aproksymowanych powierzchni odpowiedzi, wykonane

MC, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

Przy uzyciu: |dla war. SG: uzyskano powierzchnie odpowiedzi przedstawiona wzorem:
6 punktow |na poz. 75% | §(x) =1,915647 +0,006055z, - 0,555451z, = 0,000003z; +0,036004z; —0,000987z,,

oblicz. na poz. 50% | §(x) =2,035272 +0,006030z, - 0,552676z, —0,000003z, + 0,035824z; — 0,000982z,z,

12 punktow |na poz. 75% | 4(x) = -0,221151 +0,005246z, +0,021042z, - 0,000018z; —0,000373z; —0,000132z,z,
oblicz. na poz. 50% | 4(x) = =0,090963 + 0,005229z, + 0,020932z, - 0,000018z; - 0,000370z; —0,000132z,z,

24 punktow |na poz. 75% | g(x) = —0,286679 +0,007074z, +0,027172z, - 0,000025z] —0,000537; —0,0001872z,
oblicz. na poz. 50% | 4(x) = =0,156145 +0,007053z, +0,027029z, —0,000025z; - 0,000533z; — 0,000186z,z,

48 punktow |na poz. 75% [ (x) = =0,267552 + 0,005063z, + 0,027461z, - 0,000016z; - 0,000594; —0,000125z,z,
oblicz. na poz. 50% | 4(x) = =0,137115 +0,005048z, +0,027328z, —0,000016z; — 0,000591z; —0,000125z,z,

96 punktow |na poz. 75% | d(x) = ~0,197122 +0,004690z, +0,014950z, - 0,000016z —0,000228z; ~0,000076z,z,
oblicz. na poz. 50% | 9(x) = =0,067063 +0,004674z, +0,014904z, - 0,000016z; - 0,000227z; - 0,000075z,z,

144 punktow | na poz. 75% [ §(x) = ~0,186594 +0,004170z, + 0,017220z, —0,000013z; - 0,000312z - 0,000080z,z,
oblicz. na poz. 50% | 9(x) = =0,056524 + 0,004155z, +0,017159z, —0,000013z; - 0,000312z; - 0,000080z,z,
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Rys. 6.42. Szkice powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych,

w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).
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Jak zaobserwowa¢ mozna na podstawie Tablicy 6.27 oraz rys. 6.42, pierwsza seria
obliczeniowa, wykorzystujaca 6 punktoéw, nie odzwierciedla prawidtowo powierzchni stanu
granicznego zagadnienia. Jednakze kazda nastepna seria obliczeniowa przynosi dobre
oszacowanie powierzchni odpowiedzi, a zbiezno$é¢ jej topografii znacznie stabilizuje sie.
Dla serii drugiej, trzeciej i czwartej szczyt wypuklosci jest bardziej wyniesiony ponad
powierzchnie zerowa, nie stanowi to jednak btedu aproksymacji, gdyz powierzchnia w obrebie
rOwnania stanu granicznego odzwierciedlona jest poprawnie. Mozna zatem =z calg
stanowczoscig stwierdzié, iz transformacja probek bezposredniej metody Monte Carlo na
punkty obliczeniowe powierzchni odpowiedzi jest trafna i poprawna.

Dysponujac wynikami poszczegélnych aproksymacji powierzchni odpowiedzi, obliczy¢ mozna
dla kazdej z serii wskazywane przez nia prawdopodobieristwo awarii silosu, jego
bezawaryjnos¢ oraz wskaznik niezawodnosci, w dwoéch przyjetych wariantach analizy — dla
kwantyli 75% i 50%. Wyniki te zgromadzono w Tablicy 6.28.

Tablica 6.28. Prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnos¢é oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii obliczeniowych dla powierzchni odpowiedzi
aproksymowanych przy uzyciu probek wygenerowanych dla bezposredniego podejscia Monte
Carlo, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50% obciazenia krytycznego dla
zbiornika idealnego).

MC - 6 punktow |MC - 12 punktow| MC - 24 punkty |MC - 48 punktéw|MC - 96 punktow| MC - 144 punkty
PF.75% | 0,34236 | 150.47% | 0,13720 | 3.93% |0,14084 | 6.,74% [0,13716 | 3.96% |0,14995| 13.65% | 0,14026 | 6,30%
’S.75% | 0,65764 | -24.24% | 0,86280 | -0.61% | 0,85916 | -1.03% |0,86284 | -0,60% | 0,85005 | -2.07% | 0.85974| -0,96%
BO75% [ 0,40604 | -63,66% | 1,09298 | -2,17% | 1,07654 | -3.65% | 1,09315| -2,16% | 1,03664 | -7.22% [ 1,07914
PF.A0% | 0,33648 | 438.37% [ 0,10197 | 63.16% | 0,11030 | 76.48% | 0,10360 | G5.76% | 0,10856 | 73.70% | 0,09783
PS.50% | 0,66352 | -20.22% | 0,89803 | -4.21% | 0,88970 | -5.10% | 0,89640| -4.38% |0,89144 | -1.01% | 0,90217

0.42209 | -72.19% | 1,27039 | -17.10% | 1,22492 | -20.16% | 1,26130| -17.78% | 1,23422 | -10,55% | 1,20403

Na podstawie Tablicy 6.28 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczeristwa
konstrukcji uzyskane w pierwszej serii analizy sg absolutnie niedopuszczalne, w obu
przyjetych wariantach analizy (75%, 50%), co wiazane jest najpewniej z mylna aproksymacja
topografii powierzchni odpowiedzi. Wyniki serii kolejnych (od drugiej do szostej) sa do siebie
dosé¢ zblizone i duzo lepiej okreslaja miary oceny bezpieczeristwa konstrukcji, w szczegblnosci
dla wariantu stanu granicznego ustanowionego na 75% obcigzenia krytycznego dla zbiornika
idealnego. Oznacza to, ze rozwigzanie proponowane przez metode powierzchni odpowiedzi
(RSM) jest bardzo dobre i bardzo pewne. Moze by¢ ono wyprowadzone juz po de facto dwoch
seriach obliczeniowych, czyli po wykorzystaniu jedynie 12 punktéw obliczeniowych (z puli
wygenerowanych 144 punktow), co jest duzym zyskiem obliczeniowym.

Nalezy ponownie zwroci¢ uwage, iz w zadaniu operuje sie na bardzo malych wartosciach,
a wiec nawet duze rozbieznosci btedu wzglednego moga stanowié¢ réznice, ktéora bezwzglednie
nie jest duza.
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2) Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania warstwowego
(SS, Stratified Sampling Monte Carlo).

Wzory postaci aproksymowanych w analizie powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéow obliczeniowych uzytych dla analiz za pomocg metody Monte Carlo
z zastosowaniem probkowania warstwowego, zostaly zbiorczo przedstawione w Tablicy 6.29.

Na rys. 6.43. znajduja sie natomiast pogladowe szkice powierzchni odpowiedzi
na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej
dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych.

Tablica 6.29. Wzory postaci aproksymowanych powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych do analiz za pomoca metody MC,
z zastosowaniem probkowania SS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

Przy uzyciu: |dla war. SG: uzyskano powierzchnie odpowiedzi przedstawiong wzorem:

9 punktow | na poz. 75% | 4(x) = =0,206369 +0,004827z, +0,018481z, = 0,000018z; ~0,000361z; ~0,000083zz,

oblicz. na poz. 50% | §(x) = -0,076219 +0,004808z, + 0,018407, —0,000018z> —0,000357z — 0,000084,z,

x) = —=0,212079 +0,004797z, +0,019032z, —0,000017z> —0,000365z - 0,000089z,z,

Na¥
1}

16 punktow | na poz. 75%

(
oblicz. na poz. 50% | §(x) = =0,082009 + 0,004797z, + 0,018969z, — 0,000017z* —0,000362z> — 0,000089z,,

36 punktow | na poz. 75% [ 4(x) = ~0,193208 +0,004226z, +0,018218z, = 0,000014z; ~0,000342z; ~0,000085z,7,

= —0,063549 + 0,004223z, + 0,018188z, —0,000014z — 0,000339z> — 0,000085z,,

144 punktow | na poz. 75% | §(x) = ~0,186594 +0,004170z, +0,017220z, ~0,0000133; ~0,000312z; ~0,000080z,z,

(
oblicz. na poz. 50% | 9(x

(

(

oblicz. na poz. 50% [ §(x) = —=0,056524 + 0,004155z, + 0,017159z, —0,000013z; — 0,000312z; - 0,000080z,,

Jak zaobserwowaé¢ mozna na podstawie Tablicy 6.29 oraz rys. 6.43, wszystkie serie
obliczeniowe, odzwierciedlaja prawidlowo powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
zbieznosé jej topografii stabilizuje sie poczawszy od pierwszej aproksymacji. Szczyt
wypuktosci nie jest wyniesiony znaczniej ponad powierzchnie zerowa w zadnej serii
obliczeniowej, wszystkie wspotczynniki kierunkowe powierzchni maja doskonate podobienistwo
do siebie nawzajem. Mozna zatem stwierdzié¢, iz transformacja probek metody Monte Carlo
z zastosowaniem préobkowania warstwowego na punkty obliczeniowe powierzchni odpowiedzi
jest doskonalym rozwigzaniem wobec wszystkich innych podejs¢é prezentowanych dla
niniejszego zadania w tej rozprawie.

Dysponujac wynikami poszczegédlnych obliczenn prébek, obliczyé mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nig prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.
Wyniki te zgromadzono w Tablicy 6.30. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy
pomiedzy wynikiem danej warto$ci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii uznanej
za referencyjna.
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Rys. 6.43. Szkice powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych,
w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).
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Tablica 6.30. Prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii dla powierzchni odpowiedzi aproksymowanych przy
uzyciu probek wygenerowanych dla metody MC z zastosowaniem probkowania SS, w dwdch
przyjetych wariantach analizy (75%, 50% obciazenia krytycznego dla zbiornika idealnego).

SS - 3x3 SS - 4x4 SS - 6x6 SS - 12x12
= 9 punktow — 16 punktow — 36 punktow = 144 punkty

PF.75% | 0,14635 | 10.92% | 0,14473 | 9.60% | 0,13958| 5.70% |0,14026 | 6.30%
PS.75% | 0,85365 | -1.66% |0.,85527 | -1.47% |0,86042| -0.88% | 0,85974 | -0,96%
5CTA% | 1,05223 | -5.82% [ 1.05931| -5.19% [ 1.08219| -3.14% | 1.07914 | -3.11%
PF.o0% | 0,10432 | 66,92% | 0.10391 | 66,267 | 0.09789 | 56.63% | 0.09783

PS.50% | 0,89568 | -4.46% | 0.89609 | -4.42% |0,90211| -3.78% | 0,90217

_fi]-',?.[ e | 1.25729 | -18.05% | 1.25958 | -17.00% | 1.29365 | -15.68% | 1.29403 | -15.65%

Na podstawie Tablicy 6.30 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczenistwa
konstrukcji uzyskane w kazdej serii obliczeniowej sa do siebie do$é zblizone i niemalze
idealnie okreslaja miary oceny bezpieczenistwa konstrukcji, w szczegélnodci dla wariantu stanu
granicznego ustanowionego na 75% obciazenia krytycznego dla zbiornika idealnego (zupelnie
jak w przykladzie poprzednim). Oznacza to, ze rozwiazanie proponowane przez metode
powierzchni odpowiedzi (RSM) jest w tym przypadku rownie dobre, jak i rozwiazanie
referencyjne. Moze by¢ ono wyprowadzone juz praktycznie po jednej serii obliczeniowej, czyli
po wykorzystaniu jedynie 9 punktow obliczeniowych (z puli wygenerowanych 144 punktow).
Jest to niespotykany zysk obliczeniowy, najwiekszy jaki zostal osiagniety we wszystkich
badaniach numerycznych w niniejszej rozprawie.

Potrzeba jedynie 6.25% populacji wygenerowanych probek, aby sformulowaé

rezultaty o bardzo zadowalajacej dla eksperymentatora (projektanta) jakosci.

3) Analiza przy uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem probkowania hipersze$cianu
lacinskiego (LHS, Latin Hypercube Sampling Monte Carlo).

Wzory postaci aproksymowanych w analizie powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych dla analiz za pomoca metody Monte Carlo
z zastosowaniem probkowania hiperszescianu taciniskiego, zostaly zbiorczo przedstawione
w Tablicy 6.31. Na rys. 6.44. znajduja sie natomiast pogladowe szkice powierzchni odpowiedzi
na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej
dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych.

Jak zaobserwowa¢ mozna na podstawie Tablicy 6.31 oraz rys. 6.44, serie obliczeniowe
prezentuja rozbiezne odzwierciedlenia powierzchni stanu granicznego zagadnienia. Z szedciu
przeanalizowanych przypadkow, tylko w jednym =z nich (seria 1, wariant ,z0lty”)
odwzorowano poprawnie nature zjawiska, wydarzylo sie to jednak przypadkowo, zaleznie
od losowania probek. Typowe dla prawidtowego rozwiazania pojedyncze wybrzuszenie
pojawito sie takze w serii 2, w wariancie ,niebieskim”, ale jest ono ulokowane w przestrzeni
realizacji w niewtasciwym sektorze powierzchni. Cztery 2z powierzchni majg ksztalt
paraboloidy hiperbolicznej, a wiec nie odwzorowuja zbyt dobrze natury zjawiska, ale maja
zaskakujaca zgodnos¢ w obrebie réwnania stanu granicznego powierzchni, w szczegélnosci
dla wariantu zadania z doborem stanu granicznego na poziomie 75% obcigzenia krytycznego.
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Rys. 6.44. Szkice powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,
aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych,
w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).
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Tablica 6.31. Wzory postaci aproksymowanych powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych do analiz za pomoca metody MC,
z zastosowaniem probkowania LHS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

Przy uzyciu: |dla war. SG: uzyskano powierzchnie odpowiedzi przedstawiona wzorem:

6 punktow |na poz. 75% |§(x) = ~0,166307 +0,014678z, ~0,033793z, ~0,0000453; +0,0027402; ~0,000616z,z,

oblicz. (Cz) | na poz. 50% | §(x) = —0,034141 +0,014799z, - 0,034840z, — 0,00004527 + 0,002791z% — 0,000621z,z,

6 punktow |na poz. 75% | §(x) = ~0,302178 +0,007790z, +0,002399z;, +0,000032a; +0,0036682; ~0,001044z,z,

oblicz. (Nb) | na poz. 50% | 9(x) = =0,173178 +0,007790z, +0,002399z, + 0,000032z; +0,003668z; — 0,001044z,z,

6 punktow |na poz. 75% | 9(x) = =0,020530 + 0,002449z, + 0,005350z, — 0,000009z; - 0,000155z; — 0,000030z,z,

oblicz. (Zt) [na poz. 50% | 4(x) = 0,111098 +0,002410z, +0,005117z, - 0,000009z7 - 0,000146z> - 0,000029z,,

12 punktow | na poz. 75% | a(x) = ~0,101574 +0,004799z, = 0,003771z, = 0,000024z; +0,000405z; +0,000017z,z,

oblicz. (Cz) | na poz. 50% | g(x) = 0,028028 +0,004783z, - 0,003743z, — 0,000024z? + 0,000403z + 0,000016z,z,

12 punktow | na poz. 75% | a(x) = ~0,078868 +0,002654z, +0,011170z, ~0,000006z; ~0,000221z; ~0,000078zz,

oblicz. (Nb) [na poz. 50% | §(x) = 0,050770 +0,002646z, +0,011138z, —0,000006z° —0,000221z% - 0,000078,,

12 punktéw | na poz. 75% [ §(x) = ~0,112996 +0,003846z, +0,004207z, = 0,000012 +0,000389z; = 0,000095z,z,

oblicz. (Zt) [na poz. 50% | 4(x) = 0,016585 +0,003835z, +0,004207z, - 0,000012z +0,0003862 - 0,000095z,,

Mimo powyzszych pozytywnych wynikéw, stwierdzi¢ mozna jednak, iz transformacja probek
metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania hiperszescianu taciniskiego na punkty
obliczeniowe powierzchni odpowiedzi jest rozwigzaniem nieoptymalnym, ktére wymagatoby
zwiekszenia liczby probek w analizie, lub sprzezenia réznych typéw probkowania.

Dysponujac wynikami poszczegélnych obliczenn préobek, obliczy¢é mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nig prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é oraz wskaznik
niezawodno$ci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.

Wiyniki te zebrano w Tablicy 6.32. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy pomiedzy
wynikiem danej wartosci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii uznanej za referencyjna.

Tablica 6.32. Prawdopodobieristwo awarii silosu, jego bezawaryjnos¢ oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii obliczeniowych dla powierzchni odpowiedzi
aproksymowanych przy uzyciu probek wygenerowanych dla metody MC z zastosowaniem
probkowania LHS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50% obciazenia krytycznego
dla zbiornika idealnego).

LHS - 6x6 = LHS - 6x6 = LHS - 6x6 = LHS - 12x12 = | LHS - 12x12 = | LHS - 12x12 =

6 punktow (Cz) | 6 punktow (Nb) | 6 punktow (Zt} 12 punktéow (Cz) |12 punktow (Nb)| 12 punktow (Zt]
PF.75% | 0,37974 | 187.81% | 0,18971 | 43.78% |0,15166 | 14,04% [ 0,16110 | 22.10% [ 0,16573 | 25.61% | 0,15473| 17.27%
PS.75% | 0,62026 | -28,55% | 0,81029 | -6,65% |0,84834 | -2.27% | 0,83890 | -3.36% | 0,83427 | -3.80% | 0,84527| -2.62%
BC.75% | 0,30615 | -72.60% | 0,87897| -21.33% | 1,02935 | -7.87% [ 0,98994 | -11.40% | 0,97118 | -13.08% | 1,01637 | -9.03%
PF.50% | 0,36551 | 484.%1% | 0,16381 | 162,097 | 0,06868 | 9.809% | 0,12817 | 105,08% | 0,13279 | 112.47% | 0,12789 | 104.62%
PS.50% | 0,63449 | -32.32% 1 0,83619 | -10.81% 1 0,93132 | -0.66% | 0,87183 | -7.01% |0,86721| -7.50% | 0,87211| -6.97%
AIL50% | 0,34377 | -T7.50% | 0,97892 | -36,19% | 1,48567 | -3.16% | 1,13507 | -26,01% | 1,11328 | -27.43% | 1,13642 | -25,92%
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Na podstawie Tablicy 6.32 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczeristwa
konstrukcji uzyskane w pierwszej serii obliczeniowej sa nie do przyjecia (za wyjatkiem
wprowadzajacego w blad ,przypadkowo” wylosowanego wariantu ,zottego”, ktory jednak
zwraca uwage na konieczno$é ostroznego postepowania z probkowaniem tego typu
i wyciaganiem z niego danych dla innych procedur stochastycznych) i powinny zostaé
bezwarunkowo opuszczone. Jednakze, w serii drugiej, rozpatrujacej 12 punktéw, warianty
mkolorowe” sg do siebie dos¢ zblizone rezultatami, a bledy z jakimi szacuja miary oceny
bezpieczenstwa konstrukcji, w szczegélnosci dla wariantu stanu granicznego ustanowionego
na 75% obcigzenia krytycznego dla zbiornika, nie sg dyskredytujaco wielkie. Oznacza to, ze
rozwiazanie proponowane przez metode powierzchni odpowiedzi (RSM) jest w tym przypadku
dosé dobre, a zatem mozna bytoby oczekiwaé, iz dla zwiekszenia ilosci pasm, na ktoére
rozdzielane sg wymiary probabilistyczne, aproksymacje miar niezawodnosci za pomocag RSM
moglyby okazaé¢ sie poprawne. Zasadne byloby tez polaczenie tego typu prébkowania np.
z probkowaniem wagowym, ktére poprawnie aproksymuje okolice stanu granicznego. Poddaje
sie jednak pod watpliwosé¢ fakt, czy obliczenia metoda RSM pozostalyby wowczas
ekonomiczne obliczeniowo, analogicznie do wniosku podniesionego po analizie wynikow
zawartych w poprzednim punkcie rozdziatu.

4) Analiza przv uzyciu metody Monte Carlo z zastosowaniem prébkowania wagowego

(IS, Importance Sampling Monte Carlo).

Wgzory postaci aproksymowanych w analizie powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych dla analiz za pomocg metody Monte Carlo
z zastosowaniem probkowania wagowego, zostaly zbiorczo przedstawione w Tablicy 6.33.
Na rys. 6.45. znajduja sie natomiast pogladowe szkice powierzchni odpowiedzi
na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia, aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej
dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych.

Tablica 6.33. Wzory postaci aproksymowanych powierzchni odpowiedzi, wykonane
na podstawie punktéw obliczeniowych uzytych do analiz za pomoca metody MC,
z zastosowaniem probkowania IS, w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).

Przy uzyciu: |dla war. SG: uzyskano powierzchnie odpowiedzi przedstawiona wzorem:

8 punktow |na poz. 75% [ §(x) = ~0,520628 +0,017213z, +0,061097z, +0,0000672; ~0,001232z; ~0,002233z,z,

oblicz. na poz. 50% | g(x) = -0,390628 +0,017213z, +0,061097z, +0,000067z; - 0,001232z; - 0,002233z,z,

16 punktow | na poz. 75% | §(x) = ~0,081108 = 0,005410z, ~0,041588z, +0,000353z; +0,004735z; +0,000290z,z,

oblicz. na poz. 50% | g(x) = 0,047042 - 0,005254x, - 0,041208z, +0,000350z; +0,004715z; +0,000276z,z,

24 punktow | na poz. 75% [ §(x) = ~0,112159 ~0,003881z, ~0,038235, +0,000401z; +0,004793; ~ 0,000003z,z,

oblicz. na poz. 50% | g(x) =0,017076 - 0,003817z, - 0,037943z, +0,000399z; +0,004768z; — 0,000007z,z,

48 punktow |na poz. 75% g(x) = —0,288705 + 0,009308z, + 0,018474x, —0,000020z; + 0,000616z; —0,0005661,z,

oblicz. na poz. 50% | §(x) = -0,158418 +0,009267z, + 0,018490, — 0,000020> + 0,0006092 — 0,000564,,
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Rys. 6.45. Szkice powierzchni odpowiedzi na powierzchnie stanu granicznego zagadnienia,

aproksymowane przy uzyciu odpowiedniej dla danej serii liczby punktéw obliczeniowych,
w dwoch przyjetych wariantach analizy (75%, 50%).
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Jak zaobserwowaé mozna na podstawie Tablicy 6.33 oraz rys. 6.45, takze i dla tej techniki
probkowania serie obliczeniowe prezentuja zdecydowanie rozbiezne odzwierciedlenia
powierzchni stanu granicznego zagadnienia. 7 czterech przeanalizowanych przypadkow,
w zadnym nie odwzorowano poprawnie natury zjawiska, pamieta¢ nalezy jednak, iz nie byto
to wyjsciowym celem probkowania. Dwie z powierzchni (seria pierwsza i czwarta) maja
ksztatt bardzo skreconej paraboloidy hiperbolicznej i wykazuja dos¢é dobra zgodno$é
w obrebie réwnania stanu granicznego powierzchni dla wariantu zadania z doborem stanu
granicznego na poziomie 50% obciazenia krytycznego dla zbiornika idealnego. Dwie pozostate
powierzchnie (seria druga i trzecia) maja ksztalt paraboloidy skierowanej ku dotowi
(zakoniczonej pojedynczym wgnieceniem) i wykazuja dos¢ dobra zgodno$é w obrebie rownania
stanu granicznego powierzchni dla wariantu zadania z doborem stanu granicznego
na poziomie 75% obciazenia krytycznego dla zbiornika idealnego.

Mimo powyzszych pozytywnych rezultatow, stwierdzi¢ mozna jednak, iz transformacja
probek metody Monte Carlo z zastosowaniem probkowania wagowego na punkty obliczeniowe
powierzchni odpowiedzi réwniez jest rozwiazaniem nieoptymalnym i takze wymagatoby albo
zwiekszenia liczby probek w analizie, albo sprzezenia réznych typéw préobkowania.

Dysponujac wynikami poszczegdlnych obliczen probek, obliczy¢ mozna dla kazdej z serii
wskazywane przez nia prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjno$é oraz wskaznik
niezawodnosci, w dwoch przyjetych wariantach analizy — dla kwantyli 75% i dla 50%.

Wyniki te zebrano w Tablicy 6.34. Zgromadzono w niej takze informacje o réznicy pomiedzy
wynikiem danej wartosci uzyskanym w danej serii, a wynikiem serii uznanej za referencyjng.

Tablica 6.34. Prawdopodobienistwo awarii silosu, jego bezawaryjnosé oraz wskaznik
niezawodnosci obliczone dla kazdej z serii dla powierzchni odpowiedzi aproksymowanych przy
uzyciu probek wygenerowanych dla metody MC z zastosowaniem probkowania IS, w dwdch
przyjetych wariantach analizy (75%, 50% obciazenia krytycznego dla zbiornika idealnego).

IS - 8 punktow | IS - 16 punktow | IS - 24 punkty | IS - 48 punktow
PF.75% | 0.85000 | 544.21% | 0,.82271 | 523.52% | 0,83947 | 536.23% | 0.36092 | 173.54%
PS.75% | 0,15000 | -82.72% | 0,17729 | -70.58% | 0,16053 | -81.51% | 0.63908 | -26.38%
BC.75% |-1,03644 |-192,77% |-0,92573 | -182,86% |-0,99227 |-188.81% | 0,35600 | -68,14%
PF.50% | 0,70067 | 1021.1% | 0,43034 | 588.55% | 0,51696 | 727.14% | 0,30501 | 3x8%.02%
PS.50% | 0,29933 | -68.07% | 0,56966 | -30.24% | 0,48304 | -48.48% | 0.69499 | -25.87'%
BF.50% |-0,52632|-134.31% | 0.17550 | -88.56% [-0,04253 |-102.77% | 0,51004 | -66.75%

Na podstawie Tablicy 6.34 stwierdzi¢ mozna, iz wyniki miar oceny bezpieczeristwa
konstrukcji uzyskane we wszystkich seriach obliczeniowych sg zaskakujaco niedokladne.
Mimo, iz badanie numeryczne nastawione byto na dobre rozpoznanie standéw granicznych
w obu przypadkach analizy, to jednak znieksztalcenie reszty powierzchni nie pozwala
procedurze obliczajacej wskazniki niezawodno$ci na zbieznos¢ w zadowalajacym rezultacie.
Btedy wzgledne, z jakimi zostaja oszacowane miary oceny bezpieczenistwa sa zbyt wielkie.
Oznacza to, ze rozwiazanie proponowane przez metode powierzchni odpowiedzi (RSM)
nie jest dobre i ze nalezaloby calkowicie zmieni¢ metodologie doboru prébek obliczeniowych.
Potwierdza sie sygnalizowana wczesniej zasadnosé polaczenia tego typu prébkowania
np. z probkowaniem hiperszescianu lacinskiego. Jednakze, tu réwniez nie przeprowadzono
testow numerycznych na potwierdzenie tej tezy.
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h) Analiza poréwnawcza rezultatéw metody Monte Carlo i metody powierzchni

odpowiedzi dla analizowanego zadania

Zatozono, iz w ramach analizy poréwnawczej pomiedzy metoda Monte Carlo, a metoda
powierzchni odpowiedzi, sporzadzanej dla rozwazanego przykladu, poréwnanych zostanie
sze$¢ roéznych parametréw probabilistycznej oceny niezawodnosci dZzwigara powierzchniowego,
w obu przypadkach analizy, tj. przyjmujac za stan graniczny 75% i 50% kwantyle mnoznika
krytycznego obciazenia parciem/ssaniem wiatru oraz niezaleznie — w kazdym wariancie
doboru techniki generacji préobek obliczeniowych dla zadania.

Parametry te, to kolejno:

¢ prawdopodobienstwo awarii wg podejscia metody Monte Carlo, oznaczane jako P,
* bezawaryjnosé¢ wg podejécia metody Monte Carlo, oznaczana jako P,
* wskaznik niezawodnosci obliczany wg podejscia Cornella, oznaczany jako S,

* prawdopodobieristwo awarii wg powierzchni odpowiedzi, oznaczane jako P, nq,
e bezawaryjno$¢ wg powierzchni odpowiedzi, oznaczana jako P, .,

* wskaZnik niezawodnosci wg powierzchni odpowiedzi, obliczany wedlug podejscia
Hasofera — Linda — Rackwitza — Fiesslera, oznaczany jako f ), -

Dla prébkowania bezposredniego (CMC) warto$ci probabilistycznych parametrow

oceny bezpieczenstwa przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie préobek dla metody Monte Carlo
i metody powierzchni odpowiedzi, zebrane sa w Tablicy 6.35.

Uzyskiwanie zbieznosci obliczenn tychze parametréw po wykonaniu kolejnych serii analizy
zaprezentowano na rys. 6.46.

Tablica 6.35. Wartosci parametréw probabilistycznej oceny bezpieczenstwa przy kolejno

zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca podejscia Crude Monte Carlo
(CMC).

MC 6 probek 12 probek 24 probki 48 probek 96 probek 144 probki
P 150, 0,16667 0,08333 0,12500 0,14583 0,16667 0,13194
PS%% 0,83333 0,91667 0,87500 0,85417 0,83333 0,86806
ﬁms% 0,96742 1,38298 1,15034 1,05448 0,96742 1,11727
PfﬂSM‘,?s% 0,34236 0,13720 0,14084 0,13716 0,14995 0,14026
P eovrasa 0,65764 0,86280 0,85916 0,86284 0,85005 0,85974
ﬂHLRF_’RSM%% 0,40604 1,09298 1,07654 1,09315 1,03664 1,07914
P 500, 0,16667 0,08333 0,08333 0,08333 0,09375 0,06250
P&m% 0,83333 0,91667 0,91667 0,91667 0,90625 0,93750
ﬁaso% 0,96742 1,38298 1,15034 1,38298 1,31804 1,53415
PﬂRSMﬁO% 0,33648 0,10197 0,11030 0,10360 0,10856 0,09783
P ovrson 0,66352 0,89803 0,88970 0,89640 0,89144 0,90217
ﬁHLRF,RSMﬁU% 0,42209 1,27039 1,22492 1,26130 1,23422 1,29403
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Rys. 6.46. Uzyskiwanie zbieznosci obliczen parametréw probabilistycznej oceny
bezpieczenstwa przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca
podejscia CMC, w dwoch wariantach analizy — a) stan graniczny ustawiony na 75%, b) 50%.

Analizujac dane zgromadzone w Tablicy 6.35 oraz wykresy przedstawione na rys. 6.46,
stwierdzi¢ mozna, iz stabilizacja wskaznika niezawodno$ci obliczanego wg podejscia Cornella
jest de facto bardzo powolna i rzeczywiscie trudno jest przez to zadecydowaé, po jakiej serii
nalezaloby skonczy¢ obliczenia (szczegodlnie jest to widoczne dla drugiego przypadku analizy,
rys. 6.46b), aby uzyska¢ w ich nastepstwie wiarygodny rezultat wskaznika. Natomiast
odrzucajac wyniki pierwszej serii obliczenn wskaznik niezawodnosci skalkulowany wg metody
powierzchni odpowiedzi uzyskuje te zbieznosé od razu, juz w drugiej serii obliczeniowej. Jego
wahania w pézZniejszych seriach sa niewielkie, a zblizenie do linii trendu wykresu zbieznosci
wskaznika niezawodno$ci Cornella jest wyraZnie obserwowalne.

Natomiast ze wzgledu na male wartoéci liczbowe prawdopodobieistwa awarii oraz
bezawaryjnosci, zbieznosé pomiedzy ich rezultatami pochodzacymi z obu metodologii jest
niemalze idealna. Potwierdza to podany wczesniej fakt, iz bledy wzgledne sa prostym
i intuicyjnymi miernikiem réznicy pomiedzy rozwiazaniami, ale niekoniecznie oddaja one
faktyczna jej wielko$é¢ liczbowa.

Dla prébkowania warstwowego (SS) wartosci probabilistycznych parametréow oceny

bezpieczenstwa przy kolejno zwickszajacej sie liczbie probek dla metody Monte Carlo
i metody powierzchni odpowiedzi, zebrane sa w Tablicy 6.36. Uzyskiwanie zbieznosci obliczeri
tychze parametrow po wykonaniu kolejnych serii analizy zaprezentowano na rys. 6.47.

Analizujac dane zgromadzone w Tablicy 6.36 oraz wykresy przedstawione na rys. 6.47,
stwierdzi¢ mozna, iz dla techniki SS stabilizacja wskaZnika niezawodnosci obliczanego
wg podejscia Cornella jest duzo szybsza i wskazuje wyraznie, po jakiej serii nalezatoby
skoriczy¢ obliczenia (szacuje sie, ze mozna byloby dokona¢ tego po drugiej serii
obliczeniowej), aby uzyska¢ w ich nastepstwie wiarygodny rezultat wskaznika. Natomiast
wskaznik niezawodnodci skalkulowany wg metody powierzchni odpowiedzi uzyskuje
te zbieznosé juz dla pierwszej serii obliczeniowej, a jego fluktuacje w p6zniejszych seriach sa
pomijalnie. Zblizenie do linii trendu wykresu zbieznosci wskaznika niezawodnosci Cornella
jest jednak wyraznie obserwowalne tylko dla pierwszego przypadku analizy (rys. 6.47a),
co moze oznaczaé¢, iz powinno sie zapewni¢ jeszcze lepsze dopasowanie powierzchni
odpowiedzi do punktéw obliczeniowych.
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Tablica 6.36. Wartosci parametréow probabilistycznej oceny bezpieczeiistwa przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca podejscia techniki prébkowania
warstwowego (SS).

SS 9 probek 16 probek | 36 probek | 144 probki
Py 0,11111 0,12500 0,13889 0,13194
P, 0,88889 0,87500 0,86111 0,86806
B nsor 1,22063 1,15034 1,08534 1,11727

PfﬁRS’Mﬁm% 0,14635 0,14473 0,13958 0,14026
P, psar s 0,85365 0,85527 0,86042 0,85974
ﬁHLRF.RSM,?s% 1,05223 1,05931 1,08219 1,07914
Pf;w% 0,00000 0,06250 0,05556 0,06250
Py 1,00000 0,93750 0,94444 0,93750

B s 3,99999 1,53415 1,59325 1,53415
Pf,RéM,so% 0,10432 0,10391 0,09789 0,09783
P a5t 0,89568 0,89609 0,90211 0,90217
Brasnr nswt 50 1,25729 1,25958 1,29365 1,29403
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Rys. 6.47. Uzyskiwanie zbieznosci obliczenn parametréw probabilistycznej oceny
bezpieczenistwa przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie préobek wygenerowanych za pomoca
techniki SS, w dwoch wariantach analizy — a) stan graniczny ustawiony na 75%, b) 50%.

Ciekawg, godna do podkreslenia przy okazji obserwacji drugiego przypadku analizy
(rys. 6.47b) kwestia jest fakt, iz metoda powierzchni odpowiedzi jest catkowicie odporna
na efekt ,przypadkowego dobrego/ztego losowania”, czyli dobrania takich punktow
obliczeniowych w metodzie MC, posréd ktorych wszystkie spelniaja (badz tez nie spelniaja)
warunek stanu granicznego. Stato sie tak w przypadku pierwszej serii drugiego przypadku
obliczenn — znieksztalcona, niepoprawna warto$¢ wskaznika niezawodno$ci Cornella
jest efektem doswiadczenia catkowitej bezawaryjnosci, jaka sugeruje pobrana populacja.

Ponownie, ze wzgledu na male wartosci liczbowe prawdopodobieistwa awarii oraz
bezawaryjnosci, obserwowana zbieznos¢ pomiedzy ich rezultatami pochodzacymi z obu
metodologii jest idealna, dzieki niej mozna usprawiedliwi¢ wyboér rozwigzania referencyjnego.
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Dla prébkowania hiperszescianu tacinskiego (LHS) wartosci probabilistycznych

parametrow oceny bezpieczenstwa przy kolejno zwickszajacej sie liczbie probek dla metody
Monte Carlo i metody powierzchni odpowiedzi, zebrane sa w Tablicy 6.37. Uzyskiwanie
zbieznosci obliczen tychze parametréw po wykonaniu kolejnych serii analizy zaprezentowano
na rys. 6.48.

Tablica 6.37. Wartosci parametréw probabilistycznej oceny bezpieczeristwa przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca podejscia techniki prébkowania

LHS.

LHS 6 probek Cz 6 probek Nb 6 probek Zt | 12 probek Cz | 12 probek Nb | 12 probek Zt
P 0,33333 0,16667 0,00000 0,08333 0,08333 0,08333
1,75%

P 0,66667 0,83333 1,00000 0,91667 0,91667 0,91667

$,75%

,5@ 7500 0,43073 0,96742 3,99999 1,38298 1,38298 1,38298
Pf RSM 5% 0,37974 0,18971 0,15166 0,16110 0,16573 0,15473
P 0,62026 0,81029 0,84834 0,83890 0,83427 0,84527

s,RSM ,75%

IBHLRF RSM TS 0,30615 0,87897 1,02935 0,98994 0,97118 1,01637

me% 0,16667 0,16667 0,00000 0,08333 0,00000 0,08333

P 0,83333 0,83333 1,00000 0,91667 1,00000 0,91667

$,50%

,5@ S0% 0,96742 0,96742 3,99999 1,38298 3,99999 1,38298
PfRSM 50% 0,36551 0,16381 0,06868 0,12817 0,13279 0,12789
Ps RSM 50% 0,63449 0,83619 0,93132 0,87183 0,86721 0,87211

ﬂHLRF RSM 50% 0,34377 0,97892 1,48567 1,13507 1,11328 1,13642
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Rys. 6.48.

bezpieczenstwa przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca

Uzyskiwanie zbieznosci obliczern parametréw probabilistycznej oceny

techniki LHS, w dwoch wariantach analizy — a) stan graniczny ustawiony na 75%, b) 50%.

Na wstepie analizy wynikoéw dla techniki LHS podkreslié nalezy, iz wykresy zamieszczone
na rys. 6.48 sa raczej infografika, niz rzeczywista krzywa obrazujacg zbieznosé obliczen. Przez
ograniczenie dyskretyzacji przestrzeni realizacji nie mozna bylo przeprowadzi¢ wiecej niz
dwoch serii obliczen, a wiec kazda z serii podzielono na trzy warianty, ktore nie powinny
stanowi¢ odrebnego etapu na wykresie umieszczonym na rys. 6.48.
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Analizujac dane zgromadzone w Tablicy 6.37 oraz wykresy przedstawione na rys. 6.48,
stwierdzi¢ mozna, iz dla techniki LHS stabilizacja wskaznika niezawodnosci obliczanego
wg podejscia Cornella nastepuje dopiero na drodze drugiej serii obliczeniowej (obliczone
w réoznych wariantach wskazniki maja bardzo podobng wartoéé, jezeli tylko w danym
wariancie uniknie sie opisanego powyzej efektu ,przypadkowego losowania”, ktore, jak widaé
na rys. 6.48, jest czesto napotykanym przy tym probkowaniu problemem. Wskaznik
niezawodnosci skalkulowany wg metody powierzchni odpowiedzi uzyskuje te zbieznosé
rowniez dopiero dla serii obliczeniowej, ale jego fluktuacje sa pomijalnie mate, co oznacza jego
odporno$é na efekt ,,przypadkowosci losowania”.

Ponownie, ze wzgledu na male wartosci liczbowe prawdopodobieistwa awarii oraz
bezawaryjnosci, obserwowana zbieznos¢ pomiedzy ich rezultatami pochodzacymi z obu
metodologii jest idealna, jezeli przyjmie sie obserwacje z drugiej serii obliczen.

7 duza doza pewnosci mozna na podstawie rys. 6.48 zadecydowaé, iz seria pierwsza powinna
by¢ calkowicie odrzucona, a przestrzen realizacji powinna byé podzielona duzo gescie;j.

Dla probkowania wagowego (IS) wartosci probabilistycznych parametrow oceny

bezpieczenistwa przy kolejno zwiekszajacej sie liczbie probek dla metody Monte Carlo
i metody powierzchni odpowiedzi, zebrane sa w Tablicy 6.38. Uzyskiwanie zbieznosci obliczen
tychze parametréw po wykonaniu kolejnych serii analizy zaprezentowano na rys. 6.49.

Tablica 6.38. Wartosci parametréw probabilistycznej oceny bezpieczenstwa przy kolejno
zwiekszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomoca podejscia techniki prébkowania
warstwowego (SS).

IS 8 probek 16 probek 24 probki 48 probek
Pf,75% 1,00000 0,87500 0,79167 0,39583
P . 0,00000 0,12500 0,20833 0,60417
Be 250 -2,00000 -1,15035 -0,81222 0,26415

PijS’MJS% 0,85000 0,82271 0,83947 0,36092
‘PS‘RS]W‘75% 0,15000 0,17729 0,16053 0,63908
Prvrr rsw s -1,03644 -0,92573 -0,99227 0,35600
Pf‘so% 0,25000 0,25000 0,37500 0,18750

P . 0,75000 0,75000 0,62500 0,81250

Be som 0,67450 0,67450 0,31863 0,88715
Rf,Rs’Mﬁso% 0,70067 0,43034 0,51696 0,30501
‘PS‘RS]W‘SU% 0,29933 0,56966 0,48304 0,69499
-0,52632 0,17550 -0,04253 0,51004

ﬁHLRF.,RSMﬁU%

Analizujac dane zgromadzone w Tablicy 6.38 oraz wykresy przedstawione na rys. 6.49,
stwierdzi¢ mozna, iz dla techniki IS stabilizacja wskaznika niezawodnosci obliczanego
wg podejécia Cornella jest obserwowana dla serii obliczeniowych, ktore skupiajg sie w poblizu
funkcji rownania stanu granicznego. Po rozpatrzeniu jakichkolwiek innych punktow
obliczeniowych, o wartosci zmiennej odpowiedzi jak dla silosu idealnego, zbieznosé ta jest
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btyskawicznie tracona, ale wskaznik wykazuje tendencje do poszukiwania swojej realnej
wartosci — wartosci okreSlone w pierwszych trzech etapach sa bowiem wyraznie
nieprawidlowe i wskazujg na calkowita awaryjno$é konstrukecji, co jak wiadomo, mija sie
z prawda inzynierska. Wskaznik niezawodnosci skalkulowany wg metody powierzchni
odpowiedzi natomiast jedynie ,nasladuje” te zbieznosé, nie wykazujac ani zblizenia do linii
trendu wykresu zbieznosci wskaznika niezawodnosci Cornella, ani dazenia do swojej
prawidlowej wartosci.

1,00 — 1,00 | |
0,50 :>$ 0,50 —
0,00 — . . ' —
20,50 { 0,00 /; :\-. .
a) -1,00 o— ‘/—? b) /
\ J

-0,50
-1,50 >
2,00 e 41,00
8 16 24 48 8 16 24 48
liczba probek obliczeniowych w serii liczba probek obliczeniowych w serii
—+—PF.75'% PS75% —w—DC.75% —B—PF.RSM.TE —W—PS RSM.T50 —e— DB RSM.T5%

Rys. 6.49. Uzyskiwanie zbieznosci obliczenn parametrow probabilistycznej oceny
bezpieczenstwa przy kolejno zwickszajacej sie liczbie probek wygenerowanych za pomocy
techniki IS, w dwoch wariantach analizy — a) stan graniczny ustawiony na 75%, b) 50%.

O ile dla pierwszego przypadku analizy (rys. 6.49a), rozwiazania obu metodologii sa jeszcze
do siebie zblizone, tak dla drugiego przypadku analizy (rys. 6.49b) sa one calkowicie inne,
co wyraznie pokazuje, iz zbytnie skupienie sie na malej populacji punktow lezacych w poblizu
polozonego marginalnie w przestrzeni realizacji roéwnania stanu granicznego i odtracenie
informacji kierunkowej zapewnianej przez inne punkty przestrzeni probabilistycznej jest
niewlasciwe w $wietle obu metod.

Ponownie, ze wzgledu na male wartodci liczbowe prawdopodobieristwa awarii
i bezawaryjnosci, obserwowana zbieznos¢ pomiedzy ich rezultatami pochodzacymi z obu
metodologii jest idealna, jednakze tym razem tylko dla pierwszego przypadku analizy
(rys. 6.49a). Moze to oznaczaé, iz powinno sie lepiej dopasowaé¢ powierzchnie odpowiedzi
do punktéw obliczeniowych.
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Rozdzial 7

Ocena rezultatow i wnioski z pracy

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest obliczanie niezawodnosci nieliniowych modeli
konstrukeji inzynierskich, ze szczegdélnym uwzglednieniem metody Monte Carlo oraz metody
powierzchni odpowiedzi jako technik doprowadzajacych do wuzyskania wiarygodnych
probabilistycznych miar bezpieczenistwa konstrukcji. Aby osiagnaé¢ wspomniane powyzej cele,
zbudowano program autorski.

W drodze do uzyskania interesujacych inzyniera wynikéw dokonano réwniez istotnej analizy
dziatania metody Monte Carlo, gdy zastosuje sie do niej technika redukcji populacji probek
obliczeniowych oraz krytycznej oceny poszczegélnych probkowarl.

W analizowanych przyktadach numerycznych nieliniowych modeli konstrukeji $cisle
inzynierskich odnoszono sie przede wszystkim do niepewnosci geometrycznych, dostrzegajac
w nich po pierwsze ich duzy wplyw na nosnosé i/lub stateczno$é konstrukcji, stwarzajacy
wielkg trudnos¢ wlasciwego oszacowania ich wplywu na bezpieczenistwo projektowe
i uzytkowe konstrukcji, a po drugie — widzac trudno$¢ wtasciwego ich odwzorowania
i znaczng ilo$¢ koniecznych do rozpatrzenia przypadkéw ich wielkoSci i polozenia
na konstrukcji. Konieczne przez to okazalo sie stworzenie dodatkowych procedur
pozwalajacych tworzy¢é pola losowe, modelujacych pola imperfekcji geometrycznych.
W badaniach numerycznych generowano dwuwymiarowe pola losowe.

Rozpatrywano rézne typy warunkéw granicznych, miedzy innymi warunek odpowiedniego
poziomu przemieszczeni, warunek odpowiedniego poziomu przytozonego obcigzenia, warunek
statecznosci lokalnej i globalnej oraz warunek nosnosci granicznej. Okazalo sie, ze
w niektorych przypadkach, odpowiednie zdefiniowanie funkcji granicznej jest trudne i moze
byé¢ inzyniersko niejednoznaczne. R6wniez zmienne losowe przyjmowane jako probabilistyczna
przestrzen realizacji zadania byly trudne do zdefiniowania i wymagaly duzej bieglosci
w postugiwaniu sie ich funkcjami rozktadu gestosci oraz ich momentami probabilistycznymi.

W opinii autora, wkladem wlasnym w rozpoznanie tematéw poruszanych

w rozprawie jest kolejno:

* stworzenie programu autorskiego do obliczania niezawodnosci konstrukcji inzynierskich
za pomocg metody Monte Carlo oraz metody powierzchni odpowiedzi, okreslanego robocza
nazwg RSM-Win,

e stworzenie wlasnej metodologii zastosowania programu do obliczei niezawodnodci
problemow nieliniowych modeli konstrukcji, gdzie funkcja stanu granicznego zadania nie
jest podana w formie zamknietej,

* stworzenie procedury autorskiej do generacji pél losowych metoda rozwiniecia Karhunena
— Loéve’a,
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e wnikliwe i usystematyzowane poréwnanie technik redukcji wariancji populacji proébek
obliczeniowych metody Monte Carlo, co pozwala na sformutowanie istotnych wnioskow
odnosnie technik zalecanych dla pewnej klasy problemoéw inzynierskich,

* wstepne wskazanie 1 proba budowy algorytmu optymalnego doboru punktow
obliczeniowych w przestrzeni realizacji zmiennych losowych zadania w analizie modeli
nieliniowych, ze szczegélnym wskazaniem konsekwencji niewlasciwego dobrania tychze
punktéw obliczeniowych.

Ponizej, zamieszczone zostaly wnioski nasuwajace sie autorowi po zrealizowaniu
pracy, zaproponowane na podstawie przeprowadzonych i zawartych w pracy
rozwazan oraz badann numerycznych autorskich i komercyjnych.

Potwierdza sie, iz obecnie, przy zwiekszaniu mozliwo$ci obliczeniowych narzedzi
komputerowego wspomagania projektowania, stosowanie sie jedynie do przepis6w normowych
moze prowadzi¢ w  niektérych  przypadkach do  przewymiarowania elementow
konstrukcyjnych, niepozadanego wzrostu kosztu i czasu wykonania konstrukcji lub braku
optymalnodci przyjetego rozwiazania.

Obecny stan wiedzy inzynierskiej, a takze stan zaawansowania teorii niezawodnosci w ujeciu
symulacyjnym (probabilistycznym) i ciagle doskonalenie warsztatu metod obliczeniowych,
wrecz motywuje do wykorzystania w procesie projektowym duzo bardziej racjonalnych
podejsé do kwestii szacowania bezpieczenistwa konstrukcji inzynierskich w planowanym czasie
ich funkcjonowania.

Istnieja, doskonale rozpoznane i opisane wskazniki, jakimi moze byé¢ szacowania niezawodnosé
probabilistyczna konstrukcji inzynierskich. Wazne jest jednakze umiejetne postugiwanie sie
tymi wskaznikami, jako ze w przypadku ré6znych modeli konstrukcji, rézne miary
niezawodnosci konstrukcji sa im dedykowane i wykazujg zupelnie rézng zbieznosé i tatwosé
obliczen algorytméw prowadzonych do ich wyznaczenia.

Z wielu metod stuzacych do szacowania niezawodnosci probabilistycznej konstrukeji
inzynierskich jedna z najdoskonalszych technik jest metoda Monte Carlo. Przy zwickszaniu
sie mozliwodci obliczeniowych narzedzi komputerowych metody symulacyjne, do ktérych
metoda ta przynalezy, staja sie podstawowym wyborem eksperymentatora. W przypadku
wzbogacenia metody o  wlasciwe techniki  dobierania  prébek  obliczeniowych
z wielowymiarowej przestrzeni realizacji zadania, skutecznos$¢ dziatania metody moze byé
zwielokrotniona i byé konkurencyjna wobec proceséw samouczacych sie i adaptacyjnych.

Sposrod wszystkich typow probkowania metody Monte Carlo, dla modeli rzeczywistych
konstrukecji inzynierskich zaleca sie zdecydowanie technike bezposrednia (probkowania
bezposrednie) oraz doskonale dzialajaca technike probkowania warstwowego. Wykazano,
iz w przypadku rozwazanych modeli konstrukcji inzynierskich, metoda Monte Carlo
z uzyciem probkowania warstwowego prezentuje okolo dziesieciokrotny spadek kosztu
numerycznego generacji probek obliczeniowych i spadek czasu realizacji zadania w stosunku
do bezposredniej metody Monte Carlo. Natomiast pozostale techniki redukcji populacji
prébek obliczeniowych rozwazane w pracy sa albo zdecydowanie nieefektywne w przypadku
rozwazania problemoéw $cisle inzynierskich (probkowanie hiperszescianu laciniskiego oraz
probkowanie rosyjskiej ruletki) albo tez wymagaja polaczenia z inng technika probkowania
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zredukowanego (probkowanie wagowe). Dobor techniki musi wiec wymagaé¢ od inzyniera
dobrego wstepnego rozpoznania problemu postawionego przed nim.

Metoda Monte Carlo w postaci bezposredniej lub z uzyciem probkowania warstwowego
doskonale sprawdza sie dla bardzo prostych modeli nieliniowych geometrycznie i materiatowo.
Pozwala w bardzo tatwy sposéb zidentyfikowaé wrazliwo$é rozwigzania na zmiany
w zmiennych losowych i pozwala na bezbtedne odnalezienie momentoéw probabilistycznych
zmiennej odpowiedzi.

Metoda powierzchni odpowiedzi jest doskonalym, stosunkowo nowym narzedziem stuzacym
do szacowania niezawodnos$ci probabilistycznej konstrukecji inzynierskich. Jest bardzo tatwa
do implementacji, jako ze wywodzi sie ze standardowych technik aproksymacyjnych, takich
jak standardowa regresja liniowa i analiza rezydualnej wariancji zmiennej odpowiedzi. Modele
powierzchni odpowiedzi, jakimi aproksymuje sie stan graniczny sa doskonalym punktem
wyjsciowym dla analizy niezawodnosci, na podstawie wyznaczonych wspotczynnikéw
kierunkowych powierzchni, algorytmy wyznaczania wskaZznikéw niezawodnosci modelu
konstrukeji inzynierskich ulegaja znacznemu uproszczeniu, a ich zbieznos$¢ zostaje polepszona.

Potwierdzona zostaje zatem teza, iz obliczenia obejmujace losowy charakter modeli
konstrukcji inzynierskich sa zasadne i powinny mieé¢ oddZzwiek w obliczeniach inzynierskich.

Wiyniki pracy i przedsiewziete studium literatury ewidentnie wskazuja na fakt, iz najbardziej
istotnym czynnikiem réznicujacym miary probabilistycznego bezpieczeristwa konstrukeji
w stosunku do miar poczynionych na konstrukcji idealnej, powoduja imperfekcje
geometryczne. Wskazuje sie, iz problem ten jest przedstawiony w normach dosyé
asekuracyjnie, i ze otrzymuje sie znaczace rbznice pomiedzy warto$ciami obcigzen
krytycznych szacowanych na podstawie obliczen catkowicie zgodnych z normg, a tymi, jakie
wykonuje sie metodami losowego modelowania imperfekcji.

Potwierdzona zostaje zatem teza, iz imperfekcje geometryczne i materialowe, ustalone
zgodnie z zapisami kodu projektowego, widocznie réznicuja odpowiedzi konstrukcji. Zasadne
jest stwierdzenie, iz w przypadku niektérych konstrukcji inzynierskich nie mozna rozpatrywaé
jedynie modeli o geometrii idealnej, ale takze nie mozna ograniczaé¢ sie do jednego typu
imperfekcji — przy roéznych typach obciazeni, rézne imperfekcje prowadzg do obliczenia
najbardziej niekorzystnego obciazenia krytycznego/granicznego.

Mozliwe jest generowanie pol imperfekcji geometrycznych przy zastosowaniu technik
generowania po6l losowych imitujacych imperfekcje rzeczywiste. Rozwigzanie symulacyjne
problemu zdecydowanie umozliwia uwzglednienie imperfekcji geometrycznych i/lub
materiatlowych w nieliniowych obliczeniach konstrukcji. Proponowana w pracy innowacyjna
metoda generacji warunkowej jest réwnie dobra, jak wczesniej sformulowane procedury,
pozwala takze na dokonywanie bardzo istotnych akomodacji do warunkéw brzegowych pola,
jakie dyktuje geometria danej konstrukcji inzynierskiej.

Rzeczywiscie, stosujac metode Monte Carlo i/lub metode powierzchni odpowiedzi mozna
efektywnie oszacowaé niezawodnos$é konstrukeji. Dla prostych modeli pretowych odpowiednia
aproksymacja powierzchni odpowiedzi prowadzi do skutecznej oceny niezawodno$ci
dyskretnymi wskaznikami, w minimalnym czasie obliczeniowym. Zastrzega sie jednak, na
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podstawie przeprowadzonych badan, iz powinno przestrzegaé¢ sie przy postugiwaniu sie
obiema metodami: odpowiedniego typu prébkowania, rozmieszczenia probek w przestrzeni
realizacji problemu, wlasciwego doboru zmiennych wejécia, poprawnej definicji stanu
granicznego oraz odpowiednio analizowania zmiennej wyjscia. Odpowiednia analiza moze
prowadzi¢ do wlasciwego wnioskowania na temat przysztych projektowych proceséw
optymalizacyjnych, na podstawie zapewnianych przez obie metody miar niezawodnosci.

Dla duzo bardziej skomplikowanych modeli konstrukecji inzynierskich, przez co rozumie sie
konstrukcje powierzchniowe nieliniowe geometrycznie i materialowo réwniez w tatwy sposéb
mozna efektywnie oszacowaé niezawodnos$é¢ konstrukeji stosujac metode Monte Carlo i/lub
metode powierzchni odpowiedzi. Wymaga to jednak potaczenia tychze metod z obliczeniami
przeprowadzonymi przy uzyciu komercyjnych programéw obliczeniowych. Jednakze
wskazano, iz zaproponowane procedury autorskie doskonale sprawdzaja sie przy
implementacji imperfekcji geometrycznych do modeli komputerowych  konstrukeji
inzynierskich, a techniki redukcji populacji punktéw obliczeniowych (ktére w tym przypadku
sa jednoznaczne z kolejnymi realizacjami modelu z zadana imperfekcja) rzeczywiscie
pozwalajg na znaczne oszczednos$ci kosztu i czasu obliczen numerycznych. Najwieksze zyski
uzyskuje sie ponownie dla techniki prébkowania warstwowego.

Wyniki otrzymywane dzieki metodzie powierzchni odpowiedzi sa bardzo czytelne i intuicyjne,
a wyrysowanie powierzchni odpowiedzi w dowolnym programie graficznym i obserwacja
zmiany topografii powierzchni po kazdej serii obliczeniowej daje inzynierowi doskonaly
przeglad formowania sie zachowania konstrukcji w okreSlonych przypadkach projektowych.
Bardzo ‘tatwo jest inzynierowi zdefiniowaé¢ wrazliwo$é konstrukcji na niepewnosci
w parametrach projektowych (zmiennych podstawowych) oraz dostrzec zaleznosci
i sprzezenia pomiedzy poszczegdlnymi zmiennosciami. Zdecydowanie podkresla sie, ze dla
nieliniowych modeli konstrukcji inzynierskich postugiwanie sie metoda powierzchni
odpowiedzi jest stusznym, uzasadnionymi i polecanym dzialaniem.

Zauwaza sie, iz za pomoca zaprezentowanych procedur i programu autorskiego mozliwe jest
szacowanie niezawodnos$ci konstrukcji nie tylko w trakcie projektowania, ale na kazdym
etapie jej funkcjonowania, jezeli podejmie sie analize zmiany poszczegdlnych parametrow
losowych w czasie, przyktadowo tworzac funkcje degradacji materialéw konstrukcyjnych,
ktore moga sterowaé obnizaniem sie wartosci podstawowych zmiennych losowych
wytrzymatosci w czasie.

Ostatecznie, zdecydowanie potwierdza sie teze pracy, iz faktycznie mozliwe jest
szacowanie niezawodnos$ci konstrukcji inzynierskich z losowymi imperfekcjami
geometrycznymi i materialowymi (na kazdym etapie procesu projektowania)
opisanych nieliniowymi modelami MES, przy zastosowaniu zoptymalizowanego

podejscia probabilistycznego.

Co wiecej, uwaza sie z cala stanowczosdcia, ze przedstawione w rozprawie analizy sa
doskonalym punktem wyjécia do dalszych badan w tymze temacie, przykitadowo jako
podstawa do zajecia sie optymalizacja niezawodnosciowa konstrukcji inzynierskich.
Pamietaé¢ nalezy, iz istota technik szacowania niezawodnosci poziomu trzeciego jest doktadne
poznawanie margineséw rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych zadania
i w tym kierunku musza zdecydowanie postepowaé dalsze prace w rozwazanej tematyce.
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Skrypt z rachunku prawdopodobieristwa i statystyki

W _tekscie rozprawy odwolano sie do nastepujacych kodoéow projektowych, norm

oraz specyfikacji:

S N p b
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16.

[PN-76,/B-03001]
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[PN-82,/B-02001]
[PN-82/B-02003]

[PN-82/B-02004]
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[PN-EN 1991-1-1|
[PN-EN 1991-1-2]
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Konstrukcje i podloza budowli. Ogoélne zasady obliczeri.

Obciazenia w obliczeniach statycznych. Obciazenie wiatrem.

Obciazenia w obliczeniach statycznych. Obciazenie $niegiem.

Obciazenia budowli. Zasady ustalania wartosci.

Obciazenia budowli. Obciazenia state.

Obciazenia budowli. Obcigzenia zmienne technologiczne. Podstawowe obciazenia
technologiczne i montazowe.

Obciazenia budowli. Obciazenia zmienne technologiczne. Obciazenia pojazdami.
budowli.

Obciazenia suwnicami
i weiggnikami.

Obciazenia budowli. Obciazenia zmienne §rodowiskowe. Obciazenie temperatura.

Obciazenia pomostowymi,  wciggarkami

Obciazenia budowli. Obciazenia zmienne §rodowiskowe. Obciazenie oblodzeniem.
Obciazenia budowli. Obciazenie gruntem.

Konstrukcje stalowe. Silosy mna materialy sypkie. Obliczenia

i projektowanie.
Wykonanie konstrukeji stalowych i aluminiowych. Czesé 2: Wymagania techniczne
dotyczace konstrukcji stalowych.

statyczne

Eurokod 1: Oddzialywania na konstrukcje. Czes¢ 1-1: Oddzialywania ogélne. Ciezar
objetosciowy, ciezar wlasny, obciazenia uzytkowe w budynkach.

Eurokod 1: Oddzialywania na konstrukcje. Czesé 1-2: Oddzialywania ogolne.
Oddzialywania na konstrukcje w warunkach pozaru.

Eurokod 1: Oddzialywania na konstrukcje. Czesé 1-3: Oddziatywania ogolne.
Obciazenie $niegiem.
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Eurokod 1: Oddzialywania na konstrukcje. Czesé 1-5: Oddziatywania ogolne.
Oddzialywania termiczne.

Eurokod 3: Projektowanie konstrukcji stalowych. Czesé 1-1: Reguly ogolne i reguty
dla budynkow.

Eurokod 3: Projektowanie konstrukcji stalowych. Czesé¢ 1-6: Wytrzymalosé
i statecznosé konstrukeji powlokowych.

Eurokod 4: Projektowanie zespolonych konstrukcji stalowo-betonowych. Czesé 1-1:
Reguly ogoélne i reguly dla budynkow.

Ogolne zasady niezawodnosci konstrukcji budowlanych.
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