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1 Wstep

1.1 Rys historyczny

Oddziatywanie atomoéw i czasteczek z polem magnetycznym jest niewatpliwie jednym z wazniej-
szych zagadnien fizyki atomowej. Opis teoretyczny tych zjawisk, ktére zachodza w skali atomowej,
wymaga zastosowania formalizmu wspolczesnej mechaniki kwantowej. Powstanie tego nurtu w fi-
zyce, nazywanego przez Alberta Einsteina “najbardziej udana teorig naszych czaséw”, datuje sie
na styczen 1926 roku, kiedy to Erwin Schrédinger opublikowal prace [1-3], w ktérych wprowa-
dzil on stynne réwnanie falowe. Jak kazdy postulat stanowiacy podstawe nowej teorii, rownanie
Schrodingera stato sie obiektem zainteresowan i analiz 6wczesnych fizykéw teoretykdéw, w wyni-
ku ktérych bardzo szybko wskazano na jego braki i niedociagniecia. Przede wszystkim zwrdcono
uwage na to, iz nie uwzglednia ono spinu! czgstki, a odpowiednie poprawki zaproponowat w 1927
roku Wolfgang Pauli. Pierwsza z nich polegata na dodaniu do hamiltonianu dodatkowego sktadni-
ka, opisujacego energie potencjalng oddzialywania magnetycznego spinowego momentu dipolowego
z polem magnetycznym, proporcjonalna do natezenia tego pola, druga za$ polegata na przedsta-
wieniu funkcji falowej w postaci dwuskladnikowej. W ten sposéb Pauli zmodyfikowal réwnanie
Schrodingera na przypadek czastki o spinie 1/2.

Inne przeksztalcenie réwnania Schrodingera, polegajace na uwzglednieniu w nim efektéw rela-
tywistycznych, zaproponowali niezaleznie od siebie, w latach 1926-1927, Klein, Gordon oraz Fock,
formuhlujac réwnanie zwane najczesciej réwnaniem Kleina—Gordona. Jednak ich teoria nie zakla-
dala istnienia spinu elektronu. Potaczenie zalet réwnania Pauliego oraz réwnania Kleina—Gordona
znalazlo swoje odzwierciedlenie w teorii podanej w 1928 roku przez Paula Diraca [7]. Zapropono-
wany przez niego formalizm mial charakter czysto relatywistyczny, a spin elektronu pojawit sie w
sposob naturalny.

Sformulowanie réwnania Diraca bylo jednym z najwigkszych postepéw w rozwoju fizyki teore-
tycznej. Umozliwito ono poprawne relatywistyczne wyjadnienie spinu elektronu, a w konsekwencji
struktury subtelnej widma atomu wodoru. Najwieksza niespodzianka, jaka niosto za sobg rownanie
Diraca, bylo pojawienie si¢ w jego rozwiazaniu czastki o ujemnej energii. Oznaczalo to, iz powinna
istnie¢ inna czastka o wltasnosciach identycznych z elektronem, rézniaca si¢ od niego tylko tadun-
kiem elektrycznym. W ten sposob réwnanie Diraca przewidziato istnienie antymaterii, potwierdzone
eksperymentalnie w pézniejszych latach?.

W oparciu o réwnanie Diraca niezwykle szybko znaleziono rozwigzanie zagadnienia wlasnego
elektronu w potencjale coulombowskim (atom wodoru); jeszcze w roku 1928 podali je Gordon [10] i
Darwin [11]. Obliczenia relatywistyczne dla atomu jednoelektronowego byly réwniez przedmiotem
badan przeprowadzonych w ramach w niniejszej pracy, przy czym rozwazany w rozprawie atom
umieszczony byl dodatkowo w zewnetrznym polu magnetycznym; skupiono sie tutaj na opisie je-
go wlasnodci elektromagnetycznych, wykorzystujac do tego funkcje gestoéci tadunku elektrycznego
oraz gestosci pradu elektrycznego [12]. W rozwinieciach multipolowych potencjaléw tych rozkla-
déw pojawiaja sie elektryczne i magnetyczne momenty multipolowe [13-19], analizie ktérych — na
przyktadzie atomu z elektronem Diraca — zostala poswigcona znaczna czesé tej rozprawy.

Wspomniane rozktady funkcji gestosci tadunku i pradu elektrycznego ulegaja modyfikacji pod
wplywem dzialania zewnetrznego zaburzenia w postaci stabych pél elektromagnetycznych. Zmiany
te polegaja przede wszystkim na indukowaniu si¢ w uktadzie dodatkowych momentéw multipolo-
wych, ktére w pierwszym przyblizeniu sg proporcjonalne do natezenia przylozonego pola; wspol-

stnienie spinu zasugerowali w 1925 roku Uhlenbeck i Goudsmit [4, 5], opierajac si¢ o wyniki eksperymentu
przeprowadzonego w 1922 roku przez Sterna i Gerlacha [6], w ktérym zaobserwowano rozdzielenie wiazki atoméw
srebra na dwie pod wptywem pola magetycznego.

2Juz w 1932 roku zostalo potwierdzone istnienie w przyrodzie pozytonu, czyli antyelektronu — czastki o przeciwnym
do elektronu tadunku i o tej samej masie spoczynkowej. Dokonal tego Carl D. Anderson [8,9], badajac sktadniki
promieniowania kosmicznego. Pézniej odkryto inne, mniej podstawowe antyczastki: antyproton (1955 r.) i antyneutron
(1956 r.). Na dzien dzisiejszy znamy nawet uktady zlozone z materii i antymaterii (pozytonium=elektron+pozyton)
albo z samej antymaterii (atomy antywodoru lub antydeuteru).



czynniki proporcjonalno$ci mozna wyrazi¢ za pomocg odpowiednich podatnosci elektromagnetycz-
nych [20-24]. W przypadku, gdy czynnikiem zaburzajacym stan atomu jest pole magnetyczne, mo-
ga wystapi¢, na przyklad, takie sytuacje: pierwsza, kiedy w atomie powstanie dodatkowy moment
magnetyczny, ktéry wyrazi¢ mozna poprzez podatno$é magnetyczna (magnetyzowalnosé) atomu;
druga mozliwo$¢ polega na indukowaniu sie¢ w atomie dodatkowego momentu elektrycznego — ma-
my woéwczas do czynienia z podatnoécig krzyzowa typu pole magnetyczne—moment elektryczny?
(aMA—>EL) atomu.

Wyrdzniona wyzej magnetyzowalno$é jest — obok statycznej polaryzowalnosci atomowej — wiel-
koscia najczescie] wykorzystywang do opisu wlasciwosci elektromagnetycznych atoméw i czaste-
czek [25,26]. Pierwsze obliczenia analityczne tego parametru atomowego dla najprostszego uktadu,
jakim jest atom wodoropodobny, zostaly przeprowadzone na gruncie teorii nierelatywistycznych
juz w poczatkowych dniach istnienia mechaniki kwantowej, a ich rezultaty mozna znalezé np. w
ksiazce Van Vlecka [20], w calodci poswieconej analizie wlasciwosci elektromagnetycznych wybra-
nych atomoéw. Odpowiednie obliczenia dla atomu z elektronem Diraca rozpoczeto dopiero w potowie
lat 70-tych XX wieku. W roku 1974 — niezaleznie od siebie i w nieco inny sposéb — Granovsky i
Nechet [27] oraz Manakov, Rapoport i Zapryagaev [28] znalezli Sciste analityczne wyrazenie dla
magnetyzowalnosci relatywistycznego atomu wodoropodobnego znajdujacego si¢ w stanie podsta-
wowym. Obie metody oparte byly na rachunku zaburzen potaczonym z technika funkcji Greena, a
uzyskane wyniki wyrazaly sie przez uogodlnione funkcje hipergeometryczne z jednostkowym argu-
mentem. Roznice w obu podejsciach dotyczyty rodzaju i postaci uzytej funkcji Greena. Pierwsza
z tych grup wykorzystata reprezentacje catkowa radialnych sktadowych funkcji Greena—Diraca—
Coulomba pierwszego rzedu, druga za$ w obliczeniach zastosowala rozwiniecie sturmowskie funkeji
Greena—Diraca—Coulomba rzedu drugiego, zaproponowane przez siebie [29,30] na poczatku lat 70-
tych. Nastepnie Manakov i Zapryagayev wykorzystali te sama metode do uogdlnienia wyniku dla
podatnoéci magnetycznej stanu podstawowego atomu na stany o zerowej radialnej liczbie kwanto-
wej [31]. Swoje rozwazania na ten temat zaprezentowali réwniez w artykule przegladowym [32], a
takze w ksiazce [33], napisanej wspélnie z Pal’chikovem, po$wieconej teoretycznemu opisowi wia-
$ciwosci atoméw jedno- i dwuelektronowych. Przedstawienie zaproponowanej przez nich techniki
obliczeniowej, a takze rezultat obliczen dla magnetyzowalnoéci relatywistycznego atomu wodoropo-
dobnego wykonanych tym sposobem, znalezé mozna réwniez w ksiazce Labzovskiego i wspotpra-
cownikow [34] (rozdzialy 5 i 6), wydanej w 1993 roku.

Atom wodoropodobny jest uktadem elektrycznym, w ktérym tadunek ujemny w postaci elektro-
nu krazy wokot dodatnio natadowanego jadra. Modyfikacje rozkladu gestoéci pradu elektrycznego w
takim uktadzie, wywolane zaburzeniem w postaci stabego pola magnetycznego, sa w naturalny spo-
séb sprzezone ze zmianami zachodzacymi w rozktadzie gestosci tadunku elektrycznego tego uktadu.
W zwiazku z tym, w atomie jednoelektronowym zaburzonym zewnetrznym polem magnetycznym
beda indukowaé sie¢ dodatkowe elektryczne momenty multipolowe. W przypadku, kiedy atom znaj-
duje si¢ w stanie podstawowym, jednorodne pole magnetyczne o indukcji B powinno wyindukowaé
w nim elektryczny moment kwadrupolowy Q2. Wystepowanie tego efektu zostalo zasugerowane
juz w 1956 roku przez Coulsona i Stephena [35]. Wykorzystujac rachunek zaburzen, pokazali oni
réwniez, ze czynnikiem wiodacym w rozwinieciu Q2 (B) jest czton kwadratowy wzgledem pola, przy
czym nalezy zaznaczy¢, iz w swoich rozwazaniach nie uwzglednili oni efektéw relatywistycznych. Na
kolejne prace dotyczace podjetego przez nich tematu trzeba byto czekaé¢ ponad 30 lat. Dopiero pod
koniec lat 80-tych XX wieku ukazala sie praca Turbinera [36], potwierdzajaca wyniki otrzymane
przez Coulsona i Stephena. Autor tej publikacji otrzymal takie samo wyrazenie na Qg), jak to uzy-
skane przez jego poprzednikéw, znalazt ponadto kolejny nieznikajacy czton w badanym rozwinieciu,
a mianowicie wyraz le) o B*. Na poczatku tego stulecia Turbiner wspélnie z Potekhinem [37] po-
nownie wyznaczy! zaleznosé Q2(B) dla szerokiego zakresu wartosci B. Obliczenia zostaly wykonane
przez nich na dwa rézne sposoby. Pierwsza metoda prezentowala podej$cie wariacyjne, przy czym

3W przyjetej tutaj notacji A okredla multipolowodé pola zaburzajacego, zag L oznacza rzad indukowanego przez
nie momentu multipolowego.



wybrana przez nich funkcja prébna byla znacznie bardziej wyszukana niz ta uzyta w pracy [36],
druga za$ oparta byla o rozwiniecie zaburzonej funkcji falowej w bazie orbitali Landaua.

Niestety, trzy omowione wyzej prace sa jedynymi, w ktérych wyznaczono wyrazenie dla elek-
trycznego momentu kwadrupolowego indukowanego przez zewnetrzne pole magnetyczne w stanie
podstawowym nierelatywistycznego atomu wodoropodobnego. Obliczenia tej wielkosci dla atomu z
elektronem Diraca zostaly przeprowadzone po raz pierwszy dopiero w 2012 roku przez autorke tej
rozprawy wspoélnie z R. Szmytkowskim. Uzyskane przez nich wyniki zostaly zawarte w pracy [38],
ktora — jak do tej pory — jest jedyna publikacjg traktujaca ten problem w sposéb relatywistyczny.
W pracy tej pokazano, ze jesli w rachunkach za punkt wyjécia obierze si¢ rownanie Diraca, a nie
réwnanie Schrodingera, wowczas cztonem wiodacym w rozwinieciu Qo(B) jest wyraz liniowy wzgle-
dem pola. Wyrazenie na le), otrzymane w tej publikacji za pomoca rozwiniecia sturmowskiego
funkcji Greena—Diraca—Coulomba [39], w granicy nierelatywistycznej zbiega do zera, co potwierdza
wyniki wczedniejszych obliczen tej wielkosci, oméwionych w poprzednim akapicie.

Jedli atom lub czasteczke umiesci sie w zewnetrznym polu magnetycznym, to elektrony krazace
wokot ich jader zaczna oddziatywaé z polem zaburzajacym. W ten sposéb powstanie w ukladzie
dodatkowe pole magnetyczne [40,41], skierowane przeciwnie do pola przylozonego. W zwiazku z
tym, zmaleje wartos¢ pola magnetycznego “efektywnie” odczuwanego przez jadro. Zjawisko takie
nosi nazwe ekranowania magnetycznego jadra atomowego. Wywolane w ten sposéb zmiany zacho-
dzace w miejscu potozenia jadra mozna w zupelnosci scharakteryzowac¢ poprzez podanie tzw. stalej
ekranowania jadra atomu. Wielko$¢ ta, zalezna oczywiscie od gestosci elektronowej wokoét jadra,
jest w bezposredni sposéb zwigzana z tzw. przesunieciem chemicznym, za pomoca ktérego okre-
Slane jest polozenie sygnalu w widmie NMR (Nuclear Magnetic Resonance). Znajac czestotliwosé
absorpcji promieniowania jader tzw. substancji wzorcowej wykorzystywanej w technice NMR, oraz
mierzac polozenie sygnatu w widmie, mozna wyznaczy¢ czestotliwosé absorpcji jader chemicznych
w substancji badanej. Wartoéci te okredla si¢ zazwyczaj poprzez podanie wspomnianego wyzej
przesuniecia chemicznego. Zakresy wartosci przesunieé chemicznych odpowiadajace absorpcji przez
jadra znajdujace sie w otoczeniu okreslonych grup chemicznych sa stabelaryzowane. Poréwnanie
zarejestrowanych przesunieé¢ chemicznych z warto$ciami tablicowymi umozliwia zatem identyfikacje
struktury chemicznej badanego zwiazku.

7 powyzszych rozwazan wynika, iz znajomo$c¢ stalej ekranownania magnetycznego dla danego
typu jader magnetycznych jest niezbedna w spektroskopii magnetycznego rezonansu jadrowego —
jednej z najczesciej stosowanych obecnie technik spektroskopowych w chemii i medycynie. Skoro
znane sa (wyznaczone doswiadczalnie) wartosci tej stalej (poprzez stablicowane wartosci przesunie-
cia chemicznego) dla wigkszych czasteczek i atoméw wieloelektronowych, niezwykle cenna bytaby
teoria zjawiska ekranowania magnetycznego, pozwalajaca zweryfikowaé stablicowane juz wartosci
oraz — co istotniejsze — umozliwiajaca obliczenie tej wielkosci dla nowych atoméw i czasteczek, ktére
do tej pory nie mogly zostaé zidentyfikowane przez widmo NMR. Wyznaczenie wartosci stalej ekra-
nowania dla ukladéw wieloatomowych wymaga zastosowania obliczen numerycznych, ktore z kolei
wykonuje si¢, bazujac na analitycznych rozwazaniach teoretycznych. Warto byloby wiec dyspono-
wac takimi technikami obliczeniowymi, ktére przede wszystkim dajg dobre wyniki dla najprostszych
atomow i posiadaja potencjal do zastosowania ich w bardziej skomplikowanych sytuacjach.

Pierwsze proby wyprowadzenia $cisle analitycznego wyrazenia dla stalej ekranowania magne-
tycznego jadra relatywistycznego atomu jednoelektronowego, ktéry bez watpienia jest najprost-
szym, wrecz modelowym ukladem fizycznym, zostaly rozpoczete na poczatku lat 70-tych XX wieku
przez Zapryagaeva, Manakova i Rapoporta [42]. Wielko$¢ ta zostala przez nich wyznaczona za po-
moca rozwiniecia sturmowskiego funkcji Greena—Diraca—Coulomba drugiego rzedu [29,30]. Efekty
ich obliczen znalezé mozna réwniez w pézniejszych artykulach [32,33], opublikowanych na poczatku
lat 80-tych. W 1999 roku niemal réwnoczesnie Moore [43] oraz Pyper i Zhang [44] przedstawili alter-
natywne sposoby obliczania stalej ekranowania magnetycznego jednolektronowego atomu relatywi-
stycznego, bedacego w stanie podstawowym. Rachunki zaprezentowane w obu tych pracach, mimo
iz przeprowadzone zostaly réznymi technikami obliczeniowymi, oparte byty o ogdlng idee zapropo-



nowang juz w potowie XX wieku przez Ramseya [45], méwiaca o tym, iz catkowita stala ekranowania
magnetycznego atomu mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch sktadnikéw: diamagnetycznego i
paramagnetycznego. Wyniki uzyskane przez Moore’a oraz Pypera i Zhanga potwierdzily stusznosé
formuly na stalg ekranowania atomu Diraca znajdujacego sie w stanie podstawowym, podang w
pracy [42]. Rezultat uzyskany przez Zapryagaeva, Manakova i Rapoporta przeszedl pozytywna we-
ryfikacje réwniez dziesieé¢ lat pdzniej, kiedy to Ivanov, Karshenboim i Lee [46] znalezli wyrazenie
opisujace te wielko$¢ dla stanow typu s relatywistycznego atomu wodoropodobnego. W pézniejszych
latach powstaly prace [47-49], w ktérych stala ekranowania magnetycznego wyznaczono za pomo-
ca techniki sturmowskiego rozwiniecia funkcji Greena—Diraca—Coulomba [39]. W publikacjach [48]
(stanowigcej uzupelnienie rachunkéw, ktérych wyniki zostaly zaprezentowane przez Chenga, Xiao
i Liu w pracy [47]) oraz [49], napisanych przez autorke tej rozprawy wspdlnie z R. Szmytkowskim,
uzyskano zamknieta postaé¢ wyrazenia dla statej ekranowania magnetycznego stanu podstawowego
jednoelektronowego atomu Diraca, tozsama ze wszystkimi wczesniejszymi rezultatami zawartymi
w pracach [32,33,42-44, 46].

1.2 Cel i struktura rozprawy

Wszystkie cytowane wyzej publikacje, zawierajace Sciste analityczne obliczenia dla wielkosci
charakteryzujacych wtasnosci elektromagnetyczne jednoelektronowego atomu Diraca, dotyczyly tyl-
ko wybranych stanéw atomu. W szczegdlnosci skupiono sie na stanie podstawowym uktadu; niekiedy
rozpatrywano jedynie pewna klase standéw, jak na przyklad stany typu s dla stalej ekranowania
magnetycznego, czy stany z zerowa radialna liczba kwantowa w przypadku magnetyzowalnosci.
Poza kilkoma pracami zawierajacymi wyniki numerycznych obliczen tych dwoch parametréw dla
wybranych stanéw atomu, z ktérych wyrdznié nalezy pozycje [50,51], autorce rozprawy nie jest zna-
na zadna praca, w ktérej jakakolwiek z omawianych powyzej wielkosci zostala wyznaczona stricte
analitycznie dla dowolnego stanu wzbudzonego atomu.

Zapewne nieobecno$¢ w literaturze publikacji zawierajacych tak ogdlne wyrazenie dla rozwa-
zanych tutaj parametrow atomowych zwiazany jest z brakiem prostej metody analitycznej, ktéra
umozliwilaby przeprowadzenie odpowiednich rachunkéw. Do obliczen takich wielkosci (dla pewnej
konkretnej klasy stanéw atomu) jak np. magnetyzowalno$¢, stala ekranowania magnetycznego, czy
podatnodci krzyzowe, zazwyczaj wykorzystuje sie rachunek zaburzen potaczony z technikg funkcji
Greena. Otrzymanie $cistych wynikéw uzaleznione jest od zastosowania odpowiedniej postaci funk-
cji Greena. Pierwsze préby skonstruowania jej w takiej formie, ktéra umozliwiataby otrzymywanie
relatywistycznych wyrazen opisujacych wlasciwosci atomoéw jednoelektronowych, zostaly przepro-
wadzone na poczatku lat 70-tych ubieglego wieku przez Granovsky’ego i Necheta [27] oraz Mana-
kova i Rapoporta [29,30], o czym byla mowa w pierwszej czesci wstepu tej rozprawy. Warto jednak
w tym miejscu przypomnieé, ze metoda opracowana przez druga z wymienionych grup, wykorzy-
stujaca rozwinigcie sturmowskie funkcji Greena—Diraca—Coulomba drugiego rzedu, znalazta szer-
sze zastosowanie w obliczeniach relatywistycznej fizyki atomowej niz sposéb zaproponowany przez
tych pierwszych. Znalazto to odzwierciedlenie w kolejnych prébach rozwiniecia uogélnionej funkeji
Greena w bazie funkcji Sturma—Diraca—Coulomba. W 1988 roku tego zadania podjeli si¢ Drake i
Goldman [52], a trzy lata pézniej zagadnieniem tym zajal sie Grant [53]. W obu tych podejsciach
— w odréznieniu od pomystu Manakova i Rapoporta — zaproponowano rozwiniecie sturmowskie
uogoélnionej funkeji Greena—Diraca—Coulomba rzedu pierwszego. Mimo pojedynczych przypadkdw,
w jakich te dwa rozwiniecia znalazly zastosowanie, w 1997 roku Szmytkowski [39] wykazal, ze
uzyte przez nich funkcje nie stanowia bazy Sturma-Diraca—Coulomba. Nastepnie wyprowadzil on
postacie radialnych sturmiandéw, zaproponowal rozwiniecie uogélnionej radialnej funkcji Greena—
Diraca—Coulomba pierwszego rzedu w bazie tych funkcji, a takze wykorzystal opisane przez siebie
narzedzie obliczeniowe do wyznaczenia statycznej polaryzowalnosci dipolowej jednoelektronowego
atomu Diraca [39]. Stosowalno$é podanej przez niego metody zostala potwierdzona juz w 2002 roku
w pracy [54], zawierajacej wyprowadzenie $cistego analitycznego wyrazenia dla magnetyzowalnosci
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atomu wodoropodobnego, tozsamego z wezesniejszymi wynikami innych autoréw. Od tego momentu
powstal szereg prac teoretycznych, w ktérych rozwiniecie to wykorzystano do analizy réznorakich
wlasciwodci elektromagnetycznych atomu z elektronem Diraca w stanie podstawowym; sa to m.in.:
statyczna i dynamiczna polaryzowalnosé dipolowa [39, 55, 56], indukowany magnetyczny moment
anapolowy [57], stale ekranowania elektrycznego i magnetycznego [47-49], kwadrupolowy moment
elektryczny indukowany w atomie przez zewnetrzne pole magnetyczne [38] oraz starkowsko indu-
kowany magnetyczny moment kwadrupolowy [58]. Cztery ostatnie ze wspomnianego cyklu prac,
czyli pozycje [38,48,49, 58], zostaly opublikowane wspélnie z R. Szmytkowskim przez autorke tej
roZprawy.

Liczba publikacji, w ktérych gtéwnym narzedziem obliczeniowym bylo rozwiniecie funkcji Gre-
ena zaproponowane w pracy [39], $wiadczy o szerokim zakresie zastosowan tej metody w relaty-
wistycznej fizyce atomowej i sugeruje mozliwos¢ wykorzystania jej w bardziej skomplikowanych
zagadnieniach, jak na przyktad do wyznaczenia wspomnianych wczesniej wybranych parametréw
atomowych charakteryzujacych dowolny stan wzbudzony jednoelektronowego atomu Diraca. Wta-
$nie tego typu obliczenia stanowily tematyke rozwazan podjetych w ramach niniejszej pracy.

W rozprawie przeprowadzono analize dwéch momentéw elektromagnetycznych (magnetyczny
dipol i elektryczny kwadrupol), indukowanych w dowolnym stanie energetycznym jednoelektrono-
wego atomu Diraca przez zewnetrzne stale, stabe, jednorodne pole magnetyczne. Wynikiem tej ana-
lizy byto znalezienie wyrazen dla magnetyzowalnosci oraz podatnoéci krzyzowej typu magnetyczny
dipol—elektryczny kwadrupol (apr1-g2). Ponadto, scharakteryzowano zmiany pola magnetycznego
w miejscu polozenia jadra, wywolane tym zaburzeniem, poprzez wyznaczenie stalej ekranowania
magnetycznego atomu. Gléwnym celem rozprawy bylo wykonanie analitycznych obliczen wyzej
wymienionych trzech wielkosci fizycznych dla dowolnego dyskretnego stanu energetycznego ato-
mu, z systematycznym wykorzystaniem techniki rozwiniecia sturmowskiego uogélnionej radialnej
funkcji Greena—Diraca—Coulomba [39].

Uktad pracy jest nastepujacy. W rozdziale drugim przedstawiono rozpatrywany uktad fizyczny,
czyli atom wodoropodobny. W oparciu o réwnanie Diraca, postugujac si¢ stacjonarnym rachunkiem
zaburzen pierwszego rzedu, potaczonym z technika funkcji Greena, wyznaczono poprawke pierwsze-
go rzedu do funkcji falowej stanu atomu umieszczonego w stalym, jednorodnym, stabym, polu ma-
gnetycznym; obliczono réwniez poprawki rzedu pierwszego i drugiego do energii stanu tego atomu.
Zdefiniowano takze, z doktadnoscia do wyrazéw pierwszego rzedu ze wzgledu na zaburzenie, gestosé
indukowanego w atomie tadunku elektrycznego oraz gesto$é¢ indukowanego pradu elektrycznego.
Rozdzial trzeci zawiera opis bazy Sturma—Diraca—Coulomba oraz rozwinigcie w szereg uogélnione;j
radialnej funkcji Greena dla zagadnienia Diraca—Coulomba, z wykorzystaniem radialnych sturmia-
néw. Zasadniczg czesé rozprawy stanowig rozdzialy czwarty, piaty i szésty, poSwiecone szczegdlowe]
analizie wybranych wielkosci fizycznych atomu, obrazujacych jego odpowiedZ na zewnetrzne pole
magnetyczne. W rozdziale czwartym jest to indukowany magnetyczny moment dipolowy, na pod-
stawie analizy ktérego uzyskano analityczne wyrazenie opisujace dipolowa podatno$é magnetyczna
(magnetyzowalno$é). Rozdzial piaty rozpoczyna analiza elektrycznych momentéw multipolowych,
w efekcie ktérej wykazano, iz zewnetrzne pole magnetyczne, z dokladnoscia do wyrazéw pierwszego
rzedu, moze indukowaé¢ w atomie tylko i wylacznie parzystopolowe momenty elektryczne. W dalszej
czesci omawianego rodziatu przedyskutowano najnizszy z nieznikajacych momentéw, czyli induko-
wany kwadrupol elektryczny. Rezultatem tej dyskusji byto otrzymanie wyrazenia opisujacego po-
datnos$¢ krzyzowa typu magnetyczny dipol—elektryczny kwadrupol (aar1—g2) dla dowolnego stanu
wzbudzonego atomu. Wyprowadzenie definicji statej ekranowania magnetycznego jadra atomu oraz
wykonanie Scistych analitycznych obliczen tej wielkosSci zostaly zawarte w rozdziale széstym. W roz-
dziale sibdmym zaprezentowano wyniki obliczen numerycznych przeprowadzonych dla wszystkich
trzech wielkosci fizycznych omoéwionych w niniejszej pracy. Podsumowanie zasadniczych wynikéw
rozprawy stanowi tre$¢ rozdzialu ésmego. Prace konczy szes¢ uzupelnien oraz wykaz cytowanej
literatury.
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2 Atom w polu magnetycznym

2.1 Wprowadzenie

Jednoelektronowy atom Diraca, czyli relatywistyczny atom wodoropodobny, to uktad fizyczny,
ktérego analizie zostala poswiecona niniejsza praca. Przykladem takiego uktadu jest atom wodo-
ru H oraz zbiér jonéw wodoropodobnych: Het, Li?*, Be3t, .. .. Cechg charakterystyczng takiego
atomu jest prostota jego budowy: sktada si¢ on tylko z jednego elektronu o tadunku —e oraz dodat-
nio natadowanego jadra o tadunku +Ze, o ktérym dodatkowo zakladamy, iz jest ono nieruchome,
punktowe i bezspinowe; odnoénie liczby atomowej bedziemy przyjmowali, iz Z < 137.

Zewnetrzne pole magnetyczne, w ktérym zostanie umieszczony opisany wyzej relatywistyczny
atom wodoropodobny, scharakteryzowane jest za pomocg wektora indukcji B. W dalszym ciggu,
odnosnie tego pola bedziemy dodatkowo zakladali, ze jest ono stabe, jednorodne przestrzennie oraz
statyczne.

Celem niniejszej rozprawy jest analityczne obliczenie wielko$ci, ktére w sposob ilosciowy pozwo-
la nam opisaé¢ wplyw zewnetrznego pola magnetycznego na atom. Aby tego dokonaé, w pierwszej
kolejnosci musimy rozwiaza¢ réownanie Diraca dla atomu wodoropodobnego umieszczonego w ze-
wnetrznym polu magnetycznym.

2.2 Zaburzone zagadnienie Diraca—Coulomba

Zagadnienie wlasne dla energii stanéw zwigzanych jednoelektronowego atomu relatywistycznego
z nieruchomym, punktowym, bezspinowym jadrem o tadunku +Ze oraz z elektronem o masie
me 1 tadunku —e, umieszczonego w jednorodnym polu magnetycznym, jest opisywane za pomoca
réwnania Diraca

VA 2
—icha - V 4 eca - A(r) + Bmec? — L U(r) =0, (2.1)
(4dmeg)r
uzupelnionego o nastepujace warunki brzegowe:
r¥(r) =20, r¥(r) =X 0. (2.2)

Potencjal wektorowy dla jednorodnego, stalego pola magnetycznego B, w cechowaniu symetrycz-
nym ma postaé

Alr)= B xr. (2.3)

Po uwzglednieniu wyrazenia (2.3) w réwnaniu (2.1) i skorzystaniu z wlasnosci iloczynéw mieszanych
wektoréw [17,18], zagadnienie wlasne opisujace uklad fizyczny przedstawiony w podrozdziale 2.1
sprowadza si¢ do postaci

1 Ze?
—icho - V + 5603 (r x @) + Bfmec® — m - U(r) =0, (2.4)
z warunkami brzegowymi
r¥(r) =9 0, r¥(r) =3 0. (2.5)

Wystepujacy w powyzszym rownaniu symbol W(r) oznacza czteroskladnikows funkcje falowa elek-
tronu?, E okredla jego energie, za§ o oraz 3 to standardowe macierze Diraca zdefiniowane w na-

stepujacy sposéb [59]:
0 o I 0
O‘_<a 0)’ ﬂ‘(o —I>’ (2:6)

4Czasami w literaturze funkcja ¥ (r) jest nazywana bispinorem Diraca.
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gdzie I oraz 0 to odpowiednio macierz jednostkowa i zerowa o wymiarach 2x2, natomiast o jest
wektorem zbudowanym z macierzy Pauliego, okreslonym za pomoca wzoru (A.43). W oparciu o po-
czynione wezesniej zalozenie, iz zewnetrzne pole magnetyczne jest stabe®, potencjal oddziatywania
elektronu z polem

v () = %ecB (rxa) (2.7)

bedziemy traktowaé jako male zaburzenie hamiltonianu Diraca—Coulomba. Konsekwencja takiego
podejscia jest mozliwosé znalezienia przyblizonego rozwiazania zagadnienia (2.4)—(2.5) przy uzyciu
formalizmu rachunku zaburzen.

Zastosowanie rachunku zaburzen wymaga w pierwszym kroku rozwiazania zagadnienia nieza-
burzonego. W naszym przypadku jest to rownanie Diraca—Coulomba

Ze?
—icha - V e ek a— 5 O} I 7O ¢ 2.8
ichae - V + mec (meo)r (r)=0, (2.8)
ktore wspdlnie z warunkami brzegowymi
roO ) =20, re0(r) =% (2.9)

opisuje atom izolowany. Stan atomu w nieobecno$ci zewnetrznego pola magnetycznego okreslaja
funkeja falowa elektronu W(%) () oraz jego energia E©), ktéra wynosi [60-67]:

E® = EO = 2 % (2.10)

przy czym n oznacza radialng liczbe kwantowa, natomiast N,. to tzw. pozorna gléwna liczba
kwantowa zdefiniowana w nastepujacy sposob:

Npw = \/(n—i-’y,g)g—l-C2 = \/n2+2n’y,.;+f£2, (2.11)

gdzie
(=aZ (2.12)

oraz
Yo = /K2 — (aZ)2, (2.13)

przy czym
2

a= (ﬁl;w (2.14)

oznacza stala struktury subtelnej Sommerfelda (nie myli¢ z macierza Diraca a!), za$ liczba kwan-
towa K przyjmuje wartosci ze zbioru {1, £2,...} i zostala szerzej oméwiona w uzupelnieniu A.3.

Funkcje wlasne zagadnienia Diraca-Coulomba (2.8)(2.9), nalezace do wartoéci wtasnej E(©),
wybieramy w postaci

1&2) r Qn r
v () = 90 (r) = - Prcr)eplmr) ) (2.15)
T\ QW0 su(ny)

W niniejszej rozprawie przymiotnikiem stabe okreslamy pole, dla ktérego wartosé indukcji magnetycznej jest
znacznie mniejsza niz atomowa jednostka indukcji magnetycznej Bo ~ 6.26 T, zdefiniowana wzorem (5.99).
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Obecne w powyzszej definicji funkcje Q. (n,) to spinory sferyczne, oméwione w uzupetnieniu A.3.
Funkcje radialne spelniaja ponizszy warunek normalizacyjny:

[~ ar {PQ@E + 100} =1, (2.16)

0

a ich jawne postacie sa nastepujace [60-65]:

P7(Lg) (T‘) _ i (1 + Enn)(n + 2'7/@)”' ( 2Zr >"/n e—Zr/aoN,m
2a0 N%K(Nnn - H)F(TL + 27/-’») aoNnx

2Zr Kk — N, 2Zr
L ( ) + mE L) ()] 2.17
8 |: n-l ao Ny, n+ 29 " ao Ny ’ ( )

Q(O)(r) _ \/ Z (1= enp)(n+ 27y,)n! ( 27r )7“ o= 27/a0Nns

e 2a9 N2, (Npy — 5)T(n + 27,) \aoNpx
(27x) < 2Zr ) K — Npk (27x) ( 2Zr >:|
X | L — L , 2.18
|: -l aoNpk n—+ 27 " agNpk ( )

przy czym I'(z) oznacza funkcje gamma Eulera, L' (x) to uogdlniony wielomian Laguerre’a, kto-

rego definicji i wlasnosciom zostato poswiecone uzupetnienie D, ag to promien Bohra, dany wyra-
zeniem

h2
ap = (4me) —, (2.19)
e
natomiast
(0)
nKk n + ,.)/H
.= _ ] 2.20
‘n MeC2 Nyx ( )

Przejdziemy teraz do rozwigzania zagadnienia zaburzonego, zadanego réwnaniem (2.4) oraz
warunkami (2.5). Wykorzystamy do tego formalizm rachunku zaburzen [6,68,69] pierwszego rzedu,
zgodnie z ktorym bedziemy postulowaé nastepujaca przyblizona postaé rozwiazan:

(r) ~ 0O () + w0 () (2:21)
oraz
E~EO® 4 g, (2.22)

Funkcja \I’(O)(T) jest unormowana do jednosci w sensie

Br 0O (PO () = 1. (2.23)
R3
Odnosnie poprawek ‘I/(l)(r) oraz EW) zakladamy, iz sa one malymi wielko$ciami pierwszego rzedu
wzgledem modutu zaburzajacego pola B = |B|; spelniaja one nastepujace niejednorodne réwnanie
rézniczkowe:

Ze?

—icho - Y
ichae - V + Bmec (dmeo)r

- E<O>1 W () = — BecB- (rx o) — EO| 9O, (2.24)
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uzupetnione o warunki brzegowe
o () =%, ro M (r) =2 0. (2.25)

Ponizszy warunek ortogonalnoéci miedzy pierwsza poprawka do funkcji falowej a funkcja niezabu-
rZona;

Br v Oy e (r) =0 (2.26)
R3
implikuje unormowanie funkcji (2.21) do jednosci. Warunek ten gwarantuje takze jednoznacznosé
szukanej funkeji W (7).
Po okresleniu wymogéw, jakie powinny spelniaé rozwiazania zagadnienia (2.24)—(2.25) przej-
dziemy teraz do ich obliczenia. W tym celu wykorzystamy metode funkcji Greena, zgodnie z ktéra
mamy:

() = — / & GO () BecB- (' x a) — EO | 9O (), (2.27)
]R3

(0)

gdzie GO (r,r") = GO(Ey.,r,r") to uogdlniona funkcja Greenal

dla zagadnienia Diraca—

Coulomba, przy energii ET(L(,]{) danej wzorem (2.10). Spelnia ona nastepujace niejednorodne réwnanie
rézniczkowe (dla ustalonego r/):

—icho - V + fmec? —

Ze? _
_ O] 40 N — T83 (0 0l _ (0) Ot , s
(47T60)T' Enn] G (7‘,’!" ) 7o (7' T ) Hz,: \I/nﬁ’u(r)anm/u(r ), (228)

(Is"1=[x1)

uzupelnione o warunki brzegowe
rGO(r, ") =90, rGO(r,r) =X 0. (2.29)

W réwnaniu (2.28) pojawily sie dwa nowe symbole: Z to macierz jednostkowa o wymiarach 4 x 4,
za$ 63(r — ') oznacza tréjwymiarowa funkcje delta Diraca.
Podamy teraz dwa istotne fakty dotyczace omawianej uogélnionej funkcji Greena:

e jest hermitowska w sensie

GO(r,r') = GO 1), (2.30)
e spelnia nastepujacy warunek ortogonalnosci:

d3r \IISQ,T (r) GO(>r,r') =0 dla k' = +k. (2.31)

R3 K
Wykorzystanie wyzej wymienionych wiasnosci funkcji GO (7, 7’) w réwnaniu (2.27) pozwala prze-
pisa¢ wzor na zaburzona funkcje falowa w postaci

1 _
vM(p) = \Ifgll,gu(r) = —iecB- B’ GO, ") (r' x ) ‘I’SQM(T'). (2.32)
R3
Zbudujmy macierz zaburzenia Vn(izb’m, e
(1) Lo [ $roOi (0
Vi = 5€cB /R B wOl(r) (r % 0) W, (1) (2.33)

5Dla przejrzystosci prezentowanych w rozprawie wzoréw, rezygnujemy z wypisywania EY jako argumentu uogdl-

nionej funkcji Greena, pamigtajac oczywiscie, iz taka zaleznos¢ ma miejsce.
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Aby wyznaczy¢ elementy tej macierzy, w pierwszej kolejnosci poczynimy zalozenie, ktére bedzie
obowiazywalo przy omawianiu wszystkich zagadnien w niniejszej rozprawie. Mianowicie, przyjmu-
jemy, iz zewnetrzne pole magnetyczne jest skierowane wzdluz osi z kartezjanskiego uktadu wspoét-
rzednych. Wykorzystujac to zalozenie, jak réwniez postaé¢ niezaburzonej funkcji falowej (2.15),
wystepujaca w powyzszym wzorze calke po R? zapiszemy we wspéirzednych sferycznych:

1 0
Vn(nzhm,#, = fecB [/ drrP(O) £m), (r) ?{w dznrQL#(nr)nz (e X ) Qe (nr)

—/ dergQ(r)Pﬁ)/(r) dQnTQT_,W(nT)nz “(ny x o) Qo (ng)|.  (2.34)
0 47

W kolejnym kroku zastosujemy wlasnosé (B.5), skorzystamy relacji rekurencyjnej (A.37), po czym
dokonamy catkowania po zmiennych katowych, wykorzystujac przy tym wlasno$é ortonormalnosci
dla spinoréw sferycznych (A.34). Uwzgledniajac nastepnie fakt, iz dla stanéw zdegenerowanych
zachodzi réwnosé |k| = |K'|, otrzymujemy

1) _
Vnnu,nm’u’ - Vn(;L,nmu(sﬂn/éuuU (2.35)
gdzie
4K 00
n ® / (0) (.1 (0)
| 285 P 1ecaaoB ; drr P,/ (1)@ (7). (2.36)

Z zalezno$ci (2.33) oraz (2.35) wynika, iz funkcje \Ifggg# sa dopasowane do zaburzenia [69], skad —

w oparciu o wzér (2.24) i standardowe procedury rachunku zaburzen — otrzymujemy natychmiast,
iz pierwsza poprawka do energii wyraza si¢ poprzez wartosci wlasne (2.36) macierzy zaburzenia

(2.33), tj

D _ p(1
EV =EQD, =V (2.37)
Wykorzystujac wartosé calki radialnej obecnej we wzorze (2.36), danej wzorem (C.26), na podsta-
wie powyzszej zaleznoSci mozemy napisaé, ze pierwsza poprawka do energii stanu niezaburzonego
atomu, wynikajaca z umieszczenia go w zewnetrznym jednorodnym, stabym polu magnetycznym
B, wynosi

2kp 2k(n +v,) — N,
E(l) _ K nnu

= 2.
e T gk? N 5B (2.38)

(por. wzor (1) w [70]), gdzie up = eh/2m. to magneton Bohra.
Gdyby do rozwiazania zagadnienia (2.4)—(2.5) zastosowaé rachunek zaburzen drugiego rzedu,
czyli gdyby zalozyé, ze jego rozwiazania sg postaci:

U(r) =~ 0O () 4 0D () + @ () (2.39)
oraz
E~E® 1 4 @), (2.40)

uwzgledniajac jednoczesnie fakt, iz stabe, jednorodne pole magnetyczne juz w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen usuwa degeneracje stanéw, mozna wowczas zapisaé, iz poprawka drugiego rzedu
do energii atomu wynosi

E® =p® — % Brvt B (rx a) ) (7). (2.41)

nKu RS 'rmu nKU
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Powyzsze wyrazenie otrzymuje sie w standardowy sposob, przy dodatkowym zalozeniu, ze druga
poprawka do funkcji falowej jest ortogonalna do funkcji niezaburzonej, tj.:

Br O () w®(r) =0, (2.42)
R3

ktéry gwarantuje nam jednoznacznosé funkeji ¥ (7). Wstawiajac do réwnania (2.41) wyrazenie
(2.32), otrzymujemy:

EQ) — —62462 /]RS d3r /R3 d3r’ {B (e x a)u) (r)r GO, 7" {B~ (r x a) \II(O)M(T,)}. (2.43)

neKpw nK nk,

Po uwzglednieniu zalozenia odnosnie kierunku przytozonego pola, tj. B = Bn,, wyrazenie na druga
poprawke do energii atomu przyjmuje postaé

EQ) — —626282/ d3r/ d3r! [n (ny x )0 (T)}Tr GO (r, 7"y r [n (n. x )00 (r')}
nKp 4 R3 R3 z T nKp ’ E T nKu .

(2.44)

Wybiegajac nieco w przyszlosé, tzn. biorac pod uwage wzory (4.17), (4.24) oraz (4.25), a takze
nastepujace po nich uwagi, powyzszy wynik mozna zapisa¢ za pomocg nastepujacej zaleznosci
54,71, 72):

1 —1
ER. =5 (ﬁﬁ) X B, (2.45)

gdzie x oznacza podatno$¢ magnetycznag jednoelektronowego atomu Diraca, ktorej warto$é¢ zostala
wyznaczona w podrozdziale 4.4; dana jest ona wyrazeniem (4.98).

2.3 Gestosé tadunku oraz gestosé pradu

Umieszczenie atomu w zewnetrznym polu magnetycznym powoduje m.in. zmiany w rozktadach
gestodci tadunku elektrycznego oraz pradu elektrycznego w uktadzie. Do opisu modyfikacji tych
dwéch wielkoéci fizycznych, ktére w teorii Diraca zdefiniowane sg odpowiednio wzorami”

_ —eUT(r)U(r)
p(’f’) - fRii d3’l"/\IJT(T‘,)\I’(T',) (246)
o —ecUT(r)ad(r)
itr) = Joa BT (1) W (1) (2.47)

zostanie zastosowany rachunek zaburzen, przy czym w rozprawie ograniczymy sie tylko do wyrazen
pierwszego rzedu wzgledem zaburzenia. Wykorzystujac zatem przyblizong postaé funkcji falowe;j
(2.21), uwzgledniajac jednoczesnie warunki (2.23) oraz (2.26), mozemy napisaé

p(r) = pO(r)+ pM(r) (2.48)
() = O +3i0(r), (2.49)

gdzie
p V(1) = —eU O (1) w0 (7) (2.50)

"Dla przejrzystosci, od tego momentu w rozprawie rezygnujemy z indeksowania funkcji falowych liczbami kwan-
towymi n, Kk oraz p.
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7Or) = —ec® Ot (1) 0¥ O (r) (2.51)

oznaczaja odpowiednio gestosé tadunku oraz gestosé pradu w atomie izolowanym, za$ p(l)(r) oraz
7 (r) to odpowiednie wielkoéci indukowane w atomie pod wplywem zaburzenia. Wynosza one

P (r) = = [BO1(r)eD(r) + ¥OH ) e (r)| = —2eRe |0 OF ()0 (r)] (2.52)
iV (r) = —ec WO (r)aw O (r) + ¥V (r)aw®(r)| = ~2ecRe [T (r)av V()] . (2.53)

Dwa powyzsze wzory, wspélnie z wyrazeniem na pierwsza poprawke do funkcji falowej (2.32),
stanowi¢ beda punkt wyjscia do obliczen wykonywanych w ramach niniejszej rozprawy, majacych na
celu wyprowadzenie analitycznych wyrazen na wielkoéci indukowane w jednoelektronowym atomie
Diraca umieszczonym w zewnetrznym stabym polu magnetycznym.
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3 Baza Sturma-Diraca—Coulomba

3.1 Wprowadzenie

Bazy funkcyjne sa narzedziem matematycznym wykorzystywanym do obliczen w wielu dzie-
dzinach nauki, przede wszystkim w fizyce i chemii kwantowej. W zaleznosci od rodzaju i wtasnosci
funkcji, ktoére sie na nie sktadaja, zakres ich zastosowan moze by¢ bardzo szeroki. Z punktu widzenia
niniejszej rozprawy najbardziej interesujg nas bazy funkcyjne, majace zastosowanie w fizyce ato-
mowej. Przyktadem takiej bazy, niezwykle uzytecznej w nierelatywistycznej fizyce atomowej, jest
zbiér funkcji Sturma—Coulomba, czesto nazywany po prostu sturmianami. Pierwsze zastosowania
tych funkcji datuje si¢ na lata 20-te XX wieku, kiedy to Hylleraas wykorzystal je do wyznaczania
pozioméw energetycznych w atomie helu [73,74]. Funkcje Sturma—Coulomba uzywane byly tak-
ze do opisu pozioméw energetycznych innych atoméw dwuelektronowych [75,76]; ponadto znalazly
zastosowanie przy badaniu efektu Ramana [77], do wyznaczania polaryzowalno$ci dynamicznej ato-
mu wodoru w stanie podstawowym [78,79], a takze w teorii rozpraszania [80,81]. W artykule [80]
dodatkowo zostala zaprezentowana cala gama wtasnoéci tychze funkcji. Byly one réwniez wykorzy-
stywane przy konstrukcji rozwiniecia w szereg coulombowskiej funkcji Greena [82-84] oraz w wielu
innych zagadnieniach.

Coraz liczniejsze zastosowania nierelatywistycznych sturmianéw spowodowaly, ze zaczeto szu-
kaé ich relatywistycznych odpowiednikow, w nadziei, iz beda one réwnie uzyteczne. Probe skon-
struowania i wykorzystania bazy Sturma—Diraca—Coulomba jako pierwsi podjeli m. in. Manakov i
Rapoport w pracach [28-30], opierajac sie na zagadnieniu Sturma-Liouville’a, wynikajacym z réw-
nania Diraca—Coulomba drugiego rzedu. W latach pézniejszych Drake i Goldman [52], Grant [53]
oraz Quiney [85] zaproponowali inne podejscie do tego problemu, wykorzystujac sprzezone réwnania
Sturma—Liouville’a rzedu pierwszego. Jednak w pracy [39] Szmytkowski wykazal, iz wykorzystane
przez nich funkcje nie tworzq bazy Sturma—Diraca—Coulomba, po czym przedstawil witasna kon-
strukcje tej bazy funkcyjnej oraz jej zastosowanie do rozwiniecia w szereg funkcji Greena—Diraca—
Coulomba.

Do tej pory rozwnigcie sturmowskie uogoélnionej radialnej funkcji Greena, zaproponowane w
pracy [39], znalazlo zastosowanie w obliczeniach réznorodnych wlasnosci elektromagnetycznych
jednoelektronowego atomu Diraca, jak na przyktad: statyczna i dynamiczna polaryzowalno$é¢ dipo-
lowa [39,55,56], indukowany magnetyczny moment anapolowy [57], stale ekranowania elektrycznego
i magnetycznego [48,49], kwadrupolowy moment elektryczny indukowany w atomie przez zewnetrz-
ne pole magnetyczne [38] oraz starkowsko indukowany magnetyczny moment kwadrupolowy [58].

W oparciu o wspomniana publikacje [39], a takze o prace [56,86—88], w niniejszym rozdziale
przedstawimy i krotko scharakteryzujemy baze funkcji Sturma-Diraca—Coulomba. Na koniec za-
prezentujemy jej zastosowanie do rozwiniecia uogdlnionej funkcji Greena—Diraca—Coulomba, ktore
bedzie systematycznie wykorzystywane w dalszych obliczeniach w tej pracy.

3.2 Podstawowe pojecia

Jednym z operatoréw komutujacych z hamiltonianem Diraca w polu sit centralnych jest ope-
rator catkowitego momentu pedu, zdefiniowany nastepujaco:

J=L+S8, (3.1)
przy czym
L =—-ihr xV, (3.2)

jest operatorem orbitalnego momentu pedu, zas

1
§ = 3h% (3.3)
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to operator spinu.
Zdefiniujmy operator wektorowy A (tzw. niemianowany moment pedu)

A=—-irxV=-L (3.4)

1
h
oraz operator /C o postaci

K=-8(2-A+17), (3.5)

gdzie (8 to macierz Diraca (2.6), ¥ jest zadana ponizszym wzorem:

o 0
z:(o U), (3.6)

za$ T jest macierza jednostkowa o wymiarze 4 x 4. Dzielac obustronnie przez i réwnanie (3.1),
w oparciu o zaleznosci (3.3)—(3.4) otrzymujemy zmodyfikowana postaé¢ operatora catkowitego mo-
mentu pedu:

1 1
=A+=-X=— :
J + 5 hJ’ (3.7)
ktorego z-owa skladowa ma postaé
1
J.=A,+ 522. (3.8)

3.3 Funkcje Sturma—Diraca—Coulomba

Funkcje Sturma—Diraca—Coulomba

v r nkK T)¥em Ty
P (€ )) 1( S (2A7) Qe (1er) ) (3.9)

T\ AT (2A1)Qgm (1)
definiuje si¢ jako jednoczesne funkcje wtasne operatoréw K oraz J,, dla wartosci wlasnych od-
powiednio x oraz m, bedace zarazem nietrywialnymi rozwigzaniami nastepujacego zagadnienia
wlasnego:

Ze?
—icha - e 2 _ 7 — N7, N q)mim , =Y, 1
[ icha - V + fmec” — ET — M (47%0)7“] (&E,r)=0 (3.10)
P ®pem (E,7) =20, PP (E,7) "= 0. (3.11)

W powyzszym zagadnieniu £ oznacza parametr rzeczywisty, spetniajacy warunek
—mec? < € < +mec?, (3.12)

za$ My, to macierz o wymiarach 4 x 4, zdefiniowana nastepujaco:

M 0
Moy = ( 3 > : (3.13)
0 et

gdzie i, jest wartodcia wlasng zagadnienia (3.10)—(3.11).
Funkcje Sp.(2M\r) oraz T.(2X\r), wystepujace odpowiednio w gérnej ®U  (£,7) i dolnej

nKkm
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oL (&,7) sktadowej funkcji @ (E,7), to radialne funkcje Sturma-Diraca-Coulomba, w kté-
rych — dla wygody po6zniejszych obliczen — tradycyjna zmienng radialna r przeskalowano do postaci
2Ar, przy czym

\ o V(mec? — E)(mec? + €)
B ch '

(3.14)

Do wyznaczenia jawnej postaci funkcji Sturma-Diraca—Coulomba (3.9) niezbedna jest znajo-
mos$¢ funkeji radialnych Sy, (2Ar) oraz T,.(2Ar). Aby znalezé wyrazenia opisujace radialne stur-
miany, w zagadnieniu (3.10)—(3.11) dokonamy separacji czesci radialnej i katowej. Wykorzystujac
jawne postacie macierzy a,  oraz M, czyli wzory (2.6) i (3.13), uwzgledniajac takze definicje
stalej struktury subtelnej Sommerfelda (2.14), réwnanie (3.10) zapiszemy w postaci ukladu réwnan:

mec? — € — un,ich% —icho -V
Dpum(E,1) =0. (3.15)
—icho -V —mec? — € — u;,%ch%
Przedstawienie funkcji Sturma—Diraca—Coulomba w postaci dwuskladnikowej (3.9), tj. za pomoca
jej gornej i dolnej sktadowej, pozwala przepisa¢ powyzszy uklad réwnan w nastepujacej formie:
(mec2 —-&— un,.;di%) oY (E,7)—iche -V &L (£,1)=0

nKkm

(3.16)
—icho -V ®f (5) ’I”‘) + (_mec2 —&— Mr_LlCh%) oL

nKkm K nKkm

(&,r)=0.
Poniewaz — zgodnie z definicja (3.9) — funkcje @Y, (£, 7) oraz ®%,_ (€, r) wyrazaja sie za pomoca
funkcji radialnych oraz odpowiednich spinoréw sferycznych, w powyzszym uktadzie réwnan zasto-
sujemy wlasno$é¢ (A.42) dla spinoréw sferycznych. Nastepnie, pierwsze z uzyskanych w ten sposob
réwnan przemnozymy lewostronnie przez QLm(nr), za$ drugie réwnanie réwniez lewostronnie przez
ol wom (). Scatkowanie obu otrzymanych réwnosci po pelnym kacie brylowym, przy jednoczesnym
wykorzystaniu wlasnosci ortonormalnosci spinoréw sferycznych (A.34), doprowadza nas do wnio-
sku, iz radialne funkcje Struma-Diraca—Coulomba sg nietrywialnymi rozwigzaniami nastepujacego
zagadnienia Sturma-Liouville’a:

2_
megh £ - Mnﬁ% _% + % S’rm(2)\T)
—0 0<r<oo)  (3.17)

d & _ me?+E -laZ T (221
dr+r ch Tm( )

— Hng r

z warunkami brzegowymi

Spe(22r) =20, Th.(22r) =20, (3.18)
S (20r) =30, T (207) =3 0. (3.19)

Jezeli zmienng niezalezna poddamy transformacji
x = 2)\r, (3.20)

po czym wykorzystamy wzory (3.14) i (2.12), a takze wprowadzimy parametr ¢ dany formula
[ o2
mec? — E
€=\ —, 3.21
mec? + & ( )
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to wéwcezas mozliwe bedzie przepisanie zagadnienia (3.17)—(3.19) w postaci ukladu

% —,un,{% _%+% S ()
=0 (0<z < o0) (3.22)
d K -1 —
A T ()
oraz
Spe(2) 20, Tpe(z) =20, (3.23)
S (z) =20, T (z) =2 0. (3.24)

Aby znalezé jawne postacie radialnych funkcji Sturma—Diraca—Coulomba, nalezy rozwiazaé
uktad réwnan (3.22)—(3.24). Szczegdly rozwiazania tego zagadnienia zostaly zawarte w pracy [39],
zatem w rozprawie ograniczymy sie do przedstawienia koncowych wzoréw na radialne sturmiany.

Okazuje sie, ze wartosci wlasne p,, analizowanego zagadnienia zaleza od parametru e [zdefi-
niowanego za pomoca wzoru (3.21)], tj.: fns = tnk(€). Mozna opisaé je wyrazeniem:

e (€) = § (In] + Y + No) (n=0,41,42,...), (3.25)

gdzie n oznacza radialna liczbe kwantowa, parametr ¢ zdefiniowano zgodnie z (2.12), wielko$¢ ~,
okreslono za pomoca wzoru (2.13), zas

Now = £/ (Il + 7% + ¢ = £y/Inf + 2 + 2 (3.26)

jest rozszerzeniem definicji pozornej gltéwnej liczby kwantowej (2.11) na przypadek dowolnych cal-
kowitych radialnych liczb kwantowych n. Zwr6émy uwage na to, iz liczba N,,, moze przyjmowac
zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne. O tym, jaki znak nalezy wybraé¢ w definicji (3.26), decy-
duja ponizsze wytyczne:

e znak plus wybieramy dla n > 0
e znak minus wybieramy dla n < 0
e jesli n = 0, wybieramy znak plus dla x < 0, natomiast znak minus dla kK > 0.

Radialne funkcje Sturma-Diraca—Coulomba, wystepujace w goérnej oraz dolnej sktadowej funkcji
(3.9), nalezace do wartosci wlasnej (3.25), dane sa wzorami:

_ a(|n] + 29x)|n! Y i) 2 { (27x) K= Now 1 (27:) ]

oraz

_ ae(|n| + 2v,)|n|! Y :p/2{ (27x) _ k= Nnk (2y2) }
Trel) = \/2Nm<Nmn>r<\n|+zmx | B @) = gy Tl @] (329

Opierajac sie o prace [39,86-88], przedstawimy teraz kilka faktéw dotyczacych radialnych stur-
mianow:

e wartosci wlasne p,, zagadnienia (3.22)—(3.24) sa rzeczywiste,
e funkcje Sy, (x) oraz T),.(z) mozna wybraé jako rzeczywiste,

e wartosci wlasne ji,,; 53 niezdegenerowane,
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e funkcje wlasne zagadnienia (3.22)—(3.24), czyli radialne sturmiany, odpowiadajace réznym
wartosciom wlasnym i, oraz /., sa do siebie ortogonalne w sensie

/OOO dwé [umSm(a:)Sn/,{(x) - u;&{Tm(az)Tn/,{(w)} =0 (n#n) (3.29)

/OOO dz [5Snn(x)5n’n(x) + g_lTnn(aj)Tn’ﬁ(m)} =0 (n # n/)v (330)

e relacja ortonormalnosci dla radialnych sturmiandéw ma postaé

/000 o % [ S (@) Su(@) = prgn T (2) T (@) = S (3.31)
oraz
i Ooo dx [ESnn(SU)Sn’,-;(l‘) + 5_1Tn,§(x)Tn/,$(a:)} = s (3.32)
e zbiory

Snr(x nrSnr (T
— o L () T ()
sg zupelne na potprostej 0 < x < oo, przy czym relacja zupelnosci ma postaé
_ pinsSns(T") Tow(2') ) = 0(x — x/)l
( —,um,}Tn,{(x) ( )

(0 < x,2" < o00), (3.34)

Snn(l‘) ESm@(l’)
{( Ton(2) )} oraz {( 1T, () >} (3.35)

sa zupelne na tej samej pélprostej; odpowiednia relacja zupelnosci ma postaé

1 o Snn(x)
2a Z (TM(Q«")

n=—oo

e zbiory

) ( eSnn(z) e 1 T () ) =z —a")I
(0 < z,2’ <o00). (3.36)

W powyzszych wyrazeniach §(z — ') oznacza jednowymiarowa delte Diraca.
Relacja ortonormalnosci dla zbioru funkcji Sturma—Diraca—Coulomba (3.9) wyglada nastepuja-
co:

nKkm

A
5 d3r ? (I)T (5, 'I“) Un,{ Vn/,i/ (I)n/,{/m/ (5, T’) = 5nn/5,{,$/5mm/, (3.37)
R

natomiast relacja zupelosci dla tych funkcji ma postaé
Z
= Vo P (E,7) @ (E,7") Ui = 6°(r — 7')T, (3.38)
r nKkm

przy czym U, oraz V,, to macierze o wymiarach 4 x 4 okreslone za pomocg wzoroéw

Upy = ( ()]0 ) , Vi = ( ! ; ) . (3.39)
0 I 0 —pipe(e)]
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3.4 Uogoéblniona funkcja Greena

Wplyw zewnetrznego pola magnetycznego na atom opisywany jest w niniejszej rozprawie za po-
mocy rachunku zaburzen pierwszego rzedu. Oznacza to, iz w wykonywanych obliczeniach niezbedna
jest znajomo$¢ pierwszej poprawki do funkcji falowej elektronu. Poprawke te, zgodnie ze wzorem
(2.32), mozna wyrazi¢ za pomoca uogdlnionej funkcji Greena dla zagadnienia Diraca—Coulomba
(2.28)—(2.29) przy energii EY niezaburzonego stanu atomu danej wzorem (2.10).

Aby wyznaczy¢é jawna postaé¢ uogdlnionej funkcji Greena—Diraca—Coulomba, wygodnie jest za-

pisa¢ jej rozwiniecie multipolowe [39,89,90]:

K'|—1/2
G(O) (’I‘ , 47’(’60 Z | Z/ L
K'=—00 m=—|k'|+1/2 r’
(k'#0)
Gy (1) ()L () =g (1) D ()0, () (5.40)
ig” ) (1) ()2, () 0 () ()L, (1))

(0)
(£4)x/ (r

Obecne w powyzszym wzorze cztery funkcje g r’") tworza uogdlniona radialna funkcje Gre-

ena
_(0) () ,
_ G (') g ()
O, = ( ggg)ﬂ 1R : (3.41)

ktorej jawna postaé uzyskuje sie, na przyktad, poprzez rozwiniecie jej w bazie radialnych funkcji
Sturma-Diraca-Coulomba (3.27)—(3.28).

W zalezno$ci od relacji pomiedzy liczbami k' (wykorzystywanej do indeksowania radialnych
sturmianéw) oraz x (okreslajacej stan atomu izolowanego), rozwiniecie funkcji (3.41) w bazie stur-
mowskiej moze mie¢ dwojaka postaé [39]:

e gdy k' # Kk, mamy

TN 1 SO 2Ar) 0 0 o
G (rr')= 3. O 1\ 7 (27n) (un,ﬁ,sn,ﬁ,(%r’) T, (2xr") ) (3.42)
n/=—oo My — ' r
e gdy k' = K, mamy
0)
c . 1 Sy (22r)
(') = ' (0) (0) ()
W = Lo ( T (27r) (s Thew) )
(n'#n) n'K
0) ()
2En;§ - mec (2)\?")
o ( 79 (27) (sexn) T @ex) )
€ nK r
19 (2xr)
" (0) 0)
: ( KW (2)r) (s Ten) )
S 2r
+( <0>E ; ) (2en) ERew) ). (3.43)
Tn/{ 2>\T

Poniewaz uogélniona funkcja Greena zdefiniowana zostata dla wartosci energii atomu izolowanego,

danej wzorem (2.10), w definicjach (3.14) oraz (3.21) przyjmujemy parametr £ jako réwny tej

energii, tj.:

2 n + ,.YH
N’I’Lﬂ

E =mec (3.44)
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Takie podstawienie pozwala zapisaé, iz w poczawszy od wzoru (3.42) parametry A i €, okreslane
beda za pomoca wzordw:

(3.45)

1 —énw
= — 3.46
Enk 1+e,, ( )

(0) — |n/| + Vi +Nn’n’

K’ n+7n+N7m

oraz

a w konsekwencji

: (3.47)

za$ wyrazenia na radialne funkcje Sturma—Diraca—Coulomba, ktére beda wykorzystywane do obli-
czeh w niniejszej rozprawie, przyjmuja postaé®:

0) av/1 + eng (|| + 290 ) |n']!
SO onr) =
R 24/1 — En,{Nn/,ﬁl(Nn/,{/ — H/)F(‘n/| + 27,4)

I A= AT 29, K‘/_Nn/n’ 29,
X (2Ar) T = {L(nfi_i(2)\r)+ML|(n7 )(27r) (3.48)

oraz

70, (23) — /T e (] + 23]
ik 24/1 + € Ny (anﬁl — H’)F(’n/| + 2’7,4)

;= Ar 27,1 /i/_Nn’IQ’ 29,1
X (2Ar) s e~ [Lfn7|~_ ) (2\r) — ML‘(J“)(QM) . (3.49)

Wielko$é €, wystepujaca w powyzszych wzorach jest okreslona wzorem (2.20), natomiast wybér

argumentu radialnych sturmianéw w postaci 2Ar zostal podyktowany wygoda pdzniejszych obliczen.
(0) 4(0) )
n,

Funkcje I, Jnx oraz Ky(l(,).i obecne w rozwinieciu (3.43) sa zdefiniowane w nastepujacy sposéb

[39]:
[ AsW ) 1 ]
L) (20r) = e =0 == — S (2A7) (3.50)
[ dsW ) 1 ]
TR 2AT) = en |r=—0=2 4+ = S[) (20r) (3.51)
[ arWea) 1
K 2AT) = eny [r=—0 == + o —T ) (2A7) (3.52)

8Poniewaz parametr ), zadany zaleznoscia (3.45), wystepuje w argumencie wielokrotnie wykorzystywanych w
rozprawie radialnych sturmiandéw, dla przejrzystosci prezentowanych rachunkéw, zrezygnowano z indeksowania go

liczbami kwantowymi n oraz k.
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4 Magnetyczny moment dipolowy

4.1 Wprowadzenie

Jak juz zostalo wspomniane we wstepie, celem niniejszej rozprawy jest m.in. opis wplywu
pola magnetycznego na rozklady gestosci pradu i tadunku elektrycznego w atomie, ktére wygod-
nie jest charakteryzowaé¢ poprzez ich momenty multipolowe. Aby zwiezle opisa¢ modyfikacje tych
rozktadéw, nalezy rozwazyé proces indukowania sie dodatkowych multipolowych momentéw ma-
gnetycznych (lub elektrycznych) w ukladzie. Z fizycznego punktu widzenia najbardziej interesujace
sg najnizsze momenty elektromagnetyczne, jakie maja szane wyindukowac sie w atomie pod wpty-
wem przylozenia zewnetrznego pola magnetycznego. Multipole wyzszych rzedéw bardzo czesto sa
pomijane w wiekszoéci rozwazan, gdyz im wyzszy rzad momentu elektromagnetycznego, tym szyb-
ciej jego potencjal zanika dla duzych odlegtosci rozpatrywanego punktu od jadra. W zwiazku z
tym, naturalng rzecza bedzie przeprowadzenie analizy magnetycznego momentu dipolowego, czym
zajmiemy si¢ w niniejszym rozdziale.

4.2 Definicja

Rozwazmy ograniczony przestrzennie statyczny rozktad pradow elektrycznych, opisany za po-
moca funkeji gestosci pradu j(r). Magnetyczny moment dipolowy takiego ukladu fizycznego defi-
niujemy jako [17,18]

1
m=_ [ d&rrxjr). (4.1)
2 Jr3
Powyzsza definicja jest przypadkiem szczegdlnym szerszej definicji rodziny magnetycznych momen-
téw multipolowych, ktérych skladowe sferyczne maja postaé [91,92]

- 1 Am 3. L .
Mrar = L+1\/; L, Yia(n) (r x 9) -(r), (42)

gdzie Y7 (n,) to zespolona harmonika sferyczna zdefiniowana za pomoca wzoru (A.17).

4.3 Indukowany magnetyczny moment dipolowy

Do wyznaczenia magnetycznego momentu dipolowego w relatywistycznym atomie jednoelek-
tronowym zastosujemy formalizm rachunku zaburzen, ktory umozliwi wyznaczenie tej wielkosci
z doktadnoécia do wyrazéw pierwszego rzedu ze wzgledu na zaburzenie, czyli zewnetrzne pole
magnetyczne B. Pole to, wedtug poczynionych wczesniej zalozen, jest skierowane wzdtuz osi z kar-
tezjanskiego ukladu wspétrzednych. Jezeli w definicji (4.1) uwzglednimy wzory (2.49), (2.51) oraz
(2.53), woéwczas otrzymamy zaleznosé

m~m© +m®), (4.3)
w ktorej
m©) = —%ec o Br Ot (r) (r x ) TO(r) (4.4)
oznacza magnetyczny moment dipolowy atomu izolowanego, natomiast
m) = —ecRe o Br Ot r) (r x a) W (r) (4.5)
to indukowany magnetyczny moment dipolowy.

Sktadowe kartezjanskie wektora magnetycznego momentu dipolowego (4.4) wyznaczymy, prze-
mnazajac go skalarnie przez wersor n,, gdzie a € {z,y, z}, tj.:

1
ne - m0) = —gec Err O () ng - (n, x a) VO (7). (4.6)
R3
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W kolejnym kroku wstawiamy postaé¢ funkcji falowej (2.15), po czym calke wystepujaca po prawej
stronie powyzszego wyrazenia zapiszemy we wspolrzednych sferycznych. Dostajemy

Ng - m® = —%60/ drTPV(L%)(T)Q(O)(T)
0

x 1{” @n, [0, (m)m - (1, % ) Q) — () - (% @) ().
(4.7)

Korzystajac kolejno z relacji (A.12)-(A.14) oraz (A.37)-(A.38), dokonujac calkowania po katach,
przy jednoczesnym wykorzystaniu wzoru (A.34), dochodzimy do nastepujacych rezultatéw:

m® =n, -m© =0, (4.8)

m® = ny - m® =0, (4.9)

m® =n, . m® = — Arp ec/ drr PO (1) QW) (). (4.10)
4k2 -1 " Jo

Wystepujaca powyzej calka radialna pojawila si¢ juz przy okazji liczenia pierwszej poprawki do
energii omawianego ukltadu; jej wartosé zostata wyznaczona w uzupetnieniu C. Po uwzglednieniu
wzordéw (C.18) i (C.26) oraz zaleznosci (4.8)-(4.10), mozemy zapisaé, iz magnetyczny moment
dipolowy izolowanego atomu jednoelektronowego wynosi

261 26(n + vi) — Npg

o _ _
m N, Ak2 — 1

BN, (4.11)
gdzie up jest magnetonem Bohra.

W celu wyznaczenia indukowanego magnetycznego momentu dipolowego, w pierwszej kolejnosci
do wyrazenia (4.5) wstawiamy wzor na zaburzona funkcje falowa (2.32). Otrzymujemy wéwczas

m) = %&2 Re / i d3r i Br’ VO () (r x @) GO (r, 7B - (r' x )T O (1), (4.12)
R R

lub réwnowaznie

2
Mo\ oy _ |1l e / 3 3,/ (O) S(0) (n (! © (| |
(477) m [247T60Re o d°r - 'O () (r x a) GV (r, ") (r' x )T ()| - B, (4.13)

przy czym skorzystano tutaj z zaleznosci jug g ¢ = 1. Rozpiszmy iloczyn skalarny z réwnania (4.13)
w taki sposob:

<4 ) M = =Ny Xzz B, + Ny Xyz B, +mn, Xzz B.. (4'14)
IS

Wspélezynniki liczbowe Xu2, Xyz, Xz okreSlaja skladowe magnetycznego momentu dipolowego
indukujacego sie¢ w atomie pod wplywem zaburzenia B = Bn,, odpowiednio w kierunkach osi z, y
oraz z. W oparciu o wzory (4.13) oraz (4.14) mozemy napisaé, ze wynoszg one

Xzz = /3 d3r \ d3r’ nm (ny x a) TO) (r)}T'r GO, vy [nz (n! x )P (r')},
R R

(4.15)

2 471'60

Tr G'(O)(r, r’)r! [nz - (n] x a)\Il(O) (r')},

(4.16)

z—* 3 3/ i ()
Xy 2471'60 /RBd /d ny - (n, X a) ()}
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1 e?
© 247e

Xzz

Re/ d3r/ d3¢’ [nz “(n, X ) \I/(O)(r)rr GO r, vy {nz - (n] x a)\If(O)(r')].
R3 R3

(4.17)

We wzorze (4.17) symbol Re mozna pominaé, poniewaz prawa strona tej réwnosci reprezentuje
element diagonalny macierzy operatora hermitowskiego, ktérego jadrem jest zredukowana funkcja

Greena GO (7, 7).

Wstawiajac funkcje falowe w postaci (2.15) oraz wykorzystujac rozwiniecie multipolowe uogél-
nionej funkcji Greena—Diraca—Coulomba (3.40), a nastepnie zapisujac powyzsze calki we wspol-

rzednych sferycznych?, otrzymujemy

1 00 | -3 00 00
Xz = iRe Z Z / dr/ dr’ rr’
K/:*OO m——|5’|+% 0 0
('#0)

X QUG el TR (1 (120 X )2 | L X 12+ (1] X ) D)
(( (r,”)QWY (') (ny- (i X )| Qi X Qv |z (M. X ) Q)
—QN)G 1, VP () (e (12 X 0) Q| i K Qi 7z (1], % ) )
(
(

0
O A TP (1) (1 (1 X ) QX2 |1z (12 % ) i) |,

1 oo 2 00 00
Xyz = §Re Z Z / dr/ dr’ rr’
K =—o00 m——|n’|+% 0 0
(k'#0)

X [ QO ()32 or QD) (- (1 X )| Qs X im0+ (1, X )2 )
((O) (7, T/)Q(O) (7"/) <ny “(ny < U)QH#|QfH’m><Qn’m|nz : (n; X U)Q*HH>

—QMG 1, TP () (- (12 X )| Qi X Q|12+ (1], X 0) i)
(
(

O 1 VP () (- (107 X 0) Q| QX Q| Pz (0], % ) ) } ;

1 & w13 (3] oo
Xez = 5 Z Z / dr dr’ rr’
W=—com=—|wi+} "0
(w/£0)

X QUG s TR (102 (1 % )| Qprn X Qe | (] X )2 )
(((i)-k)n'(rv TI)Qv(zOn) (7"/) (nz-(n,x U)wam—n’mxgn’mmz : (n;, X a‘)Q_,W>

—QW (Mg 1, VP () (s (1 X )| Qe X |1z (1], X ) Q)
(
(

nKk

O—)—)n/(ra r/)P(O) (7'/) (n.-(n, x U)me—n’mxg—n’m‘nz : (n; X U)wa> } :

(4.18)

(4.19)

(4.20)

9Majac na uwadze przejrzystosé prezentowanych wzoréw, w niektérych miejscach w niniejszej rozprawie (jak na

przyklad tutaj) do oznaczenia calek katowych zastosowano notacje braketowg.
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Wykorzystujac w powyzszych wyrazeniach wzory (A.12)—(A.14) oraz relacje (A.37)—(A.38), doko-
nujac nastepnie catkowania po katach, uwzgledniajac przy tym relacje ortonormalnosci dla spinoréw
sferycznych (A.34), dochodzimy do nastepujacych rezultatow:

Xzz = 0, (4.21)

Xyz = 07 (4.22)

0 [ Q)
Z/ dr/ dr (0) (r) P,gg)(r))rG,(g)(r,r)r ( )

ar (1)
2 2
1\ _ 2 1\t 2
S (r+2) - + (r-g) -2 5 (4.23)
ez — 12" 2 )2 T T g —1)E T

gdzie G ( ') to uogdlniona radialna funkcja Greena (3.41). Jedli w réwnaniu (4.14) uwzglednimy
wzory (4 21)—(4.22), otrzymamy zaleznosé

( ) m® = n. x..B.. (4.24)
4

z ktorej wynika, iz w jednoelektronowym atomie Diraca powstanie dodatkowy magnetyczny moment
dipolowy o kierunku zgodnym z kierunkiem przylozonego pola magnetycznego, ktére go wyindu-
kowato.

Wielkosé x.. od tej pory bedziemy oznaczaé¢ symbolem x i bedziemy ja nazywaé magnetyzo-
walno$cig (lub tez podatnoscig magnetyczng) atomu. Przy zastosowaniu tej konwencji, réwnanie
(4.24) wygodnie jest przepisa¢ w postaci

m® — (HO)_l B (4.25)
= 4ﬂ_ XB. .

4.4 Magnetyzowalnos¢

Przejdziemy teraz do ilo$ciowego wyznaczenia magnetyzowalnosci dla relatywistycznego atomu
jednoelektronowego, znajdujacego si¢ w dowolnym dyskretnym stanie energetycznym. Zgodnie z
uwaga konczaca poprzedni podrozdzial, a takze w oparciu o wzor (4.23), mozemy zapisaé, iz wynosi
ona

X = Xu + X—rtl + X—r-1, (4.26)

gdzie

(0)(7“/)
(0) ~(0) N, nk
Xk = 4H2_1 / dr/ dr QW(r) P(r) )rG,.i (r,r")r ( PO o1y ) (4.27)

oraz

~ QR ()
oo = S [ e 20 yrpiene | S
T

2k —1)2 -4 2 1)2 — 442
x[("“ ) oA (26 +1) ”5ﬁ,,_5_1]. (4.28)

Rar—1)2 ettt TR )
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W pierwszej kolejnoéci zajmiemy sie wyznaczeniem sktadnika x . Biorac pod uwage wzor (4.27),
mozna napisacé

8/‘{2,&2

(42— 1)2 ™ e

Xk =
gdzie I, oznacza podwéjna caltke radialng, zdefiniowang nastepujaco:
0) 7,1
S 00 _ nk \T
Loy = / dr/ ar' ( QW) PR(r) )G (rr)r . (4.30)
0 0 1&2) (r')

Jezeli do powyzszego wyrazenia wstawimy funkcje Greena dana wzorem (3.43), bedziemy mogli
rozbié¢ te catke na sume czterech sktadnikéw:

Ly = I 4 IO (1,1) + 101, 1) + 1O(1, 1), (4.31)
przy czym
~(oo 0 1 0o
=% o / drr (QW(r)SSL2Ar) + PO(r)TL) (27r))
[C
x [T (10068 N + PRGHTI)A)) (4.32)
0

(0)

z wartodcig wlasng p,,, wynoszaca [zgodnie z (3.47)]

(0) _ |n,‘ + Ve + N
K n+’7n+Nnn

, (4.33)

natomiast fé“)(1,1) i )(1 1) oraz iéc)(m) to calki radialne zdefiniowane za pomoca wzoréw
(C.29)—(C.31). Na podstawie rozwazan przeprowadzonych w uzupelieniu C, a w szczegélnosci
w oparciu o wzér (C.39), mozemy zapisaé, ze

(1, 1) + I8 (1,1) = 0, (4.34)
zatem
Loy = I+ 10(1,1). (4.35)

Wartosé calki T, ,(.;b)(l, 1) otrzymamy, kladac ¢t = 1 oraz k = 1 w réwnaniu (C.40); dostajemy

2

" { /0 T dr P (1) Qun (1) | (4.36)

~ N,
I}gb)(la 1) = —depy a0

Wykorzystujac nastepnie wzory (C.18), (C.26) oraz (2.20), otrzymujemy ostatecznie

aad (n + v,) [26(n + 7)) — Npil?

jf(ﬂb)(]ﬂ 1) == 22 4N

(4.37)

Wyznaczenie sktadnika fé;") okazuje sie by¢ znacznie bardziej pracochlonne. Przepiszmy jego defi-
nicje (4.32) w nastepujacy sposéb:

oo _ o L) Tl )
) = ,Z o (4.38)
nim) i



Pojawiajace sie tutaj wielkosci J1(1,1) oraz J1(1, MEBL) to calki radialne zdefiniowane za pomoca
(C.10). Wykorzystujac ich jawne postacie, czyli odpowiednio wzory (C.12) i (C.14), uwzgledniajac

takze (C.15), otrzymujemy

f(oo) :OZQClg F(”+2%+1)Nm i |TLI|'
X Z?  32n!(Npk — K) o N (N — £)D(I0f| + 29, + 1)
(n'#n)
(0)
ne 1 2
X {n2 (“Zlogil [(n — Nuw)(E = Npw) — (n—=1)(n + 2, — 1)]
g —

+("<‘7_Nn//€)(2n + 27, — 1) [(K_Nnﬁ)(K_Nn%)_(n - 1)(TL + 2, — 1)}) 5|n’|,n—1

p© 41 )
+ (?0;1 [n(n +29:)(2n 4+ 27, — 1) — (K — Npw)(k — Ny ) (20 + 279, + 1)}
K —

+n(n + 27H)(Nn’n - Nnn)
X [n(n + 27:‘1)(2” + 27, — 1) - ("{ - Nn“)(’% - Nn’ﬂ)(zn + 27 + 1):|>5n’|,n

(0)

)+ 1 2
+(n + 27/% + 1)2 (Iu?o; 1 [n(n + 2%&) - (K - Nnn)(’% - Nn’n)}
Horie —

+(k = Npk)(2n 4+ 27, + 1) [n(n +27:) — (K — Npg) (K — Nn%)})‘sln’,nﬂ}' (4.39)

Wystepujace w powyzszym wyrazeniu delty Kroneckera spowoduja, iz z calej nieskonczonej sumy
pozostang tylko trzy wyrazy:

[0 = [0 + 1" 4+ [, (4.40)

przy czym prim oznacza czes¢ wycigta przez delte¢ Kroneckera 9, ,, bis okresla wyrazy z
|n'| = n — 1, natomiast ostatni czlon jest wynikiem dzialania /| ng1- Przy wyznaczaniu kazdego z
tych trzech sktadnikéw wykorzystano nastepujaca wtasnosé pozornej liczby kwantowej, wynikajaca
bezposrednio z jej definicji (3.26):

N — ()2 = [/ |(In'] + 270). (4.41)
Po Zzmudnych rachunkach otrzymuje sie nastepujace wyniki:

- _a”aj n(n +ys)(n + 29) [2(n + 76)* + N3]

Floo) _ 4.42
FX 72 AN, ’ (4.42)
~(oo)// OZQClg 2
TG = =2 Nuw(Nus + 1) (N = 26)(20 + 23 — 1) + 263 (N — )|, (4.43)
~(oo)’” 042(13 2
IG" = =573 Nuw (N = ) [(Nm +26)(2n + 29 + 1) — 262 (Npye + H)} . (4.44)

Uwzgledniajac w (4.35) zaleznosci (4.37), (4.40) oraz (4.42)—(4.44), dostajemy

o?al 1

"~ Z2 4N,

Iy = {me(n + 72) (502 + 1007y, 4+ 292 — 262 + 1)
+2/<52(n + 7,{)3 — /@Nm(an + 6Ny, + 47,% — /@2)}. (4.45)
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Zatem, w oparciu o (4.29), pierwszy ze skladnikéw podatnos$ci magnetycznej atomu wynosi

2,3 2,2
_afap 2r% 1 9 5 ) )
Xe = T N — 1) [Nnm(n + 76) (507 4 10n7y, + 275 — 26° 4 1)
+26%(n 4 7x)? — KNk (3n% 4 617y, + 492 — nz)} , (4.46)

W przypadku dwoch pozostatych sktadnikéw wyrazenia (4.26) rachunki sa duzo bardziej skom-
plikowane. Ich suma, zdefiniowana poprzez wzér (4.28), moze by¢ zapisana w nastepujacy sposéb:

(25 — 1)% — 42 (2K +1)% — 42
X X =0 l S2r—12 et g Ot | Do (447)

K//

gdzie I,/ to podwojna catka radialna, dana ponizszym wzorem:

oo [e.] 58{) 7,/
Loy = / dr/ dr’ ( Q%(Q (r) pr (r) ) r C,(g) (ryr') ! ) . (4.48)
0 0 P,(lg) (r')

W celu wyznaczenia wartoéci tej calki, w pierwszym kroku zastosujemy w powyzszym wzorze
wyrazenie na uogélniona radialng funkcje Greena (3.42). Pojawia sie wéwczas calki radialne typu
(C.5), w oparciu o ktére mozemy napisaé

i Ti(1,1) T (1, 1%,

)
n/=—o00 /~L£L/2{/ -1

1.

KX = ’ (449)

przy czym wielko$é ,ui%, zostala zdefiniowana za pomoca wzoru (3.47). W kolejnym kroku zapisze-

my jawne postacie wystepujacych powyzej catek typu (C.5). Do wyrazenia (C.7) wstawiamy zatem
odpowiednie wartosci parametrow L oraz C i dostajemy

aZ [ 1\? L'(n+ 27y.)
7:1(1.1) = 24 _— —
11 1) O\ N (2)\) (In'] = DN Ny + 1)

« Z (_)k F(’Yﬁ + Y + k+ 2)F(|n,‘ + Ve — Y — Kk — 2)
K T(n—k+ DI(k+ 27+ DD(Y — 7 — k — 1)

k=0
X |7 = B)(Nor + 1) + (5 = Nou)(I| + 7 = 7 = i = 2)] (4.50)

oraz

2
o aZ (1) ['(n+ 27v,)
Il(l,un,n/) =Ap N \2X (|n/\ _ 1)!(]\7”,,{/ + n’)

(=) T(ve+ 7w +p+ 200 | + 50 — 7 —p—2)

X
= b Tn—p+DI(p+ 2%+ Dl(vw — 7 —p— 1)

x {(uiSL +1)[(n = ) (Navr 4 ) + (5 = Nuw) (1] + 30 = 3 = = 2)]

_(#7(10/24 - 1) [(/‘i - Nnﬁ)(Nn’n/ + '%/) + (n —p)(|n’| TV — Ve =D — 2)}} (4'51)
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Po wstawieniu do wyrazenia (4.49) wzoréw (4.50)—(4.51) oraz jawnej postaci (C.9) wspolczynnika
Ap, otrzymujemy nastepujaca posta¢ omawianej catki radialnej:

a2ad n'T(n + 29, + 1) Now o= o= (—)FFP
I , — 0 K nkKk k
X 72 32(Npy — K) kz_:opz::o k!p! Fx(k;p)
X i C(n/| + v — Yo — k= 2)T(|0'| + Y — 7% =D — 2) Ny — &/
R \n’|‘F(|n’| + 2’}/,4 =+ ]_) NTLIH/

x[(n = W) (N + 8) (5 = N (1] - = 3 = K = 2)

(0)

/l+1

X{N%f1Un—prwm+nU+(n—mem4+vm—Wn—p—2ﬂ
lu’nl{_

/!

- [(H = Now) N + 6) + (0= p)(I0[ + v = 7 =P — 2)} } (4.52)

w ktorej, dla przejrzystosci dalszych rachunkéw, wprowadzono oznaczenie

F(’Yﬁ + Yr! +k+ 2)
Tk+2v+ 1) (yw —w—k—1)T(n—k+1)

fx(k7p) =

" (Ve + 9 +p+2)
F(p + 27& + 1)F(7m’ — Vs —P— 1)F(n -Pp + 1)

(4.53)

Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, iz przy wyprowadzaniu wyrazenia (4.52) uwzgledniono wzér (3.45)
oraz skorzystano z wlasnosci (4.41). Aby zapewnié¢ czytelno$é przeprowadzanych obliczen, szereg
wystepujacy w réwnaniu (4.52) rozbijemy na sume o$miu sktadnikéw; mamy

2ad n'T(n + 27x + DN o= o= (—)FHP (
Lox = 75" . = e ek st 4.54
X Z2 32(N7LI£ _ /‘i) ];JZ;) k'p‘ fX( 7p) P i ( )

gdzie

o0

S = (n—k)n-p) 3

n/=

F(|n,’ + Y — Ve — Kk — 2)F(|n,’ + V' — Ve —DP— 2)
[/ |I0 (] + 279 + 1)

—0o0

7| + 7 + N + 1+ Vi + Now (N — 6) (N + £)?

s 4.55
|n/|+’7n’+Nn/ﬁ’ _n_'Ym_Nnn A ( )
— L0 |+ =7 =k =2)T(0| + 9 = —p—1)
S(X) — —k — N K K K K
2 (n )(K/ nli) /_Z |n,"1—‘(|n,|+27ml+1)
n/=—oo
7] + 7 + Norwr + 1+ Ve + N (Nprwr = ) (Nrir + ') (4.56)
|n,‘ + Vi + Nn’n’ —N =Y — ch Nn’n/ ’ '
(10| 4 Y — e — k= DT + 7 — e — p— 2
S?()X) = (n—p)(k — Nng) Z ('] + v — s (/| + v =7 —p )

[nI'T([n/| + 29 + 1)

n/=—oo

|n/’ + Ve + Nn’n’ +n+ v+ Nnn (Nn’n’ - K,)(Nn’n’ + "‘3/)
|n,’+7/~i’+Nn’n’_n_7m_Nnn Nn’n’

, (4.57)
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[e.9]

) _ . 9 L(In| + 9 — v — k= DL(I| + 9w — % —p—1)
S (k= M) Z [/ [T (/]| + 27, + 1)

n/=—o0

|’I’L/| + Vet + Nprr + 1+ v + Npe Ny — K/

, 4.58
|n'|+%«+Nn/,§/—n—%—Nm Nyt ( )
o T 7w = =k = T(0| + 9 =70 = p = 2)
S(X) _ n_k N ok K K K K
{ (n = k) (N >n/:Z_oo W [I0 (/] + 27, + 1)
Novr— &N Nors N2
X( n'K /‘f]\?(/ /nn + £ ’ (4.59)
nkK
O T+ = v — k= 2T(0| + % — % —p— 1)
SW — _(n—k)(n— — T
( (n — k)( P)n/;}o /0 (/] + 27, + 1)
N, — ! Nyt !
X( n'K /;V)(/ /nn —I—H)’ (4‘60)
nK
o T 7w = =k = DE(0| + 30 = e —p = 2)
S = (k= N,.)? — —_—
7 (= M) n,;oo [ MT([n'[ + 279 + 1)
N /. — / N 1. !
(N /;v)E,MJFH)’ (4.61)
nkK

() _ o~ D0/ +70 ==k =T (|0' [+ — Yo —p—1) N — '
Sy (n — p) (N ni/;m W (] + 20 5 1) N (4.62)
przy czym podczas formowania wzoréw (4.55)—(4.58) uwzgledniono dodatkowo wyrazenie (3.47).
Zajmiemy sie¢ teraz wyznaczeniem kazdego z osobna z powyzszych sktadnikow.

Przyjrzyjmy sie najpierw wyrazeniu dla SéX). W pierwszej kolejnosci bedziemy chcieli dokonaé
zamiany sumowania z > i (...) na > o7 o(...). W tym celu sume wystepujaca w réwnaniu
(4.59) rozbijemy wedlug schematu

00 —1

o)=Y (.)+ i(...). (4.63)
n’=0

n/=—oo n/=—oo

Transformacja zmiennej sumowania n’ — —n’ w pierwszym z otrzymanych w ten sposéb szeregdw,
a takze skorzystanie z zaleznosci (4.41) oraz wlasnosci

N—n’/ﬁ’ = _Nn’m’a (464)

prowadzi nas do wyrazenia

o0

S =(n—k)(Naw—r) | S

n/=1

F(n,+7ﬁ’_’Yn_k_Q)F(n/+7/@’_’Yn_p_2) (Nn’n’_’_’il)(Nn’ﬁ’_’i/F
n’!F(n’ + 27, + 1) — Ny

n i I‘(n/—k’yﬁl —’y,{—k‘—Q)F(n/"F”}/n’_’YH _p_2) (Nn’n’ _K“/)(Nn’n’"i"%/y (4 65)
n'=0 W0 + 27,0 + 1) Nove . '
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Na potrzeby dalszych rachunkéw, do pierwszego z szeregdw wystepujacych po prawej stronie powyz-
szego réwnania wlaczymy (wynoszacy zero) wyraz z n’ = 0. W kolejnym kroku zbieramy pod jedna
sume cale wyrazenie, ktére po zastosowaniu wlasnosci (4.41) i kolejnych drobnych przeksztatceniach
prezentuje sie nastepujaco:

o0

S = —2(n — k) (k — Now)

n/=0

(' +vy — v —k=2)T(0 + v — % —p—2)
(n' = DIT(n + 27,r) '

(4.66)

Zwréémy uwage, iz wyraz z n’ = 0 nie wnosi zadnego wktadu do sumy powyzszego szeregu. Roz-
poczynamy zatem sumowanie od n’ = 1, po czym przedefiniujemy sobie zmienng sumowania w
taki sposdb, by znéw mieé¢ szereg w granicach od 0 do co. Opisany zabieg skutkuje otrzymaniem
wyrazenia

o0

SO = —2(n — k) (k — Nuw) S

n'/=0

(' 4y =y =k = DI + 0 — 3 —p— 1) (4.67)
0 (n/ + 27, + 1) ’ )
Ostatni wzér mozemy przeksztalci¢ za pomoca funkcji hipergeometrycznych, oméwionych szerzej
w uzupelnieniu E. Korzystajac z definicji (E.6), odnajdujemy w powyzszym wyrazeniu funkcje o F3
z jednostkowym argumentem:

POy = =k =Dl = —p — 1)
Sg(,X) — _2<n — k‘)(K — Nnn) I‘(Q"y r + 1)
Yoo =Y —k = Ly =y —p—1
X9l ) 1 ) "
V' T+

Do funkcji o Fy zastosujemy tozsamosé Gaussa (E.9) i otrzymujemy ostatecznie

PV =% — k=D (v — v —p— I (2v +k+p+3)

00 _ _ _ — N,
5'5 2(n k‘)(li nm) F(’}/n + v+ k+ Q)I‘('yﬁ + Y +p+ 2)

(4.69)

Nastepnym skladnikiem wzoru (4.54), ktéry teraz wyznaczymy, jest SéX). Bedziemy postepowaé

analogicznie, jak w przypadku obliczania SéX). Zatem do wyrazenia (4.62) zastosujemy schemat
(4.63)—(4.64), po czym znéw dodamy do jednego szeregéw (zerowy) wyraz z n’ = 0. Po kilku
przeksztatceniach dostajemy

o0

S = ~2(n — p)(k — Nuw) Y

n/=0

P(n/""’yn’ — Y —k— 1)P(n,+7/€’ — Tk —P— 1)
nIT(n' + 27y, + 1) '

(4.70)

Warto w tym miejscu zwrédci¢ uwage na to, iz powyzsze wyrazenie bedzie identyczne ze wzorem
(4.67), w ktorym dokona sie zamiany parametréw k < p. Innymi stowy, aby otrzymaé koncowa po-

)

sta¢ sktadnika SéX), wystarczy w finalnym wyrazeniu na SE()X , czyli we wzorze (4.69), przeprowadzié

wspomniana zamiane parametréow k i p. Mamy zatem:

P(ve =% — k=D (v — v —p— 12V +k+p+3)

00 — _9(p — — N,
S5 (n = p)k = Noux) T (Y + Y + k + 2T (s + Y + P+ 2)

(4.71)

Obliczenie sktadnikow SéX) oraz SéX) do pewnego momentu przebiega bardzo podobnie do roz-
wazan przeprowadzanych powyzej. Stosujac opisany wezesniej schemat (4.63)—(4.64) do szeregdw
wystepujacych w wyrazeniach (4.60) oraz (4.61), dochodzimy do wnioskéw, iz

s = o (4.72)

35



oraz

Y =g, (4.73)

Wyznaczenie pozostaltych komponentéw we wzorze (4.54), czyli SfX) do SiX), okazuje sie by¢

nieco bardziej zlozone. Zaczniemy od elementu S%X). Do szeregu obecnego w wyrazeniu (4.55)
wykorzystamy opisany uprzednio schemat postepowania (4.63)—(4.64), po czym do szeregu roz-
poczynajacego sie od 1 dodamy (nie wnoszacy zadnego wkladu do jego sumy) wyraz z n’ = 0.
tLaczymy oba szeregi i dostajemy

x B B ad F(n,—i-’y,@/—’y,{—k‘—Q)F(n,—l—’y,{/—’y,{—p—Q)

n'=0

% (Nn’n’ + ﬁ/)(nl +’YH/ + Nn’/@’ +n +7n + Nnn)
Nn’n’(n/ + Yr! + NTL/H/ — N — Yk — Nrm)

(4.74)

_(N’N/KI - K,)(n,"i_%ﬂ’ - Nn’n’ +n+’}/fi+Nnn)
Nn’/ﬁ’(n, + Ve — Nn’/-c’ —N =Yk — Nnn)

Wyrazenie znajdujace sie w nawiasie klamrowym sprowadzamy do wspolnego mianownika, a nastep-
nie wykonujemy na nim kilka zmudnych przeksztatcen algebraicznych. Wykorzystujac po drodze
niezwykle przydatna zaleznosé¢

’yg, — (Fé/)Q = %3 — K2, (4.75)

dochodzimy do nastepujacej postaci S%X) :

o0

S =2(n = k)(n — p)(Nuw + )

n/=0

P +9w = —k=2)L(n' + 90 — % —p—2)
(n/ - 1)!F(n/ + 27&’)(’”/ + V' — Ve — n) ’

(4.76)

Widzimy, iz wyraz z n’ = 0 powyzszego szeregu wynosi zero. W zwigzku z tym, dokonamy takiego
samego zabiegu, jak w przypadku obliczania sktadnika SE()X)
0 na 1, po czym przedefiniujemy indeks sumowania w taki sposéb, by w rezultacie znéw otrzymaé

szereg w granicach [0, co). Dodatkowo, skorzystamy z relacji

, czyli dolng granice sumy zamienimy z

1 L(n 49w — 7 —n)

= ) 4.77
Wty = —n T+ = —n+1) .7)
Po tych przeksztatceniach mamy
SY = 2(n — k)(n — p)( Ny + )
" i T +9¢ —v—k—1DT( 49 — 7% —p— D0 + 90 — v —n+ 1). (4.78)

nI0(n/ + 29,0 + 1)I(n/ + 7 — 7 —n + 2)

n'/=0
Wzér (4.78) mozemy dalej transponowaé, wykorzystujac funkcje hipergeometryczne. W oparciu o
definicje (E.7) mozemy zapisaé, ze

F(’Yﬂ’ — Tk — k— I)F("y,{/ — Vs — D — 1)

(x) /
— 2 - - NTLH
Sl (n k)(n p)( + K ) (2 " 1)(%4 3 n 1)

(4.79)

)

. Voo = Ve — k=LY =V —Pp— Ly — v —n+1 .
X3l'9 .
Vo' — Ve — N+ 2, 290 +1
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Identyczny tok rozumowania wykorzystuje sie podczas obliczania sktadnikow SéX) do S AEX). Pomi-

jajac szczegdltowe rachunki, podamy od razu wyniki koncowe:

F(’Yﬁ’ e k — 1>F(71£’ — Yk — p)
SN — 9(n — k)(k — N
2 (n (5 ) F2ve + V(v — v —n+1)

Voo =V =k =LY =V =PV — Ve —n+ 1
X3 Fy 1], (4.80)
Voo — Ve — N+ 2, 29y + 1
Ty — v — B (v — v —p— 1
SO = 2(n — p) (5 — Nonw) (Ve =% = )T (Ve — v —p— 1)
L2y + 1) (Ve — 7 —n+1)
Voo = Ve — kY =V =P — Ly — v —n+1
x3l5 1], (4.81)
Yoo = Ve — N+ 2, 2y +1
F('Y’_'Yn_k_l)F(’Y’_'Ym_p_l)
S(X):2/€—N 2N —Hl K K
£ = 2= N N =) o T (s — e — )
Yoo =V — k=LY =% —P— 1L, % — % —n
x3k3 i1 (4.82)
Voo — Ve —n+ 1, 290+ 1

Na tym etapie mogliby$my juz doda¢ do siebie wyliczone sktadniki sumy Zle Si(X). Jednak
zanim to zrobimy, sprébujemy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie funkcje 3F5, obecne we
wzorach (4.79)—(4.82), beda mialy takie same gérne i dolne parametry. Jako funkcje odniesienia
wybierzmy te wystepujaca we wzorze (4.79). Dla przejrzystosci oznaczmy ja sobie tymczasowo
poprzez 3F5(...):

T~V =k = Lyw =Y —p—Lyw — e —ntl

3F2() = 3F2 ,1 (483)
Voo — Ve — N+ 2, 29 + 1

Do funkcji hipergeometrycznych w wyrazeniach (4.80)—(4.81) zastosujemy relacje (E.10), natomiast
te obecna w (4.82) przeksztalcimy za pomoca zaleznosci (E.12). Po tych zabiegach wyrazenia dla

SgX) do S AEX) przyjmuja nastepujaca forme:

T(e — 9 — k= DD (e — 7 —p — VT2, + k
S0 = 9(n — )(k — Npg) DO = T = —p = DI2y + b+ p +3)
P+ v+ +2)0 (9 + 3 +p +2)

F(ve =% —k—=1)l(yew — v —p—

1)
T(2v0 + 1) (Y — e — 1+ 1) sFh(...), (4.84)

+2(n—k)(n —p —2)(k — Npx)

Py ==k =Dy — 7% —p—DI(2v. + k+p+3)
Dy + 9 +E+2)T (9 + Yo + 0+ 2)

S = 2(n — p)(k — Nyg)

F(%@’ — Tk — k— 1)P(’YH’ — Vs —P—
L2y +1) (Ve — e —n+1)

+2(n —p)(n —k — 2)(k — Nux) 1)3F2(. ..), (4.85)

37



00 _ _olr— Now)? T(ver =Y — k= DT (Y — 9 —p — DT (27 + k +p +4)

b T W N L (Y + Yo +k +2)T (3 + Yo +p +2)
(K—Nnx)? Py = —k =Dy =y —p—1)
4 InR) ke 9)(n—p— 2 Fy(...). (4.86

Przy wyprowadzaniu réwnania (4.86) pomocne okazaly sie zaleznosci
(n—k=2)(n—p—2)+ (n+7+ )0+ +k+p-—n+4)
=+ tE+2) (3 + 7w TP +2) (4.87)
oraz
(Ver = ¥ = 1) (Vs + Yo + 1) = (K" + Now) (5" = Ny (4.88)

Jednym z ostatnich krokéw bedzie wyznaczenie sumy Z§=1 SZ»(X)

(4.69), (4.71)—(4.73), (4.79) oraz (4.84)—(4.86) i dostajemy

. Dodajemy do siebie wyrazenia

i S(X) _ —2 F(VH’ — Ve — k — 1)F(75’ — Yk —P— 1)
’ Npw + K P(’YH"F’YH’+k+2)r(’}%+/}/n’+p+2)

C(ve + Ve +k+2)C (Ve + Y + D+ 2)
L@y + D0~ —n 4 1)

x{(Nn,{ — 16)2:[‘(2’}% +k+p+4)—

X [2(Nos = ) + (n = B) (5 + K)] [2(Nox = 5) + (0. = p) (5 + &) |3 Fa .. .)}. (4.89)

Uwzgledniajac wzory (4.53), (4.83) i (4.89) w wyrazeniu (4.54), otrzymujemy szukang caltke radialna
w nastepujacej postaci:

IH/X:AX + Z Z Bx(k,p) 3F2

k=0p=0

Vo =V — k=1L =% —p—1L7 =7 —n+1
1], (4.90)
V! — Ve — N+ 2, 29 +1

w ktorej odpowiednie wspdlczynniki wynosza

a2a3 Npw(k — Npg)

Ay = T 2, + 1
X722 T6(R F Naw) (n+ 2y 1)
non o N\Nk+p (2 ’ k 4
3yl >H (27x + k+p+4) o
iz k! Tk 429+ DE(p+27. + DI(n = k+ DI'(n = p+1)
oraz

o?aj n!l(n+ 2y, + 1) Ny ()P Dy + v + b+ 2)T (v + 9 + P+ 2)

BX(kap) =

{Q(Nm —k)+ (n—k)(k+ H,)} [Q(NM —k)+ (n—p)(k+ H,)}
F'n—k+1)I'(k+ 2y +D(n—p+ 1I(p+ 27, + 1)

(4.92)
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Wyraz A, mozna przeksztalci¢ do bardziej elementarnej postaci. W tym celu zapiszmy go w
nastepujacej formie:
a?ad Npx(k — Npk)
Z?2  16(K 4 Nyux)

AX = f(la 4)7 (4.93)

gdzie f(1,4) to wyrazenie zdefiniowane za pomocg wzoru (F.1). Analiza tego czynnika (przeprowa-
dzona w uzupelnieniu F), a w szczeg6lnosci wzor (F.10), pozwala nam zapisaé, iz

%a Ny (k — n k(27 ATk +4
A = L% k(K Yy (=)F D27k + k + 4)T(k + 4) | (4.9
Z2 16(w! —|—Nm W kD2 +k+ DIk +4—n)l(n—k+1)
skad dostajemy
a?ad Npw(k — Npk) )
A= 7 BT Now) (2n 4 295 + 1) [5(n + %) (n + 9 + 1) = (12— 1)]. (4.95)

Uwzgledniajac wzory (4.92) oraz (4.95) w wyrazeniu (4.90), otrzymujemy:

042618 NTLH(NTLH - KJ) 2
Lox =75 Fgne 1) 220 T2+ D) 30 = 1) = 5+ ) (4 3+ 1)

n!l'(n + 27y, + 1)

_l’_
(N’I’LH - 5)2(75’ — Yk — TN + 1)F(27R’ + 1)
% oL (_)ker F(’Yﬁ + Ve + k+ 2)F('7/4 + Y TP+ 2)
imorz0 Kt Tln—k+ DIk + 29+ )00 —p+ DI(p + 27 + 1)

X [2(]\7% —k)+ (n—k)(k+ Hl)} [Z(Nm — k) + (n—p)(k+ H/)}

Voo =V — k=LY =Y —pP— L — v —n+1
><3F2 ;1 . (496)
Voo — Ve — N+ 2, 29 + 1

W zwigzku z powyzszym, suma dwdéch ostatnich sktadnikéw podatnosci magnetycznej, na podstawie

39



(4.47), wynosi

0203 Ny (N — ) = [ (26—1)2 442 (26+1)2 —4ps?
X1 = i U6 RPN Y b L B
X H+1+X k—1 ZQ 128 %: (2:‘43—1)2 k' —Kr+1 (2/{+1)2 K —k—1
1
n n!l(n 4+ 27, + 1)
(Npw — £)2(Ywr — 9 — n+ 1T (290 + 1)
) DL ()Rt T(ve + 7 + 5 +2)T(y + Y + 0 +2)

im0y Kl Tn—k+ DIk + 2y + DI(n—p+10(p+ 29 + 1)

X 2N = 5) + (0= k) (5 + K)] [2(Nns = ) + (0 = p) (5 + 1)

Y — Ve — k=L =% —p—LY =7 —n+1
X3k 1 3. (4.97)
75’_75_n+27 2'7/4’_"1

W celu wyznaczenia catkowitej magnetyzowalnosci jednoelektronowego atomu Diraca, w réw-
naniu (4.26) uwzgledniamy wyrazenia (4.46) oraz (4.97); dostajemy ostatecznie

{Nﬁn(n +9) (502 + 1007y, + 292 — 267 + 1) 4 267 (n + v,)?

_ o?a} 1 —2rk2
Z2 (4%2 - 1)2 Nn/@

Ny (Np — K) Z 1
128 N + #

— KNk (302 + 6y, + 472 — /@2)} +

x [((2r =102 = 4p?) (26 +1)%60 o1 + (26 +1)? = 4p?) (26 = 1)280, s 1]

X{Q(Zn + 27, + 1) [3(7,3 —1) =5(n+ ) (n + 7 + 1)]

n!l'(n + 27, + 1)
(Now — £)2(Ver — Yo — 1+ 1D (29,0 + 1)

<3S (o) L(y + Y+ + 20 (9 + 9w +p+2)
imoim Kt Tln—k+ DIk + 29+ )00 —p+ DI(p + 27 + 1)

X 2N = ) + (0 = B) (5 + K] [2(Nos = 5) + (0= p) (5 + &)

" Voo =V — k=LY =% —P— Ly —v—n+1 . H (498)
X332 ; . .
V! — Ve — N+ 2, 2y + 1

Autorce nie jest znane jakiekolwiek inne wyrazenie na podatnos¢ magnetyczna dla dowolnego stanu
jednoelektronowego atomu Diraca. Testem poprawnosci powyzszego wyniku moze by¢ sprawdze-
nie jego wartosci dla pewnych szczegdlnych standéw atomu. Na przykiad, dla stanéw, dla ktérych
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radialna liczba kwantowa jest réwna zero, wzor (4.98) przyjmuje postac:

o’a} ,{2{32;@@ (275 + 1)(272 + 7 — K2) 'y 1

Mozo = 22 16 (4% —1)2 K =K
y (2k — 1) — 4> Ny N (2K +1)% — 4p2
42k —1)2 Fhetd 42k 41)2 ot

AT (v, + Y +2)
(Yt = e + DT (27 + DI (2 + 1)

Ve — Ve — LY =% — Ly — v+ 1
><3F2 ;1 . (499)

X l— (27 + 1)(27c +2)(27x + 3) +

Ye!' — Vr +27 2’71{’ +1

Po zastosowaniu transformacji (E.11) do funkcji 3F» wystepujacej w powyzszym rownaniu otrzy-
mujemy wyrazenie

a?ad k2 [ 32ku% (29, + 1)(272 + 7, — K2) /
X)n 0 72 16{ (4,€2_1) _%:Oi-i-/f)
(26 —1)% — 42 (2K +1)% — 42
6/% ,—k+1 5;4,—/@—1
426 —1)2 4(2k +1)2

F2(7n+75’+2) Voo = Ve — Ly — e — L — Ve q
X 3172 ; )
(v = 1) (279 + DI (279 + 1) Yoo — e+ 1, 290 + 1
(4.100)
zgodne z wynikami podanymi w pracach [31,34]'°

Szczegblnym przypadkiem stanéw z n = 0 jest stan podstawowy. Jesli do wzoru (4.100) wsta-
wimy wartoéci liczb kwantowych charakteryzujacych ten stan, dostaniemy nastepujace wyrazenie:

= a’aj| (m+DHi-1) (v 472 +2)
Tz 18 2(yv2 = )Py + D272 + 1)
Y-Nn—Lr-mn—-—1L7r2-m
xX3Fy 1], (4.101)
Ye—7+1, 292 +1

(indeks dolny g oznacza, iz mamy do czynienia ze stanem podstawowym) tozsame z rezultatami
uzyskanymi przez autoréw prac [27,28,32,33,54].

YUwaga! W obu cytowanych tutaj pracach, a zwlaszcza w ksiazce [34], wystepuje bardzo duza liczba bledéw
drukarskich.
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5 Elektryczny moment kwadrupolowy

5.1 Wprowadzenie

Rozwazmy statyczny rozklad ladunkéw elektrycznych, opisany za pomoca gestosci p(r). Skla-
dowe sferyczne elektrycznych momentéw multipolowych takiego ukladu maja postaé [92]

4
Qrm = \/E/R3 &Prrt Yo (ne)p(r), (5.1)

przy czym Yz (n,) to zespolona harmonika sferyczna zdefiniowana za pomoca wzoru (A.17).

Biorac pod uwage wzér na gesto$é ladunku (2.46), a nastepnie analizujac parzystosé wyraze-
nia podcatkowego w powyzszej definicji, tatwo mozna wykazaé, iz elektryczny moment dipolowy
(L = 1) atomu jednoelektronowego wynosi zero. W celu wyznaczenia najnizszej wartosci L, dla
ktorej przynajmniej jedna ze wspotrzednych Qs jest rozna od zera, w niniejszym rozdziale prze-
prowadzono ogblng analize elektrycznych momentéw multipolowych. W oparciu o nia okreslono,
jakiego rzedu (dla L > 2) sa niezerowe elektryczne multipole, a nastepnie szczegélowo omdwiono
ten z nich, dla ktérego L przyjmuje najmniejsza wartosc.

5.2 Elektryczne momenty multipolowe

Na poczatek zastanéwmy sie, jakie elektryczne momenty multipolowe posiada izolowany atom
jednoelektronowy, oraz ktére z nich moga sie¢ w nim wyindukowaé¢ poprzez umieszczenie go w
zewnetrznym stabym polu magnetycznym. Stosujac formalizm rachunku zaburzen, z doktadnoscia
do wyrazéw pierwszego rzedu ze wzgledu na zaburzenie, w oparciu o definicje (5.1) oraz o zwiazki
(2.48), (2.50) i (2.52), mozemy zapisaé

Orm ~ Q(L% + Qs;l]{/p (5.2)

o] AT 800 g (O)F ()L (0)
e,/QLH/Rgdw ()P Yoar(n) T O (r) (5.3)

oznacza elektryczne momenty multipolowe, jakie posiada atom w niezaburzonym stanie (2.15),
natomiast

przy czym

47
2L +1

l / Brv Ot (r)rLyy (0, ) 0D (1) + / BryOi(r)r YLM(nr)\II(O)(r)l (5.4)
R3

okresla indukowane elektryczne momenty multipolowe.

W celu wyznaczenia Qﬂm w wyrazeniu (5.3) uwzgledniamy najpierw wzér na funkcje falowa
(2.15). Zapisujemy nastepnie rozpatrywana catke w sferycznym ukladzie wspoélrzednych; dodatkowo
wykorzystujemy wlasnosé (B.4) i otrzymujemy:

o) = —e\/57 § a2, QL) Yiar(ng) Q) [ drrL{[ng>(r)} QO] } (5.5)

W oparciu o wzor (B.3), catke katowa obecna w powyzszym wyrazeniu mozemy przepisa¢ w postaci

iwdQnrQLM(nr)YLM(nT)QW n,) = jf @, QL (1) Y101 (1) Qe (). (5.6)

7 ostatniej réwnoéci wynika, ze dla L bedacego liczba nieparzystq wartos¢ wystepujacej tam catki
bedzie réwna zero. Z fizycznego punktu widzenia oznacza to, iz — na podstawie wzoru (5.5) —
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izolowany atom jednoelektronowy posiada wylacznie parzystopolowe momenty elektryczne.
PrzejdZzmy teraz do analizy sktadowych QSZIJL W pierwszym kroku, w oparciu o wlasnosé (A.19),
wyrazenie (5.4) przepiszemy w nastepujacej postaci:

o, = o, + (M, (5.7)

o, = - ,/2L+1/RS VY (n, ) ¥ (7). (5.8)

Uwzgledniajac w powyzszym wyrazeniu postaé¢ zaburzonej funkcji falowej (2.32), dochodzimy do
nastepujacego wyrazenia:

\/76 cB / / 43! @O Yo (n )TL GO (r,7') ' n, - (nl x a)\IJ(O) (r").
R3 R3

gdzie

(5.9)
Wykorzystujac nastepnie wzory (2.6) oraz (2.15), otrzymujemy:
Ar S e [t (P00l () QI () ) Vi)
R3 R3 P ! —rp LM
1 ) / / /
_ 1Qm rymn, - (n, x o)Q_g,(n,
xrE= L GO (p, ") rms - Jorn(r) . (5.10)
W (1) 1 (], x @) ()

Wstawiamy teraz rozwiniecie uogélnionej funkeji Greena—Diraca—Coulomba (3.40) i zapisujac we
wspOlrzednych sferycznych catki wystepujace w réwnaniu (5.10), dostajemy

|&/]—
SO L
Qi = 3 L 47T60 YeBB Z Z / dr/ dr’ r* o/

K/=—00 m=—|w/|+}

('70)

%[ PO )5 0 () QQ ) (i Vit Q) Qs - (1, X )

937),{/ (r, T,)qug) (T,) ( f-cu|YLM Q) <Q—n’m|nz : (n; X U)Q/m>

Jesli skorzystamy teraz z wlasnosci (B.4) i (B.5) calek katowych, powyzsze wyrazenie bedziemy
mogli zapisa¢ w znacznie prostszej postaci

~ i 4 >
Q(LIRJ = a (47‘-60)08 Z Z <Qn’m|nz ' (n;" X U)anu> <QI€M‘YLM Qn’m>

2\ 2L +1
K= 00 m=—|w/|+3
(k'70)
o0 o0 53{)(7,/)
x/ dr/ dr’( PT(L,%)(T) SLO,Q(T) )T‘L Gg,))(r, ')’ ) (5.12)
0 0 Py(lg)(r')

Aby obliczy¢ pierwsza z calek katowych, wystepujacych po prawej stronie powyzszej réwnosci,
zastosujemy najpierw jedna z relacji rekurencyjnych dla spinoréw sferycznych (A.37), a nastepnie
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wykorzystamy fakt, iz stanowia one uktad ortonormalny na sferze jednostkowej (A.34). Wykonujac
w kolejnym kroku sumowanie po m, otrzymujemy

41 >
\/ L1 (dmeg)cB Z <Q,W\YLM Q)

(w/#0)

N | =

R - Q)
< [Car [Tar (B QW) )t e
0 0 P,(lg (T/)
2 2
4Kk 5 (H_%) _N25 \/mg ‘1
P P s TR (5.13)

Majac na uwadze wlasnosé (B.3), dla calki katowej obecnej w powyzszym wyrazeniu mozemy podaé
nastepujaca zaleznosé:

<Q/~W‘YLM Qn’u> = (_)L—HK—HK, <QKM|YLM Qn’u> . (5'14)

Jedli wyrazenie L + [, + [/ jest liczba nieparzysta, to warto$¢ catki katowej w powyzszym réw-
naniu wynosi zero. Analiza przeprowadzona w uzupelnieniu A, a zwlaszcza wzory (A.32)—(A.33),
pozwalaja stwierdzi¢, ze niezaleznie od relacji pomiedzy liczbami & i k’, taka sytuacja bedzie miala
miejsce, gdy L bedzie liczba nieparzystq. 7 fizycznego punktu widzenia oznacza to, iz w oparciu o
wzér (5.13), zewnetrzne jednorodne pole magnetyczne, z doktadnoscia do wyrazéw pierwszego rze-
du ze wzgledu na zaburzenie, wyindukuje w relatywistycznym atomie wodoropodobnym wytacznie
parzystopolowe momenty elektryczne!!.

W zwiazku z powyzszym, najnizszym momentem elektrycznym, jaki powstanie w atomie za-
burzonym jednorodnym polem magnetycznym, jest moment kwadrupolowy (L = 2), ktéry bedzie
przedmiotem rozwazan w kolejnym podrozdziale.

5.3 Indukowany kwadrupol elektryczny

Jednoelektronowy atom Diraca posiada elektryczny moment kwadrupolowy, ktorego sktadowe
w sferycznym ukladzie wspélrzednych, na podstawie wzoru (5.2), wynosza:

0 1
Qo ~ O, + 2l (5.15)
przy czym Qg%)/[ oznacza elektryczny moment kwadrupolowy atomu izolowanego, natomiast Qg\)/[

to moment indukowany. Na podstawie wzoréw (5.5), (5.7) oraz (5.13) momenty te wynosza odpo-
wiednio

Qé%——e\/f 47rd2n,. QLM(nT)YgM(nT)QW(nT) /0de r2 { {Pflg) (7«)}2 n [leo"z(r)r} (5.16)

oraz

ol = O + (ML, (5.17)

" Catke katowa obecna we wzorze (5.14) mozna wyrazié poprzez wspétczynniki 3-j Wignera [93,94]. W oparciu o
reguly wyboru dla wspétczynnikéw 3-j pojawiajacych sie w réwnaniu (5.13) mozna dodatkowo pokazaé, iz w stanie
atomu okre$lonym liczba kwantowa k zewnetrzne dipolowe pole magnetyczne wyindukuje parzystopolowe momenty
elektryczne do rzedu 2|x| wlacznie.
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gdzie

3 1 /4 >
o) = 3T tra)es 3 f el )Y (ne)

(K/#0)

),
/ dr/ ar' ( P(r) QSQ(T))r?Gg(})(r,r/)r,(Qm(r))

PO
4 \/ K—5] — \/ K +
s . (5.18)

Ak2 — 1% 125— 1\ Ot —rt1 \2/<c+1| Ont =1

W celu wyznaczenia sktadowych ng)\z[ (dla M =0,+1,+£2), w pierwszym kroku wykorzystamy
jawne postacie harmonik sferycznych Yoy (n,), tj. wzory (A.23)—(A.25), a nastepnie uzyjemy relacji
(A.35)—(A.36). Po wykonaniu tych operacji dokonamy catkowania po pelnym kacie brylowym, przy
jednoczesnym zastosowaniu relacji ortonormalnosci dla spinoréw sferycznych (A.34). W rezultacie
otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

o) = - L P [p0] + (o)) (5.19)
o, =0, (5.20)
inz (5.21)

Widzimy, iz jedyng sktadowa, ktéra przetrwa catkowanie katowe, jest Qg%). Aby znaleZé jej wartosé
liczbowa, musimy wyznaczy¢ catke radialna wystepujaca w wyrazeniu (5.19). Szczegély tego wypro-
wadzenia zostaly zawarte w zalaczniku C. Na mocy wzoréw (C.16) i (C.24) dostajemy ostatecznie

eal 4r% —12p% — 1

o _
Qo = 872 42 — 1

X [/@2(2%% 4+ 1) = 3Npek(n 4 vi) + n(n + 27 (502 + 100y, + 492 + 362 + 1)} . (5.22)

Zajmiemy sie teraz obliczeniem sktadowych tensora indukowanego elektrycznego momentu kwa-
drupolowego, czyli lej\)J (M =0,+1,42). Sposéb, w jaki zostaly zdefinowane, czyli wzor (5.17),
sugeruje, by wyznaczy¢ najpierw wielko$é QS]\Z A zatem, do wyrazenia (5.18) wstawiamy jawne
postacie zespolonych harmonik sferycznych (A.23)—(A.25), po czym zastosujemy relacje rekuren-
cyjne (A.35)—(A.36). Dokonujac nastepnie calkowania po katach, uwzgledniajac przy tym relacje
(A.34), dochodzimy do wniosku, iz

0) /s
5() _ (4meo)cBy (0) 220, o[ @)
QQO - 4//;/2 _ 1 Z/ dr/ dr TLI{ ) Qn:‘i (T) ) r GK/ (T‘, r )T P”SJ?{) (T/)

O Lo i UK (oo s
) )

, St rg — S —n1|, (5.23
4k2 — 1 Wt e ) (2r=3) T et 1)(2ras) R  (5:23)
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o, = (5.24)

Q2 19 = (5.25)

Uwzglednienie powyzszych rezultatéw w wyrazeniu (5.17) prowadzi do nastepujacych wnioskéw:

ol =0 (dla M = +1,£2) (5.26)
oraz
0 = %2_12/0 P (PR6) @) ) e B (r)
1\2_ 2 1 2
RAR? =122 1) +6{<“ 3) _“]5 _6{<H+2> ', (5.27)
A2 —1 T 2r—1)(2r—3) T T2k ) (2r+3) R

Innymi stowy, jedyna niezerowa skladowa tensora indukowanego elektrycznego momentu kwadru-
polowego jest Q%), ktéra od tego momentu bedziemy oznaczaé przez QW)

W zaleznoéci od relacji pomiedzy liczbami « i x’, rozwiniecie uogélnionej radialnej funkcji Greena
GES) (r,7") bedzie mialo r6zna postaé. W zwiazku z tym, przepiszmy definicje (5.27) w nastepujace]
formie:

oW =g 1M  +oW (5.28)
gdzie
2 2
o _ K4k —12p° — 1)
QL (4meg)cBu @2 —1)2
S (1)
></ dr/ dT‘/< Pé,g)(r) leo,g(r) )T2 GO (r, )¢/ (5.29)
0 0 Pég)(rl)
oraz
e
Q(l) n Q(l) _ 6(4meg)cBu Z 2 H 5 B 2 H 5
—rtl T ok 462 — 2k —1)(2k—3) T Qe+ )2k +3) !

/ d / dr’ (0) 2 =(0) ) 532(7“’)
r r M (r) i (1) )r G (rr)r . (5.30)

PR ()

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie wyznaczeniem sktadnika Q,gl), ktory wystepuje dla symetrii
k' = k. Zapiszmy réwnanie (5.29) w postaci

k(4k% —12p% — 1)

1) —
Q, (4meg)cBu Gz 1) L0, (5.31)
przy czym
o0 00 gLOn) r
o= [ dr [“ar (B QW) )60’ et (532)
0 0 P,Eg)(r’)



Do powyzszego wyrazenia wstawiamy funkcje Greena, dana wzorem (3.43), ktdrej postaé sugeruje
rozbicie calki I,,o na sume czterech sktadnikéw:

Lo = I'%3) + 19(2,1) + I (2,1) + (2, 1). (5.33)

K

Pojawiajace si¢ tutaj wielkosci S )(2 1), I A,(.;b)(Q, 1) oraz It )(2 1) to calki radialne zdefiniowane za
pomoca wzoréw (C.41)—(C.43), natomiast

I = / drr? (PO (1S 23r) + QTS (24r))
’En?f g
x / ar' v (SO x) + PR T (21 (5.34)
0
gdzie ,u( L jest okreslona wyrazeniem (4.33). Analiza przeprowadzona w zalaczniku C, a zwlaszcza
wzér (C.47), pozwalaja nam napisaé, iz
f,ga) (2,1) + j;(iC) (2,1) =0, (5.35)
a w konsekwencji
Lo = I{Y) + 1P (2,1). (5.36)

Wartosé catki I (2,1) dostaniemy, kladac w réwnaniu (C.50) k = 2 oraz t = 1; mamy zatem
10,1 = -0 [ BOEQ0) [are (e + 1) PP + (Bens 1) QIO
PO QU ()

< [Cars (PQER - QL) + e [ are? (IPL0IP +1QUNE) |- 537)

0

Obliczenie wartosci poszczegdlnych catek radialnych, wystepujacych w powyzszym wyrazeniu, zo-
stalo szczegblowo przedstawione w zalaczniku C. Wykorzystujemy zatem wzory (C.16)—(C.18) oraz
(C.24)—(C.26) i otrzymujemy

4

e = 8

17t 2 (n+ Vi) [Nnw — 26(n + )] [%2(77%2 + Ldny, + 495 + 2)

(1 + 295) (1002 + 207, + 772 + 2) — 65 Npa(n + 7)) (5.38)

00)

Dla tej symetrii pozostal nam jeszcze do wyznaczenia sktadnik j\,‘(iQ
(5.34) w postaci

. Przepiszmy jego definicje

() _ i Jl(l,uflo)n)%(?,l).

*Q (5.39)

(n'#n)

Pojawiajace sie tutaj wielkosci J1(1, ugl%) oraz J2(2,1) to calki radialne odpowiednio typu (C.10)

i (C.11). Wykorzystujac ich jawne postacie, czyli wzory (C.14) oraz (C.13), uwzgledniajac réwniez
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(C.15), dostajemy do$é obszerne wyrazenie

Aoo) _ ay D(n+ 2y, + NS & ]!
"zt 64 (N — k) N (N — R)T (0] + 27 + 1)

(n'#n)

X {nQ(n— D2(Np—K) ((n—2)(n+2'y,€—2) + (k= Nyp)[k— Npx —dens(n+y,— 1)]) Ojnt|,n—2

(0)
/ 1
+n2 <(K_Nn’n)(2n + 2 — 1) + M?O;—i_l [(H_Nnn)(’i_Nn’n) - (n - 1)(” + 27 — 1)])
Hopre —

X (2(Nn,ﬁ — B)[(n 4+ V) Benw + 26 — 2Npry.) — €n (302 + 60y + 292 +1)]
—(n=1)(n+2y% —Dimn+7 — 1)+ enn(H—NnH)]>5|nI,n_1
—2(Npy—k)? (3(n + %) (264 N — Norie) — (N + Nowri) (302 4 6ny, + 292 + 1)
+2€n (N + V) (Nnk + £)(26 — Ny — Nm)) ((Nm + £)(Nuis — Np)

1
+7[2(n+7m)<25+Nnm — Npri) — (Nn’i—i_N”l”)} 6‘n'|"
© _ ’

+(n 4 27x + 1)*(Npye — 5)? (2(n + %) (B€nk + Ny + Npr) + 2600 (302 4+ 61y, + 292 + 1)

(0)
qo+1
— (k= Npio)[€ns(Nnk + k) + 4]) (Z?O; _1 (26 4+ Np — Nprie) — (2n+ 27, + 1)) Opn’|;n+1

—(n 4 29 + 1?0+ 29x + 2)%(k— Npx)? [A€ne (n+7x+1) + Nug + Novie] 5n,|7n+2}. (5.40)

Obecnos¢ delt Kroneckera powoduje, iz z calej powyzszej nieskonczonej sumy pozostaje tylko pieé
wyrazow:

I =1 -2+ I m =1+ I3 ] + I3+ 1] + I + 2], (5.41)
przy czym symbole w nawiasach kwadratowych kazdego ze sktadnikow po prawej stronie powyzszego
rownania okreslaja, ktéra z delt Kroneckera jest odpowiedzialna za jego istnienie. Wyznaczenie
kazdego z tych pieciu wyrazéw jest bardzo zmudne i czasochtonne. Zatem, podobnie jak to miato
miejsce w przypadku obliczania catki /., w rozdziale 4, zapiszemy tutaj tylko ich koficowe postacie.
Mamy:

aag

f’(g) [n] = @n(n + %) (n + 274) BN, + 26(n + )] [me +2(n + 7,.;)2} , (5.42)
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aag

7(00) _
Lo In+1]= 674

N,%H(Nm T ﬁ){/{NM [4(3n2 + 67y, + 272 +1)+15(n+ ’YH)3
F(n+ ) (1192 % 857 = 11)| + (n + 7¢) [K2(150% + 3007, + 852)

+ (K24 2) (472 = 1) F (n + %) (1002 + 2007, + 11n + 117, + 442 + 5)] } (5.43)

aad

7(o0) _
I.5'n+2] = 3974

KkQ

N2, (5 F Nog) (n 2 1) (0 + 29 £ 1) [4(32 % Y £ ) + (N 2 1) (5N F 45)]
(5.44)
Przy wyprowadzaniu powyzszych réwnan zostaly wykorzystane wlasnosci (4.41) i (4.64). W réwna-

niu (5.36) uwzgledniamy teraz wzory (5.38), (5.41) oraz (5.42)—(5.44) i po uporzadkowaniu otrzy-
manego wyrazenia dostajemy

4
= aa
L (52 = 42) { N2 (5n2 41007+ 4924 1) = K(n + 3) [(26(n + ) + BNns] } - (5.45)
lub rownowaznie
~ a3a§
Ive =572

R{N3K(5n2+10n%+47§+1) — k(4 75) [(26(n + Vi) + 3Nn] } (5.46)

A zatem, pierwszy sktadnik indukowanego elektrycznego momentu kwadrupolowego, na podstawie
(5.31), wynosi

3,4 20,2 2
1 _ @960, k(4K — 12p% — 1)
< 72 )BT
X {N25(5n2—|—10n7ﬁ+4yz+1) — k(n+ ) [(26(n + 7k) + 3Nnk) } (5.47)

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem dwdch pozostalych skladnikéw wyrazenia (5.28). W tym celu
ich sume, dana réwnaniem (5.30), przepiszemy w nastepujacej formie:

(s=3) =2 Gy

6(4m 5 } .
2k — 1)(2r —3) T T @Rt )R +3) TR MY

1 1 €o)cBp
Q(—,)<+1+Q(—;)~;—1 = 51 z (

4K

(5.48)

7 postaci powyzszego rownania wynika, iz do wyznaczenia sumy Q(_lll 1+ Q(_1,1_1 niezbedna jest
znajomos¢ caltki radialnej I,;/o, zdefiniowanej jako:

©) /.1
e o0 _ ne T

Lo :/ dr/ dr'( pﬁ?}(r) 533(7") )7“2 Gg,))(r, ')’ ) . (5.49)
0 0 Pé%)(rl)

Aby obliczyé wartosé liczbowa powyzszego wyrazenia, w pierwszym kroku wstawimy do niego
postaé¢ uogdlnionej radialnej funkcji Greena dla rozpatrywanej symetrii x = —x 4 1, czyli wzor
(3.42). Konsekwencja takiego podstawienia bedzie pojawienie si¢ calek radialnych typu (C.5) oraz
(C.6), w oparciu o ktére mozemy napisac

= Ty(1Lu) To(2,1)
Ivo = Z (0) ) (5.50)

n’:—oo /’Ln K// - 1
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(0)

gdzie, dla przypomnienia, warto$¢ wtasna s, , zostala okreslona wzorem (3.47). Jawna postaé
catki 75(2, 1) otrzymamy, ktadac w (C.8) warunki L = 2 oraz C' = 1:

N (11?2 T'(n+ 2v,)
7-2(2,1) = 24 —
2(2,1) "V az (m) (In'| = 1)!( N + &)

XZ )* T+ + k + 30|+ — v — k= 3)
k:' T(n —k+ Dk + 27 + Dl (3 — 7 — k — 3)

x{ (N + ) [ (n =) + €= N |
—(In| + 9 = Y = & = 3)| (5= Now) + ens(n—k)| }, (5.51)

natomiast catka 7Z; (1, /‘5324) pojawilta sie w rozprawie juz wczesniej, przy omawianiu sumy sktad-
nikéw x_,x—1 + X—x+1 magnetyzowalnosci; jej postaé okresla wzor (4.51). Do wyrazenia (5.50)
wstawiamy zatem wzory (4.51) i (5.51), uwzgledniajac jednoczesnie zaleznosci (3.45) oraz (C.9).
Dokonujemy nastepnie kilku przeksztatcen algebraicznych, wykorzystujac przy tym wlasnosé (4.41).
W rezultacie dostajemy

T 29, + NS IS &
I = 58 MGt Dl 57 52 C1 fothn)

zZ4 64(Npw — K) o= kP!
y i (1] + % = v =k = 3L + % = Y = P — 2) Nor — '
Y |n’\'F(|n’\ + 27/@’ —+ 1) anﬁl

X (N 1) [ (0 =) + € (=N | = (10| + 90 = o = k = 3) [ (k= No) + enn(n—h) |}

(0)
X{W[(n D) (Nt + K + (5 — Nog) (0| + Y — Y6 — P _2)}
'un/i_l
(5 = No) (N + &) + (0= p) (|| + 7 = 3 — P — 2)] } (5.52)

gdzie wprowadzono tymczasowe oznaczenie

F(’Vﬁ + Ve +k+3)

fo(k,p) = T(k+ 27e + DTy — e —k—2)0(n — k + 1)

(v +7w +p+2)

X . 5.53
L(p+2v+ D)y =7 —p— DI (n —p+1) (5.58)
Przepisanie réwnania (5.52) w postaci:
& nID(n + 2y, + 1)N3, I a (—)FFP 8
aaj nll'(n Ve (Q)
Lo = —2 U k S 5.54

ma na celu zapewnienie maksymalnej przejrzystosci przeprowadzanych obliczen. Szereg obecny
(Q)
i

we wzorze (5.52) zostal przedstawiony w formie sumy S35 ;S
WYNOSZz8:

, ktérej poszczegdlne sktadniki
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o0

n' + Vs + I\ + N+ Y+ Npk
SO = - — B+ enln— M) Y0 1

’n/‘ + Ve + Nn’n’ —N =% — Nnn

n/=—o0
DU = = = T = 30 =0 = 2) (Nr = #) N 4 7)o
’n/|!F(‘n/| + 2')/,{/ + 1) Nn’n’ s .
o

"'+ 9 + Ny + 14 v + N,
S(Q) _ N n— k) + e v N |n\ K n'K K nkKk
2 ( n/{)[( ) Tm( m{)} n’;m |n/‘+7n’+Nn/n’ _n_%{_Nnn

P(|n/‘ + V' — Ve — k— 3)P(|n/‘ + V' — Ve —P— 1) (Nn’n’ - K//)(Nn/fi, + H,)

, (9.96
(] + 29 + 1) Nurw (5:56)
) /
+ Vet + Nprr + 1+ Y6 + Npg
S99 — - K — Npk) + €ne(n —k i
3 ( p)[( nff) nﬁ( )} ’;oo |n'\+’7 4+ Ny — 1 — Y5 — Npk
F(’n,‘ + V! — Ve — k — Q)F(’n/‘ + V! — Ve — P — 2) (Nn’n’ - H/)(Nn’n’ + Hl)
, (5.57)
‘n/|‘r(‘n/| + 27&’ + 1) Nn’n’
S

I+ 9 + Nprwr + 14+, + N,
S(Q) — N — K KJ—N,@ + n—k ‘n’ K n'K K nKk
4 ( e >[< " ) 67“%( )] n’:z—oo ‘Tl/’ +’Y/<’ +Nn’n’ _n_fYn_Nnn

DI |4+ v — v —k=2)L(I0 |+ Y — v — P — 1) Ny — K

5.58
T+ 230 + 1) Nuw (5:58)
(Q _ . . _
85 - (anf ’{) [(n k) +€m€(’{ Nnn)]
! ,{—k— r ! W — Yk — -2 Nn’n’ — K Nn/’i/ 2
n/—=— |n/"r(’n/‘ + 27&’ + ]-) Nn’fe’
S8 = ~(n = p)[(n = k) + enn(k = No)]
’n/|+7f€ ’Yn—k—3)r(|n/’+%’—’Yn—P—Q) (NTL/H, - K/)(Nn’m’ + K,)
5.60
X ,; ]n’\'F(]n’| + 2")/,{/ + 1) Nn/,{/ ’ ( )
(Q _ - . _
S? = (” ani) [(K Nnn) + 6n/~c(n k’)]
- P(|n,’+%i’_75_1{7_2)1—‘(‘nl|+7n’_f}/n_p_Q) (Nn’n’ - K/,)(Nn/fi, + H,)
5.61
s Z |n’]'F(|n’] ~+ 27, + 1) Nyt ’ ( )
SE(EQ) = (n—p) [(“ — Nik) + €nn(n — k)]
— I(|n’ 1=V —k—2)T ' w—V—P—1) Npr — !
- (In'| +yw =y =k =2)T(|n'[+ 9w =¥ —p—1) K (5.62)

‘nl|'1—‘(|n/| +2’yn’ +1) Nn’/i’
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Przy formowaniu wzoréw (5.55)—(5.58) wykorzystano zaleznosé (3.47). W kolejnych krokach po-
stepowania zajmiemy sie wyznaczeniem kazdego z wyzej podanych sktadnikéw, przy czym tok

rozumowania w przypadku tych obliczen bedzie bardzo podobny do tego, jakim kierowalidémy sie

przy rozpatrywaniu wyrazenia Zle S§X) w rozdziale 4.

(Q)

Jako pierwszy wyznaczymy skladnik S:~’. Na potrzeby dalszych rachunkéw, w szeregu wy-
stepujacym po prawej stronie réwnania (5.59) dokonamy zamiany sumowania z > o7 (...) na

Yooi_o(...). Transformacje te rozpoczynamy poprzez zastosowanie schematu opisanego wzorami
(4.63)—(4.64). Skutkuje to otrzymaniem nastepujacego wyrazenia:

S{9 = (N — 5)[(n — &) + €nn(k — No)]

$5 043 == h = =3 =p=2) (D= Vi =)
ot nIT(n' 4+ 27, + 1) — Ny

+ i T(n' 9w = =k =3)0 (0" 49 =Y =P —2) (N —K') (N + ')
n’!f‘(n’ + 2’)/,{/ =+ 1) Nn/n/ ’

(5.63)

n/=0

W kolejnym kroku, do szeregu, w ktérym sumowanie rozpoczyna sie od 1, dodamy wyraz z n’ =0,
ktory i tak nie wnosi zadnego wktadu do sumy. Bedziemy mie¢ woéwczas dwa szeregi o tych samych
granicach, ktére zbierzemy nastepnie pod jedna sume. Po wykonaniu tych operacji oraz zastosowa-
niu wlasnosci (4.41) dostajemy:

[e.9]

SNy =) [(n—k) + €nn (5= Nous)] 3

n'/=0

L(n'+9w =y —k—3)L(n'+ 7w = —p—2) (5.64)

(' = DIT(’ + 27,) -
Zwr6émy uwage na fakt, iz wyraz z n’ = 0 w powyzszej sumie wynosi zero. W zwiazku z tym,
rozpoczynamy sumowanie od 1, po czym dokonamy transformacji zmiennej sumowania tak, by
z powrotem otrzymaé szereg w granicach od 0 do oo. Wykonanie tych czynno$ci zwraca nam
nastepujace wyrazenie:

[e.9]

SéQ): 2(Npi—k)[(n—k) + €nr(k—Npg)] Z

n'/=0

F(n/+75’_75_k_2)r(n/+75’_’Yf-c —p—l)
Il (n' 4 27, + 1)

. (5.65)

w ktérym dostrzec mozna, na podstawie definicji (E.6), funkcje hipergeometryczna Gaussa z jed-
nostkowym argumentem, tj.:

F(ve = —k—=2)T(y — v —p—1)
F(2’y,§/ —+ ].)

Yo =V — k= 2,7 — v —p—1
XQFl ;1 . (566)
27&’"1'1

S{Y = 2(Npw— k) [(n—k) + € (15— Npy)]

Funkcje 2 F mozemy wyeliminowaé za pomoca tozsamosci Gaussa. W réwnaniu (5.66) uwzglednia-

(Q
5

my zatem wzor (E.9) i w rezultacie skladnik Sz~ przyjmuje nastepujaca postaé:

P(ve = —k =20y — % —p— D2y + k+p+4)
F(ve + 9 + 5 +3)T (v + Y +p+2)

Ség) = 2(Npx— k) [(n—k)+ € (k— Ny |
(5.67)

Zajmijmy sie teraz wyznaczeniem sktadnika Ség). Przyjmiemy analogiczny sposéb postepowa-

nia, jaki towarzyszyl nam przy obliczaniu SE()Q). Szereg obecny w réownaniu (5.62) przeksztalcimy

zatem zgodnie ze schematem (4.63)—(4.64). W ten sposéb otrzymamy wyrazenie zawierajace sume
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dwdch szeregéw, o roznych granicach sumowania. Aby ujednolicié te granice, do szeregu rozpoczyna-
jacego sie od 1 wlaczymy (réwny zero) wyraz z n’ = 0. Wykonanie opisanych rachunkéw, wspartych
kilkoma dodatkowymi przeksztatceniami, skutkuje otrzymaniem nastepujacego wyrazenia:

o0

Ség):2<n — p) [(H - Nnn) + Enfﬁ(n - k)] Z

n'/=0

F(n,—"_/)/f’»'/ _’Yn_k_2)r(n,+7m’ —Ye—p—1)
nIT(n/ + 27, + 1) )

(5.68)

7 doktadno$cia do wspdtezynnika liczbowego wystepujacego przed znakiem sumy, uzyskane wyraze-
nie ma taka sama forme, jak wzor (5.65). Innymi stowy, zawiera ono w sobie funkcje o F identyczna
z ta wystepujaca we wzorze (5.66). Przeksztalcenie tejze funkeji za pomoca zaleznosci (E.9) pozwala
nam zapisaé, iz:

F(’Yn’ — Vs — k — 2)F(’YH’ — Yk — P — 1)F(2’Yn +k+p+ 4)

S(Q) =2 - - Nnn nkK —k
8 (n—p)(x ) +ens(n = k)] T (s + Yo + k + 3) (7 + 7w+ + 2)

(5.69)

Przyjrzyjmy sie teraz kolejnym komponentom wzoru (5.54), a mianowicie skladnikom SéQ)

oraz S§Q), danym odpowiednio poprzez (5.60) i (5.61). Ich wyznaczenie przebiega podobnie, jak
w przypadku obliczonych juz wielko$ci Ség) czy Ség). Stosujemy zatem schemat opisany wzorami

(4.63)—(4.64) i po kilku dodatkowych przeksztalceniach, otrzymujemy

s\ =0 (5.70)
oraz

Si9 = o, (5.71)

Z wyrazenia (5.54) pozostaly nam do wyznaczenia jeszcze cztery skladniki: S%Q) do S ZEQ). Obli-
czenie ich bedzie wymagalo nieco wigkszej iloéci rachunkéw. W poczatkowych etapach rachunkéw
wykorzystamy jednak ten sam tok rozumowania, ktory stosowaliémy przy wyprowadzaniu wyrazen
na elementy Ség) do SE(;Q). WeZzmy pod uwage najpierw sktadnik SEQ). Zgodnie z tym, co zostalo
przed momentem napisane, szereg wystepujacy w réwnaniu (5.55) przeksztalcimy wedlug schematu
nakreslonego poprzez wzory (4.63)—(4.64). Dostaniemy wéwczas wyrazenie zawierajace sume dwdch
szeregdw, ktorych granice sumowania sie réznia. W zwiazku z tym, do szeregu, w ktérym sumowa-
nie rozpoczyna sie od 1, wlaczymy wyraz z n’ = 0, ktéry i tak nie wnosi zadnego wktadu do jego
sumy. Na tym etapie zbierzemy oba szeregi pod znak jednej sumy, czyli:

o0

S1Y = (n—p)[(n— k) + ennlk — Now)] S

n'/=0

F(n,—'_/%ﬁ, — Tk — k_?’)r(n,"_%f’ — Yk — P — 2)
(n' = DIT(n/ 4 27,)

v (Nn’n’ +"Q/)(n,+%§’ +Nn’n’ +n+%~i +N’I’LH,)
Nn’ﬁ’(n, +7/£’ +Nn’n’ —N =Y — Nnn)

B (anli/ — Ii/)(’rl/ + Ve — Nn’/@’ + N+ + Nnn) (5 72)
anml(n/ =+ V! — Nn’n’ —N =% — Nnﬁ)

Wykonanie zmudnych przeksztalcen algebraicznych wyrazenia znajdujacego sie w nawiasie klam-
rowym po prawej stronie réwnania (5.72), przy jednoczesnym wykorzystaniu zaleznosci (4.41) oraz

. y ozwala znaczunie je u I‘OSCIC, W KOnsekKwencil czZzego wzor a rzyiymuile postac
4.75), pozwal ie je uproscié, w konsekwencji czego wzér dla S\%) przyjmuje posta

S19 = 2(n —p)[(n — k) + enn(k — Now)]| (Nos + 1)

T + v — v — b — 3D 4+ Y — Ve —p — 2
> (n + Y — (0 4y — Y — p ). (5.73)

(TL/ — 1)!F(n’ + 2’}/,4)(71/ + Vo — Ve — n)

n'=0
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W zwigzku z tym, iz wyraz z n’ = 0 powyzszego szeregu wynosi zero, rozpoczniemy w nim su-
mowanie od n’ = 1. Poniewaz jednak celem tych rozwazan jest zapisanie wyrazenia na S%Q) za
pomoca funkcji hipergeometrycznych, w dalszej kolejnosci przedefiniujemy zmienna sumowania w
taki sposob, by dolna granica rozpatrywanego szeregu z powrotem wynosita zero. Przeprowadzamy
zatem opisane przeksztalcenia, wykorzystujemy nastepnie zaleznosé (4.77) i dostajemy

S19 = 2(n— p)[(n — k) + enn(k — Now)] (N + &)

" i L' +ye =7 —k=2)T(n + v — v —p— DI + v — v —n+ 1)

. (.74
nI0(n' 4+ 29,0 + DI (0 + v — Y — 1+ 2) (5:74)

n'=0

W ostatnim kroku zastosujemy definicje (E.7) do wyrazenia powyzszego wzoru poprzez funkcje
hipergeometryczne z jednostkowym argumentem, tj.:

Ty =9 —k—=2)T (v — 7 —p— 1)
F(2’YH’ + 1)(75’ — Ve — N+ 1)

Vo ==k =2 = =P = L e —n 1
><3F2 ;1 . (575)
Ve — Ve — N+ 2, 2y + 1

S19 = 2(n— p)[(n — k) + enn(k — Nuw)] (Now + &)

)

Wyzej omowiony schemat wyprowadzenia wyrazenia na S{Q zostal powtérzony przy wyzna-
czaniu sktadnikéw Ség) do S ig). Zatem, rezygnujac z opisywania szczegdétowych rachunkéw, ogra-

niczymy sie¢ do podania w rozprawie tylko koncowych wynikéw tych przeksztalcen. I tak:

(Q _ o _ N B PO = = k= 2T (% — % — D)
52 (/’i nn) [(n k) + Enn(/f nm)} F(Q’}/H/ T 1)(’)’/@’ v —n+ 1)

Voo = Ve — k= 2,9 — Ve =PV — Ve —n+ 1
X3 Fy 1], (5.76)
Vo' — Ve — N+ 2, 290 +1

F(ve =9 —k =Dy — v —p—1)
F(Q’Yﬁi’ + 1)('75’ — Tk — N + 1)

Yo =Y~k —Lyw = —p—Lyw —w—n+1
X3y 1], (5.77)

Ség) = —2(n—p)[(k — Nax) + €nx(n — k)]

Vo — Ve — N+ 2, 290 +1

F(ve = —k—=2)T(yw — v —p—1)
F(2%@’ + 1)(’7&’ — Yk — n)

Voo =V =k =2, =Y —P— LY — % — 1
X3y I I (5.78)
Ve — Y —n+ 1, 29 +1

S$Y = 2Ny — ) (N — ) [(5— Now) + €nn(n—F)]

Uzyskanie wyrazow S§Q) do SE(;Q) w postaci uogdlnionych funkcji hipergeometrycznych stanowito

znaczng czes¢ wykonywanych rachunkéw. Aby ich suma (5.54) miala jak najbardziej zwarta postaé,
nalezy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej kazda z funkcji 3F> bedzie miata takie same wszystkie
parametry. W tym celu za pomoca odpowiednich transformacji dokonamy podwyzszenia badz ob-
nizenia gérnych lub/i dolnych parametréw tych funkcji. Niech punktem odniesienia bedzie funkcja
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3F5 wystepujaca w réwnaniu (5.75), ktéra, aby zapewnié czytelno$é nastepnych wzordéw, oznaczymy
tymczasowo przez

Vo' =V =k = 2,9 =Y =P = L,yw =% —n+1
3F2(. . ) = 3F2 5 1 (579)
Yo — Ve —n+2, 270 + 1
Aby pozostate funkcje hipergeometryczne, obecne w wyrazeniach dla S;Q) do Sig), doprowadzié¢

do postaci (5.79), nalezy przeksztalci¢ je za pomoca odpowiednich zaleznosci, zestawionych w uzu-
pelnieniu E. T tak: do funkcji 3F» wystepujacych we wzorach (5.76)—(5.77) zastosujemy relacje
obnizajaca jeden z gérnych ich parametréw, tj. wzér (E.10), natomiast w funkcji pojawiajacej sie
w wyrazeniu (5.78) nalezy podwyzszy¢ jeden goérny i jeden dolny parametr, czyli w stosunku do
tejze funkcji 3 Fy trzeba uzy¢ transformacji (E.12). W rezultacie wykonania tych rachunkéw, wzory

na SSQ) do S Z(lQ) przyjmuja nastepujace postacie:

S5 = 2(k — Now) [( = k) + €n(5 — Nyo)]

PV = —k =2 (v — v —p— DI (2v +k+p+4)
P(ve + 9w + 5+ 3)0 (s + Y +p+2)

X

+2(n —p —2)(k — Npi) [(n — k) + €nr(k — Nps)]

PV — v =k =2)L (v — 7 —p— 1)
% (..., 5.80
F(Q’YH/ + 1)(7&’ — Y — N+ 1) ’ 2( ) ( )

Sigg) = —2(n —p) [(“ — Nig) + €nr(n — k)]

Py =9 —k=2)T(vw =% —p— D2y + k+p+4)

X
L(ve + 96 +k+3)T (v + Y +p +2)

—2(n—p)(n —k — 3)(k — Npk)[(k — Nuk) + €ne(n — k)]

F('Ym’ — Y —k— 2)F(’YH’ — Ve —P— 1)
F(2’YI€/ + 1)(7&’ — Yk — N+ 1)

3By (.., (5.81)

Sig) = 2[(k = Nux) + €nn(n — k)]

o N Dy =9 =k = 2T =9 —p = DI 29 + k+p+5)
K+ Npg C(ve + v +k+3)T (v + v +p+2)

Kk — Npw

—2(n —k = 3)(n—p = 2)[(5 — Naw) + €n(n = k)] =

Py = =k =2)T(w =9 —p—1)
X Fs(...), 5.82
F(2'7ff’ +1)(’Yn’ _'Yn_n"’_l) ’ 2( ) ( )

przy czym do uzyskania wzoru (5.82) niezbedne bylo wykorzystanie dodatkowo wlasnosci (4.88)
oraz zaleznosci

(n—k=3)(n—p—2)+ (n+7+7) 0+ +k+p—n+5)
= (e + Y Tk +3) (7 + 9w +p +2). (5.83)
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Teraz mozemy juz zsumowaé wszystkie wyznaczone sktadniki Sﬁg) do Ség). W tym celu doda-
jemy do siebie wyrazenia (5.67), (5.69)—(5.71), (5.75) oraz (5.80)—(5.82) i po drobnych przeksztal-

ceniach otrzymujemy

ZS(Q 2 T(w—7%—k—-2T(vw =% —p—1)
Nok + 6 T(ve + 7 + k+3)T (9 + 70 + 0+ 2)

x{ [(Nn,{ + & )[(n— k) + €nn(k — Npk)] — (n — k — 3)[(k — Npi) + €nn(n — k‘)]}

X {Z(Nn,i —RK)+(n—p)(k+ m/)} F(W&&;;;likl;zjjlr(vsn+Vgljf; +2) 3Fo(...)
+[(k — Npk) + €ns(n — k)] (K — N )T (27 + k +p + 5)} (5.84)

Wstawienie wzoréw (5.53), (5.79) oraz (5.84) do wyrazenia (5.54) powoduje, iz szukana calka I,/o
przyjmuje postaé

nn 7/{’_7ﬁ_k_277ﬁi’_/Yﬁ_p_laryn’_%ﬁ_n"i_l
Lyg=Ag+Y Y Bo(k,p)sFs 1], (5.85)
k=0p=0 Yoo — Ve — M+ 2, 27 + 1

w ktérej wspélezynniki Ag i Bo(k,p) wynosza

A — aag n'T(n 4 27y, + 1) mi:z": ’”p
CT T Zh  32(Nar + )

— Npg) + €ns(n — k)]

D2y +k+p+5)

5.86
T(k+2v+ DI (p+2v+1D)I'(n—k+1)I'(n—p+1) (5-86)
oraz
aag n\T(n+ 27y, + 1)N2, (—)FFP
B — 0 K nk 2N,y — _ /
o) = i BN (N ) i |2Nan = 8) (1= )+ )]

(N + £ [(0 = ) + enw(t = Naw)] = (7 = k = 3) (5 = Nug) + ens(n = k)]
F'n—k+1)I'(k+2y+D)I(n—p+1I'(p+2y.+1)

X

F(ve + 9w + k430 (0 + e + P+ 2)
F(2%@’ + 1)(’7&’ — Ve — N+ 1)
Okazuje sie, iz wyraz Ag mozna jeszcze uproscic¢. Przepiszmy jego definicje w nastepujacej postaci:
aay Ny
Z4 32(Npy + K')

(5.87)

Ag = — {enn(0,5) + (5 = Nuw) f(1,5)}, (5.88)
gdzie f(0,5) oraz f(1,5) to pewne funkcje zdefiniowane za pomoca wzoru (F.1). Analiza tego typu
wyrazen zostala szczegélowo opisana w uzupelnieniu F. W oparciu o nia, a zwlaszcza o wzor (F.10),
mozemy napisac, ze

A aag ()TN, f (=)F (23 + k + 5)L(k + 5)
CT 78 2N+ i) | " KT (27, + k + DIk +5 — n)['(n — k)

k=n—4

(5.89)

Z”: (=)*T(2v, + k + 5)'(k + 5)
2’}/,@+k:+1) (k+5-n)(n—k+1)[’
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przy czym parametr €y, zostal okreslony wzorem (2.20). Pomijajac szczegély, podamy tutaj kon-
cowa postaé¢ wspolczynnika Ag:

4 2
_aay (Nnk — K) Ny, 2 2 2

+ N [10(n + ) (702 + 1407, + 492 + 5) + (n + 7,)2(5192 + 20)
+n(n + 29,)(63n? + 12607, + 3392 + 85) — 2738 + 7092 + 12|}, (5.90)

Uwzgledniajac wzory (5.87) i (5.90) w wyrazeniu (5.85), dostajemy wreszcie koficowa postaé roz-
wazanej catki I, o:

aag (Npx — k)N2
Loog = —2 1t Wrnklg D2 (% + 14ny, + 492 45

+2N [10( + 7) (Tn? + 140y + 492 + 5) + (0 + 7) * (5192 + 20)

+n(n 4 27,) (6302 4+ 12607, + 3372 + 85) — 2772 + 7072 + 12}
Il (n + 279, + 1) Ny z": z": (—)k+e

+
(Vs — Ve — 4+ 1) (Npw — £)2T (270 + 1) klp!

k=0 p=0
X [(Nos + ) [(n = k) + €n(k = Nog)] = (0= k = 3)[(5 = Nux) + nw(n = K)]|

% F(%@""’Yﬁ’ +k+3)r(’)/n+7n’ +p+2)
Fn—k+1)I'k+2y+ )T (n—p+ 1) (p+2v+1)

’YH,_f}/:‘ﬁ_k_277ﬁ/_/Yﬁ_p_]ﬂp)/lﬁl/_’}/lﬁ_n—’_]-
%3P} SIS (5.91)
Vo' — Ve — N+ 2, 290 + 1

A zatem, suma dwoch ostatnich skladnikéw indukowanego elektrycznego momentu kwadrupolowe-
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go, na podstawie (5.30), wynosi

4 2
(1) (1) — i 4o 4 NnH(NnN — /{) 1
Q—n—i—l + Q—n—l 64 74 ( 7T€Q)CB,U 462 — 1 o Npw + K

(2k — 1) — 4> 5 L (2R -4 5
2k —1)(2k—3) " " 2+ 1)(2k+3) !

X {2Nm [10(n + 9) (Tn? + 1dny, + 492 4+ 5) + (n + 7,.) (5142 + 20)

+n(n 4 27,)(63n2 + 12607, + 3372 + 85) — 27y + 7072 + 12}

n!l(n + 27, + 1) Nk
(’Yﬁ’_’Yn_n+1)(Nnn_“)2F(2'Yn’ + 1)

+8k(n + 7,@)2(7712 + l4ny, + 47,% +5)+

n_ (_)kﬂ)F(’m+7m+k+3)F(%+w+p+2)[2(Nm—/€)+(n—p)(ff+ﬁ’)}

X
klp! T(n—k+1)D(k+ 27, + DI (n—p+ DL(p + 27, + 1)

k=0 p=0

X[ (N + 1) [(n = k) + €n( = Nog)] = (0= k = 3)[(5 = No) + nn(n = B)]]

Voo =V — k=27 — V% —DP— L% =Y —n+1
X3F2 ;1 . (592)
V! — Ve — N+ 2, 29 +1

Dla zupelnos$ci rozwazan, przypomnijmy otrzymany wynik dla indukowanego elektrycznego mo-
mentu kwadrupolowego

QW =0+ .+, (5.93)
gdzie Q,(fl) wynosi
3.4 24,2 2
(1) aag k*(4k* —12p° — 1)
O 72 e By
X {Nzﬁ(5n2+10n%+4’yi+1) — k(n+9x)[26(n + 7)) + 3Nm]}, (5.94)

za$ suma Q(flliﬂ + Q(711)€71 jest dana wyrazeniem (5.92).

Autorce rozprawy nie sg znane prace, w ktorych ta wielko$é zostataby wyznaczona dla cate-
go dyskretnego spektrum energetycznego atomu. Celem zweryfikowania poprawnosci uzyskanego
wyniku, zapiszmy jego postaé dla stanu podstawowego. Liczby kwantowe opisujace ten konkretny
przypadek przyjmuja wartosci: n =0, k = —1, y = £1/2 oraz Ny _; = 1. Wobec tego mamy

o) =0 (5.95)
oraz
4
(1) aq '(2y1 +5) 6(y1 + 1)T(y1 +72 + 2)T(y + 2 + 3)
= 04 B _

-1 —2,72-—n—Lvr-7n+l
x5 F SRS (5.96)
Y2o—71+2, 2y2+1
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przy czym indeks dolny g oznacza, iz mamy do czynienia ze stanem postawowym. Jezeli w funkcji
3F5 obecnej w powyzszym wzorze obnizymy trzeci gérny i pierwszy dolny parametr, czyli zastosu-
jemy do niej relacje (E.11), wowczas rownanie (5.96) przyjmie postaé

aag (27 +5) (v1 4+ 1) (1 +72)T (71 + 92 +2)T(y1 + 72 + 3)
Q(l):sn — O 4reg)eB—t L0 1+
29 en(x) A (4meo) 7201 (27) MI2y1 +5)I'(2y +1)
YZ-Mn—2,2-—7Nn—Lr—-m
X3 Fy i1 e, (5.97)
Yo—71+1, 292+ 1

a w konsekwencji

of) = QU+ 0f) = sen(n)

a’eag B T2y +5) | ) T(v1 492 +2)0(y1 + 72 +3)
7T By 14400(271) T2y + 5272 + 1)

1 YTe—m—2,72—-7N—1L2—m
Jnt D+ o SIRS (5.98)
n Ye—m+1, 292 +1
gdzie
2p
By=HOHE _ @G0T (5.99)

— 7 =
4m ag 2eaj

jest atomowa jednostks indukcji magnetycznej, pg to przenikalno$é magnetyczna prézni, zas up to
magneton Bohra. Wynik (5.98), liniowy wzgledem B, jest identyczny z rezultatem uzyskanym w
pracy [38]; w granicy nierelatywistycznej (kiedy 7, — |k|) zbiega on do zera. Potwierdza to wyniki
wezesniejszych obliczen [35-37] tej wielkosci dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawo-
wym, przeprowadzonych na gruncie teorii nierelatywistycznej, w ktoérych czynnikiem wiodacym w
rozwinieciu zaleznoéci QM (B) byt czton kwadratowy wzgledem pola.

5.4 Podatnos$¢ krzyzowa aps_. g2

Miara wielko$ci momentéw elektrycznych (lub magnetycznych) indukowanych w uktadzie przez
zewnetrzne pole magnetyczne (lub elektryczne) moga by¢ odpowiednie podatnosci: polaryzowalnosé
(apr—pL), magnetyzowalno$¢ (aprxr—nrr) lub tzw. podatnosci krzyzowe (apr_ar oraz ayx-gr).
W ogélnosci definiuje sie je jako wspotczynniki proporcjonalnosci pomiedzy indukowanym momen-
tem elektromagnetycznym a natezeniem pola, ktére go wyindukowalo. Wyrazenie na indukowany
elektryczny moment kwadrupolowy atomu z elektronem Diraca, znajdujacy si¢ w dowolnym stanie
energetycznym, bedacy przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale, zapiszemy wiec w postaci

oW = (47e)c anri—p2 B. (5.100)

Wystepujacy w powyzszym wzorze wspotczynnik liczbowy a1, go okresla wspomniana podatnosé
krzyzowa typu magnetyczny dipol— elektryczny kwadrupol relatywistycznego atomu wodoropodob-
nego i wynosi
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aag
aM1—E2 = 740% [NZH(5n2+10n%+4%3+1) — k(1 + ) (26(n + 7)) + 3Nnn)}
’{’2(”2 — %%)(4’{’2 — 12/~L2 — 1) + ENgn(Nnn - H) 1
(4k2% —1)2 32 4r%2-1 — N + 1/

2k — 1) — 42 5 (212 -4 5
(26— 1)(26—3) " T 2r+ 1) (264 3) !

x {sz [10(n + %) (T2 + 14ny, 4+ 492 +5) + (n + 7) 25192 + 20)

+n(n -+ 29)(63n° + 12607, + 3342 + 85) — 271 + 7072 + 12]

n!T(n + 27, + 1) Npsk
(Ve =Yk —=141) (Np — £)?T (27, + 1)

+8k(n + 7,)?(Tn* 4 14ny, + 492 +5) +

n n (_)k+pF(’y,d—’y,.d+k+3)F(7,{—|—’y,i/+p+2){2(Nn,i—m)+(n—p)(/<a+/1’)}

X
E!p! F'n—k+1)I'k+2v+0)I(n—p+1)I'(p+2v+1)

k=0 p=0

X [(Nvm +K') [(n — k) + €nx (K — Nrmﬂ —(n—k-3) [(’i — Nux) + €ns(n — k)]}

Voo =V — k=2, =V —P— LY — v —n+1
x3F SIRYE (5.101)

Vet — Ve — N+ 2, 290 +1

Powyzszy wzor stanowi¢ bedzie podstawe obliczen numerycznych, ktérych wyniki zostaly przed-
stawione w rozdziale 7.
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6 Ekranowanie magnetyczne jadra atomu

6.1 Wprowadzenie

Rozwazmy ponownie relatywistyczny atom jednoelektronowy umieszczony w stabym, jedno-
rodnym polu magnetycznym B jako przyktad uktadu fizycznego, w ktorym wystepuja state prady
elektryczne, scharakteryzowane funkcja gestosci pradu j(r’), dana wzorem (2.47). Pole magnetycz-
ne wytwarzane przez te prady w punkcie 7, zgodnie z prawem prawa Biota—Savarta, dane jest
wyrazeniem
r—r'

B(r)="22 [ &3 (') x

- 47 R3 (61)

|r — /|3
Jezeli poczatek ukladu wspolrzednych umiescimy tradycyjnie w centrum omawianego systemu,
bedziemy mogli zapisa¢, iz dla » = 0, czyli w miejscu, w ktérym znajduje sie jadro atomowe, pole
magnetyczne wynosi

/ . /
1o 5 1 xj(r’)
B(0) = — dor’ ————2. 6.2
=42 [ @ T (62)
Do opisu wptywu zewnetrznego pola B na indukowanie sie zmian pola magnetycznego w tym miej-
scu zastosujemy formalizm rachunku zaburzen, przy czym ograniczymy sie do wyrazéw pierwszego
rzedu wzgledem modutu zaburzajacego pola. Uwzgledniajac w réwnaniu (6.2) wzory (2.49), (2.51)
oraz (2.53), otrzymamy zaleznosé

B(0) ~ BY(0) + BY(0), (6.3)
gdzie
BO(0) = —cc % /R 3 ds,,/\l’m”(r’)(r(; f;ga)\lf(‘” (') (6.4)

to warto$¢ pola magnetycznego w punkcie jadra atomu izolowanego, natomiast

O (9" (9’ g (p!
M (0) = —2¢c 0 / 5., YO (r" X a) U (r")
B (0) 2604 Re de T e

™
oznacza indukowana zmiane pola magnetycznego tamze pod wplywem zaburzenia.

W celu wyznaczenia sktadowych kartezjanskich wektora B(®)(0), réwnanie (6.4) przemnozymy
skalarnie przez wersor n, przy czym « € {x,y, z}. Zapiszmy te operacje w nastepujacy sposéb:

no - BO(0) = —ec ZJ &' () 20O (1) ng - () x @) TO (). (6.6)
T JRr3

Uwzgledniamy nastepnie postaé funkcji falowej (2.15), po czym caltke wystepujaca po prawej stronie

w powyzszym réwnaniu zapiszemy we wspoirzednych sferycznych, tj.:

o0
ne - BO(0) = —iec@/ dr’ ()72 PO () QW (+)
4 Jo
g o] n - (% @) ) — O - (¢ @) ()] (67
W nastepnym kroku korzystamy kolejno z relacji (A.12)—(A.14) oraz (A.37)—(A.38), po czym wy-

konujemy catkowanie po pelnym kacie brylowym, uwzgledniajac przy tym relacje ortonormalnosci
spinoréw sferycznych (A.34). Rezultatem wykonania tych rachunkéw jest ponizszy uklad réwnan:

BY) =n, BO(0) =0, (6.8)
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BY =n,. BO(0) =0, (6.9)

8k

BO _ o  BO) = —ec 0 / ar’ POGHQ (). 6.10
Wartoéé catki radialnej'? obecnej w powyzszym wyrazeniu zostala wyprowadzona w zalaczniku C.
A zatem, na mocy réwnosci wzoréw (C.19) i (C.28) oraz w oparciu o uklad réwnan (6.8)—(6.10),
mozemy napisaé, iz pole magnetyczne w miejscu jadra izolowanego atomu jednoelektronowego
Wynosi:

1651 Ny — 26(n + ve) 23

0 —
BO(0) = 4k2—1 (42 —-1) N

Bon., (6.11)

gdzie By to atomowa jednostka indukcji magnetycznej zdefiniowana wzorem (5.99).

Zbadamy teraz, w jaki sposdb zewnetrzne jednorodne zaburzenie B wplywa na zmiane pola
magnetycznego w punkcie jadra. Innymi stowy, postaramy sie okresli¢, w ktérych kierunkach wyin-
dukuje sie dodatkowe pole magnetyczne i jakie bedg wartodci poszczegdlnych jego sktadowych. Aby
tego dokonaé, w pierwszej kolejnosci do wzoru (6.5) wstawiamy wyrazenie na zaburzona funkcje
falowa (2.32), wskutek czego dostajemy

BW(0) = 22 Z—O Re/3d3r/3d3r’r_3 O ) (r x @) GO>r,7")B- (' x )T (s, (6.12)
T Jr R
lub réwnowaznie

BM(0) = [ Re / & / BV (r)(n, x @) r 2 GO, 1) (] x WO ) | B, (6.13)
R R

przy czym skorzystano tutaj z zaleznosci pg €g ¢ = 1. Warto w tym miejscu przypomnie¢ zalozenie,
poczynione juz w rozdziale 2 rozprawy, ktérego zakres obowigzywania dotyczy jednak calej pracy.
Mianowicie, przyjmujemy, iz zewnetrzne pole magnetyczne jest skierowane wzdtuz osi z kartezjan-
skiego uktadu wspotrzednych, tj. B = Bn,. W zwiazku z tym rozpiszmy iloczyn skalarny z réwnania
(6.13) w nastepujacy sposéb:

BWY(0) = -n,0,.B. —n,0,.B. —n.0..B.. (6.14)

Pojawiajace si¢ tutaj wspotczynniki liczbowe o, 0y, 1 0., okreslaja sktadowe pola magnetycznego
indukowanego przez pole zaburzajace B = Bn, odpowiednio w kierunkach osi x, y oraz z. Na mocy
réwnosci wzoréw (6.13) 1 (6.14) mozemy zapisaé, iz wynosza one

2
Re/ d3r [ a3 [nz “(n, X ) \I/(O)(’I“)FT'_2 GO, ") [nz (n! x )P (r')},
R

Jzz:_élﬂ'eg 3 R3
(6.15)
2
_ 3 3.0 O o1t =2 AO0) (0 oyt [ (0) (ot
7= poBe [ @ [ dr'[n, - (n, x @) WO 2 GO ) [ () x O]

(6.16)

T

2
v o Re [ dr [ [ (n, x @) 9O(r)]
R3

1 r 2 GO (r ¢y e’ {nz - (n. x a)u© (r')]
TEo RS

(6.17)

12Uwzgledniajac jawne postacie radialnych funkeji Diraca—Coulomba, (2.17)—(2

.18), stwierdzamy, iz dla stanéw o
symetrii k| = 1 calka ta bedzie zbiezna, jesli spelniona bedzie nieréwnos$é vy1 >

)
% Warunek ten automatycznie

implikuje ograniczenie na liczbe atomowa w postaci: Z < a_lé ~ 118.67.
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Poniewaz

prawa strona ostatniej rownoéci reprezentuje element diagonalny macierzy operatora

hermitowskiego, bez zadnych konsekwencji mozna tam pomingé¢ symbol Re.

Jezeli w wyrazeniach (6.15)—(6.17) uwzglednimy postaé¢ funkcji falowej (2.15) oraz wstawimy
do nich rozwiniecie multipolowe uogdélnionej funkcji Greena—Diraca—Coulomba (3.40), a nastepnie
wszystkie calki zapiszemy we wspdirzednych sferycznych, otrzymamy wéwczas nastepujacy zestaw

wzorow:

Orz =

Oy> =

Ozz =

—Re Z Z /dr/ dr’ r=2 ¢/

K'=—00 m=— | /H_l

(k'#0)
% [Q (MG, Q) (- (1 X @) Qi) (Ul - (], % @) )
_PT(Lg) (T)ggg (T T )Q(O)( ") (g - (1, % ) Qiop| Q) <Qm’m‘nz - (. x U)Q—Hu>
Q(O)( ) 7),4(7“’ r/)Pv(zg) (T,) (ng - (n, x U)wa|QN’m> <Q—n/m|nz ' (n; X U)Q/w>

+PD ()5 1, )P () (1 - (127 X 0) Q| Q) (| - (7 X ) i) |

(6.18)
o) |’€/|_% 00
“Re > Y [ar[Carey
K’:/*OO m—f|lil‘+% 0 0
(+'#0)

X [QE) )Gl TR ) (my - (1 X )i Q) (R - (0], % ) Q)
Dl Q) (1 - (1 X ) Q[ Q) ([ - (], x )2 )

(
(
—QMFL )l VP () (- (120 X ) Q) (| - (] X ) D)
(
(

_(0
+PT(L2) (r)g _)—),4(7"7 r/)Pég) (7"/) <ny - (n, x U)mefn’nﬁ <Qf/€’m|nz : (n/r X U')wa> }v
(6.19)
oo |“/‘*% 0o
-y ¥ / dr/ ar' 2
K'=—00 m=—|/|+1 "
(K'#0) 2

x [Q;O,Q(r)géi)”ﬁ,(r, 7',>Q$83 (r') (- (1 X ) Q| Qrin) (R - (07 X ) Qo)
QW) (s - (1 X ) Q| Q|1+ (1], X )2 )

—QW (g . TP () (s (1 X @) [ ) (| - (0], X ) )
(
(

O )P () (ne - (X ) Qi) (2l - (0] X ) ) |

(6.20)

Obecne powyzej catki katowe pojawily sie juz przy rozpatrywaniu podatnosci magnetycznej
atomu (patrz str. 28). Powtarzamy zatem rozumowanie przeprowadzone w rozdziale 4, czyli sto-

sujemy po

kolei relacje (A.12)—(A.14) oraz (A.37)—(A.38), a nastepnie wykonujemy catkowania po
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zmiennych katowych. Uwzgledniajac przy ostatniej z wymienionych operacji wzor (A.34), wykonu-
jac nastepnie sumowania po m, dochodzimy do nastepujacych rezultatow:

Oz =0, (6.21)

Oyz = 0, (622)

o [Car N {0
5 [ [T (o A2 ) e (G0

2
N i) el
2e+1)2 T 2k — 1)?

Ozz

16212 (“ + %)2 —

, . . (6.23
(4/632— 1)2 k'K k', —k+1 ( )

przy czym w réwnaniu (6.23) C,(g) (r,7") oznacza uogélniona radialng funkcje Greena (3.41).
Analizujac otrzymany uklad réwnan (6.21)—(6.23) pod katem wlasnosci fizycznych uktadu, bio-
rac pod uwage réwniez wzoér (6.14), wnioskujemy, iz w miejscu polozenia jadra jednoelektronowego
atomu Diraca poddanego dzialaniu jednorodnego pola zaburzajacego B, powstanie dodatkowe pole
magnetyczne, o kierunku zgodnym kierunkiem przyltozonego pola, lecz o przeciwnym zwrocie:

BW(0) = —0B. (6.24)

Wystepujacy w powyzszej zaleznoséci wspdlczynnik proporcjonalnosci o to tzw. stala ekranowania
magnetycznego jadra atomowego. Jej definicje stanowi wzér (6.17), a jako punkt wyjscia w dalszych
obliczeniach tej wielkosci, przeprowadzonych w kolejnym podrozdziale, obierzemy réwnanie (6.23).

6.2 Stala ekranowania magnetycznego

Przejdziemy teraz do iloSciowego wyznaczenia statej ekranowania magnetycznego jednoelektro-
nowego atomu Diraca, znajdujacego sie w dowolnym dyskretnym stanie energetycznym. W pierwszej
kolejnosci, wyrazenie (6.23) przepiszmy w postaci sumy trzech sktadnikow

0=0x+0_pt1+0_k-1, (6.25)

przy czym pierwszy z nich wynosi
0) ¢, .1
16K2 12 _ nk (T
0= - 46f : / d"”/ @' ( QW) PR(r) )r G&”(m’)r’( " ) (6.26)
K

za$ suma dwdch pozostalych dana jest ponizszym wyrazeniem:

i [ - Qu(r)
Okl +O—p—1 = _Z/o dr/o dﬂ( Q%O,Q(r) Péi?(r) )772 G,(B)(r, ')’ ( ©)

e (1)

y [(% —1P - (2a+1)° — 42 M] _ (6.27)

42k —1)2 ot + 4(2k + 1)2

Jako pierwszy wyznaczymy skladnik o,. Na podstawie (6.26) mozemy zapisa¢ go w nastepujace]
postaci:
165212

Ok = — (4,‘{2 _ 1)2 IH(J’? (628)
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gdzie
0) .1
9] ) — Qnm (T )
_ EN() 0) 2 A (0) s N
L. —/0 dr/o dr ( Qnr(r)  Ppg (1) >7‘ G, (r,r)r ( pygg)(r/) . (6.29)

Wstawienie do powyzszego wzoru rozwinigcia sturmowskiego uogdlnionej radialnej funkcji Greena
(3.43) sugeruje zapisanie calki I,,, w postaci sumy czterech sktadnikéw:

Lo = 1) + T (=2,1) + TV (=2,1) + [9(-2,1), (6.30)
w ktorej
o) = / dr 2 (Q (SO 2Ar) + PO ()T (20r))
n'=—oo n’ -1
(n'#n)
/ dr' v/ (L Q) ST 207) + PR (T (20) ) (6:31)
za$ I (a)( 2,1), f,({b)(—2, 1) oraz L(f)(—2, 1) to calki radialne okreslone za pomoca wzoréw (C.29)-

(C.31). Analiza tego typu calek, przeprowadzona szczegélowo w zalaczniku C, a zwlaszcza wzor
(C.39), pozwala nam zapisad, iz

I9(=2,1) + I9(=2,1) = 0. (6.32)
Uwzgledniwszy powyzszy wniosek w réwnaniu (6.30), otrzymujemy zwiazek
Lo = I (—2,1) + I, (6.33)

z ktérego wynika, iz wystarczy obliczyé¢ dwa sktadniki, zamiast czterech. Pierwszy z nich, czyli catke
1 (b)( 2, 1) uzyskaé¢ mozna poprzez wstawienie do wzoru (C.40) odpowiednich wartoéci parametrow
k oraz t, a mianowicie k = —2 i t = 1. Postepujac w ten sposob, otrzymamy nastepujace wyrazenie:

- N2
Ilgb)(_2? 1) = 267”@ ao

2P () QO (1) /0 T 1 P (1) Qe (7). (6.34)

Obie catki radialne wystepujace po prawej stronie znaku réwnosci w powyzszym wzorze zosta-
ly wyznaczone w zalaczniku C. Wykorzystujac zatem wzory (C.18)—(C.19), (C.26) oraz (C.28),
uwzgledniajac dodatkowo relacje (2.20), dostajemy:

&®Z (n+ ) [26(n + 7i) — Np)?
Ni. 27k (472 — 1) '

I0(=2,1) = (6.35)

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem drugiego ze skladnikéw we wzorze (6.33), czyli f,S?,O) Proces
ten bedzie wymagal przeprowadzenia znacznie wiekszej ilosci rachunkéw, totez podzielimy go na
kilka etapow. W pierwszej kolejnosci przepiszmy definicje (6.31) w postaci

7(oc0 = \71(17/'5532) \-71(_271)
Ir(ﬂg) = Z 0 _ 1 s

n'=—oo n'k

(n'#n)

(6.36)

przy czym 71 (1, ufﬁl) oraz J1(—2, 1) to calki zdefiniowane zaleznoscia (C.10). Wykorzystujac w niej
postacie funkcji radialnych (2.17) i (2.18) oraz radialnych sturmianéw (3.48)—(3.49) (przy uwzgled-
nieniu w nich warunku ' = k), dokonujac nastepnie standardowej transformacji zmiennej calko-
wania x = 2Ar, mozemy zapisac, ze

Z oo
Ji(=2,1) = 4A1)\1/](\); / dzz?= 2"
nk J0

x [LgW;)(m)L(ﬁ?f_)l(x)_ é:;%))((’;—f;nvi LEW@IE @], (637)
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gdzie A; jest dane poprzez (C.15), natomiast catke Ji(1, MEBL) opisuje wzér (C.14). Wstawiamy

zatem (6.37) i (C.14) do wyrazenia (6.36) i otrzymujemy réwnanie

(o) — a’Z n+ 27 - ’n/“
Ko T _ Z — /
Nnk 4(Nm: ’%) n'——oo N”/H(Nn/lf H)F(‘n | + 27“)
(n'#n)

- 2v:—2 o= | 7 (27%) (27x) _ (K — Nng) (K — Noic) (27x) (27x)
></O dx x e [Ln_l (x)L\n'|—1(93) (n+2%)(|n’|+2%)L” (x)LW‘ (x)

X{ - n(n - 1)(” - Nn’n)5|n’\,n—2 + n((” - Nn/ﬁ)(2n + 27, — 1)

(0)
! 1
+M7(7'03f_'—1 [(ﬁ — Nrm)(lﬁ} — Nn//g) - (n — 1)(n + 2’}/5 — 1)]>5|n’|,n1 =+ (Nnm — /g)
sy —

,u(g) +1
X (u?of {2(7"6 + 75)(2/‘9+Nnn_Nn’n) - (Nn/{"‘Nn’n)} + (Nnn+fﬁ7)(Nn’/<_Nnm)> 5|n’|,n
w1

(0)

+(n 4+ 27 + 1)(k — Npk) (
My — 1

(26 + Npw — Nprie) — (2n+ 2, + 1)) Oln/| nt1

+(k — Npw)(n+ 279, + 1)(n + 27, + 2)6|n,,n+2}, (6.38)

ktére warto przepisa¢ w symbolicznej postaci
I = I — 2] + I — 1] + I [n] + I [n + 1] + I [n + 2]. (6.39)

Taka forma przedstawienia catki 1:,(.@30) jest konsekwencja wystepowania pieciu delt Kroneckera we
wzorze (6.38). Kazda z nich wytnie z nieskonczonej sumy jeden wyraz, ktérego identyfikacje umoz-
liwiaja symbole zawarte w nawiasach kwadratowych odpowiednich sktadnikéw wzoru (6.39). We

wszystkich otrzymanych w ten sposéb wyrazeniach pojawia sie calki typu (D.26), w oparciu o ktére
mozemy napisaé

I [n —2] = a’Z nl(n + 27x) - 1
e Nnn 4(Nm€ - H)F(n + 2’7.% - 2) n'=—o00 NH’H
(n'#n)
(K — Npw)(k — Npri)
X (n , N 3) (TL T 2%{)(’” 2, — 2) (nu n ) [n/|,;n—2> (6 0)
I [n—1] o*Z nl(n + 23) c- 1

RO

"~ Nk 4(Npe — 8)D(n + 27, — 1) n,;w Nyt (Nprie — K)
(n'#n)

(K — Npi)(k — Nyig)
X [I(n—l,n—2) — T 290+ 2y — 1)

I(n,n— 1)]

2n + 2’7/@ +Nn’/i +Nnﬁ -1
Nn% - Nnﬁ -1

X{(Fd = Ny)(2n + 27, — 1) +

X [(K — Np)(k = No) — (n— 1)(n + 27, — 1)] }5,n,m_1, (6.41)
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1
Nn’n(Nn’n - ’i)

~a?Z nl(n+ 2v,)
" Npw AT (n + 2,)

Y [n) Z
n77$ >

e

Kk — Npi)(k — Npri)
(n 4 2v4)?

X {I(n—l,n—l)—(

I(n, n)]

2n + 2’7& + Nn’n + an‘i
Nn’f-ﬁ - Nnn

X{(Nnn + ﬁ)(Nn’m - Nnn) +

X [2(’@ + ) (25 + Npx — Npr) — (N + Nn/n)} }5|n/’n, (6.42)

I(n +1] =

a?Z (n+ 1) (n+ 2y, +1) i 1
Nnk AT (n 4 24) Ny (Nprie — K)

n'=—

(n'#n)

(K;_Nn,{)</<.}—Nn’H>
X [I(n —1,n) - (n+27:)(n+2v. + 1)

I(n,n+1)}

M+ 29 + Noyro + Ny + 1
X {(271 + 27 + 1) — (264 Ny — Nprio) ];Y[” — 7\[ n 1”” }5|n’,n+17 (6.43)
neK nkKk

a?Z (n+2)/(n+ 2v, +2) i 1
Ny 4F(n + 2’7;4) = —oo Nn’m(Nn’n - ’{)
(n'#n)
(’{ - Nrm)(“ - Nn’ﬁ)
(n+ 2v5)(n + 27, + 2)

I9n +2] = —

X {I(n— Ln+1)— I(n,n+2)] Ojnt | nt2- (6.44)
Pojawiajacy sie tutaj symbol I(m,n) okresla, wspomniana przed chwila, nowa klase calek radial-
nych, zdefinowanych zaleznoscia (D.26). Uwzgledniajac w powyzszych pieciu wyrazeniach wartosci
tychze calek, czyli wzory (D.27)—(D.29) wziete dla odpowiednich wartosci parametréow n i m, wy-
korzystujac ponadto wlasnosci (4.41) i (4.64) pozornej liczby kwantowej, po wielu prostych, acz

zmudnych rachunkach, otrzymujemy ostatecznie nastepujace postacie poszczegdlnych sktadnikéw
wzoru (6.39):

a®Z n(n+ ) (n + 27,)

)y = — N2 +2 )2 4
2
I +1 = 5 [25% + (N £ 2) (20 + 29 F 267 £ 1)) (6.46)

_a’Z n(n£1)(2n + 67, + 1)
N, Iye(di-1)

I n +2] = (6.47)

W ostatnim etapie obliczen dla omawianej symetri £’ = k do wyrazenia (6.33) wstawiamy wzory
(6.35) oraz (6.39), uwzgledniajac jednoczesnie zaleznosci (6.45)-(6.47). Wykonanie kilku nieskom-
plikowanych przeksztalcen algebraicznych na otrzymanym w ten sposéb wyrazeniu doprowadza nas
do nastepujacego rezultatu:

_a2Z 4k (K% — ¥2)[26(n + Yk) — Npw) + 7N (492 — 1)
me 27}6(4%% - 1) ’

Ly = (6.48)

67



ktory po zastosowaniu zaleznosci (2.13) przyjmuje jeszcze prostsza postaé, a mianowicie:

a’Z B a*Z3 2k[2k(n + 7)) — Nm]. (6.49)

Io = —
" 2N7%n N’én ’YK(4%% - 1)

W zwiazku z powyzszym, a takze w oparciu o wzér (6.28), mozemy zapisaé, iz pierwszy skladnik
stale] ekranowania magnetycznego dla jadra jednoelektronowego atomu Diraca, odpowiadajacy
symetrii k' = k, wynosi:
oz 8k’ atZ3 321312 [26(n + k) — Now)
CONZ (k120 N (4R7 - D242 - 1)
Warto zatrzymaé sie na chwile w tym miejscu i przeanalizowaé powyzszy rezultat dla przypadku
szczegdlnego, jakim jest stan podstawowy atomu. Uwzgledniajac w rownaniu (6.50) wartosci liczb
kwantowych odpowiadajacych temu stanowi, czyli kK =—1, n = 0, p = £1/2 oraz Ny = 1,
otrzymujemy wyrazenie

Ok

(6.50)

2027 293 + 1 — 4
9 m@en-1)7
[indeks dolny ¢ oznacza, iz mamy do czynienia ze stanem podstawowym] identyczne z wynikiem
opublikowanym przez Chenga i jego wspolpracownikéw w pracy [47]12.
Przejdziemy teraz do jednoczesnego wyznaczenia dwéch pozostatych sktadnikéw wzoru (6.25).
Dokladniej rzecz ujmujac, obliczymy ich sume, ktéra, na podstawie definicji (6.27), wynosi

[(%—1)2—4#25, (2m+1)2—4ﬂ25,

(6.51)

O-_]-vg =

O—ptl +O0—p—1 = Z

_ 1| Lo 6.52
— | 4(26 - 1) Wt T e ) ””“]“ (6:52)

gdzie

(0)( )
) 0 _ r
loo == [ar [“ar' (@R PR )2 60e | T ). (6.53)
0 0 " (0) (s
Pai (1)
W pierwszej kolejnosci do wyrazenia (6.53) wstawiamy rozwiniecie sturmowskie uogélnionej radial-

nej funkcji Greena (3.42). Rezultatem tego podstawienia bedzie pojawienie si¢ calek radialnych
typu (C.5), w oparciu o ktére mozemy zapisa¢ réwnanie

< T(=2,1) Ti(1, 1)

I,.i/g:— Z n'k

(6.54)

0 b
n'=—o0 /L;/L/ -1
gdzie ufl%, to wartos¢ wlasna zagadnienia (3.22)—(3.24), okreslona wzorem (3.47). W dalszej kolej-

nosci bedziemy potrzebowaé jawnych postaci catek wystepujacych w liczniku w powyzszym wzorze.
Calka 7, (1, MSBL,) pojawila sie juz dwukrotnie w niniejszej rozprawie; jej postaé okresla wzér (4.51).
Aby otrzymaé¢ podobne wyrazenie dla catki Z; (—2, 1), musimy przyja¢ we wzorze (C.7) odpowiednie
wartosci parametréw L i C, a konkretnie L = —2 oraz C' = 1. Czyniac to, otrzymujemy

| aZ I'(n+ 2v,)
Z1(—2,1) = 4)\A
1( ) ) 0 Nnn (|n/| _ 1)!(anﬁl + H/)

o3~ O Tt k= T(0|+ 0 ==k +1)
= kL Tn—k+ D0k +27+ D0 (vw — s — k +2)

x [(n — ]) (N + 6) + (58 — N ) (10| + s — Y — K + 1)] (6.55)

13 Autorzy pracy [47] przedstawili wyrazenie na stala ekranowania dla stanu podstawowego atomu w postaci sumy
dwoéch skladnikow: o = o0_1 4 042, a zatem w niniejszej rozprawie odniesiemy si¢ do obu wynikéw czastkowych,
zawartych w tej publikacji.
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Uwzgledniajac we wzorze (6.54) wyrazenia (4.51), (6.55) oraz (C.9), dostajemy nastepujaca postaé
omawianej catki radialnej:

o2
[, = Z nll'(n+ 2y, + Z Z

f (k,p
Nzn 4( nn_"f =0 p—0 k'" 7 )
X i (| + v — 9 =k + DT + 70 — v =D = 2) Nyrr — &
‘nl|lr(|nl| + 2/716’ + 1) Nn’n’

(7= B) (N ) + 5 = N (] 4+ 3 = 3 — e+ 1)

(0)
U + ]-
: {M?ofl [(n =) (N + ) + (k= Now) (|0 + 70 =5 —p — 2)}
Hn’lil -

= (8 = Nuw) N + /) + (0= D) + 30 =3 =2 = 2)] } (6.56)

Podczas wyprowadzania powyzszego wzoru wykorzystano wlasnosé (4.41) pozornej gtéwnej liczby
kwantowej; wprowadzono ponadto tymczasowe oznaczenie

D(ve + 9w +k—1)

folb) = 2y DT — e — b+ DT~k + 1)

(Ve + v +p+2)

X . 6.57
T(p+ 29 + D — 9 —p— DT —p+ 1) (637
Przepiszmy teraz rownanie (6.56) w nastepujacej postaci:
a®Z n!T'(n + 2. —|— 1) 8 )
Ly, = (k S . 6.58
MO T N2, A(Npw — k) kz:()pz:o kl I f" P ; (6.58)

Rozlozenie szeregu z réwnania (6.56) na sume o$miu sktadnikéw ma na celu zapewnienie maksy-

)

malnej przejrzystosci przeprowadzanych tutaj obliczen. Poszczegélne elementy wyrazenia Z§:1 Si(a
WYnosza;

o0

(o) _ F(’nl‘ + Y — Ve — k + 1)F(’Tb/‘ + V' — Ve —P— 2)
h = (n—k)(n—p) Z W ID(|n/| + 27, + 1)

n/=—o0

% |’I’Ll| +7f€’ + Nn’n’ +n+ s + Nn;{ (Nn/,{/ — K’)(anﬁ/ —+ /{,/)2

, 6.59
|n,|+'Yn’+Nn’n’ —n =Y — Npg Nyt ( )

e}

S = (n—k)(k— Nuw) S

n'=—oo

F(|n/‘ + V! — Ve — k+ 1)F(|n/’ + Vet — Ve — P — 1)
W] + 29 + 1)

’n/| + Ve + Nn’n’ +n+ v+ Nn,{ (Nn’n’ — ’Q/)(Nn’m’ —+ n’)
7| + Y + Nprr — 1 — Y — N Ny ’

(6.60)

e}

S = (n—p)s—Nu) Y

n/=—oo

(|| + v — v =k +2)T(I0'| + 90 — Y — D — 2)
[/ |'T(|n/| + 279 + 1)

% ’n/‘ + Vr! + Nn’li’ +n+ Y + Nn,{ (Nn/,.;/ — "Q/)(Nn’fi’ —+ /{’)
’n/‘+75’+Nn’n’ _n_’)//@_Nnn Nn’n’ ’

(6.61)
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[e.9]

L[ + v — e =k +2)0(0 [+ 9w =% —p— 1)
S(O’) o _N 2 K K K K
(o )” 2 W+ 200+ 1)

n/=—oo

‘n/’ +7n’ +Nn’n’ +n+fYI€ +N’rm NTL/H/ - H/

6.62
‘TL/’ + Vet + Nyrr — 1 — v — Npg Ny ( )
— L[ +9 = =k + D7+ 9 — 9 —p—2)
S = (0= k) (Npw — K o u K r
5 ( )( nK )n/:Z_oo ]n’|!f‘(\n’|+2’y,€/+1)
N/ !/ — / N/ ’ /2
— HJ\;(/ - i (6.63)
n K
— L[+ = —k+ D00 |+ 9w — 9 —p— 1)
S — _(n—k)n— ul ul il K
: (n=km=r) 3. W] + 230 + 1)
N/ !/ — / N/ ! !
Pt TR (6.:64)
n K
S(U) — —(IQ—N )2 i F(|n,‘+7n’_'YK—k:+2)F(|n,‘+7n’_'Yﬁ—p_Q)
' R /[T ('] + 270 + 1)
N,i.i — (N, /
' *;V)( — ) (6.65)
nK
> T(|n’ i =, —k+2)T(|n’ r—~e—p—1) Noior — K
Sé") = (n_p)(Nrm_l‘&)Z (I |+ 9w = =k +2)L (|0 |+ 790 =7 —p—1) Npr /‘{7 (6.66)

. |TL/"F(|TL" + 2’)/,4 —+ 1) Nn’n’
przy czym podczas formowania wzoréw (6.59)—(6.62) skorzystano z zaleznosci (3.47).
Przejdziemy teraz do wyznaczenia kazdego z osobna z tych oémiu sktadnikéw. Jako pierwszy
wezmy pod uwage wyraz SéX). W szeregu wystepujacym w wyrazeniu (6.63) dokonamy zamiany
sumowania z y i (...) na > o7 _g(...). Te czynnos¢ wykonamy w dwéch krokach. Najpierw

wykorzystamy schemat opisany wzorami (4.63)—(4.64), w efekcie czego otrzymam;
Yy Yy y p y , g Yy y

T+ =Y —k+ DT (0 4+ =Y —p—2) (Nyrr +6) (N — K)?
S(a):(n—k)(N —H) K K K K n'K n'K
5 e n,z::l n\T(n/ + 2y + 1) — N,y
+ i D'+ 79w =y —k+ DI (0 4790 =7 —p—2) (Nww _’{/)(Nn’ﬁ’+ﬁl)2 (6.67)
o nI0(n/ 4+ 279, + 1) Nyt yor ' '

W nastepnym kroku do szeregu rozpoczynajacego sie od 1, wlaczymy wyraz z n’ = 0, ktéry i tak
nie wnosi zadnego wktadu do jego sumy. Po prostych przeksztalceniach dostaniemy

- = D + 7 = =k + DI (0 + 70 =% —p—2)
S — _9(n — k)(k — N i i : 6.68
5 (n )(K )n/Z:o (' — D)IT(W + 27,) ( )
lub réwnowaznie
T+ — v —k+2)T(0 + 70— —p—1)
S~ _9(n — k)(k — Ny — Ll— . 6.69
5 (n )(k )n’z::o WD (0 + 27,0 + 1) ( )
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Powyzszy rezultat mozna jeszcze przeksztalcié, korzystajac z uogdlnionych funkceji hipergeometrycz-
nych, ktorych definicja i najwazniejsze spelniane przezen relacje zostaly przedstawione w uzupet-
nieniu E. Uwzgledniajac zatem we wzorze (6.69) definicje (E.6), znajdujemy w nim funkcje oF; z
jednostkowym argumentem:

(o) (v =9 =k +2)T (v — v —p—1)
= 2(n—-k — Npw
SS (n )(K’ ) F(Q’YN/ + 1)
Vo — Ve —k+ 2% = —p—1
Xo I 1. (6.70)
2")/“/ +1

W ostatnim kroku do funkcji o2F7 zastosujemy tozsamos$é Gaussa (E.9), w konsekwencji czego
dostajemy ostateczne wyrazenie na sktadnik Séa) w postaci

F(’Yﬁ’ — Ve — k + 2)F(f}/n’ — Y —P— 1)F(2’y,§ +k +p)

S = —2(n — k) (k — Nux 6.71
’ (7= k) = Noe) (v + Y + b = DD (e + % + D+ 2) (671)
Postepujac analogicznie, dla sktadnika Ség) dostajemy
o F(%@’ — Ve —k+ Z)F(’YH’ — Tk —P— 1)F(2’Y/€ +k+ p)
S = —2(n - p)(k — Nys . (6.72
s ( p)( ) F(%{'*"Yﬁ’ +k— 1)F(7ﬁ+’7/n’ +p+2) ( )
Wyznaczenie wyrazéw Ség) i S§a) przebiega w podobny sposob; otrzymujemy
S\ =, (6.73)
S\ = o. (6.74)

Przejdziemy teraz do obliczenia pozostalych sktadnikéw wyrazenia (6.58), czyli S%U) do Sig).

Przyjrzyjmy sie najpierw réwnaniu na Sig), czyli wyrazeniu (6.59). Obecny tam szereg przeksztal-
cimy zgodnie ze schematem (4.63)—(4.64), po czym do sumy rozpoczynajacej sie od 1 wlaczymy
(zerowy) wyraz z n’ = 0. Dostaniemy wéwczas wzér zawierajacy sume dwoch szeregéw o jednako-

wych granicach sumowania. Dodajac je do siebie, otrzymujemy

o0

ST = n—k)m-p) Y

n'=0

L+ v — v —k+ 1T +90 — 9 —p—2)
(n' — DIT(n' 4 27,)

% (Nn’n’ + H/)<nl +7m’ + NTL’H/ + n+7/i +Nnn)
Nn’ﬁ’(n, + Ve + Nn’n’ —N =% — Nnﬁ)

_(anli’_R/)(n,—i_"}/fi’_Nn’li’—i_n—’_f)/ﬁ—i_Nnﬁ) (6 75)
Nn’m’<n/ + Ve — Nn’n’ —N =" = Nnn)
Dalsze przeksztalcenia algebraiczne transformuja wzér (6.75) do postaci
S17 = 2(n— k)(n = p)(Nuw + 1)
o i L(n 4 v — Yx /—' k‘—i—/2)l—‘(n/+7ﬁ/ —f/y,i —p—1I(n 4+ v — v —n—l—l)7 (6.76)
s nIT(n + 2y + DI + v — Y —n+2)
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ktora, w oparciu o definicje (E.7), mozemy przepisa¢ z uzyciem funkcji hipergeometrycznej sFy z
jednostkowym argumentem:

F(ve = —k+2)T(y — v —p—1)
P(2'7/€’ + 1)(7/{’ — Ve — N+ 1)

V! *’Yn*k+2a’7ri’*'Yﬁ*pflvq%’*'Yn*nJrl
><3F2 ;1 . (677)
Ve — Ve — N+ 2, 290 +1

Sfa) = 2(n—k)(n —p)(Npx + )

Analogicznie otrzymuje sie

L(ve — v — b+ 2)L (Ve — 76 — D)
F(2’7,{/ + 1)(%{’ — Tk — N+ 1)

S = 2(n — k) (k — Now)

Yoo = Ve =K+ 2% = Ve =Py Y — Ve — e+ 1
><3F2 ;1 y (678)
Vo' — Ve — N+ 2, 2y + 1

(Ve = =k +3)C (v —7 —p—1)

o) _ _
S57 = 2(n—p)(k— Nux) D2y + (v — 6 —n+1)

Voo = Vs = k3, =Y =P = LY — e —n A+ 1
. 1], (6.79)
’YH/—’}/H—n+27 2’)%/_‘_1
- Dy =9 =k +2)L (3w =9 —p—1)
S() = 9k_N 2N —I*i/ K K
4 ( ns)” (N ) (27, + 1)(’7,4 D)
Vo =V —k+ 290 = —P—Lyw = —n
o 1 (6.80)
Yoo =Y =+ L 270 +1

Majac na celu uzyskanie jak najprostszego wyrazenia dla sumy Z?Zl Si(g), funkcje hipergeome-
tryczne obecne w wyrazeniach (6.78)—(6.80) przeksztalcimy do postaci funkcjil* 3F»(1) obecnej w
réwnaniu (6.77), ktéra tymczasowo oznaczymy symbolicznie przez

Vet — Ve — N+ 2, 290 +1

Yoo =V —k+2,% =V —p— Ly =% —n+1
sFy(...) =3 i1 (6.81)

Przechodzac do konkretéw, do funkeji 3F5 wystepujacych w réwnaniach (6.78)—(6.79) zastosujemy
relacje (E.10), ktéra efektywnie obnizy jeden z ich gérnych parametréw o 1, natomiast te¢ widoczna
we wzorze (6.80) przeksztalcimy wedlug transformacji (E.12), podwyzszajacej trzeci goérny i pierw-

szy dolny parametr o 1. Wykonanie tych przeksztatcen skutkuje otrzymaniem sktadnikow 5’50) do
S ia) w nastepujacych postaciach:

Dy =9 =k +2)T (v — % —p— DI'(2y + k +p)
Py + v +k =D (vs + Y +p+2)

S$7) = 2(n — k)(k — Nuy)

Pvw =y —k+2)T(w — v —p—1)
F(Q’Vn’ + 1)(7/4 — Yk — N+ 1)

+2(n—k)(n —p—2)(k — Npk) 3fy(...), (6.82)

14Zapis 3F(1) uzywany jest czesto w literaturze do oznaczania uogélnionych funkcji hipergeometrycznych z jed-
nostkowym argumentem.
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(v — v —k+2)T(ve — v —p— DI'(2v + k +p)
F(VR + Yr! + k — 1)F(7H + Yr! +p + 2)

S = 2(n — p)(k — Nuuy)

F(ve = —k+2)T(ye — v — D0 —

1)
L2y + 1) (Ve — e —n + 1) s£5(...), (6.83)

+2n—p)(n —k+1)(k — Npx)

S(U) - _9 (ani — /4"/)2 F(%@’ — Ve T k+ 2)1—‘(%{’ ~— V& —P— 1)F(2’Yn +k+p+ 1)
4 Ny + K/ P(ve 4+ v + k= DI (e + 7 + 0+ 2)

(N — '“5)2
Nuw + K

F(ve =9 =k +2)T (v — v —p —

+2
L2y + 1)y — v —n+1)

(n—k+1)(n—p—2) Y.m(.). (654)

Uzyskanie wyrazenia na Sia) w postaci (6.84) wymagalo uzycia wzoru (4.88) oraz zastosowania

relacji

(n—k+1Dn-p=2)+ 0+ +7) 0+ +k+tp-—n+l)
=t +k=1(v+w +p+2). (6.85)

W celu wyznaczenia sumy S5, Sl-(a) dodajemy do siebie wyrazenia zawarte we wzorach (6.71),
(6.72)—(6.74), (6.77) oraz (6.82)—(6.84) i dostajemy:

o) —2 F(%@’_75_k+2)r(7n’_7n_p_1)

gl _
v Npw + K T(ve + v + k= DIl(ve + 9 + 0+ 2)

1

8

(2

C(ve + 9w +k = DD (ys + Y +p +2)
F(2’Yn’ + 1)(7&’ — Ve — N+ 1)

X {(Nm — k) T2y +k+p+1)+

X (N = 1) = (0= k) (5 + K] [2(Now = £) + (0 = p) (5 + 1) s Fa.. .)}. (6.86)

Uwzgledniajac w réwnaniu (6.58) wzory (6.57), (6.81) i (6.86), otrzymujemy rozpatrywana caltke
radialng w postaci

In’U:Aa + Z Z Ba(kyp) 3k

T~V =kt 29 =Y P Lyw — e —ntl
1], (6.87)
k=0 p=0

Vo' — Ve — N+ 2, 29 +1
gdzie

B o?Z Np.—kK
7 N2 2(Np. + K)

A nIl'(n + 2y, + 1)

o~y O 2y +k+p+1)
" lfzg)z;) Ep! T(k+2v.+ 1D (p+2v%+1D)I'(n—k+1)T(n—p+1)’ (6.88)

za$ wspblezynnik przy funkcji s F» stojacy pod znakiem podwdjnej sumy dany jest wyrazeniem

a®Z  nall(n+2y+1) ()" T(ys + 9w +k = DI (9 + 9w+ +2)
N72m 2(Npy — K)(Npw + ') Klp! L2y + 1) (Ve — 7 —n 4 1)

B, (k,p) =

(N = ) = (0 = k) (5 + 1) [2(Nos = 8) + (n = p) (s + )|
Fn—k+1I'(k+2v+1)In—p+1)T(p+ 27y, +1)

(6.89)
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Sprébujmy jeszcze nieco uproscié¢ formule dla A,. Przepiszmy ja w nastepujacej formie:

a?Z Np.— K =
= 2N7gm Nnn—f‘/ﬁ}/f(l’l),

A, (6.90)

przy czym f (1,1) to wyrazenie zdefiniowane poprzez wzér (F.1). Postugujac si¢ kilkoma elementar-
nymi wlasnosciami funkcji gamma Eulera, mozna czynnik f(1,1) doprowadzi¢ do znacznie prostsze]
postaci. Szczegdly tych przeksztalcen zostaly przedstawione w uzupelnieniu F. W oparciu o wzoér

(F.10), mozemy zapisacé, iz

2Z Npw — —)FI(k+1
Ay = (- 22 Do — 8 (=) Tk+1) . (6.91)
2N2, Ny +r |KIT(k—n+1)T(n—k+1) .
Poniewaz wyrazenie w nawiasie kwadratowym dla warunku & = n wynosi (—)", dostajemy
2Z Nk —
a2 P (6.92)

° T 2N2. Ny + K

Konsekwencja formuly (6.92) jest nastepujaca posta¢ omawianej catki radialnej:

7 B a2Z N —k - n!l(n + 27, + 1)
mo 2N2, Ny + K (Npww — £)?(Ver — v —n+ 1T (29 + 1)
x O o Py + 9 + k= DIy + 9w +p+2)

im= kb T(n—k+ DI(k+ 29+ D00 —p+ DI'(p + 27: + 1)

X [(Nm — k) —(n—k)(k+ H’)} {2(]\7,”i — k) + (n—p)(k+ n’)}

Vo' — Ve — b+ 2,7 — =P =Ly — 7 —n+1
X 5 F (1 5. (6.93)

Vet — Ve — N+ 2, 290 +1

W dalszej kolejnosci, do funkcji gF> wystepujacej w powyzszym wyrazeniu zastosujemy relacje
(E.17), tj.:

I

Vo' = Ve —k+2,% =V —P— Ly = —n+1
3bh ;
Vo — Ve — N+ 2, 2y +1

IF'2ve + DI 2y +k+p+1)
Ly + 9 + ) (s + 3 +k+p—n+2)

k—n, p—=n+3, Y —7-—n+1
w3 1. (6.94)
75+7&’+k+p_n+27 Vo' — Ve — N+ 2
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Uwzgledniwszy powyzsza réwnos$é we wzorze (6.93), dostajemy

a2Z N, —k n!l'(n + 27, + 1)
Loy 1
(NTLK/

2N1%n Ny + K - /41)2('7/4 — Y — N+ 1)F(’71€ + Ve + TL)
S ()P Py + e + k=Dl (y + 9w + P+ 2T (2 +k+p+ 1)

X
= Kt Tn—k+ 10k + 2y, + DE(n—p+ 1I(p + 29x + 1)

[(Nm —k)—(n—k)(k+ m’)} {Q(Nm —k)+(n—p)(k+ /@’)}
C(ve + Y +k+p—n+2)

k—n, p—n+3, v —7%-—-n+l
X3 Fh 1] . (6.95)

X

Ve + Ve +hE+p—n+2, 7/@’_'7H_n+2’

Poniewaz w granicach sumy Y ;_, wyrazenie k—n jest liczba calkowitq niedodatniq, stwierdzamy, iz
szereg obecny w powyzszym wzorze w postaci funkcji 3F5 urywa sie, tzn. staje sie sumg skonczona
ze wzgledu na pierwszy z jej gérnych parametréw. Cate wyrazenie na I,s, wyraza sie wiec de facto
poprzez potrdjna, ale skonczona sume funkeji elementarnych.

Okazuje sie, iz uzyskany wynik (6.95) mozemy jeszcze uproscié¢, w tym sensie, ze po wykonaniu
pewnej ilosci operacji na funkcjach hipergeometrycznych bedziemy w stanie pozby¢ sie z wyrazenia
przynajmniej jednego symbolu sumy, co w znacznym stopniu skréci czas obliczen numerycznych,
ktorych wyniki zostaly zaprezentowane w rozdziale 7. Wykorzystujac fakt, iz jeden z gérnych pa-
rametréw funkcji sF» wystepujacej w réwnaniu (6.95) nalezy do zbioru liczb Z_ U {0}, a takze w
oparciu o relacje (E.19), mamy:

k—n, p—n+3, Y —7%-—-n+l
3 i1
YotV +hk+p—n+2, Yo =y —n+2

I+ w +n =D+ 9w +k+p—n+2)
P+ 9w + k=D (e + 7w +p+2)

k—n, p—n+3, 1
X3F2 ;1 . (696)
Vo' — Ve =N+ 2, =V — YV — N+ 2

W zwiazku z powyzszym, wyrazenie na omawiang calke radialng przyjmuje nastepujaca forme:

a2Z N —k n!l(n + 27, + 1)

1. 1+
"o 2N1%H Nnm +5/{ (Nnn - "4')2(7/6’ — Ve — N+ 1)(7& + Ve + 1 — 1)

D ZL ()R 2y +k+p+1)

X
P o Elpl Tln—k+1DI'(k+2v+1D)(n—p+DI(p+ 27, + 1)

X [(No = ) = (n = k) (5 + K] [2(Nos = 8) + (0 = p) (5 + 1)

k—n, p—n+3, 1
X 3Fy 1 . (6.97)

7&’_75_n+27 _’YH’_%@_n_‘_Q
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Jezeli funkcje 3F» z powyzszego wyrazenia rozpiszemy zgodnie z definicja (E.7), tj

k—n, p—m+3, 1
3 i1
7/{’_’}%_”_‘_27 _IYK/_’YH_n+2
_Tlw = —n+2)I(—yw — 1 —n+2)
I'k—n)l'(p—n+3)

XZ I'm+k—n)l'(m+p—-—n+3)T(m+1)

, 6.98
m'rm+7n’_’Yn_n+2)r(m_7n’_’}/n_n+2) ( )

po czym wzér (6.98) uwzglednimy w réwnaniu (6.97), gdzie nastepnie dokonamy zamiany kolejnosci
pomiedzy sumowaniami po indeksach p oraz m, otrzymamy wowczas

In/a:

a?Z Nu. —k B nll'(n 42y, + DIy — v —n 4+ DI (—ye — 7 — 1+ 1)
2N72m Npw + K (Nm: - H)z

(=)PT(m 4 k = n) [ (Nug = &) = (n— k) (5 + )]
X l;)mzzo ET(n—k+ 1Tk + 27 + DIk — n)T(m+70 —ve—n+2)T(m—"ye — v —n+2)

Xz": —PT2v+k+p+1)I'(m+p—n+3)
o cpll(n—p+1DI(p+2y +1I(p—n+3)

[2(Nos = &) + (n = p) (5 + 1) } (6.99)

W kolejnym kroku zapiszemy powstate wyrazenie w symbolicznej postaci

I a’Z Npw—k [ a0 +27 4+ D0y — s —n+ DI (—yw = —n+1)
YO ONZ, N + K (Npw — )2
X kz%) ZO %l |: nk /f) - (n - k)(/@ + /ﬂl)} [Q(Nnn - /i)Sl(k,m) + (Kl + K?/)S2(k', m)]
I'(m+k—n) (6.100)
T(n—k+ DTk~ 27 + DTk — n)T(m+ye —ve— n+2)T(m—yo —vx—n+2)’ '
gdzie
—~ ()PP +k+p+D(m+p—n+3)
Si(k,m) = 6.101
(ks m) pz_;)p!F(n—p—i- DI(p+2y.+1I'(p—n+3) ( )
oraz
i 27N+k+p+1)F(m+p—n+3) (6.102)

- —p)T(p+27% + I'(p—n+3)
Goérne granice sumowania we wzorach (6.101)—(6.102) zostaly rozciagniete od n do nieskonczonosci,
gdyz wyrazy z p € [n + 1;00) nie wnosza zadnego wkladu do tych sum.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia skladnikéw Sy (k, m) oraz Sa(k, m). Zacznijmy od pierwszego
z nich. Jezeli w wyrazeniu po prawej stronie réwnania (6.101) zastosujemy relacje (F.3), a nastepnie
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wykorzystamy definicje (E.7), wéwczas bedzie mozliwe przepisanie wzoru na Sp(k,m) z uzyciem
funkcji hipergeometrycznej z jednostkowym argumentem, tj.:

(2 k4 D (m — 3 -n, 2y« +k+1, m—n+3
Si(em) = LRyt EHDIm=n+3) o 1], (6.103)
F(n+ 1B = n)(2y, + 1) 29 +1,3—n
Dalej, funkcje 3F» z powyzszego wzoru poddamy transformacji (E.19) i dostajemy:
D29, 4+ k 4+ DT (m — 3\l -n, -k, m—n+3
81 (kym) = =) ('7+ + U0(m —n+3)m! o 1] . (6.104)
2n!T (29, + HI(m —n + 1) 29 +1, m—n+1

Do wyznaczenia skladnika Sa(k,m) wykorzystujemy identyczny schemat, jak ten przedstawiony
powyzej. Pomijajac zatem szczegotowe przeksztalcenia, zaprezentujemy tutaj tylko wynik koncowy
tego etapu obliczen:

—)" LT (29, + k + D)L (m — n + 3)m! —n+1, =k, m—-n+3
SQ(k,m):() (2v )I( ) B

2(n = D02y, + HI(m —n +2) 27 +1, m—n+2

: 1) . (6.105)

Jezeli do funkeji hipergeometrycznych, obecnych we wzorach (6.104)—(6.105), zastosujemy odpo-
wiednio relacje (E.15)—(E.16), otrzymamy wéwczas

Sk, m) = (=)"m!IT(m —n+3)I'(n+k+ 27y, +1) . 2nk
1 m) = 2n!T(n + 27y, + DNI'(m —n+ 1) (m—n+1)(n+k+2v)
n(n—1)k(k —1)
+(m —n+1)(m—-—n+2)(n+k+2y, —1)(n+k+ 2%)] (6.106)
()"l (m = n+ 3)[(n + k + 27,) k(n—1)
S2(ksm) = = i+ 29T — 0 5 2) l (m—n+2)(n+k+ 29, 1)]‘ (6.107)

Wstawienie dwéch powyzszych rezultatéw do réwnania (6.100) skutkuje otrzymaniem wyrazenia

Ty = 22 N"“_”{ ()" L = = 1+ DL (s =70~ 1+ 1)
Ko — -

2N2,. Npy + K N,. — K

n_ (—)F F(m—l—k—n)l“(m—i—l){(]\fm—m) - (n—k)(/i—i-/i/)}
: ;;sz KID(n — k + 1)L (k + 27, + DI (k — n)L(mA+7y0 —ys— n+2)T(m—"w =7 —n+2)

=0

X [(m—njt1)(m—n+2)1“(n+k:—|—2%+1)—|— [2n/~c—(/f—l—/ﬁ’)(Nm—l—/ﬁ)}(m—n—i-Q)

xI'(n + k4 27v,) + k(n — 1)[n(k —1) = (k+ K ) (Nnx —i—/i)}F(n—&— k+ 2y, — 1)] }

(6.108)
Na potrzeby dalszych rachunkéw zapiszemy je nieco inaczej, a mianowicie:
IR,O— = a22Z Nnﬁ . 1 - (_)nr('}/ml — rYR -n + 1)]'_‘(_75’ - ’Yh‘, —n + 1) iMz I
2Nnn N+ Ny — K i=1
(6.109)
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gdzie poszczegdlne sktadniki M; (dla i = 1,2,3) wynosza:

n (D) T(n+k+ 2y, + 1)[(Nm —k)—(n—k)(k+ /@’)}

My = = KID(n — k + DD (k + 2y, + DT (k — n)
X T(m+k—n)L(m+ 1T (m+1)[m? +m(3—2n) + (n—1)(n — 2)]
8 mg:o mlr(m‘F%f’ — Ve — n+ 1)F(m — V' — Ve — n+ 1) ’ (6‘110)
n (=) T+ k4 290) [(Naw — K) = (0 = k) (5 + )| |20k = (5 + &) (N + 5)]
Mé:kﬂ EIT(n—k+ DL (k + 27, + D (k — n)
I'm+k—n)l'(m+1)T(m+1)[m+ (2 —n)]
XZm'Fm—l—'yﬁx—fyﬁ—n—l—l)f‘(m—'y,{/—'yﬁ—n—i—l)’ (6‘111)
n (T4 Ek+ 2y — 1) |nk—1) = (k + ) (Npw+k)
My = (n—1)) ! [ }

(k—1)T(n —k+ 1)D(k + 27, + DT(k —n)

o

, L(m+k —n)D(m + DC(m + 1)
X [(Nnn—ﬂ)—(n—k)(’{'_}"% )] n;om|r(m + Yt — Y — N+ 1)F(m — V! — Ve — N+ 1) '

(6.112)

Kazde z otrzymanych wyzej wyrazen zawiera juz tylko podwdjng sume. Okazuje sie jednak, iz jedna
z nich, te, w ktérej sumowanie odbywa sie po indeksie m, mozna wyeliminowaé. Specyficzny sposob
zapisania wyrazenia pod ta nieskonczona sumg pozwala na odnalezienie tam uogélnionych funkcji
3Fy 7 jednostkowym argumentem. A zatem, wykorzystujac definicje (E.7), mozemy zapisaé

n (=) T(n 4 k4 29+ 1) [ (N = 8) = (0= k) (5 + /)]

M=
! kzz:o ET(n —k+ DL(k + 27, + 1)

{ (n=1)(n—2) o o Lo .
L (v =¥ —n+2)0 (=0 =7 —n+2) V! — Ve —N+2, =V — Y —N+2

2(n — 2)(n — k) k—n+1, 2, 2
+ Vi) i1
Ly =7k =n43)0 (=Y —Ye—n+3) V! =V —N+3, =V — Ve —N+3

342 ) )
(v =7 —n+4)0 (= =7 —n+4) Vit =V —N+4, =Y — YV —n+4

(6.113)
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n (<) T+ k4 290)[(Now = 5) = (0 = k) (5 + 1) | [20k = (5 + &) (N + #)|

My=Y"
= KT (n— k+ 1)T(k + 29, + 1)

y (2—n) ) k—n, 1, 1 .
L(v =Y —n+2)L (= = —n+2) V! — Vs —N+2, =V — Vs —N+2 7

k—n k—n+1, 2, 2
+ ( ) 3Fh ;1 ,
F(%{/ _fyn_n—i_?))r(_’yﬂl —’yﬁ—n—l—S) V! — Ve —N+3, =Y —V—Nn+3

(6.114)
o (Dt b+ 29) [(Now = 8) = (0= k = 1) (5 + )]
My = —1
D B R T [ s ST )
k—n-+1, 1, 1
X [nk = (5 + 1) (N + 1) | 3P 1] . (6.115)
Vil =V —N+2, =Y =Y —n+2

Jesli ostatnie trzy wyrazenia uwzglednimy w réwnaniu (6.109), przekonamy sie, iz udalo sie¢ nam
uzyskaé¢ zamierzony efekt, czyli ograniczy¢ liczbe sum w koncowym wzorze na I./,. Mamy bowiem
juz tylko pojedyncza sume po indeksie k, a pod nig kilka funkcji 3 F». Niestety, nie kazdy z szeregéw
obecnych pod postaciami tychze funkcji, wystepujacych w wyrazeniach (6.113)—(6.115), urywa sie.
By uzyskaé¢ taki efekt dla funkcji hipergeometrycznych nie posiadajacych tej wlasnoéci, nalezy je
przeksztalci¢ odpowiednio za pomoca relacji (E.13) i (E.14).

Zapisanie wyrazenia na 2?21 M; — a w konsekwencji réwniez na catke radialng I/, — w jak naj-
bardziej zwartej postaci, wymaga przeprowadzenia bardzo dlugich rachunkéw, totez w rozprawie
ograniczymy sie do podania ostatecznego wyniku dla omawianej catki. A zatem, podstawiajac do
wzoru (6.109) zaleznosci (6.113)—(6.115), uwzgledniajac przy tym relacje (E.13)—(E.14), otrzymu-

jemy:
7 B a?Z Np. —k 14 (=)
e 2Ny2m Npw + K (Nmf - K)(’Y,{/_’Y,i_n+1)(’YH/+'Y,§+n—1)
n Y
STtk
2 BT (2y, + k+ 3)T(n — k + 1)

k—n, 1, 1
X lwl(mvﬁlakan)3FQ i1
Vo' =V —n+1, =Y —Y—n+1

k—n, 1, 1
+Wa(k, K k,n)3Fy i1
’Yn’—Vn—n-Ha _’YH’_fyn_n"i_Q

k—mn, 1, 1
+Ws(k, k', k,n)3F ;11} (6.116)
V! =V —N+2, =V —V—N+2

gdzie Wi(k, k', k,n) (dlai = 1,2,3) to wyrazenia bedace wielomianami wzgledem liczb &, £’, k oraz
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n; ich jawne postacie sa nastepujace:
Wi (k6 ko) = 29+ k+n) 2y +k+n+ D)y + Y +1n— 1) (9 — Y +n — 1)

X [(27% + k4 1+ 2) [(Now—r) = (n—k) (5+#)] + 2n(x + )], (6.117)

Wa(k, k' kyn) = (e — 9 — 1+ 1){(2% F k4127 4k +2) [(Npw—r)— (n—k) (k4]
X [(29 + 1)(27% + k + 1) = (5 + &) (Vs + 5)]
+(27 + k +2) [(Ng— k) — (n—k—1)(k++)]
X (2027, + k) (270 + k4 n) — (n — 1)(5 + &) (N + £)]

+n(n = 1)(27s + bk +1)(2% + 2k — 1) [(Naw—r) — (n—k—2)(s++)] }, (6.118)

Ws (ki k' kyn) = (Ve — v + k= 1)(27 + & +2) [(Npw— k) = (n—k—=1) (£ ++")]
< [2n(e — Y + 1) 27 + k +n) — (0 = 1)(k + &) (Nny + )]
(v — Y + )2y + b+ 1) (27 + k + 2) [(Npw—k)— (n—k) (k+£)]
< [(v = 1) 2 + k1) = (5 + K)(Nw + £)] +1(n — 1) (3 — 3 + 5 — 1)
X (Ve — Y + k)27 + k+n) [(Npw—£K)— (n—k—=2)(k+K')] . (6.119)

Uwzgledniajac cztery ostatnie wzory w réwnaniu (6.52), mozemy zapisa¢ wyrazenie na sume
dwdbch pozostatych sktadnikow statej ekranowania magnetycznego jadra atomu jednoelektronowego,
czyli:

o’z Nk — K

(2k —1)% — 4;35 2k +1)% — 4’“‘25

O—pt+1 + O—g—1 =

SN2, & Nuw+ 1 | (26—1)2 % T T ok et
_\n n _\k
x{1+ ) So Ttk
(N = £) (Ve =V —n+1) (v +7e+n—1) [ K027 + k+3)'(n — k + 1)

k—mn, 1, 1
X lWl(ﬁ,ﬁ/,k,n)gFg i1
'75’_7,‘@_71"’_17 _f}/n’_%ﬁ_n"i_l

k—mn, 1, 1
+W2(/€7 "Qlakvn)i‘}FQ 71
(’m—%—nﬂ, N L e U )
k—n, 1, 1
+W3(/€, F\Z,, k, n)3F2 ) 1 1 } (6120)
Vr! _’Ym_n+2a V! _Wﬂ_n+2

Zanim wyznaczymy catkowita stata ekranowania, podobnie jak w przypadku obliczania sktadnika
0k, sprawdzimy zgodno$¢ powyzszego wyrazenia dla przypadku stanu podstawowego z danymi
literaturowymi. Dla tego szczegdlnego przypadku wzér (6.120) ma postaé

2027 1 +2
27 ’)/1—|—1.

Oag = (6.121)
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Wynik na o9, przedstawiony w publikacji [47] w formie szeregu, po pewnych przeksztalceniach
opisanych w pracy [48], przyjmuje postaé¢ identyczna z wyrazeniem (6.121).

Przejdziemy wreszcie do wyznaczenia catkowitej statej ekranowania magnetycznego dla jadra re-
latywistycznego atomu wodoropodobnego. Do réwnania (6.25) wstawiamy wzory (6.50) oraz (6.120)
i otrzymujemy ostatecznie:

o' Z3 3253M2 [26(7k + 1) — Nigl o’z 8m2u2 + 12 Npk — K
N;ll/@ (4K2 - 1)2714(4%% - 1) Nn2/£(4"<‘72 - 1)2 8 ! Npw + K

g =

x (482 = 1) = 40225 +1)%) 0 a1 + (467 = 1)? = 4226 — 1)) 61

(=)" - (=) L2y + k+n)
* {1 " (Now = £) (Ve = Ve —n+1) (Y +75+1—1) kz:%) KD (29, +k+3)T'(n—k+1)

k—n, 1, 1
X lWl(ﬁ, K k,n)3Fy i1
7&’_75_77/"'17 _75’_'75_77/"’_1

k—n, 1, 1
+W2(H7 /i/7 kv n)3F2 5 1
V! = Ve =N+ L, =Y =Y —n+2

k—n, 1, 1
+Ws(k, k', k,n)3F ( 1) ] H , (6.122)

V' =V —N+2, =V —Y—n+2

gdzie, dla przypomnienia, W;(k, ', k,n) (dla ¢ = 1,2,3) dane sa wzorami (6.117)—(6.119).

Autorce rozprawy nie sg znane inne prace, w ktérych stata ekranowania magnetycznego jadra
jednoelektronowego atomu Diraca zostalaby wyznaczona dla calego dyskretnego spektrum stanéw
energetycznych uktadu. Testem poprawnosci uzyskanego tutaj wyniku moze byé¢ sprawdzenie jego
zgodnosci z danymi literaturowymi dla przypadkéw szczegdlnych stanu atomu, na przyklad dla
stanu podstawowego. Uwzgledniajac w réwnaniu (6.122) wartosci liczb kwantowych, odpowiadaja-
cych temu stanowi, tj.: K = —1, n =0, u = £1/2 oraz Ny _; = 1, alternatywnie, dodajac do siebie
wyrazenia (6.51) i (6.121), otrzymuje si¢ nastepujaca zaleznos¢:

2027 4y} 4672 — Ty — 12
27 nm+1)2n-1)°

przy czym indeks dolny g oznacza, iz mamy do czynienia ze stanem podstawowym. Powyzszy wynik
zostal uzyskany réwniez bezposrednim rachunkiem w pracy [49]. Wyrazenie (6.123) pokrywa sie z
rezultatami uzyskanymi przez Moore’a [43] oraz Pypera i Zhanga [44]. Jest zgodny takze z wynikiem
opublikowanym przez Ivanova i jego wspélpracownikéw w pracy [46], jesli uwzgledni sie¢ w nim fakt,
iz autorzy tej pracy zdefiniowali o, z przeciwnym znakiem. Ponadto, nasz rezultat zgadza si¢ z
wynikiem Zapryagaeva i wspolpracownikéw, zawartym w pracach [32,33,42], po dokonaniu w nich
korekty, polegajacej na zamianie A na A\; w ich koncowym wyniku (wielko$é A1 jest odpowiednikiem
naszego v1).

W pracy [46] podano réwniez wyrazenie na stala ekranowania magnetycznego dla stanéw N s; /2
gdzie N jest gtéwng liczba kwantows. Wynik uzyskany przez autoréw tej publikacji, przepisany w
notacji uzywanej w niniejszej rozprawie, prezentuje sie nastepujaco:

(6.123)

Og=0-1g+024=—

_8a'Z 24 n)+ Ny | 2 &*Z 54 (i +n)(n+n—Ny-1)
9 Nn4,—1 71(47% —1) 27 Ny%,—l 1- 7%

Os

. (6.124)
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przy czym indeks dolny s oznacza, iz rozpatrujemy stany typu s, natomiast — dla przypomnienia —
n to radialna liczba kwantowa, powiazana z gléwng liczbg kwantowa N zaleznoScia:

N =n+|x|. (6.125)

Pokazalidmy juz, ze otrzymany przez nas wzor (6.122) sprawdza si¢ dla stanu podstawowego atomu.
W oparciu o prace [46] mozemy zweryfikowaé, czy obowiazuje on réwniez stanéw wzbudzonych typu
Nsy /2, gdzie N =2.3,4.... Uwzglednienie w wyrazeniu (6.122) wartosci liczb kwantowych, charak-
terystycznych dla tej klasy stanéw, czyli K = —1, u = £+1/2, skutkuje otrzymaniem nastepujacego
rownania:

Og —

8a*Z% 2(yi4+n)+ Ny 1 a%Z {?,Nm1 +5 (=)

INI |, mi-1) IN2_ | Nn1+2  Ny_1+2
y 1 E”: (5)*C@y +k+n)
(e=m-—n+DMe+n+n-1)ZTCn+k+3)I'(n—-k+1)
k—n, 1, 1
X Wl(—1,+2,k‘,n)3Fg ;1
Y2—m—n+l, —yp—-y1-—n+l

k—n, 1, 1
+W2(—1,+2,k:,n)3F2 ;1
Ye—y1—n+l, —v2—71—n+2

k—n, 1, 1
+Ws(—1, 42, k,n)sFy 1] ¢ (6.126)
YN —n+2, —y—y—n+2

Wzory (6.124) oraz (6.126) poréwnano ze soba dla dwunastu réznych stanéw typu N's; /2 (wlaczajac
stan podstawowy) i stwierdzono, iz sa one sobie tozsame dla wszystkich rozpatrywanych wartosci
n ze zbioru {0,1,2,...,10,11}, czyli do jedenastego stanu wzbudzonego wlacznie.
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7 Wiyniki obliczen numerycznych

7.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione wyniki obliczen numerycznych dla rozwaza-
nych w rozprawie parametréw atomowych. Wszystkie obliczenia wykonano przy pomocy programu
Mathematica 9, wykorzystujac wyrazenia zawierajace funkcje hipergeometryczng sFb z jednost-
kowym argumentem. Kazda ze znalezionych wielkosci fizycznych wyznaczono dla kilku wybranych
stanéw atomu (scharakteryzowanych za pomoca zestawu liczb kwantowych n, k oraz p), a otrzyma-
ne wyniki zaprezentowano w formie graficznej — na wspolnych wykresach. Przyjeta w obliczeniach
warto$¢ odwrotnosei stalej struktury subtelnej Sommerfelda wynosi [95]:

o~ ! = 137.0359895. (7.1)

Spoéréd trzech wielkosci omawianych tej pracy magnetyzowalno$é jest najczesciej wykorzystywana
do opisu wilasnosci magnetycznych ukltadéw. Dlatego tez w niniejszym rozdziale dla wybranych
stanéw atomu przedstawiono dodatkowo zaleznosé x(Z) w formie stablicowane;j.

7.2 Magnetyzowalnosé

Na poczatek przypomnimy wyrazenie (4.98) opisujace dipolowa podatno$¢ magnetyczna rela-
tywistycznego atomu jednoelektronowego, znajdujacego sie w dowolnym dyskretnym stanie ener-
getycznym:

_ o?a} 1 [—2n2u2

2 2 2 2
=72 42 17| N [Nm(n + 7)) (5n° + 1007y, + 2y — 26° + 1)

Nnﬁ(Nnﬁ - ’Q)

+2/<a2(n + ’yﬁ)g — f@NnH(3n2 + 6ny, + 472 — HQ)} + 198

x 30 [((25 = 12 = 44?) (26 4+ 1200 i1 + (26 + 12 = 422) (26— 1), 1

1 2
XW{2(2” + 279, + 1) [3(% —1) =5(n+v:)(n+ 7 + 1)}

n!l(n + 27, + 1)
(Nnn - ﬂ)2(7ﬁs’ — Yk — N+ 1)1_‘(27/4 + 1)

9 z”: () L + Y + &+ 2T (3 + o +p +2)
== B T—k+ DUk + 29+ D —p+ D (p + 27 + 1)

X {2(]\7% —k)+(n—k)(x+ Rl)} {2(]\7% —Kk)+ (n—p)(k+ fi/)]

Yoo = Ve — k=LY =y —p— L ——n+l1
X3F2 ;1 . (72)

V! — Ve — N+ 2, 290 +1

Wykorzystujac powyzszy wzor, obliczono wartoéci magnetyzowalnoéci (w jednostkach a?a})
dla Z od 1 do 137 dla wybranych stanéw atomu'®. Na ich podstawie sporzadzono kilka zestawéw

15Do kazdego z rysunkéw prezentowanych w niniejszym rozdziale dotaczona jest legenda, w ktérej dodatkowo w
nawiasach podano nazwy rozpatrywanych stanéw atomu; zastosowana tutaj notacja obowiazuje w wielu publikacjach
pos$wieconych fizyce atomowej (patrz np. Tabela 1 w pracy [96]).
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wykreséw zaleznosci x(Z). Zostaly one pogrupowane ze wzgledu na wartosci przyjmowane przez
poszczegdlne liczby kwantowe.

Pierwsza grupe stanowia wykresy funkcji x(Z) dla stanéw o okreslonej radialnej liczbie kwan-
towej n oraz magnetycznej liczbie kwantowej p; zmienia¢ bedziemy liczbe kwantowa «.

0.0+
—_— K==1 (1s1)2)
0.5+
~
"’BO —_ K=-2(2p3p)
I
S
= - 1.0 i K==3 (3ds))
I —  k=—4{dfip)
-1.5rF
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 1: Magnetyzowalnos$¢ x dla stanéw z n = 0 oraz p = £1/2 jako funkcja liczby Z.

0.10f
—  K==1(Qs1p)
0.05F
~ L
MQO — K=+1(2pip)
(\l6 I
\Sé 0.00 r K==2 (3p3p)
~0.05} —  K=+2(Gdy)
CL L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L J
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 2: Magnetyzowalno$¢ x dla stanéw z n = 1 oraz u = +1/2 jako funkcja liczby Z.
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03
0.2 —  K=-1(@sip)
—~ L
@ O —  k=+1Gpip)
(‘\] .
3 0.0+
>< [ K==2 (4p3p)
—0.1F
[ — K=+2 (4d3))
-02f
0 20 40 60 80 100 120 140
YA

Rys. 3: Magnetyzowalno$¢ x dla stanéw z n = 2 oraz u = £1/2 jako funkcja liczby Z.

Widag¢, iz dla stanéw z symetrig £ > 0 magnetyzowalnosé¢ przyjmuje wartosci dodatnie, zas dla
tych z symetrig k < 0 — wartosci ujemne. Jednak w przypadku stanu podstawowego istnieje pewna
granica krytyczna Z. = 130, taka ze dla Z < Z, magnetyzowalno$¢ jest ujemna, zas dla Z > Z,
przyjmuje ona wartosci dodatnie. Zmiane znaku x dla stanu podstawowego, wskazang réwniez przez
Rutkowskiego i Poszwe w pracy [72], mozna zaobserowaé, analizujac Tabele 1.

Kolejny zestaw (rysunki 4-7) tworza wykresy x(Z) dla stanéw o okreslonych liczbach kwanto-
wych k oraz p; tym razem zmieniaé¢ bedziemy radialna liczbe kwantowsa n.

0.00 +
_0'02f — n=0(1sy)
—~ t
m§> 004 —_ n=1(2sy)
~ L
S
> 006" n=2(3s;)
r —_  N=3(4syp)
-0.08
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 4: Magnetyzowalno$¢ y dla stanéw z k = —1 oraz u = +£1/2 jako funkcja liczby Z.
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—_— Nn=0(2p3;)

—_— n=1@psp)

— n=2 (4psp)

80 100

120

140

Z

Rys. 5: Magnetyzowalno$¢ y dla stanéw z k = —2 oraz u = £1/2 jako funkcja liczby Z.

—_ n=12pp)
=)
NG r

& 061 ) n=2(Gpp)
<

_— n=3 4pp)

0.0 ;\ 1 1 1 L 1 Ll 1 1 LT | F 1 i fi— T I I I L1 I |
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 6: Magnetyzowalno$¢ y dla stanéw z k = +1 oraz u = £1/2 jako funkcja liczby Z.

100
8 —_ n=1 (3dsp)
~ B
ono r
S 6
ST —  n=2(dyp)
~— L
< 4r
i —  n=3(5dyp)
2,
0:\ L L L L L L L L L n I [ I I I T I I n I 1 I T T T T T |
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 7: Magnetyzowalno$¢ x dla stanéw z k = +2 oraz u = £1/2 jako funkcja liczby Z.

Mozna zauwazy¢, ze im wyzszy stan wzbudzony, tym tagodniej magnetyzowalnosé dazy do zera
wraz ze wzrostem liczby Z.
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Tabela 1: Zalezno$¢ magnetyzowalnosci y od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w stanie
podstawowym 1sy o, st = £-1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°. Wartosci x(Z) dla tego stanu, podane
w pracach [50, 51, 54], catkowicie pokrywaja sie z odpowiednimi liczbami zawartymi w niniejsze]
tabeli.

z x(a?af) Z x(a?af) Z x(a”ag)

1 —4.99964499362(—1) 47 —1.91453971331(—4) 93 —2.48592058683(—5)
2 —1.24964500171(—1) 48 —1.82147815930(—4) 94 —2.36968643155(—5)
3 —5.55200570764(—2) 49 —1.73407823157(—4) 95  —2.25739395421(—5)
4 —3.12145034101(—2) 50  —1.65189208158(—4) 96 —2.14888558849(—5)
5 —1.99645058396(—2) 51 —1.57451533715(—4) 97 —2.04401201647(—5)
6  —1.38533976983(—2) 52 —1.50158213498(—4) 98  —1.94263167646(—5)
7 —1.01685939527(—2) 53 —1.43276080303(—4) 99 —1.84461030637(—5)
8  —7.77701637169(—3) 54 —1.36775009730(—4) 100  —1.74982051981(—5)
9 —6.13736047103(—3) 55 —1.30627591309(—4) 101  —1.65814141261(—5)
10 —4.96452610002(—3) 56 —1.24808840374(—4) 102 —1.56945819724(—5)
11 —4.09676318267(—3) 57 —1.19295944994(—4) 103 —1.48366186354(—5)
12 —3.43676022076(—3) 58 —1.14068043191(—4) 104  —1.40064886344(—5)
13 —2.92312464481(—3) 59 —1.09106026358(—4) 105  —1.32032081847(—5)
14 —2.51557248044(—3) 60  —1.04392365416(—4) 106  —1.24258424832(—5)
15 —2.18678214892(—3) 61  —9.99109567617(—5) 107  —1.16735031923(—5)
16 —1.91769332724(—3) 62  —9.56469854587(—5) 108  —1.09453461110(—5)
17 —1.69468108103(—3) 63 —9.15868035163(—5) 109  —1.02405690227(—5)
18 —1.50779664689(—3) 64  —8.77178213712(—-5) 110  —9.55840971165(—6)
19 —1.34963836614(—3) 65  —8.40284109676(—5) 111  —8.89814414051(—6)
20 —1.21460740953(—3) 66  —8.05078190388(—5) 112 —8.25908478477(—6)
21 —1.09840540346(—3) 67  —7.71460893813(—5) 113 —7.64057911961(—6)
22 —9.97688104926(—4) 68  —7.39339930713(—5) 114  —7.04200825810(—6)
23 —9.09822089819(—4) 69  —7.08629657100(—5) 115  —6.46278574124(—6)
24 —8.32710868316(—4) 70 —6.79250509002(—5) 116  —5.90235648315(—6)
25 —7.64668676278(—4) 71 —6.51128492570(—5) 117 —5.36019587800(—6)
26 —7.04327568136(—4) 72 —6.24194723422(—5) 118 —4.83580907924(—6)
27 —6.50568134873(—4) 73 —5.98385009867(—5) 119  —4.32873046698(—6)
28 —6.02467222658(—4) 74 —5.73639475301(—5) 120  —3.83852332624(—6)
29 —5.59258046402(—4) 75 —5.49902215618(—5) 121  —3.36477976821(—6)
30 —5.20299450152(—4) 76 —5.27120987985(—5) 122 —2.90712093935(—6)
31 —4.85051993326(—4) 77T —5.05246927740(—5) 123 —2.46519758161(—6)
32 —4.53059183950(—4) 78 —4.84234290551(—5) 124  —2.03869103337(—6)
33 —4.23932630700(—4) 79 —4.64040217292(—5) 125  —1.62731479968(—6)
34 —3.97340205698(—4) 80  —4.44624519384(—5) 126  —1.23081688055(—6)
35 —3.72996540023(—4) 81  —4.25049482592(—5) 127  —8.48983139756(—7)
36 —3.50655340993(—4) 82 —4.07979687491(—5) 128  —4.81642150621(—7)
37 —3.30103142805(—4) 83 —3.90681845003(—5) 120  —1.28672216194(—7)
38 —3.11154192860(—4) 84  —3.74024645589(—5) 130 2.09988272644(—7)
39 —2.93646243879(—4) 85  —3.57978620809(—5) 131 5.34325095226(—7)
40 —2.77437072986(—4) 86 —3.42516016111(—5) 132 8.44223233198(—7)
41 —2.62401587691(—4) 87  —3.27610673842(—5) 133 1.13942482211(—6)
42 —2.48429408332(—4) 88  —3.13237925528(—5) 134 1.41945202662(—6)
43 —2.35422839411(—4) 89  —2.99374492630(—5) 135 1.68344632581(—6)
44 —2.23295159922(—4) 90  —2.85998395009(—5) 136 1.92975529439(—6)
45 —2.11969176620(—4) 91  —2.73088866435(—5) 137 2.15458533468(—6)
46 —2.01375994997(—4) 92 —2.60626276544(—5)

87



Tabela 2: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 2sy /9, 4 = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —6.99972264911 47 —2.89130004015(—3) 93 —5.20513201222(—4)
2 —1.74972264896 48 —2.76062625107(—3) 94 —5.12260852453(—4)
3 —7.77500426498(—1) 49 —2.63786941928(—3) 95  —4.95540444220(—4)
4 —4.37222648379(—1) 50 —2.52240247365(—3) 96 —4.79329336280(—4)
5 —2.79722647937(—1) 51 —2.41365920696(—3) 97 —4.63606007686(—4)
6 —1.94167091838(—1) 52 —2.31112732135(—3) 98 —4.48349984904(—4)
7 —1.42579789603(—1) 53 —2.21434238352(—3) 99 —4.33541774415(—4)
8 —1.09097645990(—1) 54 —2.12288255604(—3) 100 —4.19162799559(—4)
9 —8.61423982104(—2) 55 —2.03636399312(—3) 101 —4.05195341137(—4)
10 —6.97226441433(—2) 56 —1.95443680656(—3) 102 —3.91622481425(—4)
11 —5.75738827134(—2) 57 —1.87678152279(—3) 103 —3.78428051200(—4)
12 —4.83337529323(—2) 58 —1.80310596370(—3) 104  —3.65596579447(—4)
13 —4.11427588131(—2) 50 —1.73314249430(—3) 105  —3.53113245383(—4)
14 —3.54369246987(—2) 60  —1.66664558883(—3) 106  —3.40963832458(—4)
15 —3.08337484699(—2) 61  —1.60338067379(—3) 107  —3.29134683957(—4)
16 —2.70663855862(—2) 62 —1.54316721251(—3) 108  —3.17612659856(—4)
17 —2.39440869468(—2) 63  —1.48578700074(—3) 109  —3.06385094497(—4)
18 —2.13275698432(—2) 64  —1.43107264729(—3) 110  —2.95439754668(—4)
19 —1.91132110313(~2) 65  —1.37886121685(—3) 111  —2.84764797575(—4)
20 —1.72226268778(—2) 66 —1.32000201577(—3) 112 —2.74348728128(—4)
21 —1.55956401273(—2) 67  —1.28135550358(—3) 113 —2.64180354860(—4)
22 —1.41854313509(—2) 68  —1.23579231577(—3) 114  —2.54248743655(—4)
23 —1.29551325831(—2) 69  —1.19219238498(—3) 115  —2.44543168233(—4)
24 —1.18753929367(—2) 70 —1.15044414929(—3) 116  —2.35053056109(—4)
25 —1.09226116827(—2) 71 —1.11044383814(—3) 117 —2.25767928339(—4)
26 —1.00776375505(—2) 72 —1.07209482696(—3) 118  —2.16677330840(—4)
27 —9.32479877975(—3) 73 —1.03530705340(—3) 119 —2.07770754343(—4)
28 —8.65117118089(—3) T4 —9.99996488232(—4) 120 —1.99037538972(—4)
20 —8.04601972531(—3) 75 —9.66084655322(—4) 121  —1.90466757879(—4)
30 —7.50036819058(—3) 76 —9.33498195451(—4) 122 —1.82047072095(—4)
31 —7.00666436775(—3) 7T —9.02168469483(—4) 123 —1.73766545255(—4)
32 —6.55851732667(—3) 78 —8.72031196858(—4) 124  —1.65612401458(—4)
33 —6.15048054453(—3) 79 —8.43026125847(—4) 125 —1.57570700884(—4)
34 —5.77793118490(—3) 80  —8.15006732424(—4) 126  —1.49625893615(—4)
35 —5.43684703489(—3) 81  —7.88189944915(—4) 127  —1.41760187791(—4)
36 —5.12378894709(—3) 82 —7.62255801938(—4) 128  —1.33952625163(—4)
37 —4.83576834840(—3) 83 —7.37247671389(—4) 129  —1.26177676331(—4)
38 —4.57018464857(—3) 84  —7.13121138462(—4) 130  —1.18403008041(—4)
30 —4.32476632976(—3) 85  —6.89834710937(—4) 131  —1.10585733878(—4)
40 —4.09752221369(—3) 86 —6.67349190096(—4) 132 —1.02665664295(—4)
41 —3.88670094524(—3) 87 —6.45627595864(—4) 133 —9.45519851476(—5)
42 —3.69075714668(—3) 88 —6.24635014834(—4) 134 —8.60933661414(—5)
43 —3.50832301624(—3) 89 —6.04338460050(—4) 135  —7.69963822053(—5)
44 —3.33818439269(—3) 90 —5.84706741463(—4) 136 —6.65087093457(—5)
45 —3.17926050093(—3) 91  —5.65710346116(—4) 137  —4.90325647932(—5)
46 —3.03058674572(—3) 92 —5.47321327207(—4)
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Tabela 3: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 2p; /5, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 6.67616221345(+4) a7 1.04149246031(—2) 93 2.07509007952(—4)
2 4.17116407371(+3) 48 9.45288711286(—3) 94 1.88873521788(—4)
3 8.23460556052(+2) 49 8.59152764779(—3) 95 1.71586427206(—4)
4 2.60338569906(-+2) 50 7.81880207625(—3) 96 1.55553099892(—4)
5 1.06524398074(+2) 51 7.12429573833(—3) 97 1.40686134950(—4)
6 5.13067528254(+1) 52 6.49897765079(—3) 98 1.26904743335(—4)
7 2.76526902462(+1) 53 5.93499552509(—3) 99 1.14134203900(—4)
8 1.61815071564(+1) 54 5.42550421880(—3) 100 1.02305365512(—4)
9 1.00822466516(+1) 55 4.96452168094(—3) 101 9.13541942773(—5)
10 6.60046515782 56 4.54680759047(—3) 102 8.12213614507(—5)
11 4.49727432952 57 4.16776079246(—3) 103 7.18518681010(—5)
12 316693176311 58 3.82333235852(—3) 104 6.31947029985(—5)
13 2.29261644553 59 3.50995167689(—3) 105 5.52025305864(—5)
14 1.69914665968 60 3.22446344293(—3) 106 4.78314062235(—5)
15 1.28502838648 61 2.96407379704(—3) 107 4.10405161847(—5)
16 9.89073498695(—1) 62 2.72630416153(—3) 108 3.47919401744(—5)
17 7.73105802264(—1) 63 2.50895157596(—3) 109 2.90504343507(—5)
18 6.12583724035(—1) 64 2.31005453306(—3) 110 2.37832330726(—5)
19 4.91310409018(—1) 65 2.12786348269(—3) 111 1.89598677874(—5)
20 3.98344275277(—1) 66 1.96081530806(—3) 112 1.45520016564(—5)
21 3.26138514721(—1) 67 1.80751119020(—3) 113 1.05332786936(—5)
22 2.69389662318(—1) 68 1.66669736980(—3) 114 6.87918635611(—6)
23 2.24307336137(—1) 69 1.53724839247(—3) 115 3.56693069148(—6)
24 1.88140755516(—1) 70 1.41815248741(—3) 116 5.75323314454(—7)
25 1.58865543641(—1) 71 1.30849878296(—3) 117 —2.11532033360(—6)
26 1.34972745219(—1) 72 1.20746610704(—3) 118 —4.52327178707(—6)
27 1.15324312092(—1) 73 1.11431315789(—3) 119 —6.66546952311(—6)
28 9.90525905629(—2) 74 1.02836986218(—3) 120 —8.55758789370(—6)
29 8.54804202826(—2) 75 0.49029763704(—4) 121 —1.02140944229(—5)
30 7.41154649290(—2) 76 8.75743308574(—4) 122 —1.16482943151(—5)
31 6.45235612912(—2) 7 8.08011911482(—4) 123  —1.28723602183(—5)
32 5.63919088292(—2) 78 7.45382703905(—4) 124 —1.38973440830(—5)
33 4.94642511446(—2) 79 6.87443878613(—4) 125  —1.47331660764(—5)
34 4.35350818619(—2) 80 6.33820556550(—4) 126 —1.53885724657(—5)
35 3.84384994491(—2) 81 5.84171112083(—4) 127 —1.58710492502(—5)
36 3.40397384432(—2) 82 5.38183901095(—4) 128 —1.61866692627(—5)
37 3.02286821128(—2) 83 4.95574343704(—4) 120 —1.63398336747(—5)
38 2.69148549524(—2) 84 4.56082319638(—4) 130  —1.63328357974(—5)
39 2.40235295513(—2) 85 4.19469839669(—4) 131 —1.61651051665(—5)
40 2.14926792043(—2) 86 3.85518061163(—4) 132 —1.58318280186(—5)
41 1.92705771370(—2) 87 3.54029919812(—4) 133 —1.53212187860(—5)
42 1.73138935735(—2) 88 3.24819453061(—4) 134 —1.46084291919(—5)
43 1.55861786486(—2) 89 2.97719293769(—4) 135 —1.36390908592(—5)
44 1.40566462551(—2) 90 2.72574815243(—4) 136 —1.22662850197(—5)
45 1.26991940091(—2) 91 2.49243811034(—4) 137  —9.39848208226(—6)
46 1.14916095387(—2) 92 2.27595394892(—4)
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Tabela 4: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 2p3 /5, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —6.67706218447(+4) A7 —1.41985781452(—2) 93 —9.52024617784(—4)
2 —4.17341378393(+3) 48 —1.30685053821(—2) 94 —9.11096662009(—4)
3 —8.24460266274(+2) 49 —1.20492888027(—2) 95  —8.72196518921(—4)
4 —2.60900780126(+2) 50 —1.11280780225(—2) 96 —8.35200183716(—4)
5 —1.06884108291(+2) 51 —1.02937303811(—2) 97 —7.99992286964(—4)
6 —5.15564630388(+1) 52 —9.53655620611(—3) 98  —7.66465395955(—4)
7 —2.78360739252(+1) 53 —8.84810605905(—3) 99 —7.34519377235(—4)
8  —1.63218423616(+1) 54 —8.22009241257(—3) 100 —7.04060814202(—4)
9 —1.01930679630(+1) 55 —7.64873967608(—3) 101  —6.75002474170(—4)
10 —6.69017535244 56 —7.12565764760(—3) 102 —6.47262819943(—4)
11 —4.57136468320 57 —6.64673439456(—3) 103 —6.20765561357(—4)
12 —3.22914194466 58  —6.20754530380(—3) 104  —5.95439242711(—4)
13 —2.34558105747 50 —5.80417563293(—3) 105  —5.71216862326(—4)
14 —1.74477519297 60  —5.43315437140(—3) 106  —5.48035520798(—4)
15 —1.32473854365 61  —5.09139760514(—3) 107  —b5.25836094742(—4)
16 —1.02393989641 62 —4.77615989052(—3) 108  —5.04562933029(—4)
17 —8.03957808364(—1) 63  —4.48499239843(—3) 109  —4.84163572629(—4)
18 —6.40071628579(—1) 64  —4.21570679637(—3) 110  —4.64588471291(—4)
19 —5.15951272176(—1) 65  —3.96634400762(—3) 111  —4.45790754261(—4)
20 —4.20554378259(—1) 66 —3.73514712598(—3) 112 —4.27725972197(—4)
21 —3.46256767975(—1) 67  —3.52053788074(—3) 113 —4.10351867258(—4)
22 —2.87694779879(—1) 68  —3.32100614199(—3) 114  —3.93628144043(—4)
23 —2.41030630364(—1) 69  —3.13554203572(—3) 115 —3.77516241621(—4)
24 —2.03475801908(—1) 70 —2.96272030456(—3) 116 —3.61979102159(—4)
25 —1.72975573895(—1) 71 —2.80158660488(—3) 117 —3.46980930692(—4)
26 —1.47996367967(—1) 72 —2.65119547745(—3) 118 —3.32486939060(—4)
27 —1.27379986552(—1) 73 —2.51068976727(—3) 119 —3.18463064955(—4)
28 —1.10242159130(—1) 74 —2.37920130131(—3) 120  —3.04875653836(—4)
20 —9.59009231666(—2) 75 —2.25620265060(—3) 121  —2.91691086866(—4)
30 —8.38254014740(—2) 76 —2.14104989983(—3) 122 —2.78875330960(—4)
31 —7.35987208507(—2) 7T —2.03207611227(—3) 123 —2.66393376236(—4)
32 —6.48908638385(—2) 78 —1.93153570367(—3) 124 —2.54208509090(—4)
33 —5.74385829294(—2) 79 —1.83623931710(—3) 125  —2.42281341440(—4)
34 —5.10303933778(—2) 80  —1.74663931133(—3) 126  —2.30568470440(—4)
35 —4.54952569401(—2) 81  —1.66232573168(—3) 127  —2.19020562738(—4)
36 —4.06939748108(—2) 82 —1.58202271354(—3) 128  —2.07579512156(—4)
37 —3.65125877972(—2) 83 —1.50808526763(—3) 129  —1.96174043565(—4)
38 —3.28572767667(—2) 84 —1.43749640225(—3) 130  —1.84712577912(—4)
30 —2.96503937745(—2) 85  —1.37086454376(—3) 131  —1.73070961278(—4)
40 —2.68273520170(—2) 86 —1.30792122124(—3) 132 —1.61069773468(—4)
A1 —2.43341729651(—2) 87  —1.24841808552(—3) 133  —1.48428183314(—4)
42 —2.21255399157(—2) 88 —1.19212053639(—3) 134  —1.34656847602(—4)
43 —2.01632443876(—2) 89 —1.13884203507(—3) 135  —1.18753971243(—4)
44 —1.84149391951(—2) 90 —1.08836158171(—3) 136  —9.79667715907(—5)
45 —1.68531323712(—2) 91  —1.04050784000(—3) 137  —4.90305759039(—5)
46 —1.54543713347(—2) 92 —9.95113793208(—4)
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Tabela 5: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 2p3 /9, p = +3/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —5.99986154687 47 —2.57863122521(—3) 93 —5.58050797138(—4)
2 —1.49986154812 48 —2.46667670391(—3) 94 —5.44350939049(—4)
3 —6.66528216866(—1) 49 —2.36150963845(—3) 95 —5.30213230496(—4)
4 —3.74861553109(—1) 50 —2.26259256980(—3) 96 —5.16518559311(—4)
5 —2.39861556850(—1) 51 —2.16944020922(—3) 97 —5.03248793612(—4)
6 —1.66528228089(—1) 52 —2.08161347731(—3) 98  —4.90386722098(—4)
7 —1.22310546419(—1) 53 —1.99871432279(—3) 99 —4.77915998546(—4)
8  —9.36115730630(—2) 54 —1.92038120656(—3) 100 —4.65821090171(—4)
9 —7.39356542054(—2) 55 —1.84628515523(—3) 101  —4.54087229546(—4)
10 —5.98615880319(—2) 56 —1.77612630354(—3) 102 —4.42700369812(—4)
11 —4.94483736246(—2) 57 —1.70963085747(—3) 103 —4.31647142910(—4)
12 —4.15282729978(—2) 58 —1.64654842084(—3) 104  —4.20914820615(—4)
13 —3.53645753102(—2) 50 —1.58664963621(—3) 105  —4.10491278152(—4)
14 —3.04738728609(—2) 60  —1.52972409878(—3) 106  —4.00364960209(—4)
15 —2.65283066962(—2) 61  —1.47557850767(—3) 107  —3.90524849154(—4)
16 —2.32991529304(—2) 62 —1.42403502417(—3) 108  —3.80960435313(—4)
17 —2.06229123406(—2) 63  —1.37492081098(—3) 109  —3.71661689140(—4)
18 —1.83801997550(—2) 64  —1.32811172997(—3) 110  —3.62619035155(—4)
19 —1.64821952576(—2) 65  —1.28344117906(—3) 111  —3.53823327514(—4)
20 —1.48617128850(—2) 66 —1.24078905150(—3) 112 —3.45265827104(—4)
21 —1.34671721407(—2) 67  —1.20003580311(—3) 113  —3.36938180043(—4)
22 —1.22584420948(—2) 68  —1.16107061477(—3) 114  —3.28832397507(—4)
23 —1.12039216432(—2) 69  —1.12379063930(—3) 115 —3.20940836763(—4)
24 —1.02784528027(—2) 70 —1.08810032306(—3) 116  —3.13256183360(—4)
25 —9.46180665719(—3) 71 —1.05391079400(—3) 117 —3.05771434365(—4)
26 —8.73756757303(—3) 72 —1.02113930875(—3) 118  —2.98479882598(—4)
27 —8.09230271419(—3) 73 —9.89708752423(—4) 119 —2.91375101791(—4)
28 —7.51493421610(—3) T4 —9.50547185209(—4) 120 —2.84450932603(—4)
20 —6.99626063833(—3) 75 —9.30587431657(—4) 121 —2.77701469449(—4)
30 —6.52858808922(—3) 76 —9.02766706151(—4) 122 —2.71121048074(—4)
31 —6.10544326072(—3) 7T —8.76026273946(—4) 123 —2.64704233837(—4)
32 —5.72134822723(—3) 78 —8.50311141164(—4) 124  —2.58445810651(—4)
33 —5.37164227011(—3) 79 —8.25569772577(—4) 125 —2.52340770541(—4)
34 —5.05233983115(—3) 80  —8.01753833846(—4) 126  —2.46384303779(—4)
35 —4.76001645872(—3) 81  —7.78817955000(—4) 127  —2.40571789563(—4)
36 —4.49171661517(—3) 82 —7.56719519304(—4) 128  —2.34898787200(—4)
37 —4.24487868445(—3) 83 —7.35418456697(—4) 129  —2.29361027772(—4)
38 —4.01727360797(—3) 84 —7.14877071605(—4) 130  —2.23954406240(—4)
30 —3.80695439002(—3) 85  —6.95059872075(—4) 131  —2.18674973979(—4)
40 —3.61221432676(—3) 86 —6.75933417781(—4) 132 —2.13518931698(—4)
41 —3.43155227790(—3) 87 —6.57466179353(—4) 133 —2.08482622740(—4)
42 —3.26364365608(—3) 88 —6.39628408836(—4) 134  —2.03562526721(—4)
43 —3.10731608282(—3) 89 —6.22392020280(—4) 135  —1.98755253510(—4)
44 —2.96152887247(—3) 90 —6.05730479561(—4) 136 —1.94057537507(—4)
45 —2.82535567134(—3) 91  —5.80618702636(—4) 137  —1.89466232216(—4)
46 —2.69796970950(—3) 92 —5.74032961491(—4)
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Tabela 6: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3sy /9, 4 = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —3.44989970462(+1) 47 —1.46058958137(—2) 93 —2.93878700417(—3)
2 —8.62399703486 48 —1.39615028997(—2) 94  —2.85287537012(—3)
3 —3.83233034921 49 —1.33561207875(—2) 95  —2.76956829449(—3)
4 —2.15524698929 50 —1.27866588439(—2) 96 —2.68875371900(—3)
5 —1.37899695508 51 —1.22503264053(—2) 97 —2.61032507344(—3)
6 —9.57330246581(—1) 52 —1.17445985016(—2) 98  —2.53418091841(—3)
7 —7.03078496418(—1) 53 —1.12671860640(—2) 99 —2.46022461061(—3)
8  —5.38059306614(—1) 54 —1.08160099579(—2) 100  —2.38836398846(—3)
9 —4.24922667696(—1) 55 —1.03891782902(—2) 101  —2.31851107586(—3)
10 —3.43996669207(—1) 56 —9.98496652749(—3) 102 —2.25058180236(—3)
11 —2.84120555836(—1) 57 —9.60180003376(—3) 103 —2.18449573769(—3)
12 —2.38579834130(—1) 58 —9.23823869748(—3) 104  —2.12017583888(—3)
13 —2.03138416712(—1) 50 —8.80206336644(—3) 105  —2.05754820815(—3)
14 —1.75016709261(—1) 60  —8.56476385189(—3) 106  —1.99654185973(—3)
15 —1.52329522744(—1) 61  —8.25252829762(—3) 107  —1.93708849370(—3)
16 —1.33761694771(—1) 62 —7.95523373940(—3) 108  —1.87912227477(—3)
17 —1.18373104755(—1) 63  —7.67193770478(—3) 109  —1.82257961392(—3)
18 —1.05477287902(—1) 64  —7.40177072430(—3) 110  —1.76739895034(—3)
19 —9.45635296338(—2) 65  —7.14392064270(—3) 111  —1.71352053100(—3)
20 —8.52455105946(—2) 66 —6.89767163396(—3) 112 —1.66088618453(—3)
21 —7.72266428623(—2) 67  —6.66230883682(—3) 113 —1.60943908551(—3)
22 —7.02761735153(—2) 68  —6.43720353810(—3) 114  —1.55012350452(—3)
23 —6.42123961287(—2) 69  —6.22176384106(—3) 115 —1.50988453788(—3)
24 —5.88906527346(—2) 70 —6.01543976349(—3) 116  —1.46166780974(—3)
95 —5.41946254284(—2) 71 —58177T1971759(—3) 117 —1.41441913670(—3)
26 —5.00299257783(—2) 72 —5.62812732943(—3) 118  —1.36808414223(—3)
27 —4.63193143652(—2) 73 —5.44621856112(—3) 119 —1.32260780384(—3)
28 —4.29990933689(—2) T4 —5.27157910206(—3) 120  —1.27793390973(—3)
20 —4.00163544031(—2) 75 —5.10382200720(—3) 121  —1.23400439278(—3)
30 —3.73268574821(—2) 76 —4.94258553794(—3) 122 —1.19075849631(—3)
31 —3.48933809710(—2) 77 —A78753121491(—3) 123 —1.14813170602(—3)
32 —3.26844266791(—2) 78 —4.63834203131(—3) 124  —1.10605435111(—3)
33 —3.06731953502(—2) 79 —4.49472082824(—3) 125 —1.06444972799(—3)
34 —2.88367698955(—2) 80  —4.35638880996(—3) 126  —1.02323151749(—3)
35 —2.71554595833(—2) 81  —4.22308418639(—3) 127  —9.82300127029(—4)
36 —2.56122699316(—2) 82 —4.09456093016(—3) 128  —9.41537339868(—4)
37 —2.41924715019(—2) 83 —3.97058763740(—3) 129  —9.00798188899(—4)
38 —2.28832470548(—2) 84 —3.85094648238(—3) 130  —8.59898050602(—4)
39 —2.16734012065(—2) 85  —3.73543225705(—3) 131  —8.18590992412(—4)
40 —2.05531202447(—2) 86 —3.62385148765(—3) 132 —7.76530831351(—4)
A1 —1.95137724409(—2) 87 —3.51602162130(—3) 133 —7.33194367179(—4)
42 —1.85477412394(—2) 88  —3.41177027606(—3) 134  —6.87709333256(—4)
43 —1.76482852779(—2) 89 —3.31093454879(—3) 135  —6.38385440164(—4)
44 —1.68094204208(—2) 90 —3.21336037558(—3) 136 —5.80895728560(—4)
45 —1.60258199336(—2) 91  —3.11890193999(—3) 137  —4.83147083491(—4)
46 —1.52927296802(—2) 02 —3.02742112493(—3)
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Tabela 7: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3p; /5, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 2.25307933172(+5) a7 2.96150100251(—2) 93 —5.82166806982(—4)
2 1.40745434671 (+4) 48 2.66025551015(—2) 94 —6.13495744261(—4)
3 2.77778599319(+3) 49 2.39157107088(—2) 95  —6.41217806804(—4)
4 8.77858954325(+2) 50 2.15149514368(—2) 96 —6.65611738920(—4)
5 3.50018311920(+2) 51 1.93661422958(—2) 97 —6.86933929621(—4)
6 1.72812046276(+2) 52 1.74397216178(—2) 98  —7.05420321763(—4)
7 9.30720123608(+1) 53 1.57100200733(—2) 99 —7.21288141887(—4)
8 5.44167583188(+1) 54 1.41546911340(—2) 100 —7.34737468813(—4)
9 3.38728823189(+1) 55 1.27542331379(—2) 101 —7.45952657011(—4)
10 2.21512885609(+1) 56 1.14915869219(—2) 102 —7.55103629019(—4)
11 1.50747861099(+1) 57 1.03517960165(—2) 103 —7.62347049633(—4)
12 1.06014352505(+1) 58 0.32171881341(—3) 104  —7.67827393163(—4)
13 7.66350499388 59 8.38078405073(—3) 105  —7.71677913849(—4)
14 5.67076750132 60 7.54578251687(—3) 106 —7.74021528414(—4)
15 428136577468 61 6.78068913042(—3) 107  —7.74971618711(—4)
16 3.28926798099 62 6.08651057141(—3) 108  —7.74632761578(—4)
17 2.56597122416 63 5.45615446689(—3) 109 —7.73101392141(—4)
18 2.02889724297 64 4.88331680928(—3) 110 —7.70466406095(—4)
19 1.62356731015 65 4.36238483808(—3) 111 —7.66809705780(—4)
20 1.31319402403 66 3.88835307701(—3) 112 —7.62206694221(—4)
21 1.07241472488 67 3.45675056778(—3) 113 —T7.56726720652(—4)
22 8.83414103061(—1) 68 3.06357770116(—3) 114 —7.50433480420(—4)
23 7.33465674657(—1) 69 2.70525123989(—3) 115  —7.43385371519(—4)
24 6.13338141957(—1) 70 2.37855639091(—3) 116 —7.35635809301(—4)
25 5.16241517864(—1) 71 2.08060493741(—3) 117 —7.27233500153(—4)
26 4.37117390977(—1) 72 1.80879859627(—3) 118  —7.18222674014(—4)
27 3.72152927346(—1) 73 1.56079689067(—3) 119 —7.08643274517(—4)
28 3.18442951599(—1) 74 1.33448803131(—3) 120  —6.98531104154(—4)
29 2.73751656165(—1) 75 1.12796858849(—3) 121 —6.87917920028(—4)
30 2.36342363373(—1) 76 9.39512610939(—4) 122 —6.76831473244(—4)
31 2.04854428444(—1) 7 7.67561310548(—4) 123 —6.65295481513(—4)
32 1.78213224992(—1) 78 6.10701485165(—4) 124  —6.53329519430(—4)
33 1.55563629918(—1) 79 4.67651297054(—4) 125 —6.40948803366(—4)
34 1.36220390182(—1) 80 3.37246863105(—4) 126 —6.28163836322(—4)
35 1.19630746222(—1) 81 2.18430345794(—4) 127 —6.14979859844(—4)
36 1.05346042554(—1) 82 1.10239362042(—4) 128 —6.01396030330(—4)
37 9.29999897564(—2) 83 1.17975512010(—5) 129 —5.87404186731(—4)
38 8.22018924116(—2) 84 —7.76938358938(—5) 130  —b5.72986988021(—4)
39 7.20736153351(—2) 85  —1.58963447088(—4) 131  —5.58115035625(—4)
40 6.48393859475(—2) 86 —2.32676543235(—4) 132 —5.42742280094(—4)
41 5.77177642548(—2) 87 —2.99441008405(—4) 133 —5.26798369944(—4)
42 5.14652810900(—2) 88  —3.50812736252(—4) 134 —5.10175272115(—4)
43 4.59613688295(—2) 89 —4.14300462924(—4) 135 —4.92703237724(—4)
44 4.11042997602(—2) 90 —4.63370108285(—4) 136  —4.74119624289(—4)
45 3.68079147531(—2) 91  —5.07448679762(—4) 137  —4.55336155403(—4)
46 3.20989753145(—2) 92 —5.46927786646(—4)

93



Tabela 8: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3p3/9, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —2.25361931953(+5) 47 —5.28300194599(—2) 93 —4.38298405987(—3)
2 —1.40880422477(+4) 48 —4.88090960922(—2) 94 —4.21758637818(—3)
3 —2.78378477370(+3) 49 —4.51748474187(—2) 95  —4.05988055424(—3)
4 —8.81232734796(+2) 50 —4.18829105647(—2) 96 —3.90941259652(—3)
5 —3.61177092350(+2) 51 —3.88947825948(—2) 97 —3.76575945674(—3)
6 —1.74310826656(+2) 52 —3.61769497659(—2) 98  —3.62852656044(—3)
7 —9.41728334975(+1) 53 —3.37001599109(—2) 99 —3.49734555170(—3)
8 —5.52592885705(+1) 54 —3.14388122587(—2) 100 —3.37187223067(—3)
9 —3.45383291595(+1) 55 —2.93704439799(—2) 101  —3.25178466441(—3)
10 —2.26900686477(+1) 56 —2.74752066996(—2) 102 —3.13678145376(—3)
11 —1.55198470920(+1) 57 —2.57359493611(—2) 103 —3.02658014055(—3)
12 —1.09752151351(+1) 58 —2.41370063301(—2) 104  —2.92091574063(—3)
13 —7.98181139057 50 —2.26648316487(—2) 105  —2.81953938984(—3)
14 —5.94505735023 60  —2.13073219626(—2) 106  —2.72221709078(—3)
15 —4.52014528534 61  —2.00537119615(—2) 107  —2.62872854914(—3)
16 —3.49898484789 62 —1.88944072338(—2) 108  —2.53886608912(—3)
17 —2.75160164872 63  —1.78208403043(—2) 109  —2.45243363784(—3)
18 —2.19434295998 64  —1.68253463309(—2) 110  —2.36924576876(—3)
19 —1.77193067509 65  —1.59010555177(—2) 111  —2.28912679458(—3)
20 —1.44697271860 66 —1.50417997804(—2) 112 —2.21190989918(—3)
21 —1.19364220624 67  —1.42420315018(—2) 113 —2.13743629817(—3)
22 —9.93762649880(—1) 68  —1.34967532655(—2) 114  —2.06555441610(—3)
23 —8.34323155583(—1) 69  —1.28014552032(—2) 115 —1.99611906692(—3)
24 —7.05866004483(—1) 70 —1.21520618584(—2) 116 —1.92899062175(—3)
25 —6.01419146696(—1) 71 —1.15448843502(—2) 117  —1.86403414425(—3)
2 —5.15776432424(—1) 72 —1.09765788874(—2) 118  —1.80111846895(—3)
27 —4.45004131257(—1) 73 —1.04441100468(—2) 119  —1.74011518977(—3)
28 —3.86097366909(—1) T4 —9.94471856227(—3) 120  —1.68089751508(—3)
20 —3.36737518704(—1) 75 —0.47580274882(—3) 121  —1.62333892889(—3)
30 —2.95118663801(—1) 76 —9.03534326461(—3) 122 —1.56731157239(—3)
31 —2.50821897497(—1) 7T —8.62098073400(—3) 123 —1.51268422155(—3)
32 —2.20723291912(—1) 78 —8.23080588092(—3) 124  —1.45931967518(—3)
33 —2.03925777314(—1) 79 —7.86334186202(—3) 125  —1.40707126869(—3)
34 —1.81708230465(—1) 80  —7.51671853762(—3) 126  —1.35577806330(—3)
35 —1.62487071557(—1) 81  —7.18955842869(—3) 127  —1.30525797288(—3)
36 —1.45787045076(—1) 82 —6.88051418940(—3) 128  —1.25529757103(—3)
37 —1.31218806859(—1) 83 —6.58834738743(—3) 129  —1.20563633226(—3)
38 —1.18461599754(—1) 84  —6.31191845762(—3) 130  —1.15594106466(—3)
39 —1.07249765401(—1) 8  —6.05017768851(—3) 131  —1.10576195353(—3)
40 —9.73621706619(—2) 86 —5.80215712521(—3) 132 —1.05445130436(—3)
41 —8.86138650475(—2) 87 —5.56696328589(—3) 133 —1.00099835403(—3)
42 —8.08494578620(—2) 88  —5.34377060153(—3) 134  —9.43645995371(—4)
43 —7.39378208229(—2) 89  —5.13181549940(—3) 135  —8.78803457610(—4)
44 —6.77678867839(—2) 90 —4.93039106058(—3) 136  —7.96617212887(—4)
45 —6.22451321592(—2) 91  —4.73884218958(—3) 137  —6.13921032712(—4)
46 —5.72888862415(—2) 92 —4.55656124170(—3)
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Tabela 9: Zaleznos¢ magnetyzowalnosci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3p3/s, p = +3/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —3.509995154131(+1) 47 —1.58134431031(—2) 93 —3.68190771219(—3)
2 —8.99951541453 48 —1.51415218951(—2) 94 —3.59390852517(—3)
3 —3.99951541694 49 —1.45103212069(—2) 95  —3.50867739077(—3)
4 —2.24951542031 50 —1.39166162760(—2) 96 —3.42609961549(—3)
5 —1.43951542464 51 —1.33574953615(—2) 97 —3.34606638719(—3)
6 —9.99515420935(—1) 52 —1.28303239782(—2) 98  —3.26847441684(—3)
7 —7.34209313744(—1) 53 —1.23327138095(—2) 99 —3.19322560550(—3)
8  —5.62015443414(—1) 54 —1.18624956115(—2) 100  —3.12022673449(—3)
9 —4.43959896042(—1) 55 —1.14176955347(—2) 101 —3.04938917688(—3)
10 —3.59515460744(—1) 56 —1.09965143779(—2) 102 —2.98062862876(—3)
11 —2.97036132010(—1) 57 —1.05973093671(—2) 103 —2.91386485861(—3)
12 —2.49515481924(—1) 58 —1.02185781153(—2) 104  —2.84902147350(—3)
13 —2.12533245438(—1) 50 —9.85804446760(—3) 105  —2.78602570080(—3)
14 —1.83188976344(—1) 60  —9.51714598487(—3) 106  —2.72480818423(—3)
15 —1.59515520917(—1) 61  —9.19202285106(—3) 107  —2.66530279314(—3)
16 —1.40140535840(—1) 62 —8.88250802304(—3) 108  —2.60744644421(—3)
17 —1.24083025775(—1) 63  —8.58761846598(—3) 109  —2.55117893444(—3)
18 —1.10626679686(—1) 64  —8.30644733973(—3) 110  —2.49644278475(—3)
19 —9.92385780769(—2) 65  —8.03815702022(—3) 111  —2.44318309343(—3)
20 —8.95156051619(—2) 66 —7.78197285518(—3) 112 —2.39134739867(—3)
21  —8.11482779610(—2) 67  —7.53717756747(—3) 113 —2.34088554958(—3)
22 —7.38958108898(—2) 68  —7.30310623013(—3) 114  —2.29174958510(—3)
23 —6.75685973210(—2) 69  —7.07914174751(—3) 115  —2.24389362023(—3)
24 —6.20156898911(—2) 70 —6.86471078504(—3) 116  —2.19727373916(—3)
25 —5.71157134809(—2) 71 —6.65928009741(—3) 117 —2.15184789463(—3)
26 —5.27701759037(—2) 72 —6.46235321118(—3) 118  —2.10757581341(—3)
27 —4.88984795992(—2) 73 —6.27346742339(—3) 119 —2.06441890716(—3)
28 —4.54341573758(—2) 74 —6.09219108203(—3) 120  —2.02234018857(—3)
20 —4.23220005865(—2) 75 —5.01812111873(—3) 121  —1.98130419231(—3)
30 —3.95158458765(—2) 76 —5.75088080709(—3) 122 —1.94127690041(—3)
31 —3.69768533928(—2) 77 —5.59011772355(—3) 123 —1.90222567203(—3)
32 —3.46721555768(—2) 78 —5.43550188998(—3) 124  —1.86411917704(—3)
33 —3.25737881114(—2) 79 —5.28672407990(—3) 125  —1.82692733336(—3)
34 —3.06578376420(—2) 80  —5.14349427188(—3) 126  —1.79062124778(—3)
35 —2.80037574534(—2) 81  —5.00554023581(—3) 127  —1.75517315998(—3)
36 —2.72938143139(—2) 82 —4.87260623910(—3) 128  —1.72055638966(—3)
37 —2.58126385213(—2) 83  —4.74445186133(—3) 129  —1.68674528648(—3)
38 —2.44468557180(—2) 84 —4.62085090708(—3) 130  —1.65371518269(—3)
30 —2.31847839235(—2) 85  —4.50159040779(—3) 131  —1.62144234834(—3)
40 —2.20161829083(—2) 86 —4.38646970433(—3) 132 —1.58990394875(—3)
A1 —2.09320458240(—2) 87 —4.27520960302(—3) 133 —1.55007800430(—3)
42 —1.99244251398(—2) 88 —4.16790159832(—3) 134  —1.52894335228(—3)
43 —1.89862865777(—2) 89 —4.06410715643(—3) 135  —1.49947961071(—3)
44 —1.81113860166(—2) 90 —3.96375705418(—3) 136  —1.47066714402(—3)
45 —1.72941653271(—2) 91  —3.86670076853(—3) 137  —1.44248703046(—3)
46 —1.65296638820(—2) 92 —3.77279591232(—3)
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Tabela 10: Zalezno$¢ magnetyzowalnodci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3d3/y, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)
1 7.30096461051(+5) a7 1.38215235623(—1) 93 7.01486054407(—3)
2 4.56262084060(-+4) 48 1.26610621143(—1) 94 6.66896498062(—3)
3 9.01099752373(+3) 49 1.16172669036(—1) 95 6.34226800377(—3)
4 2.85043308441(+3) 50 1.06764469967(—1) 96 6.03354867286(—3)
5 1.16716730295(+3) 51 9.82674382697(—2) 97 5.74167441553(—3)
6 5.62651935512(+2) 52 9.05785664298(—2) 98 5.46559384265(—3)
7 3.03566402398(+2) 53 8.36081334140(—2) 99 5.20433021139(—3)
8 1.77850993984(+2) 54 7.72777850386(—2) 100 4.95697547231(—3)
9 1.10964969875(+2) 55 7.15189204991(—2) 101 4.72268484317(—3)
10 7.27553466950(+1) 56 6.62713317868(—2) 102 4.50067185834(—3)
11 4.96560769412(+1) 57 6.14820527338(—2) 103 4.29020384798(—3)
12 3.50320549678(+1) 58 5.71043824289(—2) 104 4.09059780608(—3)
13 2.54117061108(+1) 59 5.30970541595(—2) 105 3.90121661066(—3)
14 1.88747352814(+1) 60 4.94235261932(—2) 106 3.72146556310(—3)
15 1.43081292476(+1) 61 4.60513748852(—2) 107 3.55078921715(—3)
16 1.10405800750(+1) 62 4.29517739807(—2) 108 3.38866847077(—3)
17 8.65304718319 63 4.00990467301(—2) 109 3.23461789719(—3)
18 6.87601192570 64 3.74702796884(—2) 110 3.08818329331(—3)
19 5.53150125026 65 3.50449889084(—2) 111 2.94893942613(—3)
20 4.49921809437 66 3.28048307556(—2) 112 2.81648795968(—3)
21 3.69613842545 67 3.07333508193(—2) 113 2.69045554648(—3)
22 3.06388008496 68 2.88157654208(~2) 114 2.57049206926(—3)
23 2.56068911075 69 2.70387711486(—2) 115 2.45626901991(—3)
24 2.15624199914 70 2.53003783119(~2) 116 2.34747800398(—3)
25 1.82820621939 71 2.38597653032(—2) 117 2.24382935991(—3)
26 1.55992232150 72 2.24371507294(—2) 118 2.14505088351(—3)
27 1.33881561734 73 2.11136810915(~2) 119 2.05088664872(—3)
28 1.15529099688 74 1.98813318932(—2) 120 1.96109591675(—3)
29 1.00195298769 75 1.87328204271(—2) 121 1.87545212638(—3)
30 8.73048112449(—1) 76 1.76615287280(—2) 122 1.79374195871(—3)
31 7.64061331232(—1) 7 1.66614353938(—2) 123 1.71576447041(—3)
32 6.71420687667(—1) 78 1.57270551577(—2) 124 1.64133028995(—3)
33 5.92278867263(—1) 79 1.48533852439(—2) 125 1.57026087186(—3)
34 5.24350047648(—1) 80 1.40358576739(—2) 126 1.50238780447(—3)
35 4.65786921126(—1) 81 1.32702067991(—2) 127 1.43755216696(—3)
36 4.15087195520(—1) 82 1.25528814320(—2) 128 1.37560393212(—3)
37 3.71021928645(—1) 83 1.18801110305(—2) 129 1.31640141142(—3)
38 3.32580176765(—1) 84 1.12487754589(—2) 130 1.25981073967(—3)
39 2.98925934050(—1) 85 1.06559279118(—2) 131 1.20570539710(—3)
40 2.69364404698(—1) 86 1.00988606376(—2) 132 1.15396576793(—3)
41 2.43315414054(—1) 87 9.57508314342(—3) 133 1.10447873747(—3)
42 2.20202318988(—1) 88 9.08230260486(—3) 134 1.05713733773(—3)
43 1.99885182716(—1) 89 8.61840623450(—3) 135 1.01184048473(—3)
44 1.81747277418(—1) 90 8.18144539511(—3) 136 9.68493047166(—4)
45 1.65584199375(—1) 91 7.76062126782(—3) 137 9.27011600219(—4)
46 1.51145046864(—1) 92 7.38127190838(—3)
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Tabela 11: Zalezno$¢ magnetyzowalnodci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3d3/o, p = £3/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 4.86716974250(+5) a7 8.60209839917(—2) 93 3.27074312878(—3)
2 3.04139724866(+4) 48 7.85458605495(—2) 94 3.07433394533(—3)
3 6.00577634292(+3) 49 7.18326759068(—2) 95 2.88964693382(—3)
4 1.89941393893(+3) 50 6.57914112469(—2) 96 2.71591274984(—3)
5 7.77551751287(+2) 51 6.03441418019(—2) 97 2.55241864397(—3)
6 3.74712617436(+2) 52 5.54232204170(—2) 98 2.39850386097(—3)
7 2.02092103292(+2) 53 5.09697618589(—2) 99 2.25355538641(—3)
8 1.18348795296(+2) 54 4.69323735992(—2) 100 2.11700410353(—3)
9 7.38040230446(+1) 55 4.32660893755(—2) 101 1.98832128794(—3)
10 4.83637804243(+1) 56 3.99314702039(—2) 102 1.86701541176(—3)
11 3.20885647682(+1) 57 3.68038441613(—2) 103 1.75262922722(—3)
12 2.32576970348(+1) 58 3.41226615680(—2) 104 1.64473710289(—3)
13 1.68585131067(+1) 59 3.15900464524(—2) 105 1.54294258875(—3)
14 1.25119442094(+1) 60 2.92748286072(~2) 106 1.44687618837(—3)
15 9.47674652563 61 2.71531433080(—2) 107 1.35619331903(—3)
16 7.30591512172 62 2.52070880117(—2) 108 1.27057244238(—3)
17 5.72047110877 63 2.34199271757(-2) 109 1.18971334998(—3)
18 454101395459 64 2.17767378289(—2) 110 1.11333558980(—3)
19 3.64910220415 65 2.02641807482(—2) 111 1.04117702078(—3)
20 2.96469458301 66 1.88703550967(—2) 112 9.72992484230(—4)
21 2.43256209062 67 1.75845432070(—2) 113 9.08552581624(—4)
22 2.01387692678 68 1.63971568812(—2) 114 8.47642549495(—4)
23 1.68087685265 69 1.52995671406(—2) 115 7.90061222955(—4)
24 1.41340490085 70 1.42840038384(—2) 116 7.35620080233(—4)
25 1.19661991900 71 1.33434599356(—2) 117 6.84142361267(—4)
26 1.01945390960 72 1.24716075753(—2) 118 6.35462254082(—4)
27 8.73555090742(—1) 73 1.16627243636(—2) 119 5.80424143247(—4)
28 7.52552570746(—1) 74 1.09116284997(—2) 120 5.45881915214(—4)
29 6.51537504688(—1) 75 1.02136215930(—2) 121 5.04698315844(—4)
30 5.66692193446(—1) 76 9.56443816992(—3) 122 4.65744355812(—4)
31 4.95021714782(—1) 7 8.96020101486(—3) 123 4.28898759999(—4)
32 4.34157546277(—1) 78 8.39738160664(—3) 124 3.94047457305(—4)
33 3.82212353284(—1) 79 7.87276501480(—3) 125 3.61083107626(—4)
34 3.37671553858(—1) 80 7.38341870504(—3) 126 3.29904663060(—4)
35 2.99311599924(—1) 81 6.92666477745(—3) 127 3.00416960596(—4)
36 2.66137859620(—1) 82 6.50005522379(—3) 128 2.72530343847(—4)
37 2.37337015261(—1) 83 6.10134984462(—3) 129 2.46160311539(—4)
38 2.12240305497(—1) 84 5.72849651288(—3) 130 2.21227190701(—4)
39 1.90294936098(—1) 85 5.37961351123(—3) 131 1.97655832649(—4)
40 1.71041692176(—1) 86 5.05207370433(—3) 132 1.75375330025(—4)
41 1.54097293287(—1) 87 4.74699033735(—3) 133 1.54318753304(—4)
42 1.39140401386(—1) 88 4.46020427782(~3) 134 1.34422905300(—4)
43 1.25900460834(—1) 89 4.19127254003(—3) 135 1.15628092319(—4)
44 1.14148748021(—1) 90 3.93805795088(—3) 136 9.78779107430(—5)
45 1.03691155296(—1) 91 3.70211983274(—3) 137 8.11190478929(—5)
46 9.43623439730(—2) 92 3.47970559375(—3)
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Tabela 12: Zalezno$¢ magnetyzowalnodci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3ds/o, p = +1/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —7.30129460687(+5) 47 —1.52790667894(—1) 93 —1.04686350576(—2)
2 —4.56344580419(+4) 48 —1.40570110670(—1) 94 —1.00420398217(—2)
3 —9.01466382631(+3) 49 —1.29553542618(—1) 95 —9.63718004866(—3)
4 —2.85249522032(+3) 50 —1.19601098369(—1) 96 —9.25272965631(—3)
5 —1.16848693887(+3) 51 —1.10591523160(—1) 97 —8.88745632177(—3)
6 —5.63568238100(+2) 52 —1.02419394527(—1) 98  —8.54021396810(—3)
7 —3.04239507711(+2) 53 —9.49928021476(—2) 99 —8.20993592207(—3)
8 —1.78366254914(+2) 54 —8.82314033605(—2) 100 —7.89562867724(—3)
9 —1.11372013217(+2) 55 —8.20647879975(—2) 101  —7.59636620333(—3)
10 —7.30849826355(+1) 56 —7.64310087797(—2) 102 —7.31128474919(—3)
11 —4.99284401604(+1) 57 —7.12758636610(—2) 103 —7.03957809235(—3)
12 —3.52608575877(+1) 58 —6.65510045397(—2) 104  —6.78049319265(—3)
13 —2.56066083434(+1) 59 —6.22139932254(—2) 105 —6.53332621235(—3)
14 —1.90427385967(+1) 60  —5.82271307473(—2) 106  —6.29741886852(—3)
15 —1.44544318909(+1) 61  —5.45569302936(—2) 107  —6.07215508719(—3)
16 —1.11691223107(+1) 62  —5.11735874837(—2) 108  —5.85695793173(—3)
17 —8.76687002962 63  —4.80505244503(—2) 109  —5.65128678081(—3)
18 —6.97749978290 64  —4.51639964755(—2) 110 —5.45463473343(—3)
19 —5.62255000871 65  —4.24927517871(—2) 111  —5.26652622099(—3)
20 —4.58135412172 66 —4.00177366501(—2) 112 —5.08651480815(—3)
21 —3.77060439662 67  —3.77218391466(—2) 113 —4.91418116609(—3)
22 —3.13169795478 68  —3.55806660876(—2) 114  —4.74913120315(—3)
23 —2.62270702794 69  —3.36073483604(—2) 115 —4.59099433952(—3)
24 —2.21316974402 70 —3.17623707415(—2) 116  —4.43942191366(—3)
25  —1.88064231174 71 —3.00434228020(—2) 117 —4.29408570929(—3)
26 —1.60837499662 72 —2.84402680477(—2) 118  —4.15467659314(—3)
27 —1.38371922041 73 —2.69436288280(—2) 119 —4.02090325393(—3)
28 —1.19701897183 T4 —2.55450849658(—2) 120  —3.89249103458(—3)
20 —1.04082814351 75 —2.42360842683(—2) 121  —3.76918084987(—3)
30 —9.09350950738(—1) 76 —2.30123634349(—2) 122 —3.65072818274(—3)
31 —7.98036750376(—1) 77 —2.18648780048(—2) 123 —3.53690215289(—3)
32 —7.03283457459(—1) 78 —2.07887402275(—2) 124  —3.42748465193(—3)
33 —6.22218123539(—1) 79 —1.97786638657(—2) 125  —3.32226953983(—3)
34 —5.52533005666(—1) 80 —1.88298150839(—2) 126  —3.22106189796(—3)
35 —4.92361961654(—1) 81  —1.79377686852(—2) 127  —3.12367733415(—3)
36 —4.40186443863(—1) 82 —1.70984690563(—2) 128  —3.02994133597(—3)
37 —3.94763421213(—1) 83 —1.63081952655(—2) 129  —2.93968866836(—3)
38 —3.55069690140(—1) 84 —1.55635208269(—2) 130  —2.85276281236(—3)
30 —3.20258536327(—1) 85  —1.48613307095(—2) 131  —2.76901544188(—3)
40 —2.89625777098(—1) 86 —1.41987062194(—2) 132 —2.68830593546(—3)
A1 —2.62582081515(—1) 87 —1.35720924316(—2) 133 —2.61050092075(—3)
42 —2.38636221211(—1) 88 —1.20817328867(—2) 134  —2.53547334894(—3)
43 —2.17369111314(—1) 89 —1.24226603031(—2) 135  —2.46310459728(—3)
44 —1.98429200223(—1) 90 —1.18936800839(—2) 136  —2.39327909746(—3)
45 —1.81516989266(—1) 91  —1.13928554256(—2) 137  —2.32588898797(—3)
46 —1.66377029477(—1) 92 —1.09183938569(—2)
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Tabela 13: Zalezno$é¢ magnetyzowalno$ci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3ds/o, p = £3/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —4.86761973689(+5) 47 —1.05832339370(—1) 93 —7.91836083917(—3)
2 —3.04252219252(+4) 48 —9.75173246392(—2) 94 —7.61197205234(—3)
3 —6.01077578151(+3) 49 —9.00151495682(—2) 95  —7.32076568743(—3)
4 —1.90222587752(+3) 50 —8.32317643874(—2) 96 —7.04382901686(—3)
5 —7.79351189883(+2) 51 —7.70856046521(—2) 97 —6.78031328963(—3)
6 —3.75962056040(+2) 52 —7.15057301009(—2) 98  —6.52942863284(—3)
7 —2.03009909252(+2) 53 —6.64302701043(—2) 99 —6.29043940692(—3)
8 —1.19051358920(+2) 54 —6.18051205787(—2) 100 —6.06265997023(—3)
9 —7.43590172362(+1) 55 —5.75828479496(—2) 101  —5.84545081318(—3)
10 —4.88132190738(+1) 56 —5.37217642310(—2) 102 —5.63821502641(—3)
11 —3.33599042591(+1) 57 —5.01851440323(—2) 103 —5.44039507106(—3)
12 —2.35696357156(+1) 58 —4.69405596891(—2) 104  —b5.25146982287(—3)
13 —1.71242239946(+1) 59 —4.39593150362(—2) 105 —5.07095186425(—3)
14 —1.27409747638(+1) 60  —4.12159618168(—2) 106  —4.89838500158(—3)
15 —9.67618526392 61  —3.86878855360(—2) 107  —4.73334198697(—3)
16 —7.48113513203 62 —3.63549498464(—2) 108  —4.57542242596(—3)
17 —5.87561923507 63  —3.41991004113(—2) 109  —4.42425085437(—3)
18 —4.67934165208 64  —3.22045507089(—2) 110  —4.27947496922(—3)
19 —3.77319477864 65  —3.03566534857(—2) 111  —4.14076400019(—3)
20 —3.07663344558 66 —2.86426025887(—2) 112 —4.00780720911(—3)
21 —2.53404179863 67  —2.70508107538(—2) 113 —3.88031250655(—3)
22 —2.10629105562 68  —2.55708496236(—2) 114  —3.75800517536(—3)
23 —1.76538196940 69  —2.41933188495(—2) 115 —3.64062669197(—3)
24 —1.49096888840 70 —2.29097316158(—2) 116 —3.52793363730(—3)
25 —1.26805894134 71 —2.17124143262(—2) 117 —3.41969668964(—3)
26 —1.08546101550 72 —2.05944185314(—2) 118  —3.31569969276(—3)
27 —9.34722581996(—1) 73 —1.95494434582(—2) 119 —3.21573879303(—3)
28 —8.09389665173(—1) 74 —185717677401(—2) 120  —3.11962163988(—3)
20 —7.04484409297(—1) 75 —1.76561891504(—2) 121  —3.02716664452(—3)
30 —6.16131411051(—1) 76 —1.67979713068(—2) 122 —2.93820220212(—3)
31 —5.41287198380(—1) 77 —1.59927964634(—2) 123 —2.85256650330(—3)
32 —4.77542164418(—1) 78 —1.52367236258(—2) 124 —2.77010604102(—3)
33 —4.22974019120(—1) 79 —1.45261513205(—2) 125 —2.69067595918(—3)
34 —3.76038288849(—1) 80  —1.38577845127(—2) 126  —2.61413908982(—3)
35 —3.35485742135(—1) 81 —1.32286049870(—2) 127  —2.54036556592(—3)
36 —3.00299580576(—1) 82 —1.26358450775(—2) 128  —2.46923237693(—3)
37 —2.69647274361(—1) 83 —1.20769640585(—2) 129  —2.40062295475(—3)
38 —2.42843344190(—1) 84 —1.15496270577(—2) 130  —2.33442678771(—3)
39 —2.19320393359(—1) 85  —1.10516861461(—2) 131  —2.27053906049(—3)
40 —1.98606406692(—1) 86 —1.05811633634(—2) 132 —2.20886031807(—3)
41 —1.80306845185(—1) 87 —1.01362354618(—2) 133  —2.14929615194(—3)
42 —1.64090436378(—1) 88 —9.71522017586(—3) 134  —2.09175690687(—3)
43 —1.49677831786(—1) 89 —9.31656385151(—3) 135  —2.03615740692(—3)
44 —1.36832502647(—1) 90 —8.93883028559(—3) 136 —1.98241669902(—3)
45 —1.25353393646(—1) 91  —8.58069064556(—3) 137  —1.93045781316(—3)
46 —1.15068965315(—1) 92 —8.24001435444(—3)
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Tabela 14: Zalezno$¢ magnetyzowalnodci x od liczby atomowej Z dla atomu znajdujacego sie w
stanie 3ds/o, p = £5/2. Notacja a(b) oznacza a x 10°.

A x(a’ag) Z x(a”ag) z x(a”ag)

1 —2.69996919033(+1) 47 —1.19156823238(—2) 93 —2.81781240230(—3)
2 —6.74969190474 48 —1.14117525783(—2) 94 —2.75183651367(—3)
3 —2.99969190712 49 —1.09383634685(—2) 95  —2.68793696498(—3)
4 —1.68719191045 50 —1.04930964231(—2) 96 —2.62602773796(—3)
5 —1.07969191473 51 —1.00737676372(—2) 97 —2.56602722536(—3)
6 —7.49691919970(—1) 52 —9.67840124762(—3) 98  —2.50785796234(—3)
7 —5.50712334321(—1) 53 —9.30520601764(—3) 99 —2.45144637663(—3)
8 —4.21566933298(—1) 54 —8.95255501521(—3) 100 —2.39672255620(—3)
9 —3.33025274725(—1) 55 —8.61896785392(—3) 101  —2.34362003290(—3)
10 —2.69691950437(—1) 56 —8.30309513361(—3) 102 —2.29207558084(—3)
11 —2.22832456302(—1) 57 —8.00370477479(—3) 103 —2.24202902850(—3)
12 —1.87191971385(—1) 58 —7.71966998792(—3) 104  —2.19342308333(—3)
13 —1.59455296898(—1) 59 —7.44995865777(—3) 105 —2.14620316806(—3)
14 —1.37447098187(—1) 60  —7.19362395583(—3) 106  —2.10031726769(—3)
15 —1.19692009956(—1) 61  —6.94979602099(—3) 107  —2.05571578654(—3)
16 —1.05160774719(—1) 62 —6.71767457182(—3) 108  —2.01235141443(—3)
17 —9.31176459731(—2) 63  —6.49652233315(—3) 109  —1.97017900148(—3)
18 —8.30253904414(—2) 64  —6.28565917585(—3) 110 —1.92015544081(—3)
19 —7.44843185009(—2) 65  —6.08445688283(—3) 111  —1.88923955861(—3)
20 —6.71920933136(—2) 66 —5.89233446593(—3) 112 —1.85039201103(—3)
21 —6.09166026442(—2) 67  —5.70875396830(—3) 113 —1.81257518748(—3)
22 —5.54772573050(—2) 68  —5.53321669578(—3) 114  —1.77575311978(—3)
23 —5.07318523256(—2) 69  —5.36525082773(—3) 115 —1.73989139687(—3)
24 —4.65671771838(—2) 70 —5.20445336430(—3) 116 —1.70495708460(—3)
25 —4.28922005406(—2) 71 —5.05039737262(—3) 117 —1.67091865034(—3)
26 —3.96330532560(—2) 72 —4.90271949878(—3) 118  —1.63774589199(—3)
27 —3.67292871604(—2) 73 —476107271672(—3) 119 —1.60540987121(—3)
28 —3.41310518604(—2) T4 —4.62513328861(—3) 120  —1.57388285049(—3)
20 —3.17969408710(—2) 75 —4.49459801441(—3) 121  —1.54313823383(—3)
30 —2.96923316766(—2) 76 —4.36918705055(—3) 122 —1.51315051088(—3)
31 —2.77880943879(—2) 77 —4.24863338061(—3) 123 —1.48389520413(—3)
32 —2.60595783362(—2) 78 —4.13260042232(—3) 124  —1.45534881922(—3)
33 —2.44858102842(—2) 79 —4.02112625711(—3) 125 —1.42748879788(—3)
34 —2.30488552165(—2) 80  —3.91372337026(—3) 126  —1.40029347356(—3)
35 —2.17333030970(—2) 81  —3.81027759056(—3) 127  —1.37374202945(—3)
36 —2.05258540024(—2) 82 —3.71059711996(—3) 128  —1.34781445883(—3)
37 —1.94149806566(—2) 83 —3.61450164457(—3) 129  —1.32249152753(—3)
38 —1.83906522920(—2) 84 —3.52182151930(—3) 130  —1.29775473841(—3)
30 —1.74441074236(—2) 85  —3.43239701919(—3) 131  —1.27358629772(—3)
40 —1.65676658799(—2) 86 —3.34607765141(—3) 132 —1.24996908329(—3)
A1 —1.57545725251(—2) 87  —3.26272152224(—3) 133 —1.22688661431(—3)
42 —1.49988667117(—2) 88  —3.18210475410(—3) 134  —1.20432302274(—3)
43 —1.42052727318(—2) 89 —3.10437094825(—3) 135  —1.18226302618(—3)
44 —1.36391074952(—2) 90 —3.02913068894(—3) 136  —1.16069190213(—3)
45 —1.30262024053(—2) 91  —2.95636108557(—3) 137  —1.13959546353(—3)
46 —1.24528369925(—2) 92 —2.88595534945(—3)
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Niemal wszystkie wartosci x(Z) wyznaczone numerycznie przez Poszwe i Rutkowskiego metoda
uogdlnionych szeregéw potegowych [50] idealnie zgadzaja sie z liczbami zawartymi w tabelach od 2
do 4 oraz 6, 10 i 12. Jedyne réznice wystepuja przy Z = 10 dla stanéw 3sy /5 oraz 3d3 o, odpowiednio
od dziewiatej 1 6smej cyfry znaczacej, a takze przy Z = 65 dla stanu 3d5/, dla dwunastej cyfry
znaczacej, przy czym ostatnia z wymienionych rozbieznosci wystepuje na koncowych miejscach
znaczacych poréwnywanych liczb, co sugeruje, iz mozna ja traktowaé¢ jako rezultat zaokraglenia
numerycznego.

Kolejny rysunek 8 przedstawia zaleznosé x(Z) dla stanéw z pu = +1/2 oraz giéwna liczba
kwantowg N = 3, czyli dla stanéw nalezacych do grupy drugiego stanu wzbudzonego. Bedziemy
tutaj zmieniaé liczbe kwantowa &, a takze — na mocy relacji N' = n+ || — radialna liczbe kwantowa
n.
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0.10F
: —  k=—10s1p)
0.05F
—_ F —  K=+1QGpip)
“S 000"
(\1d K==2 (3p3p)
~— -0.05¢
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-0.10F
i K=-3 (3d
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Rys. 8: Magnetyzowalno$é x dla stanéw z u = +1/2 oraz N' = 3 oraz jako funkcja liczby Z.

Wszystkie powyzsze wykresy x(Z) zostaly wykreslone dla stanéw z p = £1/2. Jednak dla da-
nego r liczba pu przyjmuje wartoéci ze zbioru {—|x| + 3, —|s| + 3, -+, |s| — 3} (Uzupelnienie A.3).
Majac na celu poréwnanie ze sobg jak najwiekszej ilosci réznych stanéw, do uzyskania prezentowa-
nych tutaj wykreséw wybrano i o najmniejszej wartoéci bezwzglednej'®. Aby jednak zilustrowaé, w
jaki sposéb magnetyzowalno$é zalezy od liczby kwantowej p, na rysunku 10 przedstawiono wykres
zaleznodci x(Z) dla jednego wybranego stanu (4f7/5), dla réznych wartosci magnetycznej liczby
kwantowej p.

Y6Uwzgledniono tutaj parzysto$é wyrazenia (7.2) wzgledem .
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Rys. 9: Magnetyzowalnos¢ x dla grupy stanow 4f7/; jako funkcja liczby Z.

Analizujac ogromna liczbe wykreséw zaleznosci x(Z) dla Z od 1 do 137, z ktérych niewielka
czes¢ zostala zaprezentowana w rozprawie, zauwazono, ze — podobnie, jak w przypadku stanu
podstawowego — dla stanéw o symetrii K = +1 istnieje pewna granica, przy ktérej magnetyzowalnosé
zmienia znak na przeciwny. Taki efekt zaprezentowano na rysunku 11, przedstawiajagcym wykres
IX(Z)|; w przypadku osi rzednych zastosowano skale logarytmiczna.

104 F
—_ n=1Q2pip)
o 10r
S
N
S —_— n=23pip)
= 001F
= =
105+ n=3 (4pp)
0 20 40 60 80 100 120 140
VA

Rys. 10: Warto$¢ bezwzgledna x dla stanéw z k = +1 oraz u = +1/2, czyli dla stanéw typu Np; /25
jako funkcja liczby Z.

Dla stanu 2p,,, wartoscia graniczna, przy ktérej magnetyzowalno$¢ zmienia znak na ujemny,
jest!” Z. = 117 (patrz Tabela 3). Im wyzszy stan wzbudzony, tym ta granica przesuwa si¢ w strone
nizszych wartosci liczby atomowej; w przypadku stanu 3p;/ wynosi ona Z. = 84, zas$ dla stanu
4py /9 osiaga wartos¢ Z. = 71.

"W pracy [50] podano, iz wartos$é krytyczna dla tego stanu wynosi Z. = 120. Rozbiezno$é ta moze wynikaé z
faktu, iz w cytowanej publikacji wartosci x(Z) stablicowano dla Z od 1 do 137, ze skokiem co 5 dla wartosci Z, tj.
dla Z =1,5,10,15,...,115,120, 125,130, 135, 137.
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7.3 Podatnos$¢ krzyzowa ap_. g2

Przypomnijmy w tym miejscu wyrazenie (5.101) okreslajace podatno$é krzyzowa typu magne-
tyczny dipol—elektryczny kwadrupol dla dowolnego dyskretnego stanu energetycznego atomu:

4
aq,
AM1-E2 :7405 [N3H(5n2+10n%+47ﬁ+1) — £+ ) (26(n + ) + 3Nnn)}
y RA(K° —y2)(4r* —12p° = 1) | 3 N3 (Nus — K) 1
(4k% —1)2 32 4r%2-1 — Ny + 1
(25 —1)% — 4> 5 (25 +1)% — 4> 5
(26 —1)(26—3) " T 2+ 1) (26 +3) !

X {2]\7”,@ [10(71 + yn)(7n2 + l4ny, + 472 +5)+ (n+ %)2(5172 + 20)

+n(n + 27,) (6302 + 12607, + 3392 + 85) — 2771 + 7092 + 12|

n!T(n + 27, + 1) Nk

+8k(n + 7. )2 (Tn? + 14n7y,, + 492 +5) +
(72 4 7)( e ) ) (N —R) T (27 + 1)

n DL (=) L(ve+7ye +k+3) L (Ve + v +p+2) [Z(Nnn—n)+(n—p)(ﬁ+/@’)}
P S F(n—k+ 1k + 27+ 1)I(n—p+1)0(p + 27 + 1)

X

X {(Nnn + “/) [(n — k) + €nn(k — Nmﬂ)] —(n—Fk-3) [(H — Nng) + €n(n — k)]}

Vot =V —k—=2,% =V —D— L% — Y —n+1
><3F2 i1 .

: (7.3)
Vo' — Ve — N+ 2, 2y +1

Wykorzystujac powyzszy wzér, obliczono wartosci a1 go dla kilku wybranych stanéw atomu.
Wartosci te, wyrazone w jednostkach cag, przedstawiono w formie wykreséw jako funkcje liczby
atomowej Z. Sposob zestawienia uzyskanych wykreséow jest analogiczny do tego zaprezentowanego
w podrozdziale 7.2. Rozpoczniemy zatem od standéw o okredlonej radialnej liczbie kwantowej n oraz
magnetycznej liczbie kwantowej p; zmienia¢ si¢ bedzie liczba kwantowa k.
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~0.05F
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Rys. 11: Podatnosé krzyzowa apr— g2 dla stanéw z n=01 p=1/2 jako funkcja liczby Z.
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Rys. 12: Podatnosé krzyzowa apr—pe dla stanéw z n=11 p=1/2 jako funkcja liczby Z.
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Rys. 13: Podatnosé krzyzowa ap—pe dla standéw z n=21 p=1/2 jako funkcja liczby Z.

Analizujac rysunki od 11 do 13, mozemy wywnioskowaé, ze dla danej wartoéci i znak podatnosci
krzyzowej a1 po zalezy'® od znaku liczby . Ponadto, w tym wzgledzie ciekawe wydaja sie by¢
stany 1sy/p oraz 2s; /o, gdyz wartosci a1 g2 dla tych stanéw sa bardzo male w poréwnaniu do
wartosci dla wyzszych stanéw wzbudzonych; tym przypadkom przyjrzymy sie w dalszej czesci tego
podrozdziatu (patrz Rys. 15).

Na kolejnym rysunku pokazano, jak zmienia sie apr1—, go wewnatrz drugiej grupy stanéw wzbu-
dzonych.

18Nalezy w tym miejscu podkredlié, ze przedstawiono tutaj wykresy zaleznoéci ami—g2(Z) tylko dla stanéw z
magnetyczna liczba kwantowa u = 1/2 (wyjatek stanowi Rys. 20 obrazujacy zaleznos$é¢ anri—g2(Z) dla réznych war-
tosci p). Biorac pod uwage definicje omawianej podatnosci krzyzowej (7.3), a konkretniej jej nieparzystosé wzgledem
u, tatwo mozna stwierdzié, ze analogiczne wykresy dla stanéw z u = —1/2 beda po prostu lustrzanym odbiciem
wzgledem osi odcietych.
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Rys. 14: Podatno$¢ krzyzowa apsi— g dla standéw z N'=3 i p=1/2 jako funkcja liczby Z.

Powyzszy wykres potwierdza wczesniejszy wniosek, iz jesli & > 0, to omawiana podatnosé
krzyzowa réwniez bedzie dodatnia i na odwrot.

Przejdziemy teraz do nastepnej grupy wykreséw, prezentujacych zalezno$¢ ap—pgo(Z) dla sta-
noéw o okreélonej symetrii k.
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Rys. 15: Podatnosé krzyzowa apr—po dla standéw z k=—1 1 pu=1/2 jako funkcja liczby Z.
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Rys. 16: Podatnosé krzyzowa ap—po dla standéw z k=+1 i u=1/2 jako funkcja liczby Z.
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Rys. 17: Podatnosé krzyzowa api—po dla standéw z k=—2 i u=1/2 jako funkcja liczby Z.
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Rys. 18: Podatnosé¢ krzyzowa apri— g2 dla standéw z k=+2 i u=1/2 jako funkcja liczby Z.

7 powyzszych czterech wykresow plyng nastepujace wnioski. Dla wspomnianych wczeéniej naj-
nizszych stanéw energetycznych, tj. 1sy /o oraz 2s; /5, wartosci podatnosci krzyzowej a1 g2, mimo
iz bardzo niewielkie, sa jednak dodatnie, co prezentuje nam rysunek 15. Im wyzszy stan wzbudzony,
tym lagodniej omawiana podatno$é atomu zbiega do zera. Analiza wartosci a1 g2 dla Z od 1 do
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137, a takze kilkunastu dodatkowych (nie zaprezentowanych w rozprawie) wykreséw dla réznych
kombinacji stanéw, pozwolila wyréznié stany typu Nps /2 W podobny sposob, jak stany typu Npy /2
podczas omawiania magnetyzowalnosci w porzednim podrozdziale. Mianowicie, dla tej klasy sta-
néw (z k = —2) istnieja wartosci graniczne liczby atomowej (Z.), przy ktérych podatnosé krzyzowa
ap1— g zmienia swéj znak na przeciwny. Aby to zobrazowad, na rysunku 19 przedstawiono wartoéé

bezwzgledng omawianej podatnosci jako funkcje liczby Z; w przypadku osi rzednych zastosowano
skale logarytmiczng.

10°
—_
ﬁ'co —_ n=0(2ps)
S 100F
N
% —_— n=1@psp)
1 001
-
=
= 1070k -~ n=2 (4p3p)
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]0—10“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140
VA
Rys. 19: Warto$é bezwzgledna podatnosci krzyzowej ap—po dla stanéw z k = =21 p = 1/2, tj.

dla stanéw typu Nps /2, jako funkcja liczby Z.

Dla stanu 2p3 o warto$¢ graniczna wynosi Z, = 123. Im wyzszy stan wzbudzony, tym ta granica
nieznacznie przesuwa si¢ w strong wyzszych wartosci liczby atomowej; w przypadku stanu 3ps /o
wynosi ona Z, = 127, zas$ dla stanu 4ps/, osiaga ona wartos¢ Z, = 129.

Na ponizszym rysunku pokazano, jak zachowuje sie omawiana podatno$é¢ krzyzowa podczas
zmiany wartosci magnetycznej liczby kwantowej p. Zalezno$é te zaprezentowano na przykladzie
stanu 4f7 /9, na wykresie apyi—pg2(Z), dla Z od 1 do 137.
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Rys. 20: Podatnos¢ krzyzowa apr1— g2 dla pasma stanéw 4f7/5 jako funkcja liczby Z.

Dla stanéw z p = 3/2 oraz p = 5/2 nie widaé praktycznie zadnej réznicy w wartosciach
anr1—p2(Z) (linie czerwona i zielona zasadniczo si¢ pokrywaja). Analiza catego spektrum wartosci
dla tych dwoch przypadkéw pozwala stwierdzié¢, iz najmniejsza rozbieznosé miedzy wynikami wy-
stepuje przy Z = 1 i jest rzedu 1070 aal. W miare wzrostu liczby Z rozbieznoéé ta sukcesywnie
roénie i dla Z = 137 osiaga warto$é¢ okoto 0.03 aag.
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7.4 Stala ekranowania magnetycznego

Podobnie, jak w poprzednich dwdéch podrozdziatach, przedstawimy w tym miejscu wyraze-
nie analityczne dla tytulowej wielkoSci fizycznej; w tym przypadku beda to wzory (6.122) oraz
(6.117)—(6.119), okreslajace stala ekranowania magnetycznego relatywistycznego atomu jednoelek-
tronowego, bedacego w dowolnym dyskretnym stanie energetycznym:

o a44Z3 3265 11% [26 (75 + 1) — No] oa?Z 822 1 3 Ny — K
N (4k% —1)279,(442 - 1) N2, (42 —1)2 8 <= Npw + K/

x (482 = 1) = 4225+ 1)%) G 1 + (462 = 1) = 42225 = 1)%) 6]

(=)" - (=)* L2y + k+n)
x¢1+ Z
(N — 1) O —m— 14 D)o b= 1) 2 K2 + ki + 3T (0 — ki 1)
k—n, 1, 1
X Wl("/‘-v 'L{,?k:vn)?)FQ 7]-
Vo' =V —N+1, =Y =Y —n+1

k—n, 1, 1
+W2(K’ K’,7k7n)3F2 7]-
7/{’_7&_”'{'17 _VH’_/YH_n+2

k—mn, 1, 1
+Ws(k, K k,n)sFy ( 1) 1 H , (7.4)

Vit =V —N+2, =Y =Y —N+2 7
gdzie
Wi (k6 ko) = 29+ k+n) 2y +k+n+ D)y + Y +n— 1) (9 — Y +n — 1)

X276 + k4 1+ 2) [(Now—8) = (n=k) (54 #)] + 2n(x + )], (7.5)

Wa(k, 5 k,n) = (Yo — Y — 1+ 1){(2% k4 1) (29, + k + 2) [(Nne—5) — (n—k) (5+K)]
X [(27+ 1) 27+ k+n) — (k+ £) (N + K)]
+(27x + k +2) [(Npx—r)— (n—k—1)(k+')]
X [2n(2vs + k) (27 + k+n) — (n — 1)(k + K ) (Npk + )]

+n(n = 1)(27% + bk +1)(2% + 2k = 1) [(Naw—r) — (n—k=2)(x+x")] |, (7.6)

Ws(k, k' kyn) = (v = 3w + & = 1)(27 + &k +2) [(Npe— k) = (n—k—1)(5+r")]
X [2n(ve — v + D27 + k+n) — (n — 1)(k + £ ) ( Nk + K)]
(v = + D) (2% + k4 1) (276 + k4 2) [(Now— ) = (n—k) (5+r")]
X [(Ye = %) (29 + k1) — (5 + K)(Nw + 5)] +n(n = 1) (75 — v + k= 1)
X (Ve = Y + k) (27 + k4 1) [(Now =) = (n—k—2)(k+K)] . (7.7)
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W oparciu o wzory (7.4)—(7.7) obliczono wartosci stalej ekranowania magnetycznego (wyrazone
w jednostkach «?) dla wybranych stanéw atomu. Otrzymane wyniki zaprezentowano w formie
wykreséw!® zaleznosci o od Z, pogrupowanych w sposéb analogiczny, jak w przypadku x oraz
QM1—E2-

Pierwsza grupe tworza wykresy o(Z) dla stanéw o okreslonej radialnej liczbie kwantowej n i
magnetycznej liczbie kwantowej p.
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2001

K==1 (1s1)2)

100}

K==2 (2p3;)

o(a?)

[ K==3 (3dsp)
—100F

K=—4 (4f7,2)

200}

-300t : :
0 100

Rys. 21: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z n = 0 oraz u = £1/2 jako funkcja
liczby Z.
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Rys. 22: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z n = 1 oraz pu = £1/2 jako funkcja
liczby Z.

19WW rozdziale 6 niniejszej rozprawy [patrz przypis 12 na str. 62] pokazano, iz catka typu (C.19) dla atomu znajdu-
jacego sie¢ w stanie o symetrii |k| = 1, bedzie zbiezna dla Z < 118. W zwiazku z tym, krzywe prezentujace zaleznosé
0(Z) dla stanéw z k = %1 zostaly wykreslone dla Z od 1 do 118.
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Rys. 23: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z n = 2 oraz u = £1/2 jako funkcja
liczby Z.

Na powyzszych rysunkach wida¢ wyraznie, iz o nigdy nie przyjmuje wartosci zero. Na kolejnym
wykresie pokazano, jak zmienia sie stala ekranowania magnetycznego jadra atomu znajdujacego
sie w drugim stanie wzbudzonym. Pamietajac o degeneracji stanéw, przedstawiono zaleznosé o(2)
dla wszystkich stanéw z gléwna liczba kwantowa N = 3 oraz magnetyczna liczbg kwantows?"
w==+1/2.
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Rys. 24: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z N' = 3 oraz u = +1/2 jako funkcja
liczby Z.

Analizujgc powyzszy rysunek, wracajac jednoczesnie na chwile do rysunkéw od 21 do 23, moze-
my wywnioskowaé, iz dla stanéw o symetrii k > 0 stata ekranowania o przyjmuje wartosci dodatnie,
zas w przypadku stanéw z k < 0 — wartosci ujemne. Wyjatek od tej regulty stanowia stany z k = —1.

Przejdziemy teraz do nastepnej grupy wykreséw, prezentujacych zaleznosé o(Z) dla stanéw o
okreslonej symetrii £ i magnetycznej liczbie kwantowej p.

29Podobnie, jak w przypadku magnetyzowalnodci, definicja (7.4) stalej ekranowania jest wyrazeniem parzystym
wzgledem p. W niniejszym podrozdziale réwniez skupimy sie na stanach o najnizszej wartosci bezwzglednej magne-
tycznej liczby kwantowej, czyli z |u| = 1/2.
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Rys. 25: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z Kk = —1

liczby Z.
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Rys. 26: Stata ekranowania magnetycznego o dla stanéw z Kk = +1

liczby Z.
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Rys. 27: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z k = —2 oraz u = +1/2 jako funkcja
liczby Z.

oraz u = +1/2 jako funkcja

n=1(2pp)

n=2(G3pip)

n=34pp)

oraz p = £1/2 jako funkcja
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Rys. 28: Stala ekranowania magnetycznego o dla stanéw z k = +2 oraz u = +1/2 jako funkcja
liczby Z.

Z rysunkéw 27 i 28 wnioskujemy, iz wartosci stalej ekranowania dla stanéw z |k| = 2 sa bardzo
zblizone dla pierwszej polowy rozpatrywanego zakresu liczby atomowej Z. Krzywe zaleznosci o(2)
staja sie rozréznialne dopiero dla Z > 60, co zostalto zaprezentowane na powiekszonych fragmentach
wykreséw.

Kolejny rysunek przedstawia zaleznos¢ stalej ekranowania magnetycznego od Z dla stanu 47 ;
zmieniamy tutaj wartosci liczby p.
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Rys. 29: Stala ekranowania magnetycznego o dla grupy stanéw 4f7/5 jako funkcja liczby Z.
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8 Podsumowanie

W rozprawie zostal przedstawiony opis wplywu zewnetrznego stabego, statycznego, jednorod-
nego pola magnetycznego na relatywistyczny atom jednoelektronowy. Przyjecie zalozenia odnosnie
natezenia zewnetrznego pola magnetycznego umozliwito postuzenie si¢ w obliczeniach technikami
perturbacyjnymi. Bazujac na réwnaniu Diraca, stosujac stacjonarny rachunek zaburzen potaczony
z technikg funkcji Greena, wyznaczono poprawke pierwszego rzedu do funkcji falowej stanu ato-
mu. Z dokladnosciag do wyrazéw tego samego rzedu wzgledem zaburzenia zdefiniowano réwniez
gestosé¢ indukowanego w atomie tadunku elektrycznego p(!)(r) oraz gestosé indukowanego pradu
elektrycznego jM (7).

Poprawki te wykorzystano do opisu momentéw elektrycznych i magnetycznych, indukowanych
w atomie pod wplywem umieszczenia go w stabym zewnetrznym polu magnetycznym B. W pracy
skoncentrowano sie na zbadaniu tych momentéw na poziomie najnizszym, dla ktorego przynaj-
mniej jedna z ich skladowych jest rézna od zera. W odniesieniu do momentéw magnetycznych
analizy takiej dokonano na poziomie dipolowym. W przypadku rodziny momentéw elektrycznych
wykazano, iz atom izolowany posiada tylko trwate momenty parzystopolowe; pokazano takze, ze w
obecnosci pola magnetycznego w atomie mogg sie indukowaé réwniez tylko elektryczne momenty
rzedu parzystego. W zwiazku z tym, w rozprawie przedstawiono obliczenia elektrycznego momentu
kwadrupolowego atomu.

Wyzej wymienione momenty, tj. indukowany magnetyczny moment dipolowy oraz indukowany
elektryczny moment kwadrupolowy, wyrazono za pomoca odpowiednich podatnosci elektromagne-
tycznych. W przypadku pierwszego z nich wykorzystano dipolowa podatno$é¢ magnetyczna (magne-
tyzowalno$é), zas§ w drugim przypadku postuzono si¢ tzw. podatnoscia krzyzowa typu magnetycz-
ny dipol— elektryczny kwadrupol (apr1—p2). W rozprawie znaleziono Sciste analityczne wyrazenia
dla obu tych wielkosci fizycznych, charakteryzujacych dowolny dyskretny stan energetyczny ato-
mu [wzory (4.98) oraz (5.101)]. W obliczeniach wykorzystano rozwinigcie sturmowskie uogdlnione;
radialnej funkcji Greena—Diraca—Coulomba [39]. Uzyskane wyniki zawieraja uogélnione funkcje hi-
pergeometryczne 3F5 z jednostkowym argumentem. Wydaje sig, ze $ciste relatywistyczne obliczenia
tych wielkosSci dla dowolnego stanu wzbudzonego atomu zostaly przeprowadzone po raz pierwszy.

Aby zweryfikowaé¢ poprawnos$é¢ otrzymanych wynikéw, sprawdzono, do czego sprowadzaja sie
ogblne formuty dla pewnych szczegdlnych standéw atomu. W przypadku magnetyzowalnosci stwier-
dzono, iz dla stanéw z radialng liczba kwantowa n = 0 uzyskany wynik pokrywa sie z rezultatami
uzyskanymi niezaleznie przez Manakova i Zapryagaeva [31] oraz Labzovsky’ego i wspdlpracowni-
kéw [34]. Ponadto, dla stanu podstawowego atomu otrzymane wyrazenie jest tozsame z wynikami
zawartymi w pracach [27,28, 32,33, 54].

Wyrazenie dla indukowanego elektrycznego momentu kwadrupolowego atomu Diraca [wzor
(5.93)], zapisane dla przypadku stanu podstawowego atomu, pokrywa sie z wynikiem uzyskanym w
pracy [38]; w granicy nierelatywistycznej zbiega ono do zera, co potwierdza wyniki wezesniejszych
obliczen tej wielkosci [35-37], przeprowadzonych dla atomu z elektronem Schrédingera lub Pauliego,
ktore przewidywaly kwadratowq zaleznosé le) od pola. W zwiazku z tym, uzyskana w rozprawie

liniowa zalezno$cé Qél) od B moze by¢ traktowana jako efekt czysto relatywistyczny.

Znajomosé poprawki j (1)(1') umozliwita réwniez scharakteryzowanie indukowanej zmiany pola
magnetycznego w miejscu polozenia jadra poprzez wyznaczenie tzw. stalej ekranowania magne-
tycznego atomu. Stosujac te sama technike obliczeniows, jak w przypadku magnetyzowalnoéci oraz
podatnoéci krzyzowej apr1_.pe, W rozprawie przeprowadzono — wydaje sie, ze po raz pierwszy —
$ciste analityczne obliczenia relatywistyczne tej wielkosci dla atomu znajdujacego sie w dowolnym
stanie wzbudzonym. W ich rezultacie otrzymano zupelnie ogélne wyrazenie dla tej stalej [wzér
(6.122)], zawierajace uogélnione funkcje hipergeometryczne 3F5 z jednostkowym argumentem.

W celu zweryfikowania poprawnosci otrzymanego wyniku dla stalej ekranowania magnetyczne-
go, wyznaczono jego postacie dla pewnych szczegdlnych stanéw atomu. Znaleziono wzor okreslajacy
te wielko$¢ dla stanow typu s, czyli tych stanéw atomu, dla ktérych x = —1. Rezultat ten poréwnano
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z wyrazeniem uzyskanym zupelnie inng metoda przez Ivanova i wspétpracownikéw [46]. Po uwzgled-
nieniu zmiany znaku w definicji omawianej wielkosci (w cytowanej pracy o zostala zdefiniowana ze
znakiem przeciwnym w stosunku do definicji uzytej w niniejszej rozprawie) stwierdzono, iz dla sta-
néw z radialna liczba kwantowa przyjmujaca wartosci ze zbioru n € {0,1,2,...,11} konfrontowane
wyrazenia sa identyczne. Test zgodnosci wyniku (6.122) z danymi literaturowymi przeprowadzo
rowniez dla stanu podstawowego. W jego efekcie stwierdzono, iz otrzymane wyrazenie zgadza sie z
rezultatami uzyskanymi przez innych autoréw [43,44,47].

Wykorzystujac program Mathematica 9, obliczono wartosci liczbowe wszystkich trzech wielko-
$ci omawianych w rozprawie, tj. dla magnetyzowalnosci, podatnosci krzyzowej typu magnetyczny
dipol—elektryczny kwadrupol oraz dla stalej ekranowania magnetycznego, dla kilku réznych sta-
néw atomu. Otrzymane wyniki przedstawiono w formie wykreséw, jako funkcje liczby atomowe;j
Z. Dodatkowo, dla magnetyzowalnoéci jako wielkosci najczesciej wykorzystywanej do opisu ma-
gnetycznych wlasciwosci atomoéw, sporzadzono tabele jej wartosci dla Z od 1 do 137, dla kilku
wybranych stanéw atomu. Uzyskane w ten sposéb wyniki poréwnano z dostepnymi danymi lite-
raturowymi; stwierdzono, iz niemal wszystkie wartosci x(Z) stablicowane przez Rutkowskiego i
Poszwe w pracy [50] sa identyczne z wynikami zawartymi w tabelach od 1 do 9 — analizujac dane w
postaci kilkuset wartosci liczbowych, znaleziono zaledwie trzy rozbieznosci, wystepujace na dosy¢
dalekich miejscach znaczacych poréwnywanych liczb.

W przygotowaniu sg publikacje, zawierajace wyniki uzyskane przez autorke w ramach niniejszej
rOZprawy.

Na zakonczenie warto zwroci¢ uwage, ze wykorzystana w rozprawie technika obliczeniowa jest
uniwersalna. W przysztoéci technika ta bedzie mogta zostaé¢ wykorzystana do wyznaczenia réwniez
innych parametrow charakteryzujacych wtasnosci elektryczne i magnetyczne atomu w dyskretnych
stanach wzbudzonych; wéréd tych parametréw w pierwszym rzedzie nalezy wymieni¢ dipolowa
polaryzowalnosé¢ elektryczna, a w dalszych — elektryczne i magnetyczne atomowe podatnosci mul-
tipolowe.
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Uzupelnienia

A Uktad wspétrzednych, harmoniki i spinory sferyczne

A.1 Sferyczny ukltad wspoélrzednych, baza cykliczna

Wybér uktadu wspédlrzednych, w ktérym najwygodniej jest rozwigzywaé dany problem fizycz-
ny, jest bardzo wazna kwestia, towarzyszaca analizie wiekszosci zagadnien fizyki matematycznej.
Bardzo czesto, zwlaszcza przy omawianiu problemoéw fizyki atomowej, najwygodniejszym okazuje
sie by¢ sferyczny uktad wspoétrzednych. Rozpatrywany w niniejszej rozprawie uktad fizyczny, jakim
jest atom jednoelektronowy, najlepiej jest opisywaé, postugujac sie wlasnie takim ukladem odnie-
sienia. Na rysunku 30 przedstawiono tradycyjny, prawoskretny kartezjanski uktad wspdirzednych
(z, y, z), w zestawieniu ze wspomnianym sferycznym ukltadem wspétrzednych (r, 6, ¢).

AZ
: P:(x’ Y :)
7o
0 e
1) ; , >
\‘\ : // y
N ! .

Rys. 30: Sferyczny uktad wspélrzednych.

Sktadowe wektora wodzacego r (okreslajacego polozenie dowolnego punktu P w przestrzeni tréj-
wymiarowej) we wspolrzednych sferycznych maja postaé

r=1r0,y, (A1)

gdzie r okresla dtugo$é wektora r, czyli odlegltosé punktu P od poczatku uktadu wspédirzednych
(Rys. 30), za$ 0 i ¢ to odpowiednio katy biegunowy i azymutalny; zakres wartosci tych wspéirzed-
nych okresla ponizszy uktad nieréwnosci:

0< 7 < oo, 0<0<m, 0<¢<2m. (A.2)

Zdefiniowane powyzej wielkosci 7, 8, ¢ sa powiazane ze wspoOlrzednymi kartezjanskimi w nastepu-
jacy sposob:

x = rsinf cos g, (A.3)
y = rsinfsin g, (A.4)
z =rcosf. (A.5)
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Jakobian przejécia pomiedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i sferycznymi wynosi
J =r?siné, (A.6)

w zwiazku z czym, dla odpowiednio regularnej funkeji f(r), catki po przestrzeni R? mozemy obliczaé
wedlug przepisu

d3Tf(r) = / drr? dQan(r), (A7)
R3 0 47
przy czym

&n, (...) :/027rd<p/07rd9 sind (...), (A8)

4

gdzie n, = r/r jest wektorem jednostkowym o kierunku zgodnym z kierunkiem wektora r.
Wersory kartezjanskiego uktadu odniesienia n;, n,, n., zdefiniowane jako

n, = [1,0,0], (A.9)
ny = [0,1,0], (A.10)
n, =[0,0,1], (A.11)

sg powiazane z wersorami cyklicznego uktadu wspétrzednych eg, e11 nastepujacymi zaleznosciami
[97,98]:

1
n,=——(ey1—e_1), (A.12)

S

i
n =5 (e41+e-1), (A.13)
n. = e. (A.14)

Relacje odwrotne do powyzszych maja postaé
ey =N, (A.15)
1 .
er] = :|:E (ny £iny). (A.16)
A.2 Harmoniki sferyczne

Zespolone harmoniki sferyczne (lub po prostu harmoniki sferyczne) Yi,(n,) definiujemy w
nastepujacy sposob:

20+ 1 (1 —m)! -
Yim(ne) =/ = +m)! P (cos 0) ™%, (A.17)
przy czym | = 0,1,2,... oraz m = —I,—l + 1,...,1 — 1,1, za§ P/"(z) to stowarzyszona funkcja

Legendre’a pierwszego rodzaju, okreslona zgodnie z konwencja fazowa Condona—Shortleya [99]:

iy ()" (a2 dTT (@ 1)
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Posiadaja one nastepujaca wlasnosé:
Yif—m(nr) = (_)m}/lm(nr) (A19)

Ponizej zestawimy jawne postacie harmonik sferycznych z [ = 2, szczegblnie przydatnych w ni-

niejszej pracy:
/5 (3 1
}/QO(RT> = E (2 COS2 0 — 2) y <A20)

1 /15 :
Yo +1(n;) = ?5\/ 2 sin @ cos f e™%, (A.21)
1 /15 .
Y 2(ny) = 1V aor sin® § =%, (A.22)

7 punktu widzenia obliczen przeprowadzonych w rozdziale 5 wygodniejsze sa nastepujace postacie

harmonik Y2, (n,):
3 /5 . 1 /5
YVQO(”T) = 1 ;(60 ’ nr) (60 : nr) - Z ;7 (A'23)

5
Yo 41(n,) = E(eo ‘n,)*(ex1 - ny), (A.24)
5 i}
Yaza(ny) = — 87(&“ ‘ny)*(ex1 - ny), (A.25)

gdzie n, = r/r, za$ eg i ex1 to wersory cyklicznego ukladu wspélrzednych (uzupelnienie A.1).

A.3 Spinory sferyczne?!

Spinory sferyczne to funkcje pojawiajace sie podczas separacji rownania Diraca dla pola cen-
tralnego [61-65]. Opisuja one cze$¢ katowa funkcji falowej elektronu w relatywistycznym atomie
jednoelektronowym, mozna je zatem traktowaé jako odpowiedniki harmonik sferycznych (uzupel-
nienie A.2). Definiujemy je jako dwuskladnikowe funkcje wektora jednostkowego n,, a wiec takze
katéw 0 oraz ¢ sferycznego uktadu wspotrzednych:

n+lf,u
sgn(—r) \| 2 Yl,,k% (nr)

Q1) = 1 , (A.26)
VS Y ()
gdzie k = +£1,£2,..., up = —|k| + %, —|k| + %, S %, liczba [ przyjmuje wartosci
lzlnzﬁ—i—l‘—l:{ " dlar =0 (A.27)
2 2 —k—1 dla k<0,

zas$ Y, (n,) to zespolona harmonika sferyczna, oméwiona w poprzednim podrozdziale. Zgodnie z
definicja (A.26), w niniejszej pracy spinory sferyczne bedziemy indeksowaé przy pomocy dwéch

21Podrozdzial A.3 oparto na pracach [93,100,101].

117



liczb kwantowych: x oraz u. Niekiedy wykorzystuje sie inny, rownowazny sposéb oznaczania tych
funkcji za pomoca trzech liczb j, I oraz u, przy czym

) 1
j=lsl-3, (A.28)

liczba [ zostala zdefiniowana wzorem (A.27), natomiast p przyjmuje wartosci wyszczegdlnione bez-
posrednio po definicji (A.26). Liczbe k (nazywana czasem kombinowana liczba kwantowa operato-
réw parzystosci i momentu pedu) mozna okresli¢ jednoznacznie, postugujac sie liczbami j oraz [;
odpowiednia relacja ma postacé:

k=(1-j)(2j+1). (A.29)

W rozdziale piatym niniejszej rozprawy pojawia sie kwestia okreslenia parzystosci wyrazenia
li + 1 dla dwoch przypadkow:

1. gdy ' = &,
2. gdy ¥ = -k £ 1.

O ile w pierwszym przypadku sprawa jest oczywista (rozpatrywane wyrazenie wynosi 2, i jest
liczba parzysta), o tyle druga mozliwo$¢ wymaga krétkiego komentarza. Mianowicie, korzystajac z
zaleznosci (A.27), mozemy zapisaé

L= ’_,{ B 1‘ 1 { K dla k>0 (A.30)
2| 2 —k—1 dla k<0
oraz
ln+1:‘_ﬁ+3‘_1:{ k—2 dla k>0 (A.31)
2 2 —k+1 dla k<0,

przy czym uwzgledniono tutaj fakt, iz liczba x nigdy nie przyjmuje wartoéci zero. Biorac pod uwage
réwnania (A.27), (A.30) oraz (A.31), dostajemy

2K dla x>0
I+l g1 = (A.32)
—2k—2 dla k<0

oraz
Lo 2k—2 dla >0 (A.33)
+1- = .
" o -2k dla k<0.
7 powyzszych rozwazan wynika, iz dla k' = —k &1 suma [, + [+ bedzie liczba parzystq, niezaleznie

od tego, czy k przyjmuje wartosci catkowite dodatnie, czy ujemne.

Spinory sferyczne posiadaja szereg réznych wlasnosci, spetniaja ponadto wiele relacji rekuren-
cyjnych i rézniczkowych [100,101]. Ponizej zaprezentujemy kilka z nich, szczegélnie przydatnych w
niniejszej pracy.

Pierwsza ze wspomnianych wtasnosci, a zarazem najczesciej wykorzystywana w tej rozprawie,
jest relacja ortonormalnosci

}g 1, OF (1) Qe (10) = S By (A.34)

Podczas obliczania calek katowych w tej pracy wykorzystywane sa takze relacje rekurencyjne i
rozniczkowe spelniane przez spinory sferyczne.
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Relacje rekurencyjne podzielimy na trzy grupy:
e relacje zawierajace iloczyn skalarny jednego z wersoréow bazy cyklicznej oraz wektora n,.:

2
1
20 () i) -4
BT T T T

2
7,
+ ‘2:‘4] _ 1‘ ”*17:“(”7')7 ( . )

e Ny Qep(n,) =

Qn+1,u(nr)

K2 — (M:I: %)2
42 — 1

\/(ni/ﬂr;) (htp+3)
V2(2k + 1)
\/(fi?M—%) (rFu—3)

o \/5(21% - 1) Qn—l,u:l:l(nr), (A36)

€41 Ny Qmu(nr) = j:\/i Q—H,u:tl(nr)

+ Q/{—l-l,,u:l:l(nr)

e relacje zawierajace iloczyn skalarny jednego z wersorow bazy cyklicznej oraz wektora n,. X o:

2
1
ey (n, x o) (n)—ﬂQ (n,) +1i (K—I_i) _MQQ (n,)
0 r ru\Tlr —141{2_1 —rku\Tr 1 |21€+1| r+1,pu\Tr
2
) " A37
|2/€—1| "f*ly#(nr)’ ( . )
2
o)

es1 - (ny X &) Qep(m,) = Fi2v/25 Qe pt1(nr)

452 — 1

\/(Kiwr;) (htn+3)

V2(2k +1)

(7 i—3) (5 )

V2(2k — 1)

+i QI{‘FLMil(nT‘)

+i Qe—rpt1(nr),  (A.38)

e relacja zawierajaca iloczyn skalarny wektora n, i wektora o:

ny - 0Qeu(n,) = —Q_ g (n,). (A.39)
Podczas separacji czesci katowej i radialnej réwnania Diraca wykorzystuje sie nastepujacg relacje
rézniczkowa dla spinoréw sferycznych:

i+n+1
dr T

o -VFr)Qun,)=— { } F(r)Q_gu(n,), (A.40)
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ktora po zastosowaniu podstawienia

F(r) =~ £(r) (A1)

przyjmuje postac
d K
o-V Ef(r)ﬁw(nr)} = 1 { + ] F(r)Q_p(ny). (A.42)

rldr r

Wektor o, pojawiajacy sie¢ w wiekszosci sposréd wymienionych wyzej relacji, to wektor Pauliego,
zbudowany w nastepujacy sposéb:

o = [03,0y,0;], (A.43)

przy czym o, o, oraz o, to macierze Pauliego, dane wzorami:

01 0 —i 1 0
ax:<10>, O'y:<i 0), O'Z=<O_1>. (A.44)
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B Calki katowe

We wszystkich zagadnieniach omawianych w niniejszej rozprawie mamy do czynienia z catkami
po calej przestrzeni tréjwymiarowej R?, ktore podlegajg rozseparowaniu na czesé radialng i katows.
Powstate w wyniku tej separacji calki radialne zostang przedstawione w uzupetnieniu C; w tym
miejscu za$ oméwimy calki katowe.

Calki katowe, pojawiajace sie w tej pracy, mozemy sklasyfikowa¢ w nastepujacy sposob:

e zawierajace dwa spinory sferyczne i jedng harmonike sferyczng??

, d*n, Qlu(nr)YLM(nr)QH/m(nr) (B.1)

e zawierajace dwa spinory sferyczne oraz iloczyn mieszany trzech wektoréw:

. d*n, Q,TW(nr) n, - (ny X o) Q_wm(ng,). (B.2)

Spelniajg one szereg wlasnosci, z ktérych najwazniejsze z punktu widzenia tej pracy zostang przed-
stawione i udowodnione w niniejszym uzupelnieniu.
Zachodza nastepujace relacje:

o dQnT QLu(nT)YLM (nT)QK’m(nT) = (_)L—HN—HH, o dQnT QLM(nr)YLM (nT)QIﬁ:/m(n'l’)7 (B3)

a d*n, QL () Yiar () Qi () = ]iﬂ d%n, QT_W(nT)YLM(nT)Q_H/m(nT), (B.4)

%d2nr Qiﬁu(n,ﬂ) n.-(n, x o) Qem(n,) j[d n, QL (n;)n-(n, x 0) Q_wm(ng).  (B.5)

Dowdéd wlasnosci (B.3) opiera si¢ na wykorzystaniu parzystosci harmonik i spinoréw sferycz-
nych, tj.:

b d%n, QLM(nT)YLM(nT)QK/m(nT) = d*n, Q};M(—nT)YLM(—nT)QN/m(—nr)

= § i, [ )] (D Yias () () Q)

= (—)LH”HH’ j dQnTQLu(nT)YLM(nr)QK/m(nT). B (B.6)

Udowodnienie relacji (B.4) oraz (B.5) opiera si¢ na wykorzystaniu relacji (A.39) oraz na ele-
mentarnej algebrze macierzy Pauliego.

22Calki tego typu zostaly obliczone przez autorke tej pracy dwoma réznymi sposobami: Obok przedstawionej
w rozprawie metody wykorzystujacej jawne postaci harmonik sferycznych oraz relacje rekurencyjne dla spinoréw
sferycznych, alternatywnym sposobem wyznaczenia tego typu catek jest metoda oparta na teorii wspotczynnikéw 3-j
Wignera [93,94].
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Prawdziwo$é¢ wzoru (B.4) pokazemy w nastepujacy sposéb:

47r dzn«,« QLN(TLT)YLM (nr)Qn/m(nT)
- 7{17r d2n7” QL#(’RT)(TLT : U)QYLM(nT)QH’m(nT)

= d2n7« [(nr : U)an(nr)]T YLM(nr)(nr : U)Qn/m(nr)

47
= §_dnp ()L () Yias (1) ()2 (2r)
= &I’n, QL (n) Yo () m(n,). W (B.7)

Dowdd ostatniej z trzech wymienionych wtasnosci, czyli wzoru (B.5), przeprowadzimy w trzech
etapach. Zapiszmy najpierw:

n)n, - (ny X ) Qerm(ny)
= &*n, [~(n, - U)wa(nr)r n. - (ny x o) [=(n; - 0)Q_wm(n,)]
n)n, o) n, - (n, xo)(n, o) umn,)

=7 d*n, QLM(nT) [(nT co)n, - (n. x o) (n, - a)]Q,H/m(nr). (B.8)
™

Rozwazmy teraz czes¢ wyrazenia wystepujacego w nawiasie kwadratowym w ostatnim wierszu

powyzszego wzoru. W oparciu o kilka elementarnych operacji wektorowych oraz trywialne wlasnosci

macierzy Pauliego, mamy

n,  (n, xo)](n.-o) = [o-(n,xn,)| (o -n)=[n,xn,) nJIl+io-[(n, xn,)xn,]
= —iog-[n, x (ny xn,)|=—io-[n, (n,-n,) —n, (n,-n,)|
= —iog-[n,—n,(n, n,)|. (B.9)

W zwiazku z powyzszym mozemy napisaé
(ny-o)[n, - (n, xo)(n,-o) = (n,-0) { —io - [n, —n, (n, n,) }
= —i(ny-o)(ec-n,)+i(n, o) -n.)(n, n,)
= —i[(ny -ny)I+ioc-(n, xn,)|+i(n, -n,)I
= —i(ny, ny)l+0o -(n,xn,)+i(n, -n,)I
= o-(nxny)=n, (6 xn,). (B.10)
Uwzgledniajac ostatnia réwnosé we wzorze (B.8), dostajemy ostatecznie

%171’ d2nr QJL/@;L(”’T) n;- (nT X 0-) Qn’m(nr) = Aﬂ- d2nr QL#(nT) n, - (0’ X ’I’Lr) Q_N/m(nr)

==7 d*n, QLM(nT) n, - (ny X o) Q_m(n,), (B.11)

co konczy dowdd wlasnosci (B.5). B
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C Calki radialne

Oprécz catek katowych, oméwionych w poprzednim uzupelnieniu, w niniejszej pracy wystapity
réwniez calki radialne, zawierajace radialne funkcje falowe atomu (2.17)—(2.18) oraz radialne funkcje
Sturma-Diraca—Coulomba (3.48)—(3.49). Wyznaczenie ich wartosci stanowilo znaczna cze$¢ wszyst-
kich rachunkéw przeprowadzonych w ramach tej rozprawy. Dlatego tez, aby zapewnié¢ przejrzystosé
gléwnej czesci pracy, poszczegdlne etapy tychze rachunkéw zostaly przedstawione w niniejszym
uzupelnieniu.

Przypomnijmy tutaj postacie radialnych funkcji atomowych oraz radialnych sturmianéw:

e radialne funkcje falowe relatywistycznego atomu jednoelektronowego:

Z (1 + En:‘i)(n + 27K)n!

Fal) = \/2&0 N2.(Npk — 6)T(n + 27,) (ajiz,)% e Arfeoline
| (o) e (o)) ()
QO (1) = \/Z (1 — €nx)(n + 29,)n! ( 27r )% o~ Zr/aoNo
2a0 N2.(Nnx — £)T(n + 27,) \aoNnx
| (o) - Zlgﬁf £ (Z25)] (C.2)

e radialne funkcje Sturma—Diraca—Coulomba dla £ = Efl(,)i):

S(O) (2)\’!”) Qly/ 1+ €nn(’n/‘ —+ 27&’)’n,‘!
s 2y/1 — fnﬁNn’n’<Nn’ﬁ’ - H/)F(|n” + 2’)/,{/)
@A) o [ (a1 BN ) g (C.3)
i /] + 2701 ’ |
VI = (|| + 290) 0!
70 (oar) \/ /T — e[| + 290) |

2\/ 1+ €nnNn’/i’(Nn/n’ - H,)F(‘n/| + 27&’)

, —Ar 2,1 K — Ny (2 !
X (2Ar) % e [L(n,”l_}(zxr)_MLfnjfl )(m)}. (C.4)

C.1 Kilka typéow calek radialnych

W zaleznosci od relacji pomiedzy liczbami x oraz £/, jak réwniez od sposobu zestawienia wyzej
wymienionych funkcji w wyrazeniach podcatkowych, catki radialne podzielimy na kilka charakte-
rystycznych grup.

Pierwsza grupe stanowig calki pojawiajace si¢ przy rozpatrywaniu symetrii ' = —x 41 ukladu,
posiadajace nastepujace struktury:

T,(L,C) = / dr v [CQEMSY (22r) + P (TS (24r)] (C.5)
0
lub
T,(L,C) = / dr v [CPO (1) SO), (24r) + QU () TE) (20w (C.6)
0
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przy czym L przyjmuje wartosci catkowite, zas C' oznacza dowolng stala, niezalezng od zmiennej
catkowania. Mimo iz w rozprawie zostaly wykorzystane tylko calki, dla ktérych C' = 11ub C' = ,ufl%,,
za$ L przyjmuje wartosci ze zbioru {41, £2}, postaramy sie uzyskaé¢ jak najogélniejsze wyrazenie.
W tym celu do wzoréw (C.5) i (C.6) wstawiamy wyrazenia (C.1)-(C.4), a nastepnie atomowe
wielomiany Laguerre’a?? rozwijamy w bazie jednomianéw (D.5). Otrzymane w ten sposéb wyrazenia
catkujemy wedlug przepisu (D.18) i dostajemy:

[aZ 1\ I'(n+ 2v,.)

XZ kr%+%+L+k+1) (|| + Y — e — L —k —1)
k! F'(n—k+1DD(k+2v+ Dl (ve — v — L — k)

x{(C’—l— 1)[(n = k) (N + &) + (5 = Nug) (1] + 7 — 3 — L=k = 1)]

~(C = 1) [(5 = Naw) N + &) + (0 = B)(IW| + 7 = 7 = L=k = 1)] }

(C.7)
oraz
/N,m 1\ FH I'(n + 27,)
B(L,C) = Ay (QA) ('] = D! (N + &)
Xz’“‘: )" Ty + 7w + L+ k+ D00 |+ 7w =9 —L—k 1)
k! n_k+1) (k+27ﬁ+1)r(’75’_’7n_L_k)
x {(c + 1) (N + 1) (0= K) + (5 = No) )
~(In| + 9 = e = L=k = 1) ((5 = Now) + €(n — k)]
+(C = 1) (N + &) (5 = No) + €e(n — k)
—(|n| + 9 = e = L=k = 1)((n = k) + (ks — Nu) )| } (C.8)
gdzie wprowadzono oznaczenie
aA(n + 2y,)nl(Jn] + 270!
Ap = . (C.9)
ANy (Npk — £) Nyt (N — 6T (0 + 279, T (0] + 2747)

Przy wyprowadzaniu wzoréw (C.7)—(C.8) skorzystano z zaleznosci (4.41).
Podczas rozwazania symetrii ¥ = k pojawia si¢ znacznie wiecej rodzajow caltek radialnych.
Wyréznijmy najpierw nastepujaca klase calek:

Ji(L,C) / dr L C’Q )(r)S.! (2Ar)+P(>()7§9g(2Ar)}, (C.10)

230kreslenie atomowe odnosi sie do tych uogélnionych wielomianéw Laguerre’a, ktére wystepuja w definicjach

(C.1)~(C.2).
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oo

J(L,C) = /0 dr " [CPO (r)SUL(20r) + QW ()T (24r)] (C.11)
gdzie L jest liczba catkowita, natomiast C to pewna stala, niezalezna od zmiennej catkowania.
Z punktu widzenia niniejszej rozprawy interesuja nas przypadki, dla ktérych C' = uq(l% lub C' =1,
natomiast L przyjmuje wartos$ci ze zbioru {1,2}. Wyprowadzenie wzoréw dla tych szczegdlnych
calek wiaze sie ze zmudnymi rachunkami, zatem ograniczymy sie tutaj do podania ostatecznych
wyrazen, wspominajac po drodze o sposobie ich liczenia. I tak: w réwnaniach (C.10)—(C.11) wy-
korzystujemy wzory (C.1)—(C.2) oraz (C.3)—(C.4), pamietajac, by w tych drugich dokonaé¢ podsta-
wienia k' = k. W kolejnym kroku stosujemy relacje (D.10) i (D.19) dla wielomianéw Laguerre’a i
dochodzimy do nastepujacych wynikéw:

B aZ (1\? T(n+2v)
00 =240/ (55) i + 209
x {_ n[(n - 1)(” + 27 — 1) - (’i - anfu)(ﬁ - Nn’m)} 5|n’|,n—1

+ [n(n +27) (21 + 27 — 1) = (K= Niw) (=N ) (20 + 29 + 1)}%/\,”

—(n+ 29 + 1) [n(n + 29%) = (5 = Nax) (5 = Ny 5|n,,n+1}, (C.12)
3 n
j2(2> 1) = 2Al % (21/\) W{enn n(n - 1)(” - 2)(” - Nn’x)6|n’\,n—3

+n(n—1)<(n—2)(n + 29 — 2) + (K= Np)[E— Now — denw(n + v — 1)]) Sjnt| -2
—n (2(/-{ — Ny ) (1 4 ) (B€nn + 26 — 2N,1) — €nn (302 + 60y, + 292 + 1))
+n—1D(n+2v. — D[d(n+vc — 1) + €k — chﬂ) O’ |;n—1
—2(Npy — k) (26m(n + V) (Nnw + £)(26 — Npg — Ny
+3(n 4 ) (26 + Nk — Norie) — (N + Ny ) (302 + 6ny,0 + 292 + 1)) Oln|n
+(n + 27 + 1) (K — Nng) (2(n + Vi) (B€ns + N + N

+2€nn(3n2 + 6ny, + 273 +1) = (K — Npr)[€nn(Nnw + K) + 4]>5n’|,n+1
—(n 4 29k + 1)(n + 29% + 2) (5= Nax) [4€ns(n + Y + 1)+ Now+ Ny 5|n’\,n+2

tenr(n + 27 + 1)(n + 279, + 2)(n + 27, + 3)(H_an€)5|n’,n+3}v (C.13)
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I'(n+ 2’y,§) (0)
1 = = DD = 1) (k= Ny )i
j Mn H ’VLKZ n! ’TL/‘ + 27&) { n(n )(Mn " )(H )6| =2

( o) = Nuw) (5 = Nyv) = (0= 1)(n + 29 = 1)]
+ MSBL 1)(’% - Nn’ﬁ)(2n + 27 — 1)) 5|n’\,n—1
+(Nux = £) (meLH) [2(n + ) (25 + Now = Ny) = (N + N

+(:u7(3?§ - 1)(Nm: + %)(Nn’n - Nnﬂ)>5”'|v"
+(n+ 27 + 1)(k — Npgk)

x <(M$L +1)(26 + Now — Nuri) — (s — 1) (21 4 2 + 1)) Ofn/|nt1

() = 1) (5 — Nuw)(n+ 29 + 1) (n + 29, + 2)5n/|,n+2}, (C.14)

(0)

przy czym parametr €, zostal zdefiniowany poprzez (2.20), wartos¢ wiasna ., okresla wzor

(4.33), natomiast stala A; otrzymujemy, ktadac w wyrazeniu (C.9) k' = k:

A a(n + 2vy,)n!(|n']| + 27v,) |0/ |!
1= .
4Nnn(Nnn - R)NH,H(N’N/H - H)F(n + 275)F(|n/| + 275)

(C.15)

Kolejna rozpatrywana grupe stanowia calki zawierajace radialne funkcje falowe (C.1)—(C.2)

oraz wyraz r*, gdzie k € {+1,+2}. Naszym najblizszym zadaniem bedzie wyznaczenie wartoéci

nastepujacych wyrazen:

R = [T {[R20)] + [@00] ) (C16)
= [Far{[P00)]" - [@l20)]") (©17)
Ryt = / dr rPO () QO (1), (C.18)
Roo= [T ar 2 P00) QU0), (C.19)

Aby obliczyé wartosci powyzszych calek, do wzoréw (C.16)—(C.19) wstawiamy wyrazenia (C.1)—
(C.2), po czym dokonujemy transformacji zmiennej catkowania: x = 2Ar. Na tym etapie otrzymu-
jemy wyrazenia

(n + 27,)n! /°° 2 t2 —
R do p?7st2e™"
T 8X2N,e (N — )L (0 + 27,)

2 K — Ny 2 Kk — Npk .
X{ [anif)(x)] =+ I:(TH—2’)/) L%Q'YN)(‘T):| + 2€n,.§ (M) LgLQ'Yl)(x)L%Q'YN)(IL')},

(C.20)
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(n + 2v,)n! /OO om 4o
sz d ’YNJ’_ x
BN N (N — W)+ 270) Jo 7 ¢

29) (] K= Now\ peva ] 4o (57 Naw) p@30) L)
{ 275 @) + e | (552 ) 1870 +2 L@ LE @) .

o e el () o]

8AN . ( Ny — )F(n—i—2’y,i

iy VL= dln & 290! 22 o | [ ) ()] Km—NnH) t r
_9= TLI{ K x L K _ v ivnk L 'YN) '
fie Nnn(Nnn—/'i n—|—2'y,{ / dz { n—1 (1‘)} n+ 2. n (z)
(C.23)

Dalszy tok rozumowania bedzie uzalezniony od tego, czy parametr § (obecny w podcatkowych
czynnikach 227+1) jest dodatni, czy ujemny. W zwiazku z tym, catki R, R_ oraz R4 bedziemy
obliczaé¢ “zbiorowo”, za$ R_, wyznaczymy dalej innym sposobem.

A zatem, we wzorach (C.20)—(C.22) podnosimy rzad wielomianéw Laguerre’a, korzystajac przy
tym z relacji (D.10) jedno- lub dwukrotnie, po czym wykonujemy calkowanie, uwzgledniajac jed-
noczesnie relacje ortogonalnosci (D.19). Na koniec wstawiamy wyrazenia na parametry €, oraz A,
czyli wzory (3.45) 1 (2.20), i po do$¢ zmudnym porzadkowaniu dostajemy ostatecznie

2
Cl
Ry =525 [K2(207 + 1) =3Nuer(n +70) +n(n + 270)(5n” 4 107, + 497 + 367 +1)], (C.24)

2

R = =05 (0 + %) [5Nann(n + 27) = 35(n + ) + Nuw(292 +1)] (C.25)
7., = 090 .
Ry, = N, [26(n + vk) — Npsl - (C.26)

W celu wyznaczenia calki R_y przepiszemy ja w postaci:

~ 3 ! _
R aZ (n + 2y.)n! ll(n —1,n—-1)— (FG N

27 a2 N (Npw — 6)T(n + 27,) n+ 27,

n

2
) I(n,n)] (21

gdzie I(n—1,n—1) oraz I(n,n) to calki zdefiniowane za pomoca (D.26). Wykorzystujac nastepnie
ich wartosci okreslone wzorem (D.27), otrzymujemy w rezultacie:

- aZ3 26(n + Vi) — N
Ros=— = 1) (C.28)
0 nk T\ Vi
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C.2 Uproszczenie dla zaburzenia dipolowego?*

Zastosowanie uogdlnionej radialnej funkcji Greena (3.41) przy rozpatrywaniu symetrii £’ = &
pocigga za sobg koniecznosc liczenia kazdej z catek Iy, I, oraz I,g w postaci czterech sktadnikow.
W niniejszym uzupelnieniu wykazemy, iz sume tych komponentéw mozna ograniczy¢ do zaledwie
dwdch, jesli wykorzysta sie fakt, iz w rozprawie mamy do czynienia z dipolowym (jednorodnym)
zaburzeniem, jakim jest zewnetrzne pole magnetyczne.

Rozwazmy calki o postaci'

@) = 2mc2 / dr r* [Q(r) S\ @) + PO (T (2Ar)]
/ ar’ ( Q<0>() D(2xr') + PO ()T 2] (C.29)
Okt = / dr r¥ [QU( 119 (2xr) + PO (r) K9 (24r)]

/ ar’ () [QQ() S @A) + PO )T (2x)] (C.30)

K

O, ) = / dr ¥ Qno 1S (2xr) + PO (T (27r)]

/ ar' () [QQ)JQ @A) + PO D) (20)] (C.31)
Uwzgledniajac wyrazenia (3.50)—(3.52) oraz zalezno$¢ (3.45), mozemy zapisaé
Ok, 1) + 1O (k, 1) = e,m/ dr [Q@( )5 (24r) + PLO(r)TQ (2Ar)] (C.32)
{ / ar' (') [QU ()5 (2x") + PO ()T (2
ds (2xr') AT (2x)
L QUO) () E21E EAT) | pl0) () SLnk L2AT)
+/ dr [ nKk (T ) dT/ + Pn/{ (T ) dT/ °
(C.33)
W kolejnym kroku wykorzystamy zaleznosci [39]
S (@) = YO pO) ) (C.34)
oraz
Nrm
T (2)r) = \ﬁ QW (r). (C.35)
Dostajemy
FOU0) + I (1) = 260, PRz [ ar 0 EReR)
o0 Q) aPQ )
AN A 0) 1,1 (0) ¢,
+ 0 d?ﬂ (T ) [Pnn (T ) dT/ + Q?’LK) (r ) dT,
2 00
= zem“ﬂé\;ﬂﬂ dr rkP(O)(r)Q(O)(r){2 / dr’ (") PO (X Q) (')
0 0

d [ Pi () QR ()] }

0 dr!

?11dea matematyczna przeprowadzonego w tym podrozdziale dowodu pochodzi od R. Szmytkowskiego.
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Po scatkowaniu przez czeSci ostatniego sktadnika w powyzszym wyrazeniu, przy jednoczesnym
uwzglednieniu nastepujacych wlasnosci radialnych funkeji falowych [39]:

PO (r) =20, PO () =% 0, (C.37)
Q) =0, QIA(r) = 0, (C.38)
otrzymujemy
T (0, 0)+ T 1) = 26 22081 — ) ) [t PR [Tar 0 PR Q).
(C.39)
Postepujac analogicznie przy obliczaniu sktadnika I, ,(.;b), danego wzorem (C.30), dostajemy
IO, 1) = ~2enell+ 1 / ar PR [T ar () PEEQE).  (C40)
0
Zanim wyciaggniemy Wmoskl z dwdéch ostatnich réwnoéci, rozwazmy kolejnag grupe calek:
- op0) _
7o) _ o / PO ()50 (2 0) (V70 (9
Wikt = = [ e [PR)SR (23 + QT (2xr)]
/ ar' (") Q9 )sg,g(zxr )+ PO (T 2x)] (C.41)
O (k, 1) / dr % [ PO (m 1) (2xr) + Q) (r) K1) (24r)]
x/ dr’ (') Qno,g(r’)SﬁL(Q(2Ar’) —i—PT(L?{)(T/)T,sE?(QAT/)} , (C.42)
0
I8 (k, t) / dr rk P<0> 7SO (2xr) +QSQ(@T,§2>(2M)}
x / dr’ (') Qnog(r’)J,g?(zxr’) + PO (r’)Kg?Q(zxr’)} : (C.43)
0

Wykorzystujac wzory (3.50)-(3.52) oraz (3.45), mozemy zapisa¢
IOk, 1) + IO (k, t) = enn / dr [P0 (r) S\ 22r) + Q)T (2Ar)] (C.44)
0
{ |7 ar o [@Re)sex) + PR TR 23]
0
o0 as @2x) a9 )
AN 0)(,./ nK (0) (.1 nK
+ [t [Qmm S PO S R

(C.45)
Uwzgledniajac nastepnie zaleznosci (C.34)—(C.35), otrzymujemy

() + { 2[ a0 P 0

(0) (s
/dr ml 0)(r )dQ =) | o), 3P () )H

I (k,t) + IO (k, t) =




W kolejnym kroku catkujemy przez czesci ostatni sktadnik powyzszego wzoru. Biorac pod uwage
warunki (C.37)—(C.38), dochodzimy do nastepujacego wyrazenia:

Ok ) 4+ T 1) = e ™Dy ) ) [ et (PR + RRPR)
x / ar’ <r>P£%><r’>Q;02<r’>. (C47)
0

Sposéb wyznaczenia sktadnika f,({b)(k:, t), zdefiniowanego wzorem (C.42), przebiega bardzo podobnie
do ostatnich przeksztalcen. Zatem po skorzystaniu ze wzoréw (3.50)—(3.52) i (3.45) otrzymujemy

(0) (0)
28 { . d?“?“’““[ PO 252 o) >de(2”]

+% /00 drr¥ {Q%(Q(T)Tég)@)\r) — PO (r)5©) (2)\T)}}
<[, a0 [eRensiea) + BRETR M) (C.43)

Do powyzszego wyrazenia wstawiamy teraz zaleznosci (C.34) oraz (C.35) i mamy

aoN2, dP (r AW (r
f,(.@b)(k,t) _ = {26715-/ dr r*+1 [p(o)( )dr()-l-QSQ(T)QM()

- /0de (PR 0P 1R 0P) }/ooodr’ (') PR ()QE) ()

= { [ S (PO + Qun)P)

- / (PR - Q) <r>12) } [ ar ¢ PR Q). (ca9)
0 0

Scatkowanie przez czesci pierwszego wyrazu w nawiasie klamrowym w ostatniej réwnosci, przy
jednoczesnym uwzglednieniu wartosci asymptotycznych funkeji P i @, czyli wzoréw (C.37)—(C.38),
prowadzi nas do nastepujacego wyniku:

(k1) — 1+ enn(k + D] [P — [1— ennk + D] [QD()?}

x [ ar @y PRGN (C.50)
0

Zwroémy uwage, ze dla calek opisujacych atom w jednorodnym polu magnetycznym ¢t = 1;
w takim przypadku wyrazenia (C.39) i (C.47) zeruja sie!
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D Uogdlnione wielomiany Laguerre’a®

Uogélnione wielomiany Laguerre’a L%O‘) (z) definiujemy za pomoca funkcji tworzacej o postaci

G (a, 1) = eXp([lftt/)(alH 0 < (D.1)
poprzez relacje
= i " LI (1), (D.2)
n=0

ktérej bezposrednig konsekwencja jest wzor

10"
L@ ()= — 2 gl .

(@) = =G, 1) (D.3)

t=0

Mozna je rowniez okresli¢ poprzez wzoér typu Rodriguesa:
1 d"

(a) _ —a,x n+a —x

L (@) = o' (amtee). (D.4)

Jawna posta¢ uogoélnionych wielomianéw Laguerre’a jest nastepujaca:

L) (2 —i(— ma) ok (D.5)
B —k ' '
Alternatywnie, mozna je wyrazi¢ za pomoca konfluentnej funkcji hipergeometrycznej:

o) =St (7 ) 0.5)

lub przy uzyciu funkcji Whittakera pierwszego rodzaju My, (x):

a Fn+a+1) 4, .
Lgl )(95) = m$ (0+1)/2 o /2Mn+(a+1)/2,a/2(55)- (D.7)

T

Wielomiany Ll (z) tworza uktad zupelny na pélprostej (0, +00) z waga x%e~*; odpowiednia

relacja zupelnosci ma postaé

/2 1 af2,—(a4a)/2 N @) N (@) oy (e )
B ;F(n+a+1)L" (@)L (2) =6z —a’) (0 <z,2"<o00). (D8)

Sa one rozwiazaniami nastepujacego réwnania rézniczkowego:
2

d
T3 +(a+1—-2x) e +n| Ly (x) =0 (D.9)

i spetniaja ponizsze relacje rekurencyjne:

L (o) = L0 (o) = L (), (D-10)
2L (@) = (n+ a + DL (@) — (n+ 1)L, (2), (D.11)

2>Uzupeienie oparto na pracy [39] oraz ksigzkach [102-104].
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xdd—ngf”) (z) = nL{(z) — (n + a)LgLoi)l(:(:). (D.12)

Podczas rozwiazywania wielu zagadnien fizyki atomowej, jak na przykltad przy omawianiu wila-
Sciwoéci atomu jednoelektronowego w niniejszej rozprawie, pojawiaja sie catki o postaci

o0
I (a, b, ¢) = / dz 27e~ L) (az) L) (bx) [Re(y) > —1, Re(c) > 0]. (D.13)
0
Wykorzystujac metode funkcji tworzacych, mozna pokazaé, ze zachodzi relacja
L(y+1) 0™ o 1

Inl  9sm otn 7+
mlin! Os (1 — s)otl(1 —¢)B+1 (C+%+%)

Iﬁf{y(aa b7 C) = ’ (D14)

s=0,t=0

ktéra dla warunku a = b = ¢ przybiera nastepujaca forme:
min(m,n)
F(y+1) 3 V- 7= —y—1
aBy _ -\ = _\m+n+k

W szczegblnym przypadku, gdy a = 1, omawiana catke mozemy wyrazi¢ za pomoca funkcji hiper-
geometrycznej 3F» z jednostkowym argumentem (Uzupelnienie E):

f%ﬁ7<1,1,1>=<—>m+“r<v+1>(”‘“)(”‘5>3FQ< oo 1>
" gl

n —a-m+1l,y—F-n+1"

=F(V+1)<m+a_7_1><n+ﬁ_7_1>3Fz<7 oo el 1),

m n —a—-m+1,y—F-n+1"
(D.16)

przy czym ostatnia réwnosé jest spetniona na podstawie wtasnosci dwumianu Newtona

<z>:(—)n<”_s_1>. (D.17)

Ponizej zestawiono wartosci kilku szczegdlnych calek typu (D.13), bardzo przydatnych z punktu
widzenia tej pracy:

P+ 1IN (a+n—1)

F dr 2 o= L@ (z) — D.1
/0 drz”e () il (o —7) , (D.18)
/ drz®e™ L,(ﬁ) (2) LI (z) = wémn; (D.19)
0 n!
> _ IMNa+n+1) I'a+n+2)
a+1 z 7 () (a) — S S
/0 dez® e " Ly (x) Ly (x) =1 Omn—1 " Om,n+1

+F(a+n—|—1)(a—|—2n+1)5mm (D.20)

n!

- [am—=n+1)+ (m+n+1)|T(@+n+1)
/0 dz 2% 2 L) (z) L) (z) = oo (02 1) . (D.21)
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Wyrazenie (D.20) mozna udowodnié, wykorzystujac wzér (D.10) oraz réwnanie (D.19), bedace
relacjg ortogonalnosci dla wielomianéw Laguerre’a.

Ponizej zaprezentujemy dowdd wzoru (D.21), jako relacji kluczowej w obliczeniach wykony-
wanych podczas rozpatrywania symetrii ¥/ = & dla stalej ekranowania magnetycznego atomu.
W oparciu o wzoér (D.16), lewa strone réwnania (D.21) mozna zapisa¢ w postaci:

L=(m+1)(n+1)(a—1)3F ( __:__lm_:l__ll ; 1) . (D.22)

Do funkcji 3F5 wystepujacej w powyzszym wyrazeniu zastosujemy relacje (E.18) i dostajemy

—m)p(—a —n—1), -n,m—n—1, —1
L= (m+1)(n+1)F(a—1)((n)(1)n(m11))n3F2<m_n+1 Cen1 ;1)

=(m+1)n+1)I'(a—-1)|lim

i A b

m—n—i—l)(a—i—n—i—l)}’ (D-23)

gdzie (a)y, to tzw. symbol Pochhammera, zdefiniowany za pomoca (E.2). Wyrazenie stojace pod
granicg w powyzszym wzorze przeksztalcimy przy pomocy zacytowanej przed chwilg definicji, po
czym skorzystamy z relacji (F.3); otrzymujemy:

am—n+1)+(m+n+1) lim F'v+a+2)I'(v—n+2)

L= DI —1 . D.24

(n+ e —1) a+n+1 v=on (v +2)T(v+a—n+2) ( )
W ostatnim kroku dokonujemy przejscia granicznego i dostajemy w rezultacie:
MNa—-1) MNa+n+1)
L 7F(a+2)[a(m—n—i—l)—f—(m—i—n—i—l)}in!

[am=n+1)+(m+n+1)|T(@+n+1)
= =P N D.2
nla(a? — 1) (D-25)

W niniejszej rozprawie wykorzystuje sie takie przypadki szczegdlne udowodnionej powyzej re-
lacji, w ktérych parametr o = 2, zas$ stopnie wielomianéw Laguerre’a albo sg sobie réwne, albo
r6znig sie o 1 lub o 2. Wprowadzajac oznaczenie

I(m,n) =I(n,m) = / da 227267 L29) (1) L2 () (D.26)
0

n

i wykorzystujac réwnanie (D.21), mozemy zapisaé, iz
e dlam=mn:

2n+ 2y, + 1)I'(n+2y. + 1)

I = D.2
(n,n) 2l (02 — 1) , (D.27)
e dlam=n+1:
I = —— - D.2
(ot 1) = S, (D.28)
e dlam=n+2:
2 w T 29, +1
I(nn +2) = 0F O £3T(n+ 20+ 1) (D.29)

271!’7,{(4’}/,% - 1)
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E Uogélniona funkcja hipergeometryczna?®

Uogolniona funkcje hipergeometryczna definiuje sie¢ w postaci nastepujacego szeregu [108,113]:

po[ avaz.nap ) I’(bl)-‘-F(bq)if(al—i-n)w-f‘(ap—kn)i
P4 bl,bg,...,bq ’ P(al)---l“(ap) F(b1+n)~~-P(bq+n) n!

n=0

B 2 (ar)n - - (ap)y 2"
= 2 G (e (E1)

gdzie I'(2) to funkcja gamma Eulera, za$

I'(a+n)
I'(a)

to symbol Pochhammera. Warunki zbieznosci szeregu (E.1) okresla sie w oparciu o relacje pomiedzy
indeksami p oraz ¢. Jezeli spelniona jest nieréwnosé p < ¢, to omawiany szereg jest zbiezny dla
dowolnej wartoéci argumentu z, za§ w przypadku, gdy p > g + 1, jest on zbiezny tylko dla z = 0.
Z punktu widzenia niniejszej rozprawy, najbardziej interesuje nas przypadek, kiedy p = ¢+1. Szereg
obecny w definicji (E.1) bedzie wéwczas zbiezny dla |z| < 1, oraz dla z = 1 przy dodatkowym
warunku

(a)n, = (E.2)

Re (i bi — i ai> >0, (E.3)
=1 i=1

a takze dla z = —1, jesli zostanie spetniony nastepujacy warunek:
q P
Re (Z bi — > a;+ 1) > 0. (E.4)
i=1 i=1

W réznorakich zagadnieniach fizycznych najwieksze zastosowanie znajduja nastepujace przy-
padki szczegdlne uogdlnionej funkeji hipergeometrycznej (E.1):

e gdy p =1, ¢ = 1 — taka funkcja nazywana jest konfluentng (zdegenerowanqg) funkcjq hiperge-
ometryczng lub funkcjqe Kummera:

a \ _ T STla+n)z" az ala+1)2?
1F1< b ’Z> _r(a)gor(mn)ﬁ‘”zﬁ* b1y 2 T (E-5)

e 2dy p =2, g =1 — mamy wéwczas do czynienia z tzw. funkcjg hipergeometryczng Gaussa:

ai,as B r'(b) — (a1 +n)T(ag +n) 2"
= ( b z) = T(a1)(a2) 7;) T(b+n) n!

aiag z ai(ai + 1)az(ag + 1) i

=1
T b(b+ 1) TR

(E.6)

e gdy p = 3, ¢ = 2 — taka funkcja bedzie wielokrotnie wykorzystana w niniejszej rozprawie;
bedziemy ja nazywaé uogdlniong funkcjg hipergeometryczng lub po prostu funkcjg hiperge-
ometryczng sFy; przyjmuje ona postac:

g [ @vazas ) _ L(b1)L(b2) i I'(a1 +n)I(az2 + n)l'(az +n) 2"
2 byby "~ I(a1)l(ap)l(as) = T(by +n)T(by +n) n!

a1a2a3 z ay(a; + 1)az(az + 1)ag(as + 1) ﬁ L ®Y)
biby 11 by(by + 1)ba(ba + 1) 2 S

26Uzupetnienie oparto na pracach [57,103,105-112].
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W przypadku, kiedy jeden z goérnych parametréow funkcji 3F5 jest réwny jednemu z dolnych
parametréw, w oparciu o definicj¢ (E.1) mozemy napisaé, iz

ai, az,as _ ai,az
3F2 ( ag,b ,Z) = 2F1 ( b ,Z) . (ES)

W niniejszej pracy szczegdlnie uzyteczne okazuja sie by¢ funkcje o F1 oraz 3F5 z jednostkowymi
argumentami. Dlatego tez pozostala czesé tego uzupelnienia zostanie poswiecona przedstawieniu
réznego typu wlasnosci i relacji rekurencyjnych spetnianych przez te funkcje. Pierwsza z nich jest
tozsamosé Gaussa

" < ;1> IO —a)

b = T = a)T(b — ) [Re(b—a; —a2) > 0]. (E.9)

Opierajac sie o definicje (E.7) oraz tozsamosé (E.9), mozemy wyprowadzi¢ nastepujace relacje
rekurencyjne spelniane przez funkcje hipergeometryczna 3 Fo(1):
e relacja obnizajaca pierwszy gérny parametr o 1:

a1+ 1,a9,as as F(b)F(b —a] — CLQ) alp — as ay,az,as
3 2( az+1,b ’ ) alf(b—al)F(b—a2)+ ay 32

[Re(b— a1 — a2) > 0], (E.10)
e relacja obnizajaca trzeci gbrny i pierwszy dolny parametr o 1:

F < a1+ 1l,a2+1,a3+1 _1) :_(a3+1)(b—a3—1)3F ( a1+ 1,a0 +1,a3 ;1>

az+2,b ’ (a1 —a3)(az — a3) az+1,b

_l’_

F(b)F(b — a1 —ag — 1)(&3 + 1) |:1 n (b —asz — 1)(b — a1 —ag +az — 1):|
F(b — al)l“(b — ag) (a1 — ag)(GQ - a3)

[Re(b— a1 —ag) > 1], (E.11)

e relacja odwrotna do (E.11), umozliwiajaca podwyzszenie trzeciego gérnego i pierwszego dol-
nego parametru o 1:

a1+ 1,as +1,as (a1 — a3)(az — a3) a1+ 1,a0+1,a3+1
3by A== 3Fy ;1
a3 +1,b (az+1)(b—a3—1) a3 +2,b

F(b)F(b —a; —az — 1) [(al — ag)(ag — ag) + (b —as — 1)(b —a] —az +as — 1)]

* b —a3— DT —a)T (b — az)

[Re(b — a1 —ag) > 1]. (E.12)

Cechg charakterystyczna trzech wymienionych wyzszej relacji jest fakt, iz drugi dolny parametr b
transformowanej funkcji hipergeometrycznej pozostaje niezmieniony. Czasami jednak pojawia sie
potrzeba zapisania otrzymanej w wyniku obliczen funkcji 3F» za pomocg funkcji tego samego ro-
dzaju, ale z konkretnymi wartosciami gérnych parametréow. Istnieja relacje, ktére taka operacje
umozliwiaja, przy czym w ich rezultacie wspomniany parametr b zostaje odpowiednio zmodyfiko-
wany. Przykladem takiej transformacji, wynikajacej bezposrednio z definicji (E.7), jest ponizszy
wzor:

a1+ 1,a9 +1,a3+1 (bl_l)blb2 ay,az,as ai,az,as
F. 1= LR 1) —3F 1)1, (E.13
342 ( bl+1,b2+1 > aijazas 32 bl —1,62 a2 b17b2 ( )
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W obliczeniach wykonywanych w niniejszej rozprawie niezmiernie przydatng wlasnoscia funkcji 5 F5
okazuje si¢ by¢ nastepujaca relacja:

a+1,1,1 (b — 1) a, 1, 1 (a—by —1) a,1,1
E 1) = F B i1 — 3 F | E.14
3 2( by by ) e P TP + o sP2\ i, )0 ( )

ktorej dowdd opiera si¢ na wykorzystaniu definicji (E.7) oraz wzoru (E.13).

W pracy pojawiaja sie réwniez takie funkcje 3Fs, ktore za sprawsg specyficznych relacji pomie-
dzy ich gérnymi i dolnymi parametrami daja sie sprowadzi¢ do postaci zawierajacej tylko funkcje
elementarne. Zastosowanie wzoréw (E.7) i (E.9) pozwala zapisaé¢ nastepujace zaleznosci:

ai,as, a3+ 1 F(b)P(b — a1 — az) [ a1a9
E 1) = 1 E.1
352 < ag,b ’ ) I‘(b—al)F(b—aQ) + ag(b*al fanl) ( 5)

oraz

B ai,as,as + 2 1) = F(b)F(b —a) — ag) 14 2a1a9
352 ag,b ’ - P(b—al)l“(b—ag) a3(b—a1 —ag—l)

+a3(a3+1)(b—a1—a2_1)(b_a1_a2_2) (E.16)

ai(a1 + 1)az(az + 1) 1
ktére sa spelnione, jesli zachodzi warunek [Re(b — a1 — a2) > 0].

Podczas omawiania zagadnienia ekranowania jadra atomowego w rozdziale 6 pojawia sie funkcja
3F5 z jednostkowym argumentem o parametrach tak specyficznie ze soba powiazanych, ze zasto-
sowanie do niej ponizszej transformacji [patrz Ref. [114], wzér 7.4.4.1; por. takze Ref. [108], wzor
3.2.1]:

) ( ai,az,as ;1> L(b1)L(by + b2 — a1 — az — a3) F2< by — ay,by — az, a3 .1>

- F(b1+b2—a1 —ag)r(bl —a3)3 bl ‘|‘b2 —ai _a2,b2 ’

Re(b1 +by—ay —as — a3) > 0, Re(bl — a3) > 0, (E.17)

pozwala doprowadzié¢ ja do postaci, w ktérej przynajmniej jeden z jej gérnych parametréw bedzie
liczba calkowitq niedodatnig. Opierajac sie o definicje (E.7), stwierdzamy, ze takie funkcje hiper-
geometryczne moga byé reprezentowane przez skonczong sume ilorazéw funkcji gamma Eulera;
zachodza dla nich ponizsze relacje [patrz Ref. [114], odpowiednio wzory 7.4.4.81 oraz 7.4.4.85]:

B ( —n,ay, az ;1> _ (a1)n (b1 + by — a1 — a2)n3F2 ( —n, by —a1, b —a ;1>

by, ba (b1)n(b2)n l—ay—n, by +by—a1—ay
(E.18)
oraz
—n,ai,az (bl B al)n —-n, ai, b2 — a2
F 11 ) = ————3F: ;1 E.19
32( bl,bZ ) ) (bl)n 32<b2,a1_b1_n+17 )’ ( )

gdzie n jest liczba naturalna, za$ (a), oznacza symbol Pochhammera zdefiniowany wzorem (E.2).
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F Obliczenie podwdjnej sumy wystepujacej w réwnaniach (4.91),
(5.86) oraz (6.88)
Rozwazmy wyrazenie:

()FPTL2y +k+p+ M)
Ep!T(k+2v.+1)T(p+27+1)I'(n —k+ N)I'(n—p+1)’

F(N, M)=nID(n+27,+1) ZZ

k=0 p=0

(F.1)

gdzie N i M to liczby naturalne. Rozdzielmy wystepujaca tutaj podwdjna sume w nastepujacy
sposdb:

. (—)* i (=)PT (27 +k+p+ M)

FIN, M) =nIlD(n+27,+1) 3 PT(p+27.+ 1)l (n —p + 1)

. (F2)
2 B0 (k27 + D0(n — k+ N)

p=0

przy czym w sumie z indeksem p, ze wzgledu na wyrazenie I'(n — p+ 1) wystepujace w mianowniku,
rozciaggnieto gérng granice sumowania do oo.
Wykorzystujac relacje odbicia dla funkcji gamma

™
I'Orl1 —¢) =—— F.
mozemy zapisaé, ze
1 (_)P+1
T —p+1) = Jim [sin (7v)['(p — v)]. (F.4)
Uwzgledniajac powyzszy wzor w (F.2) dostajemy
F(N, M) =n!l(n + 2y, + 1)l > ()
' ’ " T KIT(k + 2y, + DI(n — k + N)
> T(29, M)H)T'(p —
x lim Sin(—?TV)Z @yt k+p+ MT(p—v) . (F.5)
v=n = p'T(p + 27y, + 1)

Przygladajac sie sumowaniu po p, w oparciu o definicje (E.6) odnajdujemy w nim funkcje hiperge-
ometryczng Gaussa z jednostkowym argumentem. Mamy zatem:

i 1 ()"
FNM) = nlD(n+ 25+ 1) Z HIT(k T 23+ DT(n— k4 )

X lim
v—n

sin (—7v)

L2y, +k+ MI'(-v) v, 2y, +k+ M . (F.6)
1—‘(27){ + 1) 2141 2/}/[{ + 1 9 . .

Do funkcji I'(—v) wykorzystujemy relacje odbicia (F.3), natomiast do funkcji o F stosujemy tozsa-
mo$¢ Gaussa (E.9). Wykonanie tych operacji daje nam

FT(2y, + k + M)
KIT( k:+2%+1) (n—k+N)

n
FINM) = nll(n+2v,+1)3

k=0
x lim [ T —k=M+1) (F.7)
von [ T(v+ 1)y + 2y + DI(=k - M + 1)
W oparciu o (F.3) mamy ponadto:
'v—k—M+1) I'(k+ M) (F5)

T(—k—M+1) (_)VF(k:—V—l—M)'
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Wstawiamy powyzszy wzér do (F.7), po czym dokonujemy przejscia granicznego i otrzymujemy

2=k L(2ve +k+ M)T(k+ M)

FIN, M) = ()" ;;) KU T(27 + k+ )k + M —n)l(n—k+ N)’

(F.9)

Po analizie wyrazenia zawartego pod suma w powyzszym rownaniu dochodzimy do wniosku, iz
niezerowy wklad do calej sumy daja tylko wyrazy ze zbioru k € {n—M+1,n—M+2,... n+N—1}.
Po tym spostrzezeniu mozemy ostatecznie zapisaé, iz szukane wyrazenie wynosi

. "%—1 (—)* D(27y, + k + M)T(k + M)

FIN, M) = (—)" oy K T+ k+ D0k +M —n)T(n—k+N)’

(F.10)
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