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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN | SKROTOW

Oznaczenia

® — iloczyn tensorowy wektorow

X — iloczyn wektorowy wektorow

A — iloczyn skosny wektorow

. — iloczyn skalarny wektordw, tensorow

: — podwajne nasuniecie tensora trzeciej walencji na tensor drugiej walencji
E® — przestrzen euklidesowa

SO(3) — grupa whasciwych tensoréw ortogonalnych

so(3) — grupa tensordw skosnie symetrycznych

M — powierzchnia podstawowa powtoki

™ — przestrzen styczna do powtoki

u — wektor przemieszczen tréjwymiarowego osrodka Cosseratow

) — wektor obrotéw tréjwymiarowego osrodka Cosseratow

p — wektor naprezen sitowych tréjwymiarowego osrodka Cosseratow

v — wektor napr¢zen momentowych tréjwymiarowego osrodka Cosseratow
Y — tensor odksztatcen tréjwymiarowego osrodka Cosseratow

K — tensor skrecenia tréjwymiarowego osrodka Cosseratow

X — wektor wodzacy powierzchni podstawowej M w konfiguracji odniesienia
y — wektor wodzacy powierzchni podstawowej M w konfiguracji zdeformowanej
Q — tensor obrotu

To — tensor struktury powtoki w konfiguracji odniesienia

T — tensor struktury powtoki w konfiguracji zdeformowanej

By — tensor krzywizn

T — pierwszy tensor naprezen Piolii-Kirchhoffa

f(x) — przekrojowy wektor sit powierzchniowych

c(x) — przekrojowy wektor momentdw powierzchniowych

N, — wektor wewngtrznych sit przekrojowych

M, — wektor wewngtrznych momentéw przekrojowych

— tensor przekrojowych sit

— tensor przekrojowych momentéw

— wektor rzeczywistych przesunigé

kinematycznie dopuszczalne pole wirtualnych przesunigé

— kinematycznie dopuszczalne pole wirtualnych obrotdw
wektor odksztatcen membranowych i poprzecznych

K — wektor krzywizn

u=(u, Q - wektor rzeczywistych uogélnionych przemieszczen powtoki
w = (v, w) — wektor wirtualnych pél uogdlnionych przemieszczen powtoki

s5==2
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L
[

B(u) — macierzowy operator przemieszczenie-odksztatcenie
£(g k9 - wektor uogélnionych odksztatcen (zgodnych)

£ — wektor odksztatcen wzbhogacajacych

g k) - dwuwymiarowa funkcja gestosci energii odksztatcenia
/] - funkcjonat konstytutywny

C — tensor konstytutywny

A u — stale Lamego
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Wykaz wazniejszych oznaczen i skrotow

E, v — modut Younga i wsp6tczynnik Poissona

o — wspdtczynnik owinigcia

o — wspdtczynnik scinania

ag, by - osie materiatowe warstwy

H¥ — przestrzen Sobolewa rzedu k

L, — przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem

L“,;' (9] — wielomian Lagrange’a rzgdu M

11 — obszar element skoficzonego w przestrzeni E®

Te) — obszar element skoficzonego w przestrzeni R*

P(&) - macierz interpolacyjna wzbogacajacych odksztatcen we wspétrzednych fizycznych

H(&) — macierz interpolacyjna wzbogacajacych odksztatcen we wspétrzednych rodzimych

M(&) — macierz transformacji wzbogacajacych odksztatcen

L(&) — macierz funkcji ksztattu elementu skoficzonego

Kﬁe) — styczna macierz sztywnosci elementu skonczonego

r — elementowy wektor sit wewnetrznych

AB(E) — elementowy wektor przyrostdw parametréw wzbogacajacych

p® — elementowy wektor obciazen

Skroty

ANS — koncepcja dwustopniowej interpolacji odksztatcen (ang. Assumed Natural Strain)

CFRC — kompozyty wzmacniane wtoknem weglowym (ang. Carbon Fiber Reinforced Compo-
sites)

EAS — koncepcja wzbogaconych odksztatcen (ang. Enhanced Assumed Strain)

ESL — model rownowaznej jednej warstwy (ang. Equivalent Single Layer)

Fl — catkowanie petne (ang. Full Integration)

FOSD — teoria ptyt oparta na kinematyce Reissnera—Mindlina (ang. First Order Shear Defor-
mation Theory)

FRC — kompozyty wzmacniane wtoknem (ang. Fiber Reinforced Composites)

GFRP — kompozyty wzmacniane wtdknem szklanym (ang. Glass Fiber Reinforced Plastics)

HOT — teoria wyzszego rzedu (ang. Higher Order Theory)

MOC — mechanika osrodkéw ciagtych

LW — dyskretny model warstwowy (ang. Layer-Wise)

Przelicznik jednostek USCS na jednostki S

lin - 0.0254 m
1m - 39.37in

11lb — 4448 N

1IN - 0.2248 1b

1 psi — 0.00689 MPa
1 MPa — 145.0377 psi

Prace wykonano w ramach projektu badawczego wtasnego pt. Nieliniowa teoria i analiza deformacji
i statecznosci warstwowych powtok kompozytowych metodg elementéw skoriczonych w ramach umo-
wy nr 2542/B/T02/2009/37 do wniosku nr N N506 254237 z Ministerstwem Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego.



Rozdziat 1

WSTEP

1.1. Uwagi ogdlne

Przystegpujac do przegladu literatury poswigconej konstrukcjom powtokowym, staje
si¢ przed problemem Klasyfikacji i syntetycznego uporzadkowania olbrzymiej liczby prac
poswigconych temu tematowi. W literaturze przedmiotu mozna odnalez¢ co najmniej Kilka
opracowarn, ktérych zasadniczym celem byt przeglad literatury. Mozna tu wymieni¢ na
przyktad prace nastepujacych autoréw: Noor (1990), Pietraszkiewicz (1992), Jemielita
(2001a), Jemielita (2001b) Kowal-Michalska (2007), Chroscielewski i inni (2011a), Kreja
(2011).

Autor niniejszej monografii nie jest wyjatkiem i stanat przed tym samym problemem.
Sprawe dodatkowo komplikuje fakt, ze w czasie niewiele poprzedzajacym niniejsze
opracowanie, dwoje bliskich Wspotpracownikéw Autora, to jest dr hab. inz. Ireneusz Kreja i
mgr inz. Agnieszka Sabik, przedstawili odpowiednio rozprawe habilitacyjna (Kreja 2007) i
prace dyplomowa magisterska (Sabik 2006) z obszernymi w obu przypadkach odniesieniami do
literatury. Bliskos¢ tematyki niniejszej monografii z tymi pracami, a jednoczesnie niewielki
odstep w czasie, powoduje ze przeglady literatury tam zawarte aktualne sa i dla tej pracy. Z tego
tez wzgledu i aby unikna¢ zbednych powtdrzen, Autor pozwala sobie, tam, gdzie jest to
mozliwe, odwotywac si¢ do wyzej cytowanych prac, wyrazajac jednoczesnie uznanie i podziw
dla wysitku Wspotpracownikow.

Powtoki lub szerzej konstrukcje powiokowe sa elementem konstrukcyjnym chetnie
stosowanym w szeroko pojetych zastosowaniach inzynierskich. Szerokie spektrum zastosowan
podali Basar i Kratzig (2001). Powlokami moga by¢ na przyklad sciany tuneli, rurociagi,
zbiorniki (zob. na przykiad Blachut 2010, Btachut i Magnucki 2008, Gdrski i Mikulski 2008,
Matachowski 2010), kominy, chtodnie kominowe (Krétzig 1993, Krétzig i inni 1998, Kasprzak i
inni 2010), dzwony, karoserie samochodow, opony, kadtuby okretowe (zob. na przykiad
Taczata 2010), topatki turbin (zob. na przyktad Rzadkowski i inni 2010), konstrukcje
zbudowane z elementéw cienkosciennych (zob. na przyktad Kotakowski i Kubiak 2005,
Chroscielewski i inni 2006, Kotakowski i inni (2007), Kinomura i Shimizu 2010), ustroje
pneumatyczne (zob. na przykfad Stanuszek 2004). W architekturze spotyka si¢ powtoki migdzy
innymi jako koputy budowli sakralnych (zob. na przykfad Selcuk i inni 2006) czy przekrycia
membranowe (zob. na przyktad Kiosowski 2010). Rys. 1.1 przedstawia tekstylne przekrycie
membranowe (obecnie nieistniejace) Opery Lesnej w Sopocie. Takze w naturze mozna
zaobserwowac¢ liczne przykiady powtok jak, na przyklad skorupki jaj, pancerze skorupiakow,
$ciany naczyn krwionosnych (zob. na przyktad Holzapfel i inni 1996), $ciany komorek (zob. na
przykfad Krishnaswamy 1996), element zoperowanej chirurgicznie przepukliny brzusznej (zob.
na przyktad Lubowiecka i inni 2010).

Przyjeta do rozwazan w niniejszej pracy teoria powlok pozwala na wprowadzenie
podziatu powlok na te o gladkiej geometrii powierzchni podstawowej i powtoki
strukturalne, tzn. takie, gdzie powierzchnia podstawowa jest suma (w sensie teorii
mnogosci) pewnej liczby ptatow powtok gladkich. Przyktady powtok z obu kategorii
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przedstawiaja odpowiednio rys. 1.2 i rys. 1.3. W drugim przypadku powioka strukturalna
wykorzystana zostala do modelowania pewnych konstrukcji cienkosciennych. Szersze
ujecie zagadnien zwigzanych z ustrojami cienkosciennymi mozna odnalez¢, na przyktad, w
pracach Szymczak i inni (2003), Kujawa (2007), Mikulski (2010), Iwicki (2010).

Rys. 1.1. Dach dawnej Opery Lesnej w Sopacie, zdjgcie z archiwum prof. Pawla Ktosowskiego

Rys. 1.2. Przyktadowe deformacje powtok gtadkich

Rys. 1.3. Przyktadowe deformacje powtok strukturalnych
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1.2. Materiaty kompozytowe

Kompozyty to materiaty w ktérych potaczono dwa lub wigcej materiatéw sktadowych
w taki sposéb, ze wynikowy materiat cechuje si¢ lepszymi wiasnosciami mechanicznymi w
poréwnaniu z materiatami skfadowymi (Jones 1999). Zwykle (Hebda 2006) materiaty
wchodzace w sktad kompozytu réznia si¢ od siebie w istotny sposéb. Wynika to z roli, jaka
petnia poszczeg6lne materiaty: wypetniacza (osnowy) i zbrojenia. Od strony
matematycznej kompozyty moga by¢ postrzegane jako materiaty o strukturze periodycznej,
zob. na przyktad Jedrysiak i Wozniak (2006), Jedrysiak (2009).

Materiaty kompozytowe znane sa ludzkiej mysli technicznej od dawna. German
(1996) podaje, ze wczesne zastosowania materiatow kompozytowych mozna odnalez¢é w
starozytnosci. Na przyktad w Egipcie (ok. 3600 lat p.n.e.) stosowano sklejk¢ drewniana. Z
kolei Izraelici (od trzynastego wieku p.n.e.) wykorzystywali materiat budowlany ztozony z
btota oraz stomy jako wzmocnienia.

W ostatnich latach, w pierwszej kolejnosci w przemysle lotniczym (zob. na przykiad
German 1996, Altenbach 1998, Ory i inni 1998, Jones 1999, Gruttmann i Wagner 2006,
Kreja 2007), a pdzniej w inzynierii ladowej, obserwuje si¢ zainteresowanie ptytami i
powtokami warstwowymi. Uzasadnienie takiego stanu rzeczy mozna odnalez¢ na przyktad
w pracach Balah i Al-Ghamedy (2002), Carrera i Ciuffreda (2005), Hebda (2006), Andrade
i inni (2007) czy Kreja (2007). Wsérdd korzystnych cech przypisywanych materiatom
warstwowym wymienia si¢ migdzy innymi:

— wysoki wspoétczynnik sztywnosci do wagi,

— wysoka odpornos¢ na korozjg,

— niewielka rozszerzalnos¢ termiczna,

— dobra odpornos¢ na obciazenia cykliczne,

— mozliwos¢ wykorzystania anizotropowej struktury materiatu do uksztattowania
danego elementu konstrukcyjnego zgodnie z kierunkami dziatajacych w nim sit.

W odniesieniu do ostatniego z wyzej wymienionych punktow Hebda (2006) pisze
»-Mamy zatem do czynienia z rozszerzeniem procesu projektowania konstrukcji o
projektowanie materiatu, z ktérego ma by¢ ona zbudowana. Niezbedna jest zatem wiedza z
zakresu mechaniki materiatéw kompozytowych, a w szczegdlnosci umiejetnosé wyznaczania
ich nosnosci”. Muc i Ulatowska (2010) zwracaja uwagg na kolejne aspekty projektowania
kompozytow:

— poszukiwanie optymalnego rozktadu materiatu, obejmujacego zaréwno grubosé, jak i
orientacje wtokien i/lub rozktad wiokien,
— optymalizacje ksztaktu, tj. dobor ksztattu projektowanego modelu.

Zagadnienia optymalizacji konstrukcji wykonanych z materiatdbw kompozytowych sa
poza zakresem niniejszej monografii. Szerzej na temat optymalizacji traktuja przyktadowo
prace Muc i Gurba (2001), Muc (2007), Czarnecki i inni (2008), Studzinski i inni (2009).

Altenbach (1998) zwrocit uwage na pewne wady materiatdw kompozytowych. Sa to:
— utrata sztywnosci ze wzglgdu na starzenie si¢ potaczen migdzywarstwowych,

— wysokie wymagania technologiczne przy produkcji,

— koniecznos¢ opracowania nowych metod badan nieniszczacych,
— kruchos¢,

— niewielka wytrzymatos¢ na obciazenia udarowe.
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W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage na jeszcze jedna cech¢ kompozytow. Pozadane z
punktu widzenia konstruktora wiasnosci, jak na przyktad odpornos¢ na korozje, stanowia
przeszkode w utylizacji takich materiatow.

Pojgcie materiatu kompozytowego obejmuje znaczna liczbe materiatéw. Materialy te
mozna klasyfikowa¢ na szereg sposobow. Przykladowo Hebda (2006) podaje, ze jedna z
mozliwosci klasyfikacji kompozytéw jest rozréznienie w zaleznosci od materiatu uzytego
do konstrukcji osnowy, ktéra moze by¢ polimerowa, metalowa czy ceramiczna. Inna
mozliwoscia (zob. na przyktad German 1996, Hebda 2006) jest klasyfikacja ze wzgledu na
formg¢ wzmocnienia, tzn. wzmocnienie czasteczkami, wzmocnienie dyspersyjne,
wzmocnienie widknami krétkimi i dtugimi. Dwa ostatnie typy materiatdw znane sa jako
ang. fiber reinforced composites, FRC. Materiaty te cechuje znaczna wytrzymatos¢ wzdtuz
widkien i niewielka w pozostatych kierunkach. Stad tez, w celu poprawienia whasnosci
mechanicznych, poszczeg6lne warstwy materiatu (laminy) mozna taczy¢ w tzw. kompozyt
warstwowy.

Kompozyt warstwowy (laminat) powstaje w wyniku odpowiedniego utozenia widkien
kolejnych cienkich warstw w stos i ich zespolenie (zob. na przyktad German 1996, Hebda
2006, Kotakowski 2007).

W opisie pojedynczej warstwy zwyczajowo (zob. na przyktad German 1996) stosuje
si¢ tzw. konfiguracje osiowa®™, w ktdrej uktad geometryczny warstwy opisywany jest w
gtéwnych osiach materiatowych: o$ a przebiega w kierunku wiokien, o$ b jest prostopadia
do kierunku witdkien, za$ o$ c jest prostopadta do plaszczyzny warstwy wyznaczonej
osiami a i b. Tak wigc odpowiednie utozenie oznacza w tym wypadku obrét osi a
poszczegblnych warstw w stosie laminatu. Zwykle projektujac laminat, wykorzystuje sie
ten sam materiat, réznicujac w warstwach kierunek wtokien. Takie laminaty sa
przedmiotem analizy w niniejszej monografii®.

Szczegblnym przypadkiem kompozytu warstwowego sa plyty badz powtoki
sandwiczowe. Sa one ztozone z dwoch cienkich sztywnych okfadzin i lekkiego
wypetnienia. Generalnie wypetnienie to nie przenosi obciazefi, badz przenosi jedynie sity
$cinajace, zob. na przyktad Zielnica (2003). Znane sa takze technologie, w ktorych
wypetnienie w znaczacy sposob wptywa na nosnos¢ i zachowanie phyt sandwiczowych.

Firma Inteligent Engineering® opracowata i opatentowata elementy konstrukcyjne w
formie ptyty sandwiczowej, o nazwie Sandwich Plate System — SPS, zob. rys. 1.4. System
ten skfada si¢ z dwoch piyt stalowych potaczonych w sposéb ciagty poprzez sprasowana
warstwe poliuretanu. Material taki jest sztywniejszy od pojedynczych piyt stalowych.
Warstwa poliuretanu zapewnia podparcie dla elementéw stalowych, przez co sa one
zabezpieczone przed lokalng utrata statecznosci. Przenosi ona jednoczesnie naprgzenia
scinajace z piyty na phyte. Wytrzymatos¢ ptyty dobiera si¢ w zaleznosci od wymagan
inwestora. Omawiany materiat, wg strony internetowej producenta, znajduje zastosowanie
w przemysle okretowym, morskim przemysle wydobywczym, w inzynierii ladowej oraz w
przemysle wojskowym.

D Jest to tak zwany uktad on-axis, pojecie gtéwnych osi materiatowych nie ma swojego
odpowiednika w mechanice materiatow izotropowych.

2 |stnieja takze tzw. laminaty hybrydowe, w ktérych warstwy wykonywane sa z réznych
materiatow, por. German (1996).

¥ http://www.ie-sps.com.
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Dalsze przyktady zastosowan materiatow kompozytowych w inzynierii ladowej podat
Kreja (2007). Inna potencjalna mozliwos¢ stosowania materiatdbw kompozytowych jest
wykonanie jezdni mostéw (zob. na przyktad Davalos i inni 2001).

Kolejnym przyktadem, zastosowania materiatdw kompozytowych w budownictwie sa
maty i tasmy wzmacniajace. Przyktadowym dostawca i wykonawca tej technologii jest
przedsighiorstwo Megachemie® sp. z. 0. 0. z Krakowa. Firma ta dostarcza miedzy innymi
tasmy CFRP (ang. carbon fiber reinforced plastics) o nazwie Neoxeplate. Produkt ten
zawiera, zgodnie z nazwa, widkna weglowe umieszczone w matrycy epoksydowe;.
Producent oferuje takze maty z wiokien weglowych jako osnowy oraz biatych widkien
szklanych i poliestrowych jako watku.

Rys. 1.4. Materiat SPS

Wzmocnienia konstrukcji betonowych wykonuje si¢ poprzez bezposrednie naklejanie
tasm systemowym klejem epoksydowym na elementy betonowe. Innym zastosowaniem jest
wykorzystanie wstepnie naprezanych tasm z widkien weglowych.

Przyktadowe realizacje, w ktdrych zastosowano materiaty firmy Megachemie to:

— wzmocnienie budynku wiezy transportowej w cukrowni ,,Géra Slaska”,
— wzmocnienie stropéw w budynku adaptowanym na potrzeby nowej siedziby Zarzadu

Jastrzebskiej spotki Weglowej S.A.,

— naprawa oraz wzmocnienie i zabezpieczenie powtokowe konstrukcji mostu w ciagu
drogi dojazdowej do S69 w Mildwce,
— wzmocnienie spgkanych ceglanych muréw obronnych Zamku Krélewskiego na

Wawelu,

— wzmocnienie budynku Sukiennic na Rynku Gtéwnym w Krakowie.

Tytutem podsumowania tej czesci rozwazan w tabeli 1.1 zestawiono, za praca Hebda
(2006) i materiatami firmy Megachemie, pewne przyktadowe wiasnosci materiatow
kompozytowych.

Cho¢ badania eksperymentalne dotyczace powtok i ich wiasnosci materiatowych, w
tym powlok kompozytowych, sa poza zakresem niniejszej monografii, warto jednak
odnotowac kilka reprezentatywnych prac z tej dziedziny.

4 www.megachemie.com, wszystkie podane w niniejszej pracy whasciwosci i zastosowania
kompozytowych materiatéw grupy Megachemie pochodza z prospektu informacyjnego firmy.
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Marcinowski (1999) przedstawit wyniki badan doswiadczalnych i numerycznych
dotyczacych statecznosci stalowych powtok walcowych.

Ktosowski (1999), por. tez Klosowski i Woznica (2007) zajmowat si¢ okreslaniem
parametrow modeli konstytutywnych Perzyny, Chaboche’a i Bodnera-Partona stosowanych
w analizie drgan sprezysto-lepkoplastycznych piyt i powtok.

Qiao i inni (2003) rozwingli model teoretyczny i przedstawili wyniki badan
doswiadczalnych, dotyczacych wyboczenia skretnego cienkosciennych belek o przekroju
dwuteowym.

W pracach Bisgani i Cordisco (2003, 2006) przedstawiono wyniki badan, dotyczacych
zachowania dokrytycznego i pokrytycznego cienkosciennych powtok cylindrycznych z
materiatu CFRP bez i ze wzmocnieniami. Rozpatrywano utraty statecznosci zwiazane z
obciazeniem osiowym lub/i skrecajacym.

Shan i Qiao (2005), wykorzystujac podobne podejscie teoretyczne do tego z pracy
Qiao i inni (2003), sformutowali model do badania wyboczenia cienkosciennych pretéw o
przekroju ceowym. Otrzymane rozwigzania sa w dobrej zgodnosci z wynikami analizy
numerycznej i wynikami eksperymentow.

Gruttmann i Wagner (2005) przedstawili pewne wyniki eksperymentalne dotyczace
wyboczenia panelu cylindrycznego wzmacnianego wzdtuz tworzacej.

Kesavan i inni (2006) przedstawili wyniki badan eksperymentalnych i numerycznych
na temat belek o przekrojach cienkosciennych, zawierajacych potaczenia w ksztakcie litery
T wykonanych z materiatu glass fibre reinforced plastic, GFRP.

Klosowski i inni (2009) (zob. takze Ambroziak 2006) opisali eksperymenty
pozwalajace na identyfikacje pewnych parametrow materiatowych dla tkaniny technicznej
Panama, ktora moze by¢ stosowana do konstrukcji przekry¢ membranowych.

Santiuste i inni (2010) prowadzili badania eksperymentalne i numeryczne dotyczace
zniszczenia kompozytowych belek zginanych. Zaimplementowane kryterium zniszczenia
obejmowato r6zne mozliwosci: zniszczenia widkna, pekania matrycy, miazdzenia matrycy
oraz delaminacje¢. Do analizy MES wykorzystano program Abaqus Explicit.

Pyrzowski (2010) studiowat zagadnienie lepkoplastycznego zniszczenia konstrukcji
ptytowo-powtokowych pod wplywem obciazen dynamicznych na bazie modelu
Chaboche’a.

Tabela 1.1

Przyktadowe wartosci modutu Younga i wytrzymatosci wybranych materiatéw kompozytowych
i poréwnanie z materiatami konwencjonalnymi

Materiat Wytrzymatosé na rozcigganie [MPa] Modut Younga [GPa]

Stal weglowa 370 - 460 210

Stal stopowa 490 - 560 210
Aluminium 450 72
Wegiel/epoksyd 1300 — 3000 130 — 200
Aramid/epoksyd 1380 — 2200 75-95

Szkto E/epoksyd 1200 - 3000 45
Neoxeplate HS' 2679 + 167 178+ 8
Neoxeplate HM’ 2811 + 245 256 + 26
Neoxeplate UHS' 3240 + 269 169 + 9

: parametry wyznaczane w kierunku utozenia wtdkien w tasmie
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1.3. Teorie powtok

Pod pojeciem , teoria powtok” wg Wozniaka (Wozniak 1978)% rozumie si¢ mechanike
cienkiej, lecz zawsze trojwymiarowej struktury powtokowej. Opis mechaniczny odbywa si¢
na pewnej powierzchni, znanej jako powierzchnia podstawowa®.

Jemielita (Jemielita 2001a) sugeruje, by za poczatek procesu formutowania teorii
powtok przyja¢ prace Eulera z roku 1766. W pracy tej Euler badal zjawisko generacji
dzwigkOw przez dzwon. Rozpatrywany dzwon podzielit na cienkie pierscienie powtoki
obrotowo-symetrycznej, a kazdy z pierécieni potraktowat jako pret. W ten sposéb Euler
otrzymat réwnanie rdzniczkowe czastkowe, z ktdrego okreslit czgstos¢ drgan wiasnych
dzwonu.

Inna przetomowa dla teorii ptyt i powtok jest praca Kirchhoffa z roku 1850. Teoria ta
znana jest jako teoria piyt cienkich. Podstawowym zatozeniem kinematycznym (tzw.
wigzem) jest w tym przypadku zadanie, by witokno proste prostopadte do powierzchni
podstawowej pozostato proste i prostopadie w trakcie deformacji. Zatozenie to redukuje
(Fung i Tong 2001) réwnania tréjwymiarowego kontinuum do réwnan kontinuum
dwuwymiarowego. Podejscie takie nazywane jest podejsciem sprowadzajacym (ang.
derived approach). Skonstruowane w ten sposob teorie nosza tez nazwe teorii technicznych
(zob. na przykiad Jemielita 2001b).

Druga grupa teorii wg Jemielity sa teorie asymptotyczne, w ktdrych wyjsciowe
zagadnienie trojwymiarowe sprowadza si¢ do ciagu zastgpczych  zagadnien
dwuwymiarowych. Podejscie to nie jest jednak przedmiotem analizy w ninigjszej
monografii. Szerzej na ten temat pisza na przyktad Lewinski i Telega (2000).

W literaturze znane jest takze podejscie bezposrednie (ang. direct approach), zob. na
przyktad Wozniak (1978), Chroscielewski i inni (2004). Tutaj formulowanie
powierzchniowych réwnan teorii powtok odbywa si¢ poprzez przyjecie jako modelu
powtoki pewnej odksztatcalnej powierzchni typu Cosseratow”, o jednym lub wigkszej
liczbie direktorow. Sformutowanie to pochodzi z pracy Ericksen i Truesdell (1958) i byto
dalej rozwijane, zob. przeglad literatury w rozdziale 2.

W literaturze przedmiotu przyjmuje si¢ (zob. na przyklad Wozniak 1978, Jemielita
2001a, Kreja 2007), ze podstawy teorii powtok, jako uogolnienie teorii ptyt Kirchoffa z
pracy z roku 1850, zostaty podane przez Love’a (Love 1889). Sformutowanie to znane jest
obecnie w literaturze pod nazwa teoria Kirchhoffa-Love’a (teoria K-L, zob. na przykiad
Radwanska 2009) lub Classical Lamination Theory®, CLT, w modelowaniu pyt i powtok
warstwowych (zob. na przyktad Carrera i Brischetto 2009). Zasadnicze dwa zalozenia, na
ktorych bazuje ta teoria to (Radwariska 2009):

— wAokno proste i prostopadte do nieodksztatconej powierzchni podstawowej pozostaje,
po przylozeniu obciazenia, proste i prostopadie do odksztalconej powierzchni
podstawowej,

— naprezenie o, jest tak mate w pordwnaniu z pozostatymi sktadowymi tensora
naprezenia, ze dla wszystkich punktéw dzwigara mozna zatozy¢é plaski stan
naprezenia.

W niniejszej monografii przyjeto cytowac tylko te prace, do ktérych autor dotart osobiscie.
Prace te zostaty zestawione w bibliografii. Pozostate prace przytacza si¢ za innymi opracowaniami.

8 Matematyczne rozwazania przedstawione sa w rozdziale trzecim niniejszej monografii.

) Przeglad literatury traktujacej o osrodku Cosseratéw zawiera rozdziat drugi monografii.

® Polskim odpowiednikiem tej nazwy jest termin , klasyczna teoria laminacji” (German 1996).
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Teoria ta sprawdza si¢ w przypadku ustrojow powierzchniowych cienkich, tzn. & <&
(zob. na przyktad Radwanska 2009), bowiem tutaj wptyw poprzecznego scinania moze by¢
zaniedbany. W dalszym okresie teoria ptyt i powtok, jak podaje Jemielita (Jemielita
2001b), ewolutowaty w dwdch kierunkach: rozwijanie liniowych i nieliniowych teorii ptyt i
powlok na bazie kinematyki Kirchhoffa (zob. na przyktad Pietraszkiewicz 1976) lub
konstruowanie teorii uscislonych.

Wyczerpujacy przeglad literatury historycznej jak i wspotczesnej podali na przyktad
Wempner (1989), Jemielita (2001a, 2001b), Piskunov i Rasskazov (2002). Najbardziej
wyczerpujace przedstawienie geometrycznie nieliniowej teorii powtok cienkich typu K-L
podat Pietraszkiewicz (1989).

Inna praca przegladowa jest opracowanie Noora (Noor 1990), ktéry zestawit 532
pozycji literatury. Zestawienie to jednak nie obejmowato migdzy innymi prac naukowcow z
Europy Wschodniej. Zrazony tym faktem profesor Wojciech Pietraszkiewicz® napisat list
do redaktora naczelnego czasopisma Applied Mechanics Reviews, w ktorym zawart
dodatkowe, w poréwnaniu z opracowaniem Noora, pozycje literatury. Ku zdziwieniu prof.
Pietraszkiewicza, jego list ukazat si¢ drukiem jako artykut w Applied Mechanics Reviews
w roku 1992, zob. Pietraszkiewicz (1992). Praca ta ,,odkryla” dla naukowego $wiata
zachodniego prace polskich i rosyjskich autorow.

Zatozenie o prostopadtosci wtdkna zostato rozluznione w teorii, ktora zwykto nazywaé
sic w literaturze teorig Reissnera-Mindlina'®, zob. na przyktad Hughes (2000), str. 383 u
dotu. Jej rozwdj przypadt na lata czterdzieste dwudziestego wieku. W tym czasie,
rownolegle Bollé, Hencky, Reissner (zob. na przyktad Reissner 1945) i Mindlin
sformutowali podobne w zatozeniach teorie.

Na temat nazwy tejze teorii powstato kilka publikacji, w ktorych autorzy przesledzili
aspekty historyczne jej powstawania, zob. na przyktad Ramm (2000), Jemielita (2001a). |
tak na przyktad Ramm pisze wprost, ze teoria Reissnera-Mindlina nie istnieje (ang. strictly
speaking such a theory does not exist), zob. paragraf 1 w pracy Ramm (2000). Dlatego tez
Kreja (2007), zob. przypis 8 tamze, przyjat termin ,kinematyka Reissnera-Mindlina” jako
bardziej adekwatny, lub réwnowaznie ,,teoria $cinania pierwszego rzedu” (ang. First Order
Shear Deformation Theory, FOSD), zob. na przyklad Reddy (1997), Carrera (2001), Kreja i
Schmidt (2006), Carrera i Brischetto (2009). Zas Gilewski (2005) pisze o teorii pyt
Hencky’ego-Boole’a. Teorig ta stosuje sie w przypadku phyt i powtok umiarkowanie
grubych (tzn. &+ =+, gdyz uwzglednia ona efekty poprzecznego $cinania.

Ze wzgledu na zatozenie kinematyczne w teoriach CLT i FOSD, rozkfad naprezen
poprzecznych stycznych wzdtuz wkdkna normalnego jest staty. Wymaga to wprowadzenia
odpowiedniego wspdtczynnika korekcyjnego (wspotczynnika scinania) o . Wspétczynnik
ten byt przedmiotem wielu analiz (zob. na przyktad Rychter 1987, Jemielita 2001a, Liu i
Soh 2007, Chroéscielewski i inni 2010, Dong i inni 2010) i jego sens fizyczny w ramach
mechaniki pretow oraz phyt i powtok jest dobrze ugruntowany. Wartos¢ liczbowa zalezy od
przyjetego kryterium i sposobu wyznaczenia. W pracy Mindlin (1951) oszacowano jego
wartosé dla piyt jako 7%/12 =0,822467 . Lewinski (1987), por. rowniez Jemielita (2001a),
otrzymat wartos¢ 14/17 =0,823529 W literaturze zwykle przyjmuje si¢ wartosc
5/6=0,8(3), zob. na przyklad Hughes (2000) czy Chroscielewski i inni (2010b).

Ciekawe podejscie analizy powtok przedstawili Merlini i Morandini (2010). Jest ono
oparte na helikoidalnej parametryzacji rototranslacji (ang. helicoidal parameterization of

% Opisana tu historie Autor zna bezposrednio z opowiadania prof. Pietraszkiewicza.
10 Badur (1990) badat pewne aspekty teorii Reissnera w jezyku wspétczesnej teorii pola.



1.4. Metoda Elementow Skoficzonych w... 15

the rototranslation). Tutaj pojecie rototranslacji opisuje ruch bedacy ztozeniem ruchu
postgpowego i obrotowego. Przedstawione w cytowanej pracy wyniki numeryczne,
dotyczace powtok gtadkich, jak i z przecigciami, sa obiecujace. Niestety, szczeg6towe
omowienie tego podejscia w odniesieniu do powtok nie zostato przedstawione w tejze
pracy, ale w pracach ztozonych do nieznanych czasopism. Do dnia zamknigcia niniejszej
monografii Autor nie odnalazt w dostgpnych mu czasopismach tychze artykutow.

Teoria powlok, przyjeta za podstawg rozwazan niniejszej monografii formutowana jest
na sposéb hybrydowy, tzn. dziedziczy cechy zaréwno podejscia sprowadzajacego, jak
réwniez bezposredniego, por. na przyktad Libai i Simmonds (1998), Chrdscielewski i inni
(2004) i cytowana tam literatura™" . Schemat formutowania teorii w odniesieniu do
statyki i gtéwne cechy rozpatrywanej teorii powtok przedstawiaja si¢ nastepujaco:

— teoria jest statycznie $cista (ang. statically exact), to znaczy, ze sciste dwuwymiarowe
réwnania réwnowagi ciata typu powtoka wynikaja z catkowania z kierunku grubosci
ciata rownan réwnowagi klasycznego kontinuum tréjwymiarowego,

— dwa wektorowe réwnania roéwnowagi sa wyrazone w terminach wielkosci
przekrojowych, z tego wzgledu w sformutowaniu MES nie ma potrzeby kosztownego
numerycznie catkowania po objgtosci elementu,

— teoria jest geometrycznie jednoznaczna (ang. geometrically unique), to znaczy, ze
kinematyka powtoki wynika z tozsamosci catkowej, bedacej bezposrednia implikacja
scistych dwuwymiarowych réwnan réwnowagi,

— model kinematyczny jest rownowazny modelowi ciata Cosseratéw z trzema sztywno
rotujacymi direktorami; sz6sty stopnien swobody, tj. obrét prostopadty do powierzchni
podstawowej jest naturalnie ujety w ramach teorii,

— w ramach teorii nie stawia si¢ ograniczen co do wielkosci przesunigé i obrotow.

1.4. Metoda Elementéw Skonczonych w analizie powtok

1.4.1. Wstep

Wraz z rozwojem teorii powlok opartej na kinematyce Reissnera-Mindlina, bo juz w
latach pigédziesiatych dwudziestego wieku nastgpowat rozwdj metody elementow
skoniczonych, zob. na przyktad Tablica 1.1 w ksiazce Zienkiewicz i Taylor (2002) czy
ciekawy rys historyczny zamieszczony w rozdziale 1, sekcji 1.2 w pracy Belytschko i inni
(2003). Interesujacy przeglad wczesnej literatury zwiazanej z metoda residuéw wazonych,
mozna odnalez¢ w pracy Finlayson i Scriven (1966). Yang i inni (1990) przedstawili
ciekawe zestawienie wczesnych prac poswigconych powtokowym elementom skoniczonym.
Samuelsson i Zienkiewicz (2006) omawiaja rozwoj metody sztywnosci (ang. stiffness
method).

Ze wzgledu na zasadniczy cel niniejszej monografii, przeglad literatury w niniejszym
podrozdziale ograniczony jest do obszaru teorii technicznych powtok i ptyt. Bowiem, jak
pisze Gilewski (2005), wtasnie w implementacji teorii pretow badz phyt i powtok
przenikaja si¢ dwie grupy hipotez: wybranej teorii technicznej (na przyktad hipoteza
ptaskich przekrojow) i hipotezy MES, co decyduje o skomplikowaniu problemu.

1D Reissner E.: Linear and nonlinear theory of shells. W Fung Y.C., Sechler E.E. (edytorzy), Thin
Shell Structures, 1974, 29-44, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,

12 Libai A., Simmonds J.G.: Nonlinear elastic shell theory. In: Advances in Applied Mechanics
23,1983, 271-371, Academic Press, New York.
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1.4.2. Wybrane wiadomo$ci o modelowaniu powtok przy pomocy MES

Jak podaje MacNeal (1998), pierwsza praca dotyczaca elementu ptytowego pojawita
si¢ w roku 1961. W pracy tej opracowano, na bazie teorii K-L, prostokatny element
skoniczony o trzech stopniach swobody w wezle. Wkrotce naukowcy opracowujacy
elementy skonczone zdali sobie jednak sprawe, ze nie jest mozliwe opracowanie catkowicie
poprawnego elementu z trzema stopniami swobody w wezle. Wykazano migdzy innymi, ze
wyrazenie na ugigcie ptyty w, zapewniajace jednoznacznos¢ krzywizn powierzchni
podstawowej, nie zapewnia ciagtosci pierwszych pochodnych w na granicach elementow
w przypadku, gdy zmiennymi weztowymi sa ugigcia w i ich pierwsze pochodne.

Nadto Gilewski (Gilewski 2005) dodaje, ze teorie dzwigar6w o sredniej grubosci w
przejsciu granicznym prowadza do teorii dzwigaréw cienkich. Stad, poprawnie opracowany
element skonczony opracowany w ramach teorii FOSD w réwnym stopniu powinien
odwzorowywa¢ wyniki uzyskiwane na podstawie zaréwno teorii FOSD, jak i CLT.

Wedtug MacNeal’a (MacNeal 1998), na poczatku lat siedemdziesiatych dwudziestego
wieku, gdy tworcy elementow skonczonych bazujacych na teorii K-L probowali przetamaé
ograniczenia sformutowania, opracowano dwie koncepcje, ktore w znaczacy sposob
wptynety na rozwoj elementéw skorniczonych: koncepcje elementu izoparametrycznego wg
Ironsa (1966) oraz koncepcje zdegenerowanego elementu skonczonego z pracy
doktorskiej Ahmada z roku 1969 (zob. praca Ahmad i inni 1970).

Podejscie izoparametryczne jest do dzi§ stosowane w formutowaniu elementdw
skonczonych, zaréwno kontynualnych (1D, 2D, 3D), jak i strukturalnych i jest szeroko
opisane w podrecznikach MES, zob. na przyktad Bathe (1982), Zienkiewicz i Taylor
(2002), Rakowski i Kacprzyk (2005). Szczegoty mozna odnalezé w wymienionych
pozycjach, a takze w rozdziale piatym niniejszej pracy.

W koncepcji elementu zdegenerowanego wprowadza si¢ do réwnan réwnowagi
osrodka Cauchy’ego hipoteze ptaskich przekrojow, nieprostopadtych do powierzchni
podstawowej powtoki wraz ze stowarzyszonymi wigzami wynikajacymi z przyjetych
funkcji ksztattu. Oryginalne sformutowanie Ahmada borykato si¢ jednak z bledami,
wynikajacymi z blokady numerycznej (ang. locking effect) wartosci przemieszczen i
duzymi wartosciami odksztatcen postaciowych.

Znaczna poprawe wynikbw modelu Ahmada uzyskano, stosujac catkowanie
zredukowane, zob. na przyktad Zienkiewicz i inni (1971), Hughes (2000). Poniewaz jednak
techniki ograniczania zjawiska blokady omawiane sa dalej w niniejszym rozdziale, nie
poswigca si¢ uwagi temu podejsciu w tym miejscu.

Klasyczny model elementu zdegenerowanego jest omdwiony, na przyktad w pracach
Bathe (1982), Hughes (2000). Wsréd licznych prac, w ktérych wykorzystano podejscie
Ahmada, wymieni¢ mozna prace Dvorkin i Bathe (1984), Huang i Hinton (1986), Hsiao i
Chen (1989), Cesar de Sa i inni (2002), Valente i inni (2005), a takze literaturg cytowana w
pracy Yang i inni (2000).

Z punktu widzenia MES niewatpliwym, udogodnieniem, wynikajacym z
wprowadzenia  elementéw  zdegenerowanych, jest obnizenie rzedu  ciaglosci
migdzyelementowej do klasy C°. Prowadzi to do znacznie prostszej konstrukcji

9 Irons B.M.: Engineering application of numerical integration in stiffness methods. J. AIAA, 14
1966 2035-2037.

% Hughes (2000) pisze na stronie 310: It has taken considerable ingenuity to develop
compatible C!-interpolation schemes for two-dimensional plate elements based on classical theory,
and the resulting schemes have always been extremely complicated in one way or another.”
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aproksymacji skonczenie wymiarowej. Jednak podejscie to, w swej podstawowej wersji,

posiada pewne wady, zob. na przyktad Chroéscielewski (1996), Hauptmann i Schweizerhof

(1998):

— elementy skonczone sa obarczone zjawiskiem blokady numerycznej w przejsciu do
powtok cienkich (ten niekorzystny efekt dotyczy wszystkich elementéw klasy C°
niskiego rzedu bazujacych na sformutowaniu przemieszczeniowym, takze w
sformutowaniu teorii FOSD wyrazonym przez wielkosci przekrojowe),

— ze wzgledu na zatozenie o nierozciagliwosci wkokna, rozszerzenie sformutowania na
zakres duzych odksztatcen nie jest proste,

— wystgpuje koniecznos¢ kosztownego w sensie numerycznym catkowania po calej
objetosci elementu skonczonego™,

— bezposrednie wprowadzenie obrotu prostopadiego do powierzchni powtoki nie jest
mozliwe,

— wystgpuja trudnosci w numerycznym realizowaniu pewnych typéw warunkdw
brzegowych.

Roéwnowazne podejéciu  degeneracji, w zakresie przyjmowanych zalozen
kinematycznych (zob. na przyklad Blichter i Ramm 1992, Chroscielewski 1996), jest
podejscie klasyczne, tzn. bazujace na wielkosciach przekrojowych. Ze wzgledu na
popularno$¢ tego modelu kompleksowe zestawienie prac, w ktorych wykorzystano to
podejscie, nie jest mozliwe. Przyktadowo Pica i inni (1980) oméwili sformutowanie
elementu ptytowego w zakresie geometrycznie nieliniowym, Hughes (2000) opisuje
element plytowy w zakresie liniowym, Wagner i Gruttmann (2005) sformutowali 4-
weztowy hybrydowy element powtokowy, Klinkel i inni (2008) rozszerzyli sformutowanie
z pracy Wagner i Gruttmann (2005) na zakres duzych odksztatcen.

Omawiajac formutowanie elementow skonczonych w ramach teorii FOSD, wyrazonej
w terminach wielkosci przekrojowych, nalezy zaznaczy¢é nowoczesny nurt w ramach tego
podejscia, zwiazany z Juanem Carlosem Simo. W cyklu prac, jaki ukazat si¢ na przetomie
lat osiemdziesiatych i dziewiecdziesiatych dwudziestego wieku, tzn. Simo i Fox (1989),
Simo i inni (1989, 1990a, 1990b, 1992b) Simo i Kennedy (1992), Simo (1993)
sformutowano tzw. geometrycznie $cista teori¢ (ang. geometrically exact theory) jak i
stowarzyszone elementy skonczone. W pracach tych analizowano zagadnienia liniowe,
poprzez problemy implementacji w zakresie materiatowo i geometrycznie nieliniowym, az
po zagadnienia dynamiki. Omawiane podejscie eksponuje i formalizuje matematycznie
pewne aspekty teorii, wprowadzajac na przyktad grupe obrotéw SO(3). Zasadnicze dla
podejscia Simo aspekty sa zrekapitulowane w pracy Simo i Fox (1989). Vu-Quoc i inni
(2000) rozszerzyli to podejscie na ptyty sandwiczowe.

Kolejna koncepcja formutowania elementéw skonczonych jest podejscie znane jako
solid-shell. Zwykle w modelu tym (zob. na przyktad Hauptmann i Schweizerhof 1998, Vu-
Quoc i Tan 2003, Tan i Vu-Quoc 2005, Reese 2007, Cardoso i inni 2008, 2010) jako
niewiadome weztowe przyjmuje si¢ tylko translacyjne stopnie swobody. Zaletami tego
podejscia sa migdzy innymi mozliwos¢ zastosowania og6lnych réwnan konstytutywnych
osrodka 3D, unikniecie ziozonych algorytméw skladnia obrotéw oraz mozliwosé¢
stosowania jednej warstwy elementéw po grubosci powtoki. Do wad sformutowania zalicza
si¢ przede wszystkim efekt blokady numerycznej: blokady membranowej, blokady scinania

®proces catkowania w calej objetosci elementu nie jest réwnowazny procesowi
dwuwymiarowego catkowania taczonego w kazdym punkcie catkowania z dodatkowym catkowaniem
po grubosci, zob. na przyktad Chréscielewski (1996), str. 14.
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i blokady w kierunku grubosci (ang. thickness locking). W celu ograniczenia wptywu tych
zjawisk na rozwiazania numeryczne'® stosuje si¢ pewne znane techniki, ktore beda
omawiane w dalszej czesci rozdziatu.

1.4.3. Modelowanie powtok warstwowych

W niniejszym paragrafie przedstawiono wybrane zagadnienia modelowania powtok
warstwowych. Przedstawiono wybrane podejscia uwzglednienia warstwowej struktury
przekroju ptyty badz powtoki. Szerszy przeglad modeli, ich wad i zalet mozna odnalez¢
przyktadowo w pracach Carrera (2001, 2002, 2003a, 2003b), Carrera i Ciuffreda (2005),
Sabik (2006), Kreja (2007, 2011), Carrera i inni (2008), Carrera i Brischetto (2009) i w
cytowanej tam literaturze.

Przystgpujac do analizy numerycznej powtok warstwowych, nalezy zwréci¢ uwage na
pewne zagadnienia teoretyczne, typowe dla struktur warstwowych (zob. na przykiad
Carrera 2002, Carrera i Ciuffreda 2005, Sabik 2006). Sa to: anizotropia warstwy,
anizotropia poprzeczna, efekt zig-zag i ciagtos¢ migdzywarstwowa.

Anizotropia warstwy

Anizotropia warstwy wynika ze znacznych réznic migdzy wartosciami modutu
Younga materiatu wzdtuz witdkna kompozytu w porédwnaniu z wartosciami modutu w
kierunkach prostopadlych do widkna. Jednoczesnie stosunki wartosci modutu
postaciowego w kierunkach ptaszczyzny do modutu Younga w ptaszczyznie (prostopadtego
do kierunku wtokna) sa niskie.

Anizotropia poprzeczna

Anizotropia poprzeczna zwigzana jest ze zmiana cech mechanicznych materiatow
wzdtuz grubosci ptyty badz powtoki. Brak ciagtosci cech materiatu powoduje gwattowne
zmiany pochodnych pola przemieszczeni na granicach warstw. Efekt ten znany jest jako
efekt zig-zag.

Ciagtos¢ miedzywarstwowa

Wartosci naprezeni w plaszczyznie warstwy moga by¢ nieciagle na granicy
pojedynczych warstw, lecz wartosci naprezen o,,, 1=12,3, musza by¢ ciagte.
Wymaganie to znane jest jako ciagtos¢ miedzywarstwowa, (ang. Interlaminar Continuity,
IC).

Wybrane modele powlok warstwowych

W literaturze przedmiotu (zob. na przyktad Carrera 2002, Rohwer i inni 2005, Carrera
i Brischetto 2009) wyré6znia si¢ dwie zasadnicze mozliwosci modelowania powtok
warstwowych: modele tréjwymiarowe (3D) i modele dwuwymiarowe (2D).

W pierwszym podejsciu rozwigzanie dla ptyty (powtoki) warstwowej uzyskuje sig,
rozwiazujac analitycznie odpowiednio sformutowany problem brzegowy ciata 3D dany w
postaci silnej. Jednak, podobnie jak w przypadku ptyt i powtok jednorodnych, rozwiazania
takie sa nieliczne i ograniczone do prostych geometrii i rozktadéw obciazenia. Przeglad

19 Efekt blokady dotyczy wytacznie wynikéw numerycznych, nie wystepuje on na poziomie
sformutowania teoretycznego.
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prac, w ktorych przedstawiono pewne rozwiazania, mozna odnalez¢ w pracy Carrera (2002)
i Carrera i Brischetto (2009). Z punktu widzenia analizy numerycznej, zasadnicza zaleta
rozwiazan analitycznych 3D jest mozliwos¢ ich wykorzystania w celu kalibracji przyjetego
modelu MES, zob. na przyktad Meyer-Piening (2004).

W nurcie rozwazan 3D mozliwe jest otrzymanie rozwiazania przyblizonego przy
pomocy przestrzennych elementow skorniczonych. Podejscie takie boryka si¢ jednak z
pewnymi problemami scisle zwigzanymi z elementami skonczonymi. Na przykiad, w pracy
Rohwer i inni (2005) wymienia si¢ zagadnienie uwzglednienia znacznych zmian
sztywnosci pomigedzy warstwami. Wymaga to przyjecia co najmniej jednej warstwy
elementéw dla pojedynczej warstwy laminatu. W potaczeniu ze stosowanymi w MES
proporcjami dtugosci bokdw elementdw liczba elementéw przypadajaca na pojedyncza
warstwe staje si¢ znaczaco duza. W przypadku kilku (kilkunastu) warstw, rozwiazanie
numeryczne takiego zadania staje si¢ czasochtonne, nawet uwzgledniajac moc
obliczeniowa obecnych komputerow.

W modelowaniu 2D powlok warstwowych powszechnie rozr6znia si¢ (zob. na
przyktad Altenbach i inni 1994, Carrera 2002, Auricchio i Sacco 2003 i Carrera i Brischetto
2009) dwa podejscia: dyskretne modele warstwowe (ang. Layer-Wise, LW) oraz zastgpcze
modele warstwowe (ang. Equivalent Single Layer, ESL). R6znica migdzy tymi modelami
wynika z typu uwzgledniania niejednorodnosci przekroju i liczby zmiennych wymaganych
do opisu deformacji powtoki.

Carrera (2002) podaje, ze w pierwszym podejsciu kazda warstwa postrzegana jest jako
niezalezna'” plyta badz powtoka. Stad liczba niewiadomych jest zalezna od liczby
analizowanych warstw. W modelu warstwy zastgpczej liczba niewiadomych jest zalezna
wylacznie od przyjetej teorii ptyt/powtok. Tutaj bowiem faktyczna warstwowa struktura
osrodka sprowadzana jest do pojedynczej warstwy. Oba podejscia stosuje sie w réznych
obszarach analizy, zob. na przykfad Altenbach (2000); model LW jest dokladniejszy i
pozwala na analize, na przykiad, zagadnienia delaminacji, model ESL za$ jest
wystarczajaco doktadny do oceny globalnej odpowiedzi uktadu, na przyktad przemieszczen
czy czestosci drgan whasnych. Pewnym ograniczeniem modelu ESL jest zadanie by w
przekroju ptyty badz powtoki nie wystepowaly gwaltowne zmiany grubosci lub/i
sztywnosci warstw (zob. na przyktad Sabik 2006 i cytowana tam literatura).

Inny podziat modeli 2D powtok warstwowych wynika z przyjetej kinematyki. Oprocz
wymienionych wczesniej podejs¢ CLT i FOSD, stosuje si¢ takze teorie wyzszego rzedu
(ang. higher order theory, HOT). W przypadku teorii typu HOT, najczesciej (zob. na
przyktad wzor 13 w pracy Carrera 2002, por. takze wzor 10.3.1 w pracy Reddy 2007)
przyjmuje si¢ rozwinigcie w szereg funkcji przemieszczen wzdtuz grubosci ptyty/powtoki.
Przyktadowo, Arciniega i Reddy (2004) zatozyli pole przemieszczen oparte na rozwinigciu
szesciennym wzdtuz grubosci powtoki. W pracy Kulkarni i Kapuria (2007) omoéwiono
sformutowanie czterowgztowego ptytowego elementu skorniczonego na bazie teorii HOT.

Model CLT, ze wzgledu na brak mozliwosci uwzglednienia deformacji od $cinania
poprzecznego przekroju ma ograniczone zastosowanie w analizie ustrojéw warstwowych.
Pewne odniesienia do literatury w tym zakresie mozna odnalez¢ na przyktad w pracy Kreja
(2007). Carrera i Ciuffreda (2005) przeprowadzili szereg analiz poréwnawczych miedzy

1) Wydaje sie, ze sformutowanie to (ang. independent) jest niefortunne, bowiem cho¢ kazda
warstwa w tym modelu ma swojag powierzchni¢ odniesienia, to obecnos¢ innych warstw jest
ujmowana poprzez natozenie stosownych warunkéw ciagtosci na granicy warstw. Carrera (2002)
pisze o tym dalej pod réwnaniem (6).
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réznymi modelami warstwowymi. Rezultaty numeryczne wskazuja, ze btad, jaki otrzymuje
si¢, stosujac podejscie CLT, jest znaczny w poréwnaniu na przyktad z wynikami
uzyskanymi przy pomocy modelu FOSD.

Znacznie bardziej rozpowszechnionym podejsciem sa podejscia FOSD i HOT.
Przeglad prac poswigconym podejsciom FOSD i HOT mozna odnalez¢ na przyktad w
pracach Carrera (2002), Kreja (2007), Carrera i Brischetto (2009).

Schematyczne poréwnanie rozktadéw przemieszczen i naprezen  $cinania
poprzecznego wzdtuz grubosci wkokna w teorii K-L, FOSD i HOT przedstawia rys. 1.5.

Rys. 1.5. Koncepcja rozktadu przemieszczeti i naprezen stycznych wzdtuz grubosci:
a) teoria K-L, b) teoria FOSD, c) teoria HOT, (wg pracy Carrera i Brischetto 2009)

Przedstawione powyzej wybrane modele, w wersji podstawowej, nie zapewniaja
spetnienia a priori warunkdw rownowagi napregzen §cinania poprzecznego i normalnych na
granicach warstw. W podejsciu LW w sposéb naturalny uwzgledniony jest efekt zig-zag,
natomiast spetnienie warunku IC nie jest z gory zagwarantowane (Carrera i Brischetto
2009). Spetnienie warunkéw IC i uwzglednienie efektu zig-zag w modelu ESL jest
mozliwe w wyniku pewnego rozszerzenia podejscia. Szerzej na ten temat pisze Carrera
(2002, 2003a), zoh. takze Sabik (2006).

Omawiane wyzej warunki w naturalny sposéb mozna spehnié, stosujac mieszang
zasade wariacyjna Reissnera (ang. Reissner Mixed Variational Theorem, RMVT). Zasada ta
zostata zaproponowana przez Reissnera na poczatku lat osiemdziesiatych dwudziestego
wieku. Powstata ona poprzez modyfikacje zasady Hellingera-Reissnera, polegajaca na
zmniejszeniu liczby niewiadomych naprezeniowych przy zachowaniu liczby niewiadomych
przemieszczeniowych. W wyniku tej modyfikacji niewiadomymi naprezeniowymi
pozostaja jedynie sktadowe tensora naprgzenia zwiazane z rozciaganiem i scinaniem
poprzecznym. Jawna posta¢ funkcjonatu mozna odnalez¢ w pracach Carrera (2001, 2002,
2003), Sabik i Kreja (2008).

Wazna dla aproksymacji MES cecha sformutowania RMVT jest mozliwos¢
wyeliminowania zmiennych naprezeniowych przed catkowaniem w dziedzinie powierzchni
podstawowej piyty badz powtoki. W ten sposdéb wynikowe elementy skorficzone sa
wyposazone wytacznie w niewiadome translacyjne i obrotowe. Pozwala to na stosunkowo
fatwa implementacj¢ tego podejscia do istniejacych kodow programéw bazujacych na
sformutowaniu przemieszczeniowym. Mozliwe warianty wykorzystania zasady RMVT
mozna odnalez¢ w pracy Carrera i Brischetto (2009). W pracach Sabik (2006) Sabik i Kreja
(2008) omowiono liniowe sformutowanie elementéw skoriczonych, 4-weztowego i 9-
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weztowego typu Lagrange’a oraz 8-weztowego elementu Serendipa bazujacych na modelu
RMVT z uwzglednieniem funkcji zig-zag.

1.4.4. Blokada numeryczna rozwigzan MES

Sygnalizowany w paragrafach powyzej efekt blokady (zakleszczania) jest problemem
znanym w analizie MES od poczatku formutowania i stosowania tej metody. Zaznacza sig
on w elementach skonczonych niskiego rzedu sformutowanych wytacznie w terminach
przemieszczen. Tutaj pod pojeciem elementdéw niskiego rzedu rozumie si¢ elementy
skonczone, ktére charakteryzuje niski rzad funkcji ksztattu w postaci liniowych funkcji
interpolacyjnych, najczesciej w postaci wielomiandw typu Lagrange’a rozpigtych w bazie
Gaussa-Legendre’a (zob. Dodatek B niniejszej monografii). Zastosowanie reguty petnego
catkowania numerycznego'™, na przyktad Gaussa-Legendre’a (zob. takze Dodatek B),
prowadzi do znacznego niedoszacowania (niekiedy do praktycznego zaniku) wartosci
przemieszczen uktadu otrzymywanych z rozwiazania uktadu réwnan MES (zob. przypis
16). Blad ten jest praktycznie niewrazliwy na zageszczanie siatki podziatu.

W analizie ptyt i powtok zjawisko blokady numerycznej moze objawiac si¢ w kilku
postaciach.

Blokada scinania (ang. shear locking) jest wynikiem pojawienia sie fatszywych form
odksztatcen postaciowych (Belytschko i inni 2003), a doktadniej rzecz biorac, jest
wynikiem niemoznosci modelowania przez element skoficzony takich deformacji, w
ktorych odksztatcenia poprzeczne powinny znikaé, na przyktad czyste zginanie. Innymi
stowy, odksztatcenie poprzeczne jest zbyt ,,bogate”. Analityczny dowdd podali na przyktad
Fung i Tong (2001), zob. takze Panasz (2008). Poniewaz sztywnos¢ na scinanie jest zwykle
znaczaco wigksza od sztywnosci gietnej, to falszywa posta¢ scinania absorbuje duza czese
energii obcigzefi zewnetrznych. Na skutek tego, wyznaczone odksztatcenia i
przemieszczenia sa niedoszacowane.

Blokada membranowa (ang. membrane locking) wynika z braku mozliwosci wiernego
reprezentowania przez powtokowy element skonczony nierozciagliwych postaci deformacji
(Belytschko i inni 2003). Powtoki bowiem zginaja si¢ bez rozciagania: bardzo tatwo jest
zgia¢ Kkartke papieru — takie zginanie nazywa si¢ nierozciagliwym, ale trudne jest
rozciagnigcie tejze kartki. Powtoka zachowuje si¢ podobnie — ma mata sztywnos¢ gietna w
poréwnaniu ze sztywnoscia na sciskanie lub rozciaganie. Kiedy element skonczony nie
moze zgina¢ si¢ bez rozciagnigcia, energia obciazenn zewngtrznych jest niepoprawnie
dystrybuowana do energii sciskania lub rozciagania przez co, jak przy blokadzie scinania,
nastgpuje niedoszacowanie odksztatcen i przemieszczen.

Kolejne dwa przypadki efektu blokady zaznaczaja si¢ w tych teoriach powiok, w
ktérych uwzglednia si¢ zmiang grubosci powtoki i wykorzystuje tréjwymiarowe zwiazki
konstytutywne.

Efekt Poisson thickness locking obserwuje si¢ w teorii 6-parametrowej, gdzie széstym
parametrem jest przemieszczeniowy stopien swobody, reprezentujacy rozciaganie wzdiuz

8 W przypadku catkowania wielomianéw wykorzystanie kwadratury Gaussa rzedu n pozwala
na doktadne obliczenie catki z wielomianu stopnia (2n—1). Dla elementéw n -weztowych typu
Lagrange’a z baza weztdw wyznaczonych jako zera wielomianéw Legendre’a (zob. Dodatek B) za
petne catkowanie przyjmuje si¢ regute catkowania Gaussa o n punktach catkowania. Podobnie, dla
elementoéw powierzchniowych o nxn weztach reguta catkowania petnego wymaga nxn punktéw
catkowania.
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grubosci (Bischoff i Ramm 1997). Zjawisko takiej blokady wynika ze sprzezenia, przy
niezerowym wspGtczynniku Poissona, migdzy odksztatceniami normalnymi w ptaszczyznie
a odksztatceniami poprzecznymi: odksztatcenia w ptaszczyznie zmieniaja sie liniowo, a w
konsekwencji tak samo powinny si¢ zmienia¢ odksztalcenia w kierunku grubosci.
Tymczasem, liniowy rozkiad przemieszczen wzdtuz grubosci generuje state odksztatcenia
poprzeczne, a tym samym dodatkowe niefizyczne naprezenia. Istotna cecha tego przypadku
blokady jest to, ze nie zalezy on od gestosci podziatu na elementy skonczone. Sposobem
ominigcia tego efektu jest zatozenie kwadratowej funkcji przemieszczenia wzdtuz grubosci,
zob. na przyktad wzér 36 w pracy Bischoff i Ramm (1997) lub wzor 19 w pracy Sansour
(1995). Zatozenie to prowadzi w efekcie do teorii 7-parametrowe;j.

Zjawisko curvature thickness locking jest charakterystyczne dla wymienionej wyzej
teorii 7-parametrowej w przypadku rzadkich siatek podziatu i znacznych krzywizn
poczatkowych powitoki, zob. na przyktad praca Bischoff i Ramm (1997).

W ramach rozpatrywanej tutaj teorii powtok, w pracy Chrdéscielewski i Witkowski
(2010b) wprowadzono pojecie a, -locking. Jest to zjawisko zwiazane z wptywem
wspotczynnika konstytutywnego «, (wspoétczynnik ten bedzie przedmiotem rozwazan
rozdziatu 4. niniejszej monografii) na wartosci energii sprezystej ukladu i wartosci
przemieszczen. Na podstawie wynikéw testbw numerycznych zauwazono, ze zbyt duze
wartosci wspétczynnika «a, moga prowadzi¢ do znacznego zmniejszania si¢ wartosci
przemieszczen w przypadku zadan zdominowanych przez deformacjg membranowa.
Omawiany efekt réwniez nie jest zalezny od siatki podziatu na elementy skoriczone.

W celu zminimalizowania niepozadanego wptywu blokady na wyniki numeryczne'
opracowano rézne metody, zob. na przyktad prace Gilewski (2005), Sitek (2010).

1.4.5. Catkowanie zredukowane

Jednymi z pierwszych metod zminimalizowania efektu blokady sa metody bazujace na
zastosowaniu nizszego (nizby to wynikato z warunku otrzymania rozwiazania doktadnego
przy zastosowaniu peinego catkowania) rzedu catkowania numerycznego. Podejscie to
zostato zaproponowane réwnolegle w dwdch pracach: Zienkiewicz i inni (1971) oraz
Pawsey i Clough (1971).

Omawiana koncepcja znana jest jako catkowanie zredukowane (ang. uniform reduced
integration). W przypadku, gdy catkowanie zredukowane stosowane jest do réznych
sktadnikéw macierzy sztywnosci (na przyktad membranowej i zginania), to podejscie takie
nazywa si¢ catkowaniem selektywnie zredukowanym (ang. selective reduced integration).

W wyniku zabiegu catkowania zredukowanego odpowiedzialne za efekt blokady
sktadowe wielomiandw wyzszego rzedu sa eliminowane. Jednak ta metoda wprowadza
niepozadane formy deformacji, tzw. postaci pasozytnicze albo zero-energetyczne (ang.
spurious zero-energy modes). Odpowiadaja one wektorom wlasnym macierzy sztywnosci
zwiazanym z dodatkowymi, nie uzasadnionymi fizycznie, zerowymi wartosciami
wihasnymi, ale nie z zerowymi odksztatceniami (w odroznieniu od postaci opisujacych ruch
sztywny przy zerowych odksztatceniach).

Kontrola form pasozytniczych wymaga podj¢cia dodatkowych krokéw w Kierunku
stabilizowania kinematyki elementu, zob. na przyktad Belytschko i inni (2003) W pracy tej

9 W pracy Merlini i Morandini (2010) autorzy pisza o wptywie efektu blokady na ich wyniki:
.»The helicoidal shell element does not resort to commonly used techniques like ANS, EAS or reduced
integration, however it proves locking free.”
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przedstawiono tez pewne popularne elementy powlokowe, w ktérych zastosowano
catkowanie zredukowane (zob. tabela 9.2 tamze).

Ze wzgledu na powszechno$¢ stosowania tego podejscia, mozna wymienic tutaj, jako
przykiad zastosowan i rozwoju koncepcji, pewne wybrane prace, na przyktad: Badur (1983,
sformutowanie bazujace na réznicach skonczonych), Kreja i Cywiriski (1988), Gruttmann i
Wagner (2004), Andrade i inni (2007), Cardoso i Yoon (2007), Cardoso i inni (2007), Juhre
i Reese (2010).

1.4.6. Podej$cia niezgodnych postaci i EAS

Podejscie odksztatcen wzbogaconych (ang. enhanced strain formulation, EAS)
wyewoluowato z tzw. niedostosowanych elementéw skonczonych (ang. non-conforming
elements), zob. Taylor i inni (1976). Zasadniczym punktem tego sformutowania jest
dodanie do istniejacego pola przemieszczen, dwéch postaci deformacji opisujacych efekt
zginania w ptaszczyznie elementu. Dodane postaci obowiazuja tylko w obrebie danego
elementu, a w konsekwencji parametry je opisujace moga byc¢ statycznie kondensowane na
poziomie elementu. Sposob taki jest typowy dla elementéw mieszanych. Tym samym
wynikowy rozmiar zadania, wyrazony liczba réwnan, nie powigksza si¢. Oczywiscie,
proces kondensacji statycznej wydluza nieco czas obliczen. Czas potrzebny na
przeprowadzenie tej kondensacji jest wprost proporcjonalny do liczby elementow w siatce
zadania. Niemniej jednak, w poréwnaniu z czasem potrzebnym na rozwigzanie duzych
uktadéw réwnan, moze byé uznany za nieznaczny®®. Ponadto, znajac na wstepie struktury
macierzy podlegajacych kondensacji, mozna opracowa¢ dedykowane procedury
numeryczne pozwalajace na skrocenie czasu kondensacji.

Pierwotnie koncepcja niedostosowanych elementéw skonczonych, w momencie
powstania, nie miata uzasadnienia teoretycznego, gdyz dodatkowe postaci nie wynikaty
wprost ze sformutowania wariacyjnego. Aby zapewni¢ spetnienie membranowego testu
faty przy dowolnym ksztatcie elementu, w pracy Taylor i inni (1976) zaproponowano
pewna modyfikacj¢ sposobu obliczania pochodnych dodatkowych postaci.

Podejscie odksztatcen wzbogaconych zostato sformalizowane w pracy Simo i Rifai
(1990). Pokazano w niej, ze elementy niedostosowane powinny by¢ raczej rozumiane jako
wzbogacenie odksztatcen, a nie przemieszczen?”. Dato to podstawy do tzw. sformutowania
wzbogaconego, EAS. W podejsciu tym standardowe, zgodne pole odksztatcen uzupetnia
si¢ 0 pewne zatozone pole. Pole to formutowane jest na poziomie elementu i nie wymaga
zadnych warunkéw ciagtosci miedzy elementami. Podobnie jak w sformutowaniu
niezgodnych postaci dodatkowe parametry sa kondensowane statycznie na poziomie
elementu, jednak nie wchodza one jawnie do niewiadomych problemu.

Braess (1998) w podzniejszej pracy wzglgdem Simo i Rifai (1990) wykazat
analitycznie, ze sformutowanie EAS, mimo ze oryginalnie sklasyfikowane jako
hybrydowo-mieszane oparte o zasade Hu-Washizu, powinno by¢ raczej klasyfikowane jako
zmodyfikowany model przemieszczeniowy, ze wzgledu na strukturg sformutowania
stabego (wariacyjnego), warunki ortogonalnosci i wynikajaca z niej strukture macierzy

20) \W przypadku zadan o matej liczbie niewiadomych czasy kondensacji statycznej i rozwiazania
uktadu réwnan moga by¢ poréwnywalne.

2 Podejscie niezgodnych postaci nadal jest rozwijane, zob. na przyktad rozwazania w pracy
Wisniewski (2010).
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elementowych®?. W konsekwencji, wynikowe podejécie stosunkowo mozna tatwo
implementowa¢ w istniejacych kodach programéw MES bazujacych na sformutowaniu
przemieszczeniowym.

W pracy Simo i Armero (1992) przedstawiono rozwinigcie koncepcji EAS na zagadnienia
geometrycznie nieliniowe. Wkrotce potem, zob. praca Wriggers i Reese (1996), zwr6cono
uwage na niekorzystne zjawisko pojawiania si¢ zerowych wartosci wkasnych (stycznej)
macierzy sztywnosci. Obserwacja ta zapoczatkowata badania, celem ktérych bylo
wyeliminowanie tego efektu, zob. na przyklad prace cytowane w artykule Gharzeddine i
Ibrahimbegovi¢ (2000).

Jedna z pierwszych prac, w ktérej zastosowano technikg EAS w analizie numerycznej
powtok, byla praca Andelfinger i Ramm (1993). Autorzy dyskutowali zastosowanie
sformutowania wzbogaconego do konstrukcji 4-wegztowego elementu EAS, wykorzystujacego
koncepcje degeneracji. Technikg EAS przyjeto dla odksztatcei membranowych, podczas gdy
dla odksztatcen poprzecznych uzyto techniki ANS (o podejsciu tym bedzie mowa w kolejnym
paragrafie). Andelfinger i Ramm (1993) zasygnalizowali réwnowaznos¢™, przy pewnych
zatozeniach odnosnie rzedu catkowania, migdzy elementem skonczonym opartym na
sformutowaniu zatozonych naprezen z pracy Pian i Sumihara (1984) (zob. tez Pian 2000), a
elementem EAS.

W pracy Sansour (1998), zob. tez na przyktad Sansour i Kollmann (2000) i cytowana tam
literatura, przyjgto inna w poréwnaniu z praca Andelfinger i Ramm (1993) metodologi¢
minimalizacji wptywu efektu blokady w elementach powtokowych. Mianowicie, odksztatcenia
membranowe wzdhuz wtokna i poprzeczne obliczane sa zgodnie z technika EAS.

Podobne podejscie zastosowano w pracy César De Sa i inni (2002). Tutaj sformutowano
4-weztowy element zdegenerowany, w zakresie geometrycznie i materiatowo liniowym, w
ktérym zastosowano jednolicie technike EAS do wszystkich sktadowych tensora odksztatcenia.
Do czgéci membranowej zastosowano schemat interpolacji dodatkowych pol odksztatcen,
bazujac na wynikach z pracy Andelfinger i Ramm (1993), za$ do odksztatcen poprzecznych
wykorzystano oryginalne, wiasne podejscie. Jego istota jest uzycie pochodnych tzw. funkcji
bablowej (ang. bubble function) do interpolacji dodatkowych odksztalcen poprzecznych.
Otrzymane obiecujace wyniki staty si¢ przyczynkiem do rozszerzenia jednolitego uzycia
techniki EAS na zakres geometrycznie i materiatowo nieliniowy, zob. na przyklad prace Fontes
Valente i inni (2003, 2005).

Wykorzystujac koncepcje zastosowana w pracy César De Sa i inni (2002), w pracy
doktorskiej Autora (Witkowski 2005) dokonano adaptacji sformutowania EAS do potrzeb
sformutowania z niesymetrycznymi  miarami  odksztatcefi w plaszczyznie powdoki.
Skonstruowano cztery elementy skonczone, rézniace si¢ liczba parametréw swobodnych
interpolujacych odksztatcenia wzbogacajace. Elementy poréwnywano, analizujac otrzymane za
ich pomoca rezultaty, a takze, w zadaniach nieliniowych, koszt rozwigzania mierzony liczba
iteracji. Na podstawie tych badan z opracowanych czterech wybrano jeden element skoriczony.
Pewne wyniki przedstawiono w pracy Chréscielewski i Witkowski (2006).

Koncepcja EAS jest nadal stosowana i rozwijana, zob. na przyklad prace Cardoso i inni
(2007, 2008), Bischoff i Romero (2007), Hommel i Meschke (2008), Wisniewski i Turska
(2009) oraz inne prace cytowane w rozprawie Sitek (2010).

22 Szerzej na ten temat traktuje rozdziat 6. niniejszej monografii.
%) Nieco szerzej zagadnienie to jest omawiane w rozdziale 5. niniejszej monografii.
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1.4.7. Podej$cie ANS

Podejscie ANS znane jest takze jako dwustopniowa interpolacja odksztatcen, zob. np.
Chroscielewski i inni (2004), Panasz (2008). Przeglad wczesnej literatury zwiazanej z tym
podejsciem przedstawili na przyktad Hughes (2000), Kreja (2007).

W ogélnym zarysie, dwustopniowa interpolacja odksztatcen przebiega nastepujaco. W
fazie pierwszej, w bazie naturalnej elementu, na podstawie przemieszczen weztowych w
pewnych punktach pomiarowych (ang. sample points), oblicza si¢ odksztalcenia $cinania
poprzecznego za pomoca Whasciwych dla danego elementu funkcji interpolacyjnych. W
fazie drugiej, obliczone wartosci odksztatcen sa interpolowane do punktow catkowania
Gaussa przy pomocy specjalnych funkcji. Analogiczne obliczenia przeprowadza si¢ dla
wspdtczynnikéw operatora odksztatcenie-przemieszczenie, oznaczanego standardowo w
literaturze, jak i w niniejszej monografii przez B.

Koncepcja ta ma ustalona pozycje w literaturze przedmiotu, poniewaz jest stosunkowo
prosta w implementacji MES i nie wprowadza dodatkowych zmiennych, ktdre wymagaja
kondensacji statycznej, zob. poprzedni paragraf.

Poczatki podejécia ANS wiaza si¢ z pracami MacNeal*? (1978) (element QUADA)
oraz Hughes i Tezduyar (1981) (element T1). Ostatni element konstruowany jest na bazie
podejscia B (ang. B -approach), zob. np. Hughes (2000).

Jednym z bardziej znanych element6éw skonczonych, w ktérych obliczenia odksztatcen
§cinania poprzecznego przeprowadza si¢ przy wykorzystaniu techniki podwdjnej
interpolacji jest element MITCn, gdzie przez n oznacza si¢ liczbe weztéw elementu
skoniczonego. Poczatki sformutowania tego elementu mozna odnalez¢é w pracy Dvorkin i
Bathe (1984), a nazwe dla tej rodziny elementow (ang. Mixed Interpolation of Tensorial
Components) zaproponowano w pozniejszej pracy Bathe i Dvorkin (1986). Pierwotnie
rozwinigto elementy 4-weztowe, a pozniej takze wyzszego rzedu, zob. np. Huang i Hinton
(1986), Bucalem i Bathe (1993), Lee i Han (2006), Kreja (2007) i cytowana tam literatura.
Bathe i jego wspotpracownicy nadal rozwijaja omawiane sformutowanie, zob. np. Bathe i
inni (2000a), Chapelle i Bathe (2003), Hiller i Bathe (2003), Lee i Bathe (2004, 2005).

Koncepcj¢ podwojnej interpolacji odksztatcen probowano tez rozszerzy¢ na wszystkie
skladowe tensora odksztatcenia, zob. np. Huang (1987), Kreja (2007). Na gruncie
rozpatrywanej w niniejszej rozprawie teorii 6-parametrowej powitok, w pracy
Chroscielewski (1996) opracowano element ASCe4 i ASCe9 (zob. takze Chroscielewski i
inni 2004). W pracy Bischoff i Ramm (1997) mozna jednak odnalez¢ uwage, ze elementy
skoriczone, w ktorych podejscie ANS stosowane jest do sktadowych membranowych
tensora odksztatcenia, moga by¢ wrazliwe na dystorsje siatki podziatu. Ten niekorzystny
efekt zaobserwowano w badaniach numerycznych wykonanych przy pomocy elementu
ANS zob. np. Chroscielewski (1996), Witkowski (2004).

Ciekawe zastosowanie techniki catkowania zredukowanego i podejscia ANS
przedstawit Panasz (2008), zob. takze Panasz i Wisniewski (2008), Wisniewski (2010).
Zaproponowano modyfikacje metody dwustopniowej aproksymacji ANS polegajaca na
jednoczesnym traktowaniu probkowania i catkowania numerycznego w powtokowym
elemencie 9-wgztowym. W konsekwencji tego podejscia sze$¢ punktow prdébkowania
zastgpuje si¢ dwiema liniami probkowania. Wyselekcjonowano takze specyficzne dla
poszczeg6lnych czesci energii odksztatcenia powtoki reguly catkowania, otrzymujac
element o pozadanych z punktu widzenia analizy MES i efektywnosci cechach: brak efektu

) MacNeal R.H.: A simple quadrilateral shell element. Computers & Structures, 8, 1978, 175—
183.
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zakleszczania, niewrazliwos¢ na znieksztatcenia siatki i dobra doktadnos¢ dla rzadkich
siatek elementow skonczonych.

W pracy Kulikov i Plotnikova (2010) zastosowano podejscie ANS do wszystkich
sktadowych tensora odksztatcenia w teorii 5-parametrowej. Ciekawym aspektem tego
sformutowania jest zastosowanie koncepcji scistej geometrii (ang. exact geometry).
Oznacza to, ze w punktach catkowania Gaussa oblicza si¢ dokladnie pierwsza i druga
formg fundamentalna powierzchni odniesienia, jak i symbole Christoffela. W podejsciu tym
sformutowano elementy skonczone: przemieszczeniowy, hybrydowy odksztatceniowy,
hybrydowy naprezeniowy i hybrydowy odksztatceniowo-naprezeniowy.

1.4.8. Podej$cie EAS+ANS

Latwos¢ formutowania, a takze mala wrazliwos¢ na zjawisko blokady (zob. na
przyktad Wriggers i Reese 1996), spowodowaty, ze elementy skoriczone bazujace na
sformutowaniu EAS znalazty szerokie zastosowanie w analizie MES powtok.

Betsh i inni (1996) rozszerzyli na zagadnienia nieliniowe podejscie z pracy
Andelfinger i Ramm (1993). W symulacjach autorzy badali rézne 3-wymiarowe
hiperspregzyste prawa materiatowe.

W pracy Eberlein i Wriggers (1999) analizowano zastosowanie elementéw bazujacych
na sformutowaniu EAS w zadaniach sprezysto-plastycznych. Rozpatrywano trzy teorie
powlok: 5-parametrowa (z nierozciagliwym direktorem), 6-parametrowa (z direktorem
rozciagliwym) oraz 5(6)-parametrowa (trzy przesunigcia i trzy parametry obrotu). W
ostatniej koncepcji széstym parametrem teorii jest obrét direktora woko6t jego osi — tzw.
owinigcie. Ujecie tego stopnia swobody pozwala na, jak w przypadku rozpatrywanej w
niniejszej monografii teorii powlok, analiz¢ numeryczna powlok z ortogonalnymi
przecigciami. Eberlein i Wriggers sugeruja, ze w analizie powtok gtadkich szésty parametr
powinien znika¢ bowiem wynikowy uktad réwnan bytby osobliwy. W przyktadach autorzy
analizowali, migdzy innymi, ceownik zginany w zakresie sprezystym sita skupiona,
zaproponowany oryginalnie w pracy Chroscielewski i inni (1992). W opisie tego przyktadu
mozna odnalez¢ pewne nieporozumienie. Eberlein i Wriggers, poréwnujac swoje wyniki z
praca Betsh i inni (1996), stwierdzili, ze oryginalne rezultaty (z pracy Chréscielewski i inni
1992) silnie zaleza od ,,wspétczynnika kary” sztywnosci zwiazanej z owinieciem®). Stad, w
poréwnaniach nie wykorzystuja wynikow oryginalnych.

Omawiany przyktad z ceownikiem byt takze przedmiotem badan w pracy Fontes
Valente i inni (2005). W pracy tej jednak nie wyjasniono, w jaki sposdb wykorzystano
elementy o pigciu stopniach swobody do modelowania powlok z ortogonalnymi
przecieciami patdw. Tym niemniej przedstawione wyniki zgodne sa z rozwigzaniami
odniesienia.

W pracy Vu-Quoc i Tan (2003) wykazano, ze warunkiem by element skoriczony
spetniat zgigciowy patch-test konieczne jest, aby odksztatcenia scinania poprzecznego byty
obliczane przy pomocy metody Assumed Natural Strain (ANS) wg Bathe i Dvorkin (1986),
zob. takze cytowana tam literaturg. Podejscie to zastosowano takze na przyktad w pracach
Wagner i Gruttmann (2005), Gruttmann i Wagner (2006), Kim i inni (2007), Brank (2008).

%) 7danie to brzmi: ,,...numerical results show a strong dependence on a penalty multiplier which
accounts for the drilling stiffness within their shell formulation.” To samo zdanie znajduje si¢ w
opisie zadania z ceownikiem w pracy Tan i Vu-Quoc (2005). Autor niniejszej monografii pozostawia
ten fakt bez komentarza.
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W ramach rozpatrywanej tu teorii powtok, w pracy Chroscielewski i inni (2006)
wstepnie zaproponowano element EANS4, w ktorym do usunigcia blokady membranowej
zastosowano technikg EAS, zas do usunigcia blokady scinania poprzecznego podejscie
ANS. Witkowski (2009) przeanalizowat ten element szerzej, rozwiazujac szereg
przyktadow poréwnawczych. Otrzymano wyniki zgodne z rozwiazaniami odniesienia. W
pracy tej wykazano numerycznie, ze element EANS4 spetnia zgigciowy test taty w dwdch
znanych w literaturze wariantach. Oryginalnym pierwiastkiem formutowania omawianego
tutaj elementu, w poréwnaniu z powszechnie znanymi koncepcjami, jest uwzglgdnienie na
poziomie techniki EAS braku symetrii membranowych odksztatcen scinajacych. Element
ten jest stosowany w niniejszej monografii.

1.4.9. Ocena powtokowych elementéw skornczonych

Bogactwo i rdéznorodnos¢ elementéw skonczonych, opracowywanych przez rézne
osrodki naukowe, a takze dostawcOw oprogramowania komercyjnego wymusza
zestawienie, celem pordwnania tychze elementéw, pewnych pozadanych cech, jakimi
elementy te powinny si¢ charakteryzowaé. Przykladowo, Wisniewski (2010) wymienia
nastgpujace whasnosci:

— macierz sztywnosci elementu nie powinna zawiera¢ zerowych wartosci wkasnych,

— element powinien reprezentowa¢ stany zerowych odksztatcen przy ruchu sztywnym, a
takze reprezentowa¢ state stany odksztatcenia,

— element powinien by¢ wolny od zjawiska blokady numerycznej,

— element nie powinien by¢ wrazliwy na dystorsje siatki podziatu,

— w toku formutowania elementu nie powinno wykorzystywaé si¢ wspétczynnikow
zaleznych od rozwazanego zadania,

— sformutowanie elementu powinno umozliwi¢ tatwa implementacj¢ réznych zwiazkdow
fizycznych,

— sformutowanie elementu powinno umozliwi¢ stosowanie go w szerokim zakresie
zagadnien,

— sformutowanie elementu winno by¢ numerycznie ‘tanie’, tzn. powinno umozliwié
wykorzystanie elementu w obliczeniach ztozonych konstrukcji o znacznej liczbie
stopni swobody.

Ws¢réd metod pozwalajacych na oceng elementéw skorficzonych mozna wymienic
nastgpujace (zob. na przyktad Bathe i inni 2000b, Gilewski 2005, Sitek 2010, Wisniewski
2010):

— test faty,

—  kryterium eliptycznosci,
— kryterium zbieznosci,
—  kryterium inf-sup,

W niniejszej pracy do oceny elementu EANS4 wykorzystuje si¢ nastepujace metody,
krétko omowione ponizej.
Test faty

Aby oméwi¢ koncepcje testu taty, w pierwszej kolejnosci nalezy okresli¢ pojecie
elementu dostosowanego.
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Za element dostosowany uznaje si¢ element skonczony, ktérego funkcje ksztattu
spetniaja nastepujace kryteria (Waszczyszyn i inni 1990, por. takze na przyklad Hughes
2000, Sitek 2010):

— warunek zgodnosci i zupetnosci, tzn. funkcje powinny by¢ zgodne na brzegach miedzy
elementami az do r-1 pochodnych oraz powinny mie¢ r ciagtych pochodnych w
obszarze elementu, gdzie r jest rzedem operatorow rézniczkowych w relacji
przemieszczenie-odksztatcenie,

— warunek ruchu sztywnego, tzn. funkcje aproksymujace powinny umozliwia¢ opis
ruchu sztywnego rozpatrywanego elementu bez powstawania w nim odksztatcer,

— warunek jednorodnego stanu odksztatcen, tzn. aby stany takie byly mozliwe do
opisania przez odpowiednia kombinacje liniowa tych funkc;ji.

Element skoriczony, ktory nie spetnia jednego z powyzszych warunkow nazywany jest
niedostosowanym. Koncepcja testu taty rozwinigta zostata w latach szescdziesiatych
dwudziestego wieku, zob. na przyktad Zienkiewicz i Taylor (1997). Test ten pozwala
sprawdzi¢ (Bathe 1982), czy siatka niedostosowanych elementéw skonczonych spetnia
kryterium kompletnosci®®. Stowo siatka jest tutaj celowo wyréznione bowiem, jak pisze
Bathe, cho¢ pojedynczy element niedostosowany moze spetnia¢ kryterium kompletnosci, to
wihasno$¢ ta nie musi przenosic sig¢ na siatke elementow, por. takze Wisniewski (2010).

Idea testu taty wiaze si¢ z praca Bazeley i inni®” (zob. na przyktad Zienkiewicz i
Taylor 1997, Hughes 2000 czy Vu-Quoc i Tan 2003) i rozwijana byta dalej, zob. literature
cytowana w pracy Zienkiewicz i Taylor (1997) czy Sitek (2010). Warto jednak zwrocic¢
uwagg, ze pomyst testu taty spotkat si¢ z pewna krytyka. Zaréwno w ubiegtym stuleciu, jak
i wspotczesnie pojawiaja si¢ prace badZz uwagi kwestionujace zasadno$¢ przeprowadzania
testu taty, zob. na przyktad komentarz we wstepie do pracy Zienkiewicz i Taylor (1997) lub
dyskusje w uwadze 4.2 w pracy Vu-Quoc i Tan (2003). Hughes (2000) tak pisze na temat
krytyki testu taty: ,,This is unfortunate, for we firmly believe that, within the realm of
problems dealt with so far in this book, the patch test is the most practically useful
technique for assessing element behavior.”

Kryterium eliptycznosci

Jest to gtébwny warunek istnienia i jednoznacznosci rozwiazania MES, zob. na
przyktad Bathe i inni (2000b). Sprawdzenie tego kryterium sprowadza si¢ do zbadania
spektrum macierzy sztywnosci elementu. Element powtokowy powinien mie¢ szes¢
zerowych wartosci wiasnych odpowiadajacych fizycznym ruchom sztywnym. Elementy,
ktorych macierz sztywnosci posiada wigcej niz szes¢ zerowych wartosci whasnych nie
powinien by¢ stosowany.

Kryterium inf-sup

%) Na przyktad Hughes (2000) wymienia trzy warunki, jakie stawia si¢ funkcjom ksztattu:
gtadkos¢ w obszarze elementu, ciagtos¢ na granicach elementéw i kompletnos¢. Ostatni warunek
oznacza, ze element wyposazony w pewne funkcje ksztattu, ktére sa w stanie doktadnie
reprezentowaé dowolny liniowy wielomian, jaki zostat natozony na weztowe stopnie swobody
elementu.

%) Bazeley G.P., Cheung Y.K., Irons B.M., Zienkiewicz O.C.: Triangular elements in bending—
conforming and non-conforming solutions. Conference of matrix methods in structural mechanics,
Air Force Inst. Tech., Wright-Patterson AF base, OH, 1965.
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W sformutowaniach mieszanych, zob. na przyktad Wisniewski i Turska (2009), Sitek
(2010), uktad réwnan zadania moze by¢ zle uwarunkowany. Fakt ten moze rzutowaé na
mozliwos¢ uzyskania rozwiazania. Aby uzyska¢ w takiej sytuacji poprawne rozwigzanie
ukfad rownan zadania musi spetni¢ tzw. warunek inf-sup. Spehnienie tego warunku
gwarantuje stabilnos¢ rozpatrywanego podejscia niezalezenie od gestosci siatki oraz
optymalny rzad zbieznosci rozwiazania dyskretnego w zakresie uzytej interpolacji. Pojecie
stabilnosci oznacza, ze mata zmiana wartosci po prawej stronie uktadu réwnan powoduje
mata zmiang wartosci otrzymanego rozwiazania (Sitek 2010).

1.5. Cel, zakres i zatozenia przyjete w pracy®

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest skonstruowanie modelu obliczeniowego
MES, opartego na dwuliniowym elemencie klasy C° dla powtok laminowanych w ramach
nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok. Od strony aproksymacji po przestrzeni,
wykorzystuje si¢ czterowgztowy powlokowy element skonczony EANS4 omoéwiony w
pracy Witkowski (2009) i cytowanej tam literaturze. Prawo materiatowe, rozwinigte w
ramach podejscia ESL sformutowano w ramach rozwazanej teorii powtok w pracy
Chrdscielewski i inni (2011b). Oryginalnym i niepublikowanym elementem niniejszej
monografii jest potaczenie wyzej wymienionego prawa materiatowego z oprogramowaniem
MES, bazujacym na elemencie skoficzonym EANS4. Stworzone w ten sposdb $rodowisko
ma postuzy¢ w analizie nastepujacych celéw szczegétowych:

— wplywu uwarstwienia materiatu powtoki na wartosci uogolnionych przemieszczen
powtok,

— wphywu uwarstwienia materiatu powtoki na wartosci sit krytycznych w zagadnieniach
wyboczenia powtok strukturalnych,

— wphywu gestosci siatki podziatu na elementy skonczone na mechanizmy deformacji
powtok warstwowych.

W zakresie rozwazan niniejszej monografii mozna wyrdzni¢ nastgpujace gtowne

punkty:

— omowienie podstaw nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok,

— rys historyczny dotyczacy osrodka Cosseratow wraz z przegladem literatury,

— szkic podstaw teorii rownan konstytutywnych osrodkéw Cauchy’ego i Cosseratow z
uwzglednieniem stosowanego w pracy modelu ESL,

— studium wybranych aspektéw formalizmu MES i omodwienie stosowanego w
rozprawie elementu skonczonego,

— test whasnosci elementu skonczonego,

— wykonanie symulacji numerycznych i dyskusja wynikéw.
Rozwazania przedstawione w dalszej czesci monografii oparte sa na nastgpujacych

zatozeniach:

— odksztatcenia sa wszgdzie mate,

— materiat jest liniowo sprezysty, - to i powyzsze zatozenie zapewniaja, ze tensor
konstytutywny C=C,, e,®e,;®e, ®e, jest staty w trakcie deformacii,

— rozpatruje si¢ wykacznie wplywy mechaniczne (whasnosci materiatu nie zaleza od
temperatury),

%) Przygotowujac ten paragraf, Autor wzorowat si¢ na pracy Marcinowski (1999).
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— materiat powloki sklada si¢ ze skonczonej liczby warstw, kazda warstwa jest
zbudowana z materiatu jednorodnego, a materiat powtoki nie doznaje peknie¢?,

— powioka ma odpowiednia grubos¢ do stosowania podejscia ESL w ramach teorii
FOSD,

— rozpatruje si¢ wylacznie zagadnienia statyki i statecznosci, w zagadnieniach
statecznosci nie uwzglednia si¢ wptywow dynamicznych®,

— w zagadnieniach statecznosci ewolucja obciazenia kontrolowana jest wytacznie przez
jeden parametr®®,

— wartosci obciazen, parametry materiatowe i geometria powtoki okreslone sa wylacznie
w spos6b deterministyczny®?,

—  ukiad widkien w matrycy jest staty w trakcie deformacii i nie podlega zmianie orientacji*.

Zestawione cele pracy formutuja synteze rozpatrywanej w niniejszej monografii teorii
powlok, jako podejscia kinematycznie zwiazanego z osrodkiem Cosseratow. Rownolegle
dokonuje si¢ syntezy zagadnien numerycznych w obrgbie nieliniowej szescioparametrowej
teorii powtok, ze szczegdlnym uwzglednieniem zagadnienia blokady numerycznej i oceny
elementdw skonczonych.

1.6. Uklad pracy

Monografia niniejsza sktada si¢ z siedmiu rozdziatbw numerowanych, przegladu
literatury oraz czterech dodatkéw uzupetniajacych gtéwny nurt rozwazan pracy.

W rozdziale pierwszym omowiono pojecie materiatu kompozytowego, przedstawiono
jego wasnosci materiatowe na tle innych materiatow stosowanych w budownictwie oraz
zasygnalizowano potencjalny zakres stosowania w zagadnieniach inzynierskich. Nastepnie
przedstawiono krotki rys historyczny rozwoju teorii ptyt i powtok. Zestawiono dwa
zasadnicze podejscia stosowane w formutowaniu teorii technicznych. Na tym tle zapisano
gtowne charakterystyki rozpatrywanej w niniejszej monografii teorii powtok. Kolejno
przedstawiono w sposob syntetyczny przeglad literatury dotyczacej zastosowania MES w
analizie dzwigaréw powierzchniowych. Przedstawiono zalety i wady pewnych podejs¢
ogolnie stosowanych w literaturze. Kolejny podrozdziat dotyczy zagadnien modelowania
powtok warstwowych. Zrekapitulowano tutaj zasadnicze dla tego zagadnienia zatozenia
oraz omoéwiono pewne podejscia stuzace do ujecia warstwowej struktury przekroju
ptyty/powdoki. W dalszej czgséci rozdzialu omoéwiono zjawisko blokady numerycznej
rozwiazan w MES, przedstawiono niektore sposoby przeciwdziatania temu efektowi oraz
scharakteryzowano pewne metody oceny elementéw skonczonych.

) Pewne zagadnienia zmian wartosci wspétczynnikéw konstytutywnych na skutek pekania
omawiano na przyktad w pracy Lewiniski i Telega (1998).

%0 Przeglad kryteriéw stosowanych w analizie statecznosci dynamicznej mozna odnalezé, na
przyktad, w pracach Kubiak 2007a, 2007b), wyniki badan w tym zakresie przedstawiono na przyktad
w pracy Kotakowski i inni (2007a, 2007b).

%) Szersze ujecie obciazeni wieloparametrowych mozna odnalezé na przyktad w pracach
Waszczyszyn i inni (1990), Marcinowski (1999).

%) Obszerne ujecie wptywu losowosci w zagadnieniach mechaniki mozna odnalezé, na przyktad,
w pracach Bielewicz i inni (1994), Goérski (2006), Gérski i Mikulski (2008), Gotota i inni (2010) i
cytowanej tam literaturze.

%) Mozliwosé reorientacji wiokien badano, na przyktad, w pracy Himpel i inni (2008).
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Rozdziat drugi poswigcony jest osrodkowi z mikrostruktura, ze szczegdlnym
uwzglednieniem os$rodka Cosseratow. Omowiono tutaj miejsce tego osrodka w szerokiej
obecnie grupie materiatbw z mikrostruktura oraz na tle reprezentatywnych prac
przedstawiono histori¢ kontinuum Cosseratow. Przeglad prac podzielono na dwie czgsci. W
pierwszej z nich przedstawione zostaty prace dotyczace ogdlnych zagadnienn w ramach
teorii osrodka Cosseratéw, za$ w drugiej czesci przegladu zestawiono prace traktujace o
ptytach i powtokach wraz z pewnymi implementacjami MES. Podsumowaniem rozdziatu
jest zestawienie rownan rownowagi oraz zwiazkéw kinematycznych dla liniowego
kontinuum Cosseratow. Rozdziat ten powstat na podstawie osobistych studiéw Autora
dotyczacych pojecia mikrostruktury.

W rozdziale trzecim przedstawione zostaly wybrane zagadnienia dotyczace opisu
powierzchni odniesienia powdoki. Przedstawiono takze zasadnicze rownania statyki dla
rozpatrywanej w niniejszej monografii teorii powlok, syntetyzujac w ten sposob
dotychczasowe osiagniecia zespotu  badawczego: Chrdéscielewski, Konopinska,
Lubowiecka, Makowski, Pietraszkiewicz, Stumpf, do ktérego zalicza si¢ tez Autor.
Przedstawiono przejscie od statycznych réwnan rownowagi do sformutowania silnego. W
kolejnym etapie oméwiono przejscie od lokalnych rézniczkowych réwnan réwnowagi do
postaci pewnej tozsamosci catkowej, nadano tej tozsamosci sens zasady prac wirtualnych, a
takze uwypuklono miary wirtualnych odksztatcen®”, jakie w naturalny sposéb wynikaja z
przeksztatcen. W dalszym ciagu przedstawiono zasadnicza dla rozwazan niniejszej
monografii tréjpolowa zasadg wariacyjna Hu-Washizu. Rozdziat zakonczono zestawieniem
najwazniejszych zwiazkow dotyczacych grupy obrotéw.

W kolejnym rozdziale oméwiono wybrane zagadnienia réwnan konstytutywnych.
Omowiono postulaty, jakie powinny spetnia¢ zwiazki materiatowe, podano okreslenie
materiatu hipersprezystego i podano réwnania konstytutywne liniowej teorii sprezystosci
osrodka Cauchy’ego. Nastgpnie omoéwiono formutowanie réwnan konstytutywnych dla
liniowego osrodka Cosseratéw, a takze dla pewnych sformutowan teorii ptyt i powtok. W
przypadku osrodka liniowego, poswigcono szczeg6lna uwage dokonaniom prof.
Nowackiego w tym zakresie. Na tym tle oméwiono znane w literaturze problemy z notacja
dotyczaca statych materiatowych. W kolejnym etapie rozwazano réwnania konstytutywne
liniowej sprezystosci wystgpujace w rozpatrywanej tutaj teorii powtok, a takze dokonano
ich poréwnania z wyprowadzanymi przez Altenbacha i Eremeyeva (Altenbach i Eremeyev
2009) zwiazkami fizycznymi dla ptyt Cosseratéw. Dyskutowano takze znane w literaturze
oszacowania wartosci wspotczynnika korekcyjnego wypadkowych momentéw naprezen
owinigcia o, . W koncowej czgsci rozdziatu przedstawiono w szczeg6tach wykorzystane w
tej pracy podejscie réwnowaznej jednej warstwy.

W rozdziale piatym przedstawiono podstawowe wiadomosci dotyczace
aproksymacji skonczenie wymiarowej przy pomocy MES. Zapisano podlegajacy
aproksymacji funkcjonal zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu. Nastgpnie
przedstawiono formalne warunki, jakie powinna spetnia¢ siatka dysktretyzacyjna MES, a
takze dyskutowano pewne formalne aspekty metody. Nastepnie omowiono procedury
interpolacji zmiennych problemu. W szczegdlny sposéb przedstawiono oryginalng
koncepcje doboru pol interpolacyjnych dla niesymetrycznych stycznych odksztatcen

W pewnych przypadkach istnieje mozliwos¢ wyznaczenia pola przemieszczen powierzchni
podstawowej powtoki, znajac tensor odksztalcen powierzchniowych, zob. na przykfad praca
Pietraszkiewicz i Szwabowicz (2007).
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membranowych. W koficowej czesci rozdziatu zestawiono wymagane w implementacji
numerycznej macierze elementowe.

Rozdziat szosty przedstawia wyniki analizy numerycznej. Rozwazania rozdziatu
podzielono na dwie czgsci. W pierwszej z nich ocenie poddano sam element skoriczony.
Przedstawione zostaty wybrane, znane w literaturze testy oceniajace zachowanie sig¢
elementu EANS4: zrealizowano test taty, omOwiono test inf-sup, i sprawdzono wartosci
wihasne macierzy sztywnosci. Nastgpnie przedstawiono reprezentatywne przyklady analizy
geometrycznie nieliniowej powtok gtadkich i strukturalnych.

W rozdziale si6dmym zapisano wnioski koncowe wynikajace z wynikéw badari.

Tres¢ pracy uzupehnia pig¢ dodatkow uzupetniajacych gtéwny nurt badar.



Rozdziat 2

OSRODEK COSSERATOW

2.1. Przeglad zagadnien

Rozpatrywany w pracy osrodek Cosseratow nalezy do szerokiej klasy osrodkdw z tak
zwana mikrostruktura. Pojecie to (zob. np. Capriz 1989) opisuje matematyczny model ciata
wykazujacego pewien rodzaj mikroskopowego uporzadkowania. Capriz wyréznia, wraz z
charakterystyka, nastepujace ciata, ktére wykazuja cechy mikrostruktury®:

— continuumwith voids,

— liquid with nondiffusing bubbles,

— continuumwith planar spin,

— liquid crydtal,

— continuumwith ordinary spin,

—  Cosserat continuum,

— biaxial nematic,

— continuumwith vector microstructure,

— micromorphic continuum,

— bodieswith continuous distribution of didocations.

Nieco inna klasyfikacje osrodkow z mikrostruktura przedstawia Eringen (1999). W
obrebie kategorii micromorphic continuum wyr6znia on dodatkowe podkategorie. Rys. 2.1
niniejszej monografii przedstawia kopi¢ rysunku 1.4.1 z pracy Eringen (1999). Jako
podstawe swej klasyfikacji przyjat on sposéb deformacji direktoréw osrodka.

Celem ponizszego podrozdziatu jest krotki przeglad prac®®, w ktérych omawia sic
rézne aspekty formutowania i stosowania osrodkéw z mikrostruktura w mechanice osrodka
ciagtego. Autor ma swiadomosc¢, ze ponizsze zestawienie dalekie jest od kompletnosci, zob.
przypis 5 w rozdziale 1.

Poczatkéw koncepcji mikrostruktury mozna doszukiwa¢ si¢ w pracy Duhema z roku
1893 (zob. np. Ericksen i Truesdell 1958, Green i inni 1965). Inni, jak na przyktad Mindlin
i Tiersten (1962), Baranski i inni (1967) czy Nowacki (1971), zalazka koncepcji
mikrostruktury doszukuja si¢ we wczesniejszej pracy Voighta z roku 1887. Capriz (1989)
za$ przesuwa w czasie poczatki koncepcji mikrostruktury do Poissona (za praca Love’a z
roku 1842), ktéry zaproponowat by traktowa¢ czasteczki jako ciata sztywne, majace
mozliwos¢ zaréwno ruchu translacyjnego, jak i obrotu.

Powszechnie przyjmuje si¢ jednak (zob. Ericksen i Truesdell 1958, Nowacki 1971 czy
Capriz 1989), ze przetlomowa praca dla osrodkéw z mikrostruktura jest praca braci
Cosseratow (1909). W pracy tej sformutowano podstawy nieliniowej teorii osrodka, w
ktorym kazdej czasteczce przypisano doskonale sztywny szescian, doznajacy przesuniecia

%) Aby unikna¢ niejasnosci przy thumaczeniu, klasyfikacje przytacza si¢ w oryginale.

%) Przygotowujac ponizszy przeglad, Autor bazowat na pracy Baranski i inni (1967), monografii
Nowackiego (1971), monografii Antmana (1995), rozprawie habilitacyjnej Patritzio Neffa (2004),
pracy Altenbach i Eremeyev (2009) i pracy przegladowej Altenbach i inni (2009).
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opisanego wektorem u i obrotu opisanego wektorem ¢ . W ten sposdb, punkty osrodka
uzyskaty orientacje, a deformacje osrodka opisuje wektor przesunigcia i niezalezny od
niego wektor obrotu. Powoduje to takze niesymetrycznos¢ tensorow deformacji i
naprezenia.

Rys. 2.1. Podgrupy materiatu mikromorficznego, wg pracy Eringen (1999)

Praca Cosseratow pozostata praktycznie bez echa w czasach sobie wspoétczesnych. W
pracy Nowackiego (1971) mozna znalez¢ uwage, ze praca braci Cosserat byla zbyt trudna i
nieprzejrzysta dla 6wczesnych badaczy. Baranski i inni (1967) podaja cztery prace
bezposrednio nawiazujace do pracy Cosseratow. Renesans sformutowanej w niej koncepcji
przypadt na koniec lat pigédziesiatych dwudziestego wieku.

Jedna z wazniejszych prac z tego okresu jest artykut Ericksen i Truesdell (1958), gdzie
teori¢ Cosseratbw wyrazono w matematycznie wspotczesnie przejrzystej formie i
uzupetniono. W szczegdlnosci, w pracy tej wprowadzono pojecie direktora jako wektora
doznajacego obrotu i wydtuzenia. W omawianym podejsciu, autorzy nie ograniczali liczby
direktoréw. Praca koncentruje si¢ na opisie odksztatceni, pozostawiajac problem réwnan
konstytutywnych poza nurtem rozwazar.

Kolejne prace z tego okresu koncentrowaly si¢ na przypadku granicznym teorii
Cosseratow, to jest tak zwanym pseudokontinuum Cosseratow (Nowacki 1971), czyli
osrodku, w ktérym mozliwe jest powstanie niesymetrycznych naprezen sitowych i
momentowych przy deformacji opisanej za pomoca jedynie wektora przemieszczen.
Podejscie to znane jest w literaturze jako tzw. couple-stress theory. Wektor obrotu ¢ jest
tu wektorem zaleznym od wektora przemieszczen u poprzez relacje ¢ =1rotu. Jako
reprezentatywne prace mozna tu wymieni¢ artykuty: Toupin (1962) Mindlin i Tiersten
(1962), szereg prac naukowcéw rosyjskich cytowanych przez Nowackiego (Nowacki 1971)
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zob. takze Simo i inni 1992a. Konsekwencja przyjecia jako niewiadomej tylko wektora
przemieszczen jest niemoznos¢ okreslenia antysymetrycznej czesci tensora naprezen
sitowych i kulistej czesci tensora naprezen momentowych, zob. wzor 1.15 i komentarz pod
wzorem 1.16 w pracy Mindlin i Tiersten (1962).

Wydaje sie, ze rok 1964 byt przelomowym dla p6zniejszego rozwoju teorii osrodka z
mikrostruktura. W tym roku bowiem ukazaly si¢ trzy istotne prace: Toupina (Toupin 1964),
Mindlina (Mindlin 1964) i Eringena i Suhubiego (Eringen i Suhubi 1964). Toupin w swej
pracy pisze, ze teoria pseudokontinuum Cosseratow, w $wietle teorii materiatow drugiego
stopnia®’, nie powinna by¢ dalej rozwijana, ze wzgledu na nienaturalne warunki stawiane
pochodnym funkcji energii (zob. réwnanie 11.13 pracy Toupin 1964).

Réwnolegle, Mindlin oraz Eringen i Suhubi rozwingli odpowiednio liniowe i
nieliniowe teorie osrodka z mikrostruktura (Eringen i Suhubi nazwali swoje podejscie
teoria mikromorficzna). W zalozeniach tej teorii przyjmuje si¢, iz pojedyncza
mikrostruktura jest klasycznym kontinuum. W teoriach tych charakterystycznym pojgciem
jest mikro- i makro- deformacja. Odnosnie poprawnosci takiego podejscia w pracy
Baranski i inni (1967) mozna odnalez¢ uwagg, ze pewne przeksztatcenia w ramach teorii
Eringena wzbudzaja watpliwosci mimo poprawnosci podstawowego uktadu réwnan.

Mindlin wprowadzit pojecie komérki jednostkowej (ang. unit cell), ktéra moze by¢
interpretowana jako molekuta polimeru lub ziarno materiatu ziarnistego. Modelem komorki
jest liniowa wersja teorii Ericksena i Truesdella. Jesli zada si¢, by komérka pozostata
sztywna, wtedy z teorii Mindlina otrzymuje si¢ réwnania liniowej teorii Cosseratow.

W dalszych latach nastapit intensywny rozwoj i modyfikacje samej teorii, jak i
obszardw jej zastosowania. Ponizej przedstawiono krotki przeglad prac podzielony na dwie
grupy: zagadnienia ogolne oraz teoria ptyt i powtok wraz z wybranymi implementacjami
MES. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze nie wszystkie przedstawione tutaj prace dotycza modelu
tozsamego z modelem Cosseratéw. Tam, gdzie byto to mozliwe, Autor starat si¢ utozy¢
prace w porzadku chronologicznym. Zebrane tu prace nalezy traktowac sygnalnie, tzn. jako
reprezentatywne dla pewnych nurtdbw zagadnien rozwijanych w ramach, ogdlnie
rozumianego osrodka z mikrostruktura.

Zagadnieniem, jakie pozostaje poza zakresem niniejszego przegladu, jest teoria pretow
Cosseratow. Jako reprezentatywne prace dla tej grupy zagadnien mozna wymienié: Green i
Laws (1966), Green i inni (1967), Whitman i DeSilva (1969), Antman (1972, 1995), a z
nowszych prac np. Cardona i Geradin (1988), Smolenski (1999), Sander (2009), Miskiewicz
(2011).

2.1.1. Wybrane zagadnienia mechaniki o$rodka Cosseratow

W pracy Mindlin (1965) otrzymano rozwiazania réwnan réwnowagi liniowej,
sprezystej teorii Cosseratow, postawionych w naprgzeniach.

Neuber (1966) przedstawit rozwiazania zagadnienn koncentracji naprezen wokoét
kotowego cylindrycznego otworu oraz sferycznej pustki w jednorodnym jednoosiowym
stanie naprezenia.

¥ Dhuzewski (1996) krytykuje podejscie polegajace na okreslaniu pseudo-kontinuum Cosseratéw
jako materiatu drugiego stopnia (zob. nastgpny rozdziat niniejszej monografii.) Wg Diuzewskiego,
znacznie trafniejsze jest za Sokotowskim (Sokotowski 1972) okreslenie ,teoria naprezen
momentowych”.
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Eringen (1966) przedstawit liniowa wersje teorii mikromorficznej i nazwat ja teoria
mikropolarna. Nie ustrzegt si¢ jednak btedu, formutujac réwnanie konstytutywne dla
naprezen sitowych, co spowodowato pewne zamieszanie w pozniejszych pracach. Problem
ten zostat doktadnie omoéwiony i sprostowany w pracy Cowin (1970a), gdzie podano
odniesienia do prac, w ktorych przeoczono niescistos¢ Eringena oraz do tych prac, gdzie
znalez¢ mozna poprawna postaé rownan (migdzy innymi Neuber 1966).

Eringen (1968) podsumowat dotychczasowe wyniki na gruncie teorii osrodka z
mikrostruktura. Jako uzasadnienie do prowadzenia badan na poziomie mikrostruktury,
przedstawit interesujacy eksperyment myslowy. Zatozmy, ze gestos¢ masy p danego
osrodka zostanie zliczona jako suma znacznej liczby, odpowiadajacej liczbie molekut,
ilorazéw Am/ AV . Analizujac teraz wykres zaleznosci tak wyliczonej gestosci masy p
wzgledem AV (zob. rys. 2.2 zarys. 1 z pracy Eringen 1968), mozna dojs¢ do wniosku, ze
p ma stata warto$¢ powyzej pewnej objetosci krytycznej AV . W zakresie za$ ponizej tej
wartosci, p zaczyna tagodnie oscylowa¢ na poziomie mikrostruktury, by przejs¢ do
gwattownych oscylacji na poziomie atomowym. Dalej Eringen podaje przyktad z analiza
propagacji fal o dlugosciach rzedu wielkosci molekut osrodka. Wtedy indywidualne
oscylacje molekut wptywaja na catkowita odpowiedz osrodka.

Rys. 2.2. Zaleznosci gestosci masy od objetosci, wg pracy Eringen (1968)

Edelstein (1969) podjat problem jednoznacznosci rozwiazan w teorii Mindlina z roku
1964.

W pracy Lippmann (1969) badano zagadnienie plastycznosci w teorii Cosseratow.
Sformutowano, migdzy innymi, uogdlnione warunki plastycznosci Treski i Hubera-Misesa.

Cowin (1969) badat takze zagadnienie osobliwosci i koncentracji rozktadu naprezer,
przy czym, w poréwnaniu z praca Neuber (1966), ograniczyt si¢ do pdtprzestrzeni. Co
ciekawe, Cowin w roku 1969 nie cytowat pracy Neubera. Jednak juz rok pézniej (Cowin
1970b), przedstawiajac rozwigzania rownan rownowagi liniowej sprezystej teorii
Cosseratow postawione w przemieszczeniach, odnosi si¢ juz do pracy Neubera z roku
1966. Obie prace Cowina sa bardzo istotne takze ze wzgledu na odniesienia do
wczesniejszej literatury, wprowadzenie porzadku w nazewnictwie, przegladzie notacji
uzywanej przez réznych autoréw (zob. dodatek w pracy Cowin 1970b) i okre$lenie relacji
migdzy teoria Cosseratéw a teoria pseudokontinuum Cosseratow.
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Dla porzadku nalezy tu odnotowaé jeszcze jedna pracg Cowin (1970a), w ktorej
zwraca on uwage na btad w réwnaniach konstytutywnych z pracy Eringen (1966). Ta
konkretna praca Cowina bgdzie omowiona szerzej w rozdziale niniejszej monografii
poswigconym réwnaniom konstytutywnym.

We weczesnych latach siedemdziesiatych Eringen rozwijat nieliniowa teorig¢ osrodka
mikropolarnego, zob. Kafadar i Eringen (1971).

Tauchert (1971) rozpatrywat naprezenia termiczne w osrodku mikropolarnym.
Przedstawit dwa ogolne rozwiazania mikropolarne termosprezystosci: jedno w
uogo6lnionych przemieszczeniach i drugie w uogdlnionych naprezeniach. Analizowat on
zagadnienia: rozkfadu temperatury w nieograniczonym osrodku mikropolarnym, rozktadu
naprezen wokot walcowego wydrazenia pod dziataniem réwnolegtego rozktadu ciepta i
napre¢zen wokot sztywnej walcowej inkluzji.

Stojanovi¢ (1972) wyprowadzit réwnania réwnowagi osrodka z mikrostrukturg z
pierwszego réwnania termodynamiki. Poréwnywat takze wyprowadzona w ten sposob
teori¢ z podejsciem Eringena i Suhubiego (Eringen i Suhubi 1964).

Bhargava i Ghosh (1975) analizowali problem rozktadu naprezen wokot okragtego
otworu w nieograniczonej tarczy (nazywana przez autorow ptyta). Jako obciazenie przyjeli
naprgzenia normalne i styczne oraz naprgzenie momentowe na wewngtrznej krawedzi
otworu. Przedstawili migdzy innymi analityczne rozwiazania dla sity skupionej oraz
momentu skupionego od naprezen momentowych.

W pracach Gauthier i Jashman (1975, 1981) podjeto proby identyfikacji statych
materiatowych w osrodku Cosserat. W pierwszej z cytowanych prac, gdzie podano
odniesienia do innych prac poswigconych eksperymentom w tym zakresie, badano
statycznie specjalnie skonstruowany materiat ztozony ze $rutu aluminiowego zatopionego
w matrycy epoksydowej. W toku eksperymentéw stwierdzono jednak, ze potencjalne
efekty mikropolarne nie zostalty zidentyfikowane ze wzgledu na maskujacy efekt
materiatowej niejednorodnosci. W zakresie dostgpnej autorom aparatury pomiarowej
stwierdzono, ze opracowany material zachowuje si¢ jak materiat niepolarny. Ci sami
autorzy, w pracy Gauthier i Jashman (1981), prowadzili eksperymenty dynamiczne. W tym
przypadku udato si¢ zidentyfikowac state materiatowe dla zaproponowanego materiatu.
Komentarz do tych wynikéw mozna znalez¢ w pracy Eringen (1999).

Berglund (1977) rozszerzyt na osrodki mikropolarne rozwazania Toupina (Toupin
1965), ktory sformutowat matematycznie i udowodnit zasadg de Saint-Venanta dla osrodka
niepolarnego. Rozwazat on stan naprgzenia w ciele o ksztalcie walcowym, wywotany
dowolnym samozréwnowazonym uktadem sit, przytozonym na jednym koncu cylindra i
zanikajacym ekspotencjalnie wraz z odlegtoscia od punktu przytozenia. Toupin okreslit
wyktadnik funkcji ekspotencjalnej, wyrazony poprzez najmniejsza czestos¢ wkasna wycinka
cylindra. Rozwazania te uogolnit pdzniej Batra (1983) na osrodki z mikrostruktura.

Nakamura i inni (1984) badali rozktad napre¢zeri wokot otworu w ortotropowym
mikropolarnym osrodku liniowo sprezystym. Wyprowadzony model poréwnywali z
rozwiazaniami analitycznymi znanymi dla zagadnienia formutowanego w izotropowym
osrodku mikropolarnym. W pracy tej do analizy MES przyj¢to tréjkatny element
tréjweztowy. Autorzy rozpatrywali zagadnienia petnej ortotropii tensora naprezen sitowych
i tensora naprezen momentowych oraz ortotropii tensora naprezen sitowych i izotropii
tensora naprgzen momentowych. W pierwszym przypadku do opisu prawa
konstytutywnego wymagane jest dziewie¢ statych, podczas gdy w drugim liczba ta
redukuje si¢ do szesciu. State te dobrano w ten sposob, ze dla tensora naprgzen sitowych
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przyjeto je jak dla kompozytu wegiel/epoksyd. Poprzez arbitralne ustalenie diugosci
charakterystycznych ustalono parametry dla czgsci réwnania konstytutywnego dla tensora
naprezen momentowych. W symulacjach numerycznych autorzy, przy ustalonej dtugosci
charakterystycznej, badali zmiany wartosci wspoétczynnika koncentracji naprezen od
érednicy otworu dla zmiennych wartosci wspotczynnika sprzezenia (ang. coupling factor).

Badur i Stumpf (1989) przedstawili ujecie wynikdw braci Cosseratow w jezyku
wspotczesnej mechaniki. Praca ta wskazuje te dziedziny mechaniki, ktére czerpia posrednio
lub bezposrednio ze spuscizny Cosseratow.

Badur (1993) dyskutowat teori¢ powierzchni Cosseratow w jezyku teorii pola.

Uogédlnieniem teorii osrodka mikropolarnego, a jednoczesnie uproszczeniem teorii
osrodka mikromorficznego jest ujecie znane jako microstretch. W ujeciu tym punkty
materialne ciata doznaja rozciagni¢é niezaleznie od obrotéw i translacji. Nowinski
(Nowinski 1993) analizowat zagadnienia propagacji powierzchniowych fal mikroobrotu i
microstretch w osrodku nielokalnym. Praca ta jest tez wartosciowa ze wzgledu na
syntetyczne ujecie historii pojecia mikrostruktury.

Tejchman i Wu (1993) badali numerycznie zagadnienie tworzenia si¢ pasm scinania w
probie dwuosiowego sciskania.

Batra (1994) przeprowadzit szczegétowe wyprowadzenie zasady prac wirtualnych dla
termosprezystego osrodka z naprgzeniami momentowymi.

W ramach osrodka typu microstretch, w pracy lesan i Pompei (1995) rozwazano
réwnania réwnowagi w zakresie statyki takiego osrodka, a na przyklad w pracy lesan i
Quintanilla (2007) rozpatrywano zagadnienia termopiezoelektrycznosci.

Nakamura i Lakes (1995) kontynuowali w ujeciu MES rozwazania z pracy Berglund
(2977).

Kaplunov i Lippmann (1995) badali zagadnienie sprezysto-plastycznego skrecania
preta typu Cosseratow o petnym przekroju kotowym. Podali jawne, asymptotyczne
rozwiazania tego zagadnienia.

Epstein i De Leon (1996) rozpatrywali zagadnienie dystrybucji niejednorodnosci w
osrodku z mikrostruktura. W szczeg6lnosci poszukiwali oni miar niejednorodnosci
odpowiednich dla tego typu osrodkow.

Krishnaswamy (1996) analizowal budowe sciany erytrocytu. Na podstawie badan
eksperymentalnych przyjat on zatozenie, ze $ciany komaérki moga by¢ traktowane jako dwie
powtoki potaczone poprzez dodatkowy wektor zwany tacznikiem (ang. interconnector).
Jedna z powlok jest powtoka Cosseratow z jednym direktorem, druga za$ jest nieliniowa
powtoka Kirchhoffa-Love’a. Jednym z zasadniczych punktow omawianej pracy jest nadanie
direktorowi powierzchni Cosseratow interpretacji jako tacznika migdzy powierzchniami.

Steinmann i Stein (1997) przedstawili studium zasad wariacyjnych dla osrodka
mikropolarnego. Rozpatrywali pseudokontinuum Cosseratow jak i peten model osrodka.
Analizowali r6zne zasady wariacyjne w zakresie geometrycznie liniowym i nieliniowym i
zaproponowali metode pozwalajaca na wykorzystanie standardowych zwiazkdw
konstytutywnych do symetrycznej czesci tensora naprezenia.

Forest i inni (2000) studiowali zagadnienie wptywu efektu skali na zachowanie
polikrysztatéw i materiatéw wielofazowych. Motywacja do ich badan jest obserwacja, ze w
krysztatach zachowanie sie pojedynczego elementu agregatu moze by¢ odmienne od
zachowania si¢ pojedynczego krysztatu traktowanego oddzielnie. W pracy tej
wykorzystano teorig¢ plastycznosci pojedynczego krysztatu typu Cosserat. Przeprowadzono
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tréjwymiarowe symulacje MES periodycznego agregatu krysztatow Cosserat. Omowiono
rézne techniki homogenizacji, pozwalajace na oceng wtasnosci wynikowego polikrysztatu.

Makowski i Stumpf (2001) analizowali zagadnienie ewolucji zniszczenia w osrodkach
z mikrostruktura. W pracy tej zaprezentowano termodynamiczne podejscie do opisu
propagacji makro- i mikrouszkodzen w tego typu osrodkach. Jako model przyjgto ciato wg
Ericksena i Truesdella (1958), tzn. ze skonczona liczba direktoréw. Wyprowadzono
réwnania rownowagi sit deformacyjnych i konfiguracyjnych oraz zapisano pierwsze i
drugie prawo termodynamiki. W toku uproszczen wyniki tej pracy moga stuzy¢ do analizy
osrodka Cosseratow czy osrodka z trzema odksztatcalnymi direktorami.

Teoria osrodka Cosseratow znalazta zastosowanie w mechanice skat. W pracy
Adhikary i Guo (2002) rozwinigto sprezysto-plastyczny model dla uwarstwionych skat, w
ktorych wystepuje znaczna liczba warstw (lub réwnowaznie: grubosci warstw sa mate w
poréwnaniu z wymiarami konstrukcji). Przedstawiono rezultaty numeryczne zgodne z
badaniami eksperymentalnymi.

Providas i Kattis (2002) przedstawili sformutowanie trzech trdjkatnych elementéw
skoniczonych w zakresie ptaskiego stanu naprezenia: elementu tréjweztowego oraz dwaéch
elementdw wyzszego rzedu. W pierwszym elemencie, w weztach nalezacych do boku
elementu, jako niewiadome przyjeto tylko dwie sktadowe wektora przesunigcia, a w
weztach wierzchotkowych przyjeto sktadowe wektora przesunigcia i obrét prostopadty do
ptaszczyzny (obrot owinigcia). tacznie prowadzi to do pigtnastu niewiadomych
elementowych. W drugim elemencie, w kazdym z szesciu wierzchotkdw przyjeto trzy
niewiadome, co daje osiemnascie niewiadomych elementowych. Autorzy przeprowadzili
test taty (ang. patch test) w wersji przemieszczeniowej (por. na przyktad, MacNeal i Harder
1985, Witkowski 2009 lub Sitek 2010) oraz zaproponowali wzbogacenie tego testu takze o
wymuszenia zwiazane z obrotem owinigcia. W drugiej czgsci pracy badali oni zagadnienie
koncentracji naprezen wokot cylindrycznego otworu.

Forest i Sievert (2003) przedstawili uogdlnione termomechaniczne podejscie dla
zagadnien sprezysto-lepko-plastycznych w materiatach wyzszego rzedu (ang. higher order)
i wyzszego stopnia (ang. higher grade)®®. Pod pojeciem materiatu wyzszego rzedu autorzy
rozumieja materiat uwzgledniajacy dodatkowe wzgledem przesunie¢ stopnie swobody (na
przyktad osrodek Cosseratow, osrodek mikromorficzny), a jako o$rodek wyzszego stopnia
autorzy rozumieja osrodek, w ktérym w réwnaniu konstytutywnym wystepuja wyzsze
pochodne pol przesunig¢. Rozwazania przeprowadzono w zakresie liniowym i w zakresie
skoniczonych deformacji. Autorzy podali przyktady analityczne dla osrodka Cosseratow i
osrodka z wyzszymi gradientami pola przesunigcia.

Lee i Chen (2003) rozwijali teori¢ osrodka mikromorficznego. Wyprowadzili oni
réwnania konstytutywne dla osrodka termo-lepko-sprezysto-plastycznego.

Neff (2004) w pierwszej czgsci swojej rozprawy habilitacyjnej analizowal osrodek
tréjwymiarowy. Studiowat, migdzy innymi, zasady wariacyjne w zakresie skonczonych
deformacji sprezysto-plastycznych. W drugiej czgsci pracy, poswigconej zagadnieniom
dwuwymiarowym, w ramach podejscia wyprowadzanego zredukowat réwnania osrodka
tréjwymiarowego. Badat whasnosci gestosci energii wewnetrznej w tak otrzymanym
modelu.

Walsh i Tordesillas (2004) studiowali réwnania konstytutywne ziarnistego osrodka
Cosseratow w ramach termomechaniki. Praca ta moze by¢ uwazana za reprezentatywna dla

%) Zagadnienie to jest szerzej omawiane w rozdziale 4. niniejszej monografii.
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innych prac tychze autoréw, gdzie przyjmuje si¢ technike homogenizacyjna polegajaca na
analizie czastki osrodka wraz z jej najblizszym otoczeniem.

Kulesh i inni  (2005) rozwiazywali zagadnienie propagacji —akustycznej
powierzchniowej fali Rayleigh’a w o$rodku Cosseratéw. W pracy tej otrzymano
rozwiazania analityczne w przemieszczeniach i przeprowadzono pewne studia
parametryczne.

Li i Tang (2005) przedstawili sformutowanie algorytmu rozwiazania zadania
sprezysto-plastycznego w ramach osrodka Cosseratow. Zaproponowana metoda bazuje na
dekompozycji tensora naprezenia na czes¢ dewiatorowa i kulista.

Bigoni i Drugan (2007) oméwili pewna metodologig okreslania statych materiatowych
w jednorodnym osrodku Cosseratow.

Grammenoudis i Tsakmakis (2007a) oraz Grammenoudis i inni (2007b), rozwijajac
swoje wczeshiejsze badania (zob. cytowana tam literatura), analizowali model
plastycznosci gradientowej dla osrodka mikropolarnego. W rozpatrywanym tu podejsciu
dokonuje si¢ multiplikatywnej dekompozycji tensora gradientu deformacji oraz
mikropolarnego tensora obrotu. Ujeto zar6wno wzmocnienie izotropowe, jak i
kinematyczne. Okreslono warunki, przy ktérych model mikropolarny przechodzi w osrodek
Cauchy’ego. W drugiej z cytowanych prac poréwnywano szczeg6towo analitycznie i
numerycznie, przy pomocy programu Abaqus, opracowany model plastycznosci ze
standardowym modelem plastycznosci.

Mora i Waas (2007) zajmowali si¢ zagadnieniem okreslenia statych Lamego dla
struktur typu plaster miodu, wykorzystujac model osrodka mikropolarnego. W pracy w
pierwszej kolejnosci rozwiazano zagadnienie rozciaganej mikropolarnej tarczy w ptaskim
stanie odksztatcenia z kotowym otworem o nieodksztatcalnych krawedziach. W ten sposéb
otrzymano wzor na odksztatcenia promieniowe. Nastgpnie wprowadzono miare
odksztatcenia dla plastra miodu jako wzgledna zmiang $rednicy komorki i przeprowadzono
symulacje numeryczne. Sciany komérki modelowano w programie Abaqus przy pomocy
trojweztowych elementow belkowych typu Timoszenki. Otrzymane numerycznie
odksztatcenia poréwnywano z analitycznymi. Kalibracj¢ modelu przeprowadzono poprzez
zmienianie statych w modelu MES, minimalizujac btad $redniokwadratowy. W ten sposéb
otrzymano wartosci statych materiatowych dla osrodka mikropolarnego.

Ramezani i Naghdabadi (2007) analizowali zagadnienie par energetycznie
sprzgzonych w osrodku mikropolarnym.

Boerner i inni (2007) omoéwili sformutowanie elementéw skonczonych na bazie
punktu Cosseratow w zagadnieniach ptaskiego stanu odksztatcenia. Opracowany element
jest niewrazliwy na dystorsje siatki podziatlu, a takze wolny od zjawiska blokady
numerycznej.

Jabareen i Rubin (2007) przedstawili sformutowanie tréjwymiarowego elementu
skoriczonego rozwinigtego ze sformutowania punktu Cosseratow. Element jest niewrazliwy
na dystorsje siatki podziatu. Praca ta zawiera interesujace poréwnanie wynikéw wtasnych z
rozwiazaniami uzyskanymi przy pomocy wiodacych programow komercyjnych i
akademickich.

Ramezani i inni (2009) studiowali zagadnienie hiperspezystosci w osrodku
mikropolarnym. W pracy tej autorzy zarysowali pobieznie sformutowanie MES w ujeciu
uaktualnionego opisu Lagrange’a i przedstawili rozwiazania dwoch typowych zadan
dwuwymiarowych. Dalsze omoéwienie tej pracy znajduje sic w rozdziale czwartym
niniejszej monografii.
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Pietraszkiewicz i Eremeyev (2009a) wyprowadzili naturalne definicje miar
odksztatcen w nieliniowym osrodku Cosseratow. Zwroécili uwage na fakt, ze o ile w
sformutowaniu liniowym osrodka mikropolarnego miary odksztalcenia sa jednoznacznie
okreslone, to w zagadnieniach nieliniowych znane sa rézne podejscia. Dotyczy to
zwhaszcza tensora wykrzywienia®® (ang. wryness tensor). Autorzy przedstawili ciekawe
studium poréwnawcze znanych w literaturze miar odksztatcen stosowanych w opisie
nieliniowego osrodka mikropolarnego.

Pietraszkiewicz i Eremeyev (2009b) wyrazili miary odksztatcen nieliniowego osrodka
Cosseratow w terminach wektora obrotu skonczonego. Wyprowadzenia przedstawili dla
siedmiu réznych parametryzacji tensora obrotu.

Ramezani i Naghdabadi (2010) omowili rozszerzenie pojecia hyposprezystosci na
o$rodek Cosseratéw. Przedstawili sformutowanie dziewiecioweztowych elementdw
skonczonych i analizowali zagadnienie statecznosci tuku matowyniostego. W ramach tego
problemu analizowali takze efekt skali.

2.1.2. Teoria ptyt i powtok, wybrane implementacje MES

Green i inni (1965) rozwingli teori¢ powierzchni Cosseratow. W pracy tej
wprowadzono na dwuwymiarowej powierzchni konfiguracyjnej pojedyncze niezanikajace i
niestyczne pole wektorowe, zwane direktorem. W omawianej pracy zapisano réwnania
konstytutywne jedynie w postaci ogoélnej, w ramach podejscia Greena, tj. poprzez
rézniczkowanie funkcji gestosci energii wewngtrznej.

Niemalze rownolegle do pracy Green i inni (1965), Cohen i DeSilva (1966)
sformutowali teori¢ powtok z trzema direktorami. W pracy tej zapisano ogélne postaci
réwnan konstytutywnych w zaleznosci od przyjetej funkcji gestosci energii wewnetrznej,
ale w przypadku teorii z trzema direktorami.

Eringen (1967) (por. takze Eringen 1999) sformutowat liniowa teori¢ mikropolarnych
piyt. Rozpatrywat on przypadki ptaskiego stanu odksztatcenia i naprezenia, przedstawit
rézne uproszczenia swojej teorii, a takze badal zagadnienie propagacji fal i podat
oszacowania wartosci predkosci rozchodzenia si¢ fal w ptytach mikropolarnych. Eringen
(1967) zapisat takze szczegGtowe rownania konstytutywne dla wielkosci przekrojowych w
liniowej teorii ptyt mikropolarnych.

Reissner (1972) wyprowadzit réwnania dwuwymiarowej teorii ptyty typu sandwicz,
przy zatozeniu, ze wypetnienie ptyty posiada cechy ortotropowego o$rodka Cosseratow.
Uwypuklit przy tym fakt braku symetrii momentow M., i M,, jako konsekwencje
przyjetej teorii. W przyjetym modelu zalozyt on, ze okladziny sa cienkie i nie sa
Wyposazone W poprzeczna sztywnos¢ gigtna. Natomiast wypetnienie potraktowat jako
ortotropowy o$rodek Cosseratéw zdolny do przenoszenia napre¢zen $cinania poprzecznego
oraz napr¢zen momentowych oddziatujacych na przekroje réwnolegte do oktadzin. W
pracy tej wyprowadzono rownania konstytutywne dla przekrojowych momentéw M
M,, iniesymetrycznych przekrojowych momentéw M,,, M,,

W roku 1972 opublikowano klasyczna encyklopedi¢ Handbuch der Physik pod
redakcja Truesdella, gdzie znalazia si¢, migdzy innymi, fundamentalna dla teorii powtok
praca Naghdi (1972). Praca ta szeroko omawia rézne aspekty formutowania teorii powtok,
jak podejscie bezposrednie i podejscie wyprowadzane. Migdzy innymi, podano wartos¢

11

“9 Nazwe polskg, przyjeto za Dhuzewskim (Dtuzewski 1996), przypis 2, str. 37 u dotu.
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konstytutywnego wspétczynnika o, w réwnaniu dla momentéw owinigcia. Zagadnienie to
bedzie dyskutowane w dalszej czesci niniejszej monografii.

Cohen (1976), bazujac na wynikach z pracy Naghdi (1972), rozpatrywat zagadnienie
propagacji fal w sprezystych plytach. Sklasyfikowat on, migedzy innymi, dwie fale w
ptaszczyznie: wzdtuzng i poprzeczna oraz falg wynikajaca z gradientu poprzecznego
normalnego odksztatcenia.

Green i Naghdi (1982) przedstawili sformutowanie teorii ptyt kompozytowych w
zakresie matych deformacji sprezystych. Jako model kinematyczny przyjeli  oni
powierzchni¢ Cosseratow z jednym direktorem. Podali oni rozwiazania analityczne dla
pewnych zagadnien ptyt laminowanych.

Badur (1984) analizowat mozliwos¢ stosowania modelu szescioparametrowego do
obliczen powtok zaréwno umiarkowanie grubych jak i powtok cienkich.

Yeh i Chen (1993) omoéwili sformutowanie zdegenerowanych elementéw
powlokowych w ramach osrodka mikropolarnego. Jako model kinematyczny przyjeli
hipoteze Reissnera-Mindlina. Analizowali powtoki gtadkie i jedna powtoke z ortogonalnym
przecieciem platow. W celu wyeliminowania zjawiska blokady, w elementach
czteroweztowych cze$¢ macierzy sztywnosci zwiazana ze scinaniem byta catkowana przy
pomocy kwadratury jednopunktowej.

Naghdi i Rubin (1995) badali zagadnienie ograniczen, jakie nalezy natozy¢ na
réwnania konstytutywne, ktre zapewnia, ze $ciste rownania powtokowe beda zgodne ze
cistymi  nieliniowymi rozwiazaniami zadan tr6jwymiarowych dla jednorodnych
deformacji. Jako model ciata typu powtoka przyjeli powtoke Cosseratéw z jednym
direktorem. W pracy tej mozna znalez¢ uwage, ze przyjecie pojedynczego direktora jest
wystarczajace dla powtok cienkich, jednak moze by¢ niedostateczne w przypadku powiok
grubych, badZz sytuacji kiedy nalezy uwzgledni¢ ogdlniejsze warunki brzegowo-
poczatkowe. Wtedy moze zaj$¢ potrzeba wzbogacenia modelu o dodatkowe direktory.
Jednak Antman (1995) stwierdza, ze teorie z trzema direktorami nie sa ani prostsze ani
bardziej og6lne od teorii jednodirektorowych (zob. Antman 1995, strona 600 u dotu).

Makowski i Stumpf (1994) przedstawili kompletnie i w zwarty sposob podstawowe
wzory i zaleznosci dla rozpatrywanej w niniejszej monografii teorii powtok.

Sansour i Bednarczyk (1995) poprzez redukcje tréjwymiarowego osrodka Cosseratow
sformutowali dwuwymiarowy model Cosseratow i stowarzyszone elementy skoriczone.
Jako roéwnanie konstytutywne przyjeli uogdlnienie klasycznych réwnan znanych z
mechaniki osrodka Cauchy’ego.

Craine i Newman (1996) wykorzystali model powierzchni Cosseratéw z trzema
direktorami do badania pefzania w stanie ustalonym w potaczeniach spawanych.

Chroscielewski (1996) dat kompletne przedstawienie podstaw szescioparametrowej
teorii powtok i zwiazanych z tym sformutowan stabych, wraz z wynikajacymi skonczonymi
elementami powtokowymi. W pracy tej opracowano rézne rodziny elementéw bazujacych
na réznych sformutowaniach stabych, o réznej liczbie weztéw. Badano wptyw réznych
schematéw interpolacji zmiennych niezaleznych. Przedstawiono pogtehbiona analize
poréwnawcza szeregu przykladéw numerycznych. W szczegélnosci w toku analiz
numerycznych, oszacowano wptyw wspétczynnika konstytutywnego® o, Nna wartosci
uogolnionych przemieszczen.

) Réwnania konstytutywne sa przedmiotem rozwazan przedstawionych w dalszej czesci
monografii.
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Steigmann (1999) badat warunki zgodnosci miedzy teoria ptyt Kirchhoffa-Love’a a
bardziej og6lna teoria powtok Cosseratow z jednym direktorem.

Ciarletta (1999) badat teori¢ zgicciowa ptyt w osrodku w ramach modelu typu
microstretch.

Rubin (2000) opublikowat monografi¢ poswigcona teorii osrodka Cosseratow i jej
zastosowaniu do opisu zachowania powtok, pretdw oraz punktow.

Chrdscielewski i inni (2002), Lubowiecka i Chroscielewski (2002), Lubowiecka
(2004) przeniesli rozwazania teorii szescioparametrowej na grunt dynamiki. W pracach
tych sformutowano problem brzegowo-poczatkowy dla rozpatrywanej teorii. Nastepnie
opracowano uogolnienie na przestrzen konfiguracyjna, zawierajaca grupg obrotow SO(3) ,
algorytmu Newmarka sformutowanego w klasycznej przestrzeni wektorowej E*. W
pracach tych analizowano szereg przyktadow testujacych, z uwzglednieniem powtok
strukturalnych zawierajacych ortogonalne potaczenia ptatéw.

Eremeyev i Pietraszkiewicz (2004, 2009) badali zagadnienie przejs¢ fazowych w
materiale powloki w ramach rozpatrywanej w niniejszej rozprawie teorii powtok. W pracy
tej wyprowadzono réwnania rownowagi w formie stabej. W rozwazaniach zatozono, ze
przejscie fazowe dokonuje si¢ na pewnej powierzchniowej krzywej osobliwej, ktorej
potozenie nie jest znane. Rozpatrywano rézne typy krzywej przejscia fazowego: taka, na
ktorej przemieszczenia i obroty sa ciagte (tzw. krzywe koherentne) oraz krzywa, na ktorej
zatozenie ciagtosci obrotéw nie obowiazuje (krzywe niekoherentne).

W pracy Witkowski (2005) sformutowano cztery 4-weztowe skonczone elementy
powltokowe, w ktérych do usunigcia zjawiska blokady membranowej i blokady $cinania
wykorzystano technike EAS. Oryginalnie rozszerzono tym samym zakres stosowania
koncepcji wzbogaconych odksztatcen na sformutowania z niesymetrycznymi miarami
odksztatcen. Badano rézne schematy wzbogacania odksztalcen oraz przeprowadzono
szereg testdw numerycznych. Poréwnywano otrzymane wyniki w zakresie ich zgodnosci z
rozwiazaniami odniesienia, jak i oceniajac koszt rozwiazania mierzony liczba iteracji.
Jeden z elementéw oraz otrzymane przy jego pomocy rezultaty przedstawiono w pracy
Chrdscielewski i Witkowski (2006).

W pracy Chroscielewski i inni (2006) zastosowano powlokowe elementy skonczone
CAM (zob. Chroscielewski i inni 1992 i Chroéscielewski 1996) do analizy zagadnienia
wyboczenia gictno-skretnego bisymetrycznych przekrojow cienkosciennych otwartych*?.
Badano $ciezki przed- i pokrytyczne, a takze zjawisko lokalizacji*® postaci wyboczenia w
zaleznosci od przyjetych imperfekcji. Studia te ostatnio rozszerzyt Machado (2010) na
zakres przekrojow cienkosciennych wykonanych z materiatdw kompozytowych.

Eremeyev i Pietraszkiewicz (2006) badali grup¢ materiatowej symetrii w réwnaniach
konstytutywnych. Wprowadzili miedzy innymi rézne modele powtok: ptynna, staty i
membranowa.

Konopinska i Pietraszkiewicz (2007) rozpatrywali $ciste warunki réwnowagi na
osobliwych krzywych powierzchniowych, modelujacych zaréwno rozwidlenia powtok, jak
i ich samoprzecigcia.

Birsan (2007, 2009) rozwazat pewna wersje zasady de Saint-Venanta dla powlok
Cosseratow z jednym deformowalnym direktorem.

“2) Por. takze prace Szymczak i inni (2003), Chréscielewski i inni (2004).
9 Zagadnienie lokalizacji spotyka sie takze w innych dziedzinach, zob. na przyktad praca
Garstecki i inni (2003), Pamin i de Borst (1998).
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Altenbach i Eremeyev (2009) sformutowali model liniowo sprezystej ptyty z trzema
niezaleznymi przesunigciami i trzema niezaleznymi obrotami jako parametrami teorii.
Jednym z istotnych aspektdéw tej pracy jest wyprowadzenie wzoru na réwnanie
konstytutywne dla momentdw owiniecia. W pracy Chroscielewski i Witkowski (2010b)
badano szczeg6towo te rdéwnania, zwracajac szczeg6lna uwage na wspétczynnik
konstytutywny @, znany w rozpatrywanej w niniejszej monografii nieliniowej
szescioparametrowej teorii powtok. W szczegélnosci Chraéscielewski i Witkowski pokazali,
7e przy zalozeniu réwnowaznosci rownan konstytutywnych Altenbacha i Eremeyeva i
réwnan z rozpatrywanej tu teorii powlok mozna wyprowadzi¢ zamknigty wzér na
wspotczynnik owinigcia a, .

2.2. Liniowy osrodek Cosseratow

Za Nowackim (Nowacki 1971) przytacza si¢ podstawowe dla liniowego osrodka
Cosseratow zwiazki. Przedstawione skrécone wyprowadzenia prowadzone sa w
kartezjanskim ukladzie wsp6trzednych.

Nowacki przeprowadzit nastgpujace rozwazanie. Wydzieliwszy myslowo z ciala
pewna objetos¢ V' ograniczong powierzchna A, zatozyl, ze transmisja oddziatywan
migdzy czasteczkami wewnatrz objetosci V a pozostatymi czasteczkami odbywa sig¢
poprzez dowolny element dAc A z zadanymi na nim: wektorem napre¢zenia sitowego
pdA i wektorem naprgzenia momentowego mdA. Nastgpnie, stosujac znana argumentacie,
wyznaczyt naprezenia w punkcie osrodka, co doprowadzito do okreslenia sktadowych o,
tensora naprezen o i sktadowych g tensora naprezen momentowych p. Tensory te sa
odpowiednio zwiazane z wektorami p i m poprzez uogoélniony postulat Cauchy’ego

p=6¢'n, m=p'n (2.1)

Zasady zachowania pedu i momentu pedu zapisuje si¢ odpowiednio w postaci

jv,f dv +jA,pdA=D3tjv,pvdv, V= (2.2)

D .
jv,(r xf +b)dV+J‘A,(r xp+m)dA=Etjv,(r XpV+IW)dV , w = ¢ (2.3)

Tutaj f i b sa odpowiednio sita masowa i momentem masowym odniesionymi do
jednostki masy, r jest promieniem wodzacym liczonym od ustalonego punktu ciata, Jw
jest spinowym momentem pedu, a p jest gestoscia masy. We wzorach (2.2) i (2.3) operator
Df f
_a:E”_a (2.9)
Dt ot
oznacza obliczanie pochodnej materialnej pola w opisie materialnym, por. na przyktad
Rymarz (1993). Wykorzystujac twierdzenie Gaussa o dywergencji, wobec dowolnosci
wyboru objetosci V' otrzymuje sie lokalne réwnanie ruchu

Dive' +f=pv, o jHfi=pv, V= (2.5)

it
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gdzie operator dywergencji w ukfadzie kartezjanskim okreslony jest przez

DivT=T,, (e ®e)e =T, e (2.6)
Drugie réwnanie ruchu ma posta¢
. ) d’g .
Divp +e:6+b=3w, W= i =g, (2.7

Poszczegdlne kroki przy przejsciach od réwnan (2.2) do (2.5) oraz od (2.3) do (2.7) mozna

odnalez¢ na przyktad w pracy Nowacki (1971). W réwnaniu (2.7) symbol : oznacza

podwdjne nasunigcie tréjwymiarowego tensora Levi-Civita € na tensor napr¢zenia ¢ tzn.
(€:06) =€ 0,(e ®e; ®e): (g, ®€) =60, 0u0n8 = €& (2.8)

mn~nk

W konsekwencji, wykorzystujac (2.6) i (2.8), posta¢ réwnania (2.7) w skladowych
przyjmuje postac
K e, +h =W (2.9)

Réwnania (2.5) i (2.7) sa poszukiwanymi réwnaniami ruchu liniowego tréjwymiarowego
osrodka Cosseratow. Ze wzoru (2.7) (rownowaznie ze wzoru (2.9)) wynika, ze tensor
naprezen ¢ jest niesymetryczny. Dalej wprowadza si¢ gestos¢ K energii kinetycznej (por.
Rymarz 1993)

_ 1 2 2
K _E'[V (pv? + w?)dV (2.10)
Szerzej na temat pojecia energii pisze Badur (2009). Gestos¢ pracy sit zewnetrznych na
jednostke czasu, czyli ich moc, wyraza si¢ wzorem

L= jv (fev +bew)dV + jA(p-v +mew)dA (2.11)

W kolejnym kroku zapisuje si¢ zasade zachowania energii mechanicznej (por. na
przyktad Rymarz 1993)

D

—(K+U)=L 2.12

Dt( ) (212)
Podstawienie do (2.12) réwnan (2.10) i (2.11) z jednoczesnym wykorzystaniem (2.4)

prowadzi do

J.V (pva+Iww +U)dV = J.V (fev+bew)dV + J.A(p-v +msw)dA (2.13)

Calke powierzchniowa w (2.13) rozpisuje sig, wykorzystujac (2.1) oraz wzor 2.22; z pracy
Gurtin i Murdoch (1975), tzn.

ij «TndS= _[V{x « (DIVT) + TV x}dV (2.14)
co prowadzi do réwnania
J‘A(cTn-v +p'new)dA= jv Div(oeV + pew)dV =

= [ (vsDiv 6" +6"V v +p’Vw)d (219
=, (v 6 +6 VV+weDivp +p Vw)dVv
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Podstawienie (2.15) do (2.13) daje

j (pva+ Iww +U)dV =
v (2.16)
= jv (fev+bew)dV + jv (veDiv e’ +6' VvV +weDivp' +p’Vw)dV
Wykonanie w (2.16) wymaganych przeksztatcen prowadzi do réwnania
jv (pva+ IWW+U —veDiv 6" —6' Vv —weDiv p' —p' «Vw —fev—bew)dV
=| (U +ve(pa—Dive' —f)+
JOrvte ) (2.17)

W(MW—Divp' —b—(c:6)) -6 Vv—pu' VW +Wws(c: 6))dV
= jv (U =6 «Vv—p"VW+we(e: 6))dV =0

Réwnanie (2.17) jest spetnione dla dowolnej objetosci V . Zaktadajac ciagtos¢ wyrazenia
podcatkowego i wykorzystujac zaleznos¢

jvfdvzo:fzo (2.18)
(zob. Chadwick 1999, problem 19), otrzymuje si¢ réwnanie na pochodna materialna
gestosci energii wewngtrznej
U=0"Vv+p -VW—We(e: ) (2.19)
W ustalonej bazie ostatnie wyrazenie rozpisuje si¢ jako
6 VV+pu VW —Wse(c:6) =
TV (6 ®e)(e ®e)+u;W, (6 ®e)(e ®6)—Weo, =

(2.20)
O Vi 5ik5jl + 1 W) 5ik5jl —WeEu o =

O Mierj TH MW —WEOT ) = 0 (Vkvj _V\Ileijk)+ﬂjkwk7j =03V T HK

We rownaniu (2.20) 7, sa sktadowymi tensora predkosci odksztatcenia, gdzie tensor
odksztatcenia okreslony jest przez

y=V'u-eg, Tik = Uesj 9 (2.21)

a &, okresla sktadowe tensora predkosci skrecenia. Tutaj tensor skrecenia okreslony jest
przez

«x=V'e, K=9, (2.22)

Réwnania konstytutywne dla liniowego osrodka Cosseratow dyskutowane beda w
kolejnych rozdziatach niniejszej monografii.



Rozdziat 3

TEORIA POWLOK

3.1. Opis powierzchni odniesienia powtoki

Z punktu widzenia mechaniki, powloka jest ciatem tréjwymiarowym, ktére w
konfiguracji nieodksztatconej zajmuje obszar B o pewnej specyficznej geometrii (zob. na
przyktad Naghdi 1972, Makowski i Stumpf 1994 Chroscielewski i inni 2004). Ciato to
podlega ogolnym prawom mechaniki. Jako szczego6lna geometri¢ powtoki w konfiguracji
nieodksztatconej rozumie si¢ zwykle obszar B, ktoérego dwa wymiary sa duzo wigksze niz
pozostaty trzeci wymiar, wzdtuz ktérego mierzy si¢ poczatkowa grubos¢ powtoki h.

W dalszym ciagu powioke utozsamia si¢ z obszarem ciala B . Dalej zakfada si¢ ze
brzeg powtoki B jest suma trzech czesci: powierzchni gérnej M ™, powierzchni dolnej
M ~ i prostokresinej powierzchni bocznej 0B . Ponadto przyjmuje si¢, ze M* "M~ =,
co wyklucza ‘patologiczna’ sytuacje zerowania si¢ grubosci powtoki hy, zob. rys. 3.1.

Rys. 3.1. Niedopuszczalne sytuacje okreslania grubosci powtoki

Powtoke zwykle reprezentuje powierzchnia podstawowa M c[M~,M*], na ktérej
zapisuje si¢ wszystkie prawa mechaniki powlok w opisie Lagrange’a. Na tym etapie
rozwazan powierzchnia boczna moze by¢ dowolnie zorientowana (nachylona) wzgledem
powierzchni podstawowej M . W szczegdlnosci, M moze by¢ powierzchnia $rodkowa to
znaczy réwnoodlegta od M i M ™, zob. na przyktad Lewinski i Telega (2000), Borkowski
(2001). Istnieja jednak przypadki (Pietraszkiewicz 2001), w ktérych wygodniejsza moze
okaza¢ si¢ powierzchnia podstawowa M wazona wedbtug gestosci masy obszaru B,
wzglednie inna powierzchnia geometryczna, na przyktad M* lub M ™. Takie przyjecie
moze by¢ zasadne w analizie powtok niejednorodnych, powtok z mikrostruktura, powtok o
znacznych zmianach grubosci, a takze w zagadnieniach duzych odksztatcen lub/i kontaktu.

Literatura przedmiotu zwykle poswigcona jest powtokom regularnym. W pracy
Chroscielewski i inni (2004) podano okreslenie tego typu powdoki jako takiej, w ktorej
powierzchnia®” podstawowa jest klasy C', a jej brzeg oM jest skoficzona suma
zamknigtych krzywych Jordana. Krzywe brzegowe sa odcinkami klasy C' i nie zawieraja
punktoéw osobliwych.

“) pojecie powierzchni jak i inne, wybrane pojecia matematyczne sa przedstawione w Dodatku D.
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W og6lnym przypadku powierzchnia podstawowa powtoki moze by¢ jednak
powierzchnia kawatami regularna, to znaczy, ze skfadac¢ si¢ moze ze skonczonej liczby
ptatow regularnych M® | k=1,2,3,....,p. Jako przyklad takiej powtoki na rys. 3.2
przedstawiono powtoke ztozona z trzech ptatow: M®, M@ M® potaczonych wzdtuz
wspolnej dla wszystkich ptatow krawedzi 7"“*® . Formalnie wiec (por. Chroscielewski i
inni 2004)

M= (M®Uam®) (3.1)

Wystepujace w okresleniu (3.1) ptaty M® | jak i ich brzegi oM maja nastepujace

wihasnosci:

— kazdy ptat M jest ograniczona, spéjna (réwniez wielosp6jna) i gtadka powierzchnia
klasy C%, k>1, ktorej brzeg oM ® skfada sie ze skonczonej liczby krzywych Jordana,
zorientowanych zgodnie z M ® i nie zawierajacych punktéw osobliwych,

— zadne dwa ptaty M ® nie maja wspdlnych punktéw wewnetrznych,

—dwa ptaty M® i M™ moga mie¢ jako wspdlna czesé brzegdw co najwyzej
kawatkami gtadka krzywa 17®™

T “M=3M% ~AoM™ | k= m (3.2)

— dwie krzywe 7"®™ moga mie¢ co najwyzej jeden punkt wspéiny.

Rys. 3.2. Wieloptatowa struktura powtokowa z wyrdznionymi ptatami i krawedzig potaczenia

Ze wzgledu na cel niniejszej pracy, jakim jest, miedzy innymi, analiza MES, w
dalszym ciagu rozwazan pomija si¢ dyskusje wiasnosci krzywej I'“™ potaczenia
(nieciagtosci). W przyjetym tutaj sformutowaniu MES zaktada si¢, ze krzywa potaczenia
ptatéw znajduje si¢ zawsze na krawgdzi elementu skonczonego i nigdy go nie przecina.
Pozwala to zawezi¢ dalsza dyskusje do obszaru pojedynczego ptata M®  powtoki
wielogateziowej (wieloptatowej). Wobec tego, w dalszym ciagu pomija si¢ gorna etykiete
w oznaczeniu powierzchni podstawowej pojedynczego ptata powtoki tj. M® =M . Wiccej
informacji dotyczacych krzywej potaczenia znalez¢ mozna w pracach Makowski i Stumpf
(1994), Chroscielewski (1996), Makowski i inni (1999), Chréscielewski i inni (2004),
Eremeyev i Pietraszkiewicz (2004), Pietraszkiewicz i inni (2007), Konopinska i
Pietraszkiewicz (2007).



3.1. Opis powierzchni odniesienia powtoki 49

Opis powierzchni podstawowej M powtoki jest klasycznym zagadnieniem teorii
powtok por. na przyklad, Pietraszkiewicz (1976), Basar i Krétzig (2001), Wozniak (2001),
Eisenhart (2010)*”, Makowski (1981), Konopinska i Pietraszkiewicz (2007). Niniejszy
podrozdziat przedstawia syntetyczne ujgcie zagadnienia opisu powierzchni podstawowej.
Zawiera on podstawowe dla zakresu monografii wzory i definicje. Szersze ujecie tych
zagadnien wraz z dyskusja mozna odnalez¢ w cytowanej powyzej literaturze.

Zaklada si¢, ze powierzchnia odniesienia M jest parametryzowana wspotrzednymi
(¢%,0)={", gdzie @ =1,2 oraz i =1,2,3. Tutaj wspétrzedna ¢ mierzy odlegtos¢ wzdtuz
linii wyznaczonej wektorem t; , niekoniecznie kolinearnym z wektorem t? normalnym do
powierzchni M, zob. rys. 3.3. W dalszym ciagu tego rozdzialu nie okresla si¢ potozenia
powierzchni podstawowej wzdtuz ¢ .

Rys. 3.3. Parametryzacja powierzchni odniesienia powtoki

Kowariantne t; wektory bazowe M i kowariantne wspotrzedne a, tensora
metrycznego dane sa odpowiednio przez

t)=P—=Px

£ aé‘ﬂ B (33)

a, =t.-ty, a=det(a,) (3.4)

Wystepujacy we wzorze (3.3) operator P jest operatorem projekcji, dziatajacym z
przestrzeni euklidesowej E w przestrzen styczna T,M . Dalsze okreslenie P wymaga
okreslenia wektora normalnego t{, do powierzchni M .

Wprowadzajac dwuwymiarowy symbol permutacyjny e, okreslony jako

€ =e” 2{6112%220, e12:%1:1} (3.5)
okresla sie dwuwymiarowy pseudotensor Ricci*® (Lewinski i Telega 2000) %
e’ =g, VA (3.6)

Wtedy wektor t% normalny do M wyraza si¢ wzorem

) Jest to elektroniczna wersja ksiazki Eisenhart L.P.: A Treatise on the Differential Geometry of
Curves and Surfaces, Dover, New York, 1960.
“%) Borkowski (2001) nazywa ten obiekt dwuwektorem Ricciego, zob. rownanie 1.6 tamze.
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1
ty :Ee“ﬁx,axx,ﬂ (3.7)

Operator projekcji P wzdiuz wektora normalnego t, do powierzchni podstawowej M w
punkcie xe M przyporzadkowuje kazdemu wektorowi d jego skfadowa styczna
Pd e T M . Szersze oméwienie wkasnosci operatora projekcji mozna znalez¢ na przykiad w
pracach Gurtin i Murdoch (1975), Chroscielewski i inni (2004).

Réwnania (3.3) i (3.4) pozwalaja okresli¢ tak zwana pierwsza formg fundamentalna
powierzchni (Basar i Krétzig 2001, Eisenhart 2010)

ds’=dt - dt =t -t;d*dd? = a,,dl d¢? (3.8)
Bazowe wektory kontrawariantne t% powierzchni M spetniaja relacje
% =5/ (3.9)
za$ kontrawariantne wspotrzedne tensora metrycznego a® oblicza sie ze wzoru
a? =t".t” (3.10)

Poniewaz powierzchnia podstawowa M moze by¢ dowolnie umieszczona w obszarze
ciala B, potozenie typowego punktu xe B mozna opisa¢ zwiazkiem

X(X,&)=x+{t] (3.11)

Kowariantne wektory bazowe w tak okreslonym punkcie x powtoki (zob. rys. 3.4),
wyrazaja sie wzorem
g=x,,i=123 (3.12)

a zwiazane z nimi kowariantne wsp6trzedne tensora metrycznego maja posta¢
9,=69.9 :det(gij) 3.13)

Rézniczkowy element objetosci wyraza si¢ zaleznoscia

Sa)

dV = Jgd*dC2d¢ = wddda, = (3.14)

a roézniczkowy element powierzchni
da =+/adc*d:? (3.15)

Z réwnania (3.14) wynika przepis na catkowanie pewnej wielkosci wzdhuz grubosci
powdoki w Kierunku t; tzn.

Il ¢aav=]f, Uf,,w () kg j da (3.16)

Wyrazone poprzez wektory X, i té’ powierzchni podstawowej M, kowariantne
wektory bazowe w punkcie x okreslone sa wzorami:

@ =x,+t%,, g =t (3.17)

Wektory kontrawariantne w punkcie x mozna obliczy¢ z zaleznosci
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9 :%eiiﬁgi xg, (3.18)
Tutaj ¢ jest symbolem permutacyjnym tzn.
6123 — 6231 — 6312 — —6132 — —6321 — —6213 — 1, (319)

oraz 0 w pozostatych przypadkach. W wigkszosci zadan inzynierskich, powierzchnia
brzegowa 0B nie jest dowolnie nachylona do powierzchni podstawowej M , lecz jest do
niej ortogonalna. To pociaga za soba réwno$¢ wektoréw

£ =12, (3.20)

Rys. 3.4. Wektory bazowe powierzchni podstawowej i w dowolnym punkcie x

W konsekwencji réwnosci (3.20) definicje wektorow bazy w dowolnym punkcie x,
wyrazone rownaniami (3.17) i (3.18), mozna odpowiednio zapisa¢ jako

92 :ﬂfx,ﬁ:(éf—g“bf)x,ﬂ (3.21)
o’ =(Na’x,, g’ =g,=t; (3.22)

W réwnaniu (3.21) poprzez
b! =a”b, (3.23)

oznaczono mieszane wspoOtrzedne tensora krzywizny powitoki. Wystepujace we wzorze
(3.23) kowariantne wsp6trzedne (symetrycznego) tensora krzywizny wyznacza si¢ poprzez
rézniczkowanie wyrazenia tg, -t° po wspétrzednych ¢*

ty ty =0=> () 1)), =0 =t -t), =—t3, -ty =t5 1), =t -t (3.24)

Wykorzystujac (3.20), mozna napisa¢ poszukiwany wzor na kowariantne wspotrzedne b,
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b, =-t;t7, =ty t7,, (3.25)

Na mocy réwnan (3.23) i (3.25) mozna podaé okreslenie wspotrzednych x” tensora
przeniesienia (ang. shifter tensor) ze wzoru (3.21)

=07 - by (3.26)

Ogdlnie (zob. na przyktad Naghdi 1963, Kreja 2007, wzor 3.28 i uwagi) tensor ten jest
tensorem dwupunktowym, wyrazonym przez wektory kontrawariante z przestrzeni w
punkcie xe T,M i kowariantne wektory z punktu x opisane wzorami (3.17)

p=g ®t” (3.27)

3.1.1. Baza ortonormalna

W podejéciu przyjetym w niniejszej pracy baza t° jest przyjmowana w sposob
szczegolny, tj. jako ortonormalna. Z zatozenia o ortonormalnosci zanika réznica miedzy
kowariantnymi i kowariantnymi wspotrzednymi tensoréw. Prawdziwe sa tez nastepujace
zaleznosci

=6, t"=t;, It | =1, (3.28)

iyt
gdzie i, j =1,2,3. Stad, dla wsp6hrzednych tensoréw metrycznych (3.4) i (3.10) otrzymuje sie
a,=a"=d, (3.29)

Wobec przyjecia t{ i ty jako kolinearnych we wzorze (3.20), w dalszym ciagu wektor
normalny do powierzchni odniesienia M oznacza si¢ symbolem t°. Wspéirzedne tego
wektora wyznacza sig z relacji

t) xt)

tt=t0=t0=—2L"2 |
N 117 xt3 |

(3.30)

W rozpatrywanym w niniejszej pracy podejéciu, baze t° wprowadza si¢ poprzez
transformacje pewnej ustalonej w przestrzeni E® bazy ortonormalnej e, zob. rys. 3.4,

tiO(X) =T,(X)e, (3:31)
gdzie
T,(x) =t°(x)®e, (3.32)

jest tak zwanym tensorem struktury powierzchni podstawowej M. W konsekwencji
zwiazkéw (3.28), tensor T,(x) nalezy do grupy obrotéw SO(3)*”, a zatem réwnanie
(3.31) opisuje obrét bazy e do t’.

W implementacji MES, specyfikacja wspétrzednych tukowych ¢ w wybranym
punkcie powierzchni odniesienia M w réwnaniu (3.3) odbywa si¢ posrednio, poprzez
podanie jako danych zadania: wsp6trzednych wektora wodzacego x i wektoréw bazy
stycznej t/ obliczanych wedtug réwnania (3.3).

Wobec ortogonalnosci T,(x) relacja odwrotna do (3.31) ma postaé

4 Pewne wybrane wiadomosci na temat grupy obrotéw SO(3) podane sa w Dodatku E.
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e =T, (X)t°(x) (3.33)
Kowariantne wsp6trzedne tensora krzywizny powierzchni podstawowej powioki w

konfiguracji odniesienia
B, = hits ®t) = P(b))®t) (3.34)

wyznacza si¢ z rownania (3.25), wykorzystujac wzér (3.31) i pomijajac argument x

by =—t% ;- t7 =t ;- t° (3.35)
State wektory bazy e w (3.31) nie podlegaja rézniczkowaniu. Na mocy relacji (3.33)

réwnanie (3.35) mozna zapisa¢ jako

by =—t" 5ty =tg, 0= (T, €)= (T, Ty 1) 1°= (Bjtz) " (3.36)
Tutaj B} jest tensorem skosnie symetrycznym*®
B; =Top T, = ad(b;)e s0(3) (3.37)

Odwzorowanie ad(...) w réwnaniu (3.37) zdefiniowane jest jako
ad: E* — so(3) (3.38)
tak, ze dla dowolnego wektora we E® i tensora W e so(3) obowiazuje
w—-W=adw), W -osw=ad"W). (3.39)

Tutaj w jest wektorem osiowym skosnie symetrycznego tensora W , tzn. Wa =wxa dla
kazdego ae E®. W ustalonej bazie powyzsza zalezno$¢ ma nastepujaca reprezentacje
macierzowa:

0 —-w w, w,
W=l w 0 -w| [wl={w|, [w]—>[W]=ad([w]) (3.40)
W, w0 W

Szersze ujecie zagadnieni zwigzanych z grupa obrotow przedstawiono w rozdziale 3.4.
Przyjecie zatozenia o ortonormalnosci wektoréw bazy w réwnaniach (3.21) i (3.26)
pozwala na ich przepisanie odpowiednio jako

Ga = gty = (0, —CY (3.41)
oraz
=0, — {0 (3.42)
Rozpisujac (3.42), otrzymuje sig¢
1-¢b —Chy]
Hop :{ ?1 on (3.43)
—b; 1-Chy,

* poniewaz T,e SO@3) to 1,=(T,T)),;=T,,; Ty +TTy,,=0. Stad T,,, T/ =-T,T,,, czyli

Tos T =—(T5,, Ty )", @ w konsekwencji BE:—(Bﬂ) .

0'p T
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Wymagany w dalszych przeksztatceniach wyznacznik x z macierzy (3.43) ma posta¢
H= (1_ QV qol)(l_ QV bgz) - 62 bglqoz =1- QV (bgz + qol) + 62 (qolbgz - bglqoz) (3-44)

Wykorzystujac fakt, ze wzdtuz krzywizn gtéwnych zachodzi b’ =0 (zob. na przyktad
Basar i Kratzig 2001), réwnanie (3.44) mozna przepisa¢ w postaci

u=1-2H+’K, (e[-h,+h'], h=h'+h (3.45)
Tutaj H jest krzywizna $rednia powierzchni M , ktéra mozna obliczy¢ z zaleznosci
H=3trBy = (b}, +b}) =3 (R + R (3.46)
zas K jest krzywizna Gaussa powierzchni obliczana jako
K=detB, =b’by, =R R, . (3.47)

W réwnaniach (3.46) i (3.47) tensor krzywizny B, dany jest wzorem (3.34).

3.2. Wypadkowe réwnania rownowagi dla powtok regularnych

W ramach rozpatrywanej tutaj teorii powtok szczegdtowe wyprowadzenia réwnan
rownowagi w formie klasycznej i stabej byly dyskutowane migdzy innymi w pracach:
Chroscielewski i inni (1992), Makowski i Stumpf (1994), Chréscielewski (1996),
Chréscielewski i inni (1997), Libai i Simmonds (1998), Pietraszkiewicz (2001),
Chroscielewski i inni (2004), Konopifniska i Pietraszkiewicz (2007). Ponadto, skrocone
rozwazania na ten temat odnalez¢é mozna w pracach, ktérych Autor niniejszej monografii
jest wspotautorem badz autorem: Witkowski (2005), Chréscielewski i inni (2006),
Chrdscielewski i Witkowski (2006), Witkowski (2009), Chroscielewski i inni (20104,
2011). Wobec tak obszernej literatury Autor, bazujac na wyzej wymienionych pozycjach
literatury, przedstawia ponizej syntetyczne ujecie zasadniczych w statyce powtok rownan.
W réwnaniach wielkosci odnoszone sa do konfiguracji nieodksztatcone;.

3.2.1. Zasady zachowania

W zagadnieniach czysto mechanicznych obowiazuja trzy zasady zachowania: masy,
pedu i momentu pedu, zob. np. Marsden i Hughes (1983), Holzapfel (2001). Sa one ogdine
i obowiazuja dla wszystkich ciat materialnych. W zagadnieniach (quasi) statycznych zasada
zachowania masy jest spetniona tozsamosciowo. Pozostate dwie zasady redukuja si¢ do
réwnan réwnowagi sit @(P) i rownowagi momentow (P), czyli

8(P)=0, F(P)=0. (3.48)

Powyzsze réwnania obowiazuja dla pewnego podciata P c B. Zgodnie bowiem z
zasadami MOC, kazde podciato P jest ciatem, zatem musi posiada¢ wszystkie jego cechy.
W dalszym ciagu do rozwazan przyjmuje si¢ opis odniesienia. Sity dziatajace na dowolne
podciatlo P okresla si¢ poprzez gestos¢ sit objetosciowych f, mierzona wzgledem
objetosci obszaru w konfiguracji odniesienia oraz gestos¢ sit kontaktowych t, mierzona
wzgledem pola powierzchni brzegowej oP ograniczajacej obszar P. Z ggstosci sit
kontaktowych wyodrebnia si¢ warunki brzegowe w naprezeniach reprezentowane poprzez
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pole sit t* zadanych na brzegu ciata 0B, . Catkowita site F(P) i catkowity moment E(P)
dziatajace na podciato P obliczamy z nastgpujacych zaleznosci

%(P) = _[_[_[Pf dV + .Uap\aaf tdA+ .UaPman t*dA (349)

T(P) = _mpxxf dv +J'J'WB xxtdA+ ”aP xxt"dA (3.50)

MIB;
Sity kontaktowe t wynikaja z postulatu Cauchy’ego*
t=Tn (3.51)

gdzie T jest pierwszym tensorem naprezen nominalnych Pioli-Kirchhoffa. Wykorzystujac
w réwnaniu réwnowagi sit (3.48); okreslenie (3.49), definicje (3.51) i twierdzenie Stokesa
(por. na przyktad Spivak 2006), otrzymuje si¢ rdwnanie réwnowagi sit

P =[] OvT+H)dv+[[ (' -Tn)dA=0. (3.52)

Tutaj n* jest jednostkowym wektorem zewnetrznie normalnym do dB, . Poniewaz P
moze by¢ obrane dowolnie, to z réwnania (3.52) otrzymuje si¢ lokalne prawo réwnowagi
sit i naprezeniowe warunki brzegowe

DivT +f =0 (3.53)

t*=Tn". (3.54)

Sprowadzenie do lokalnej postaci réwnan réwnowagi momentow (3.50) wymaga pewnych
dodatkowych okreslen. W pracy Gurtin i Murdoch (1975) udowodniono, migdzy innymi,
nastepujaca zaleznos¢ (zob. réwnanie 2.22, tamze)

_[apx ATndS= j j j XA (DVT) + (FT" - TF")}dV (3.55)

Wykorzystujac odwzorowanie ad(...) okreslone przez (3.38) do iloczynu skosnego®™
dwdch wektorow,
arb=a®b-b®a (3.56)

otrzymuje si¢ zaleznos¢
—ad*(anb)=axb (3.57)

Dziatajac na obie strony réwnania (3.57), operatorem ad™'(...)
ad™ _[apx ATndS=ad™ [f XA (DIVT)+(FT' - TF')}da (3.58)
otrzymuje si¢ po przeksztatceniach i zmianie znaku nastepujaca zaleznos¢

japxxTndS= j j jp{xx (DivT)—ad (FT" = TF")}dVv (3.59)

“) postulat ten jest jednym z najwazniejszych postulatéw mechaniki. Wymaga on jednak silnego
zatozenia o ciagtosci funkcji t wzgledem argumentu X okreslajacego potozenie punktu. Istnienie
tensora T przy stabszych zatozeniach dyskutowano w pracy Gurtin i Martins [1976].

50 Jest to formalnie iloczyn zewnetrzny tensoréw antysymetrycznych, zob. na przykad
Skwarczynski (1993), wzor 2.22 lub Spivak (2006) str. 74.
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We wzorze (3.59) F =Grady oznacza gradient deformacji. Wyrazajac teraz w (3.50) sity
kontaktowe t przez tensor T napre¢zen Pioli-Kirchhoffa otrzymuje sig
T(P) = ”jpxxf dav +”an8 xxTn"dA+ ”aP Xxt"dA (3.60)

MIB;
Rozpisanie drugiej catki po prawej stronie réwnania (3.60) prowadzi do

J'J'ap\aB' xxTn*dA= J'J'apxxTn* dA— ”awa, xxTn* dA 361)
=[], 0x @) —ad T T[], wcTiian

Podstawiajac wynik przeksztatcenia (3.61) do (3.50), otrzymuje si¢ postaé réwnowagi
moment6w jak ponizej

T(P) = jjjpxxf av +mp{x » (DivT)—ad*(FT" = TE")}dV

(3.62)
+.Ua%as, XXt dA— jjaPmaB, xxTn"dA=0

Uporzadkowanie wyrazow w (3.62) daje
S(P):jjjp[xx(DivT+f)+ad’1(TFT —FT7)Jav +HMB xx(t'=Tn")dA=0 (3.63)

Uwzgledniajac w (3.63) pierwsze prawo Cauchy’ego (3.53) i naprezeniowe warunki
brzegowe (3.54), uzyskuje si¢ lokalna posta¢ (3.50)

ad}(TF —FT")=0=TF =FT". (3.64)

Z otrzymanych réwnan lokalnych (3.53) i (3.64) mozna wyprowadzi¢ pewna tozsamosé
catkowa, ktoéra ma interpretacj¢ zasady prac wirtualnych. Poniewaz zasada taka jest
postawa formutowania elementdw skonczonych, co jest jednym z zasadniczych celéw
niniejszej monografii, jej wyprowadzenie zostanie oméwione w nastgpnej sekcji
poswigconej zasadom zachowania mechaniki powtok.

3.2.2. Sprowadzone warunki rownowagi powtoki

W rozpatrywanej teorii powtok redukcja trojwymiarowych zasad zachowania pedu i
kretu do postaci dwuwymiarowej opiera si¢ na koncepcji podciata P . Na podstawie zasady
najezania wyrazonej réwnaniem (3.20), podciato P ma ksztatt cylindra otrzymanego
poprzez obwiedzenie normalna do powierzchni M wzdtuz pewnej krzywej zamknigtej
ol c M, zob. rys. 3.5.a. Na potrzeby dalszych przeksztatcen na rys. 3.5.b przez v
oznaczono wektor zewnetrznie normalny do 077 w danym punkcie na brzegu oM NP .

Oznaczajac przez 11 czes¢ powierzchni podstawowej powdoki w  konfiguracji
odniesienia, ktora odpowiada czgéci P obszaru B oraz przez d/7 brzeg I7 , otrzymuje
si¢ nastgpujace definicje /77 i d/7 :

II=MnP,oll=MnoP . (3.65)

Brzeg oP podciata P (rys. 3.5) sktada si¢ z trzech rozacznych czesci, gornej i dolnej
powierzchni granicznej 77° < M* i powierzchni bocznej oP’, ktdra nie musi, ale moze
mie¢ wspdlna czgsé z brzegiem ciata:
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P =IT"UIT UIP’, P’ "B % D UIP’ OB = . (3.66)

Witedy sitom §(P) i momentom (P) wystepujacym w prawach mechaniki (3.49) i
(3.50) ciata trojwymiarowego, musza odpowiada¢ wielkosci w teorii powtok formalnie
definiowane nastgpujaco:

U =%P), tIT)=(P). (3.67)
To z kolei pociaga za soba postaci warunkow réwnowagi dla powtoki w formie:
f([I)=0, ¢(1)=0. (3.68)

Zaktada si¢ dalej, iz na pewnej czgsci dB; brzegu 0B’ podciata wyrézniono powierzchnig
o danych sitach kontaktowych t* (zob. rys. 3.5b). Oznaczajac teraz sity kontaktowe na
powierzchniach granicznych x*e I7T* przez t: =+t (x*), catkowita site F(P) i
catkowity moment £(P) dziatajace na ciato typu powtoka mozna zapisa¢ jako

P = fov+[[ tida -[[ tida+[[  Tn'da+[[  t'da (369

(P) = J'J'J'Py ><fdv+J'J'n+ y* xthda’ —J'J'ni y xt da

3.70
+.|..|.ap'\aag yxTn'da+ -Uap'nas; y xt,da (3.70)

Sity objetosciowe f(x) i sity kontaktowe na gérnej i dolnej powierzchni t: mozna
potraktowa¢ jako obciazenia zewngtrzne. Jako takie, mozna je uja¢ w definicjach obciazen
w postaci przekrojowych wektorow sit powierzchniowych f(x) i przekrojowych
momentéw powierzchniowych c(x) (zob. rys. 3.6):

jj” fda= mpfdwjjmt;dw —jj[rt;da- (3.71)
J'J'” (c+yx f)da= J'J'J'Py xfdv+J'J'”+ y* xthda’ —J'J'ﬂf y xt.da .  (3.72)

Wewnetrzne sity kontaktowe t (x), dziatajace na powierzchni bocznej oP’/oB’,
wynikaja poprzez postulat Cauchy’ego z naprezen w ciele. Dlatego wektor wewnetrznych
sit przekrojowych N, oraz wektor wewngtrznych momentéw przekrojowych M wzdtuz
brzegu wewnetrznego (zob. rys. 3.6) sa zdefiniowane nastgpujaco:

[y, Nodl =[] T (3.73)

.[317\3Mf (M, +yxN,)d Eﬁap,\aa,yxTn*da , (3.74)

gdzie oM, =M 9B’ . Odpowiednio przekrojowa site i przekrojowy moment obciazen
brzegowych na krawedzi (zob. rys. 3.6) definiuje si¢ jako:

N;dl = | LB, t'da (3.75)

M,

jaMf(M’;+y>< Nl E”‘aB;yxt*da (3.76)
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Rys. 3.5. Ciato B typu powtoka z wyrdznionym podciatem P (a), ukiad sit dziatajacych na podciato P (b)

W konsekwencji zaleznosci (3.71)-(3.75) otrzymuje sie wypadkowe réwnania bilansu
(3.68) ciata typu powtoka zapisane w postaci

j(T) = j jﬂfda+ v, N+ N*dl (3.77)

-[BﬂmaMf v

t(17):jjﬂ(c+y><f)o|a+ja (Mv+nyv)d|+jBMM (M"+yxN)dl. (3.78)

7\OM ¢

3.2.3. Lokalne réwnania rownowagi

Przejscie do postaci lokalnej rownan réwnowagi odbywa si¢ w sposéb analogiczny do
przypadku ciata tréjwymiarowego. W przypadku powtok, do otrzymania lokalnych réwnan
réwnowagi z rownan globalnych (3.77) i (3.78) wymagany jest dwuwymiarowy analog
postulatu Cauchy’ego. Przyjmuje sig¢, zob. na przyktad Chréscielewski (1996), iz w kazdym
punkcie xe M istnieja przekrojowy tensory sit N(x) i przekrojowy tensor momentow
M(x) takie, ze

N,(X) =N(X)»(x), M, (x)=M(X)v(x). (3.79)

Stosujac twierdzenie o dywergencji powierzchniowej®", zob. réwnanie (2.14) w pracy
Gurtin i Murdoch (1975), oraz rownanie (3.79), druga catke z rownania (3.77) zapisuje si¢

d = Nydl = jan Nyvdl — j Nydl

N =
J‘an\amf v AIT\M ¢ AT MM ¢

= jﬂdiVNda— jBMM Ny’ dl (3.80)

Podstawiajac wynik (3.80) do (3.77), otrzymuje si¢

D'W dalszym ciagu przyjmuje sie oznaczenie div na oznaczenie dywergencji powierzchniowej
w sensie z pracy Gurtin i Murdoch (1975), wzor (2.13) tamze.



3.2. Wypadkowe réwnania rownowagi 59

fun =] jﬂfda+ | jndidea- ja Ny'dl + N*dl (3.81)

ITAM ¢ amrM, 7

Rys. 3.6. Definicja przekrojowych sit i momentdw

Po uporzadkowaniu wyrazéw w (3.81) i wobec dowolnosci /7, otrzymuje si¢ odpowiednio
lokalne réwnanie réwnowagi i naprezeniowy warunek brzegowy

divN+f =0 (3.82)
N, =Ny (3.83)

Analiza réwnania (3.78) przebiega podobnie. Formalne rozpisanie drugiej catki w
(3.78) prowadzi do

IB”\BMf (M, +yxN,)d = .[317\31\/|f M.d +J‘an\aMf yxN.d (3.84)

Przeksztatcajac pierwsza catkg w (3.84), stosujac twierdzenie o dywergencji
powierzchniowej i poprzez analogig do (3.80), otrzymuje sig

-[an\aMf M.di = [[ divwWda- My dl (3.85)

oITNoOM ¢
Do drugiej catki w réwnaniu (3.84) stosuje si¢ wzor (3.59). Prowadzi to do zaleznosci

yxNv'dl :ja”nyv*dl —Ln - y xNv'dl

jan\aM,

(3.86)
_ H -1 T T *
= jjﬂ{y x (divN)da—ad*(FNT —NF )}da—ja”mm' y x Nv'dl
Ostatecznie réwnanie (3.84) mozna zapisac teraz w postaci
ijf M. dl + ijf yxN,dl = [[ divda- fame My'dl + -

: -1 T T *
Hn{yx(dwN)—ad (FN" —NF )}da-jBMMfnyv di

Wstawiajac (3.87) do (3.78), otrzymuje si¢
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#(17) = [[_{divM —ad ™" (FN" =NF ) +c+y x (divN +f)}da
(3.88)

+.|.amaMf (M*+yx N, -y xNv" —Mv")dl

Wobec dowolnosci wyboru 77 i podstawiajac réwnanie (3.82) do (3.88), otrzymuje si¢
lokalne réwnanie réwnowagi momentow i stowarzyszony warunek brzegowy

divM —ad " (FN" =NF ") +c=0 (3.89)
M =My’ (3.90)

Mozna pokaza¢ (zob. na przyktad Chroscielewski 1996, réwnanie 3.27), ze
wystepujace w rownaniach (3.82) i (3.89) tensory sit przekrojowych N i M moga by¢
wyrazone przez wektory przekrojowe tzn.

N=N*®t,, M=M"®t, (3.91)
Wystepujace w (3.91) wektory N i M® dane sa réwnaniami
N“=['Touds, M“=[ xTud (3.92)

Wystepujacy we wzorze (3.92) wektor ¢(x,() okreéla potozenie koricowe y punktu x z
konfiguracji odniesienia powtoki w trakcie pewnej, dowolnej, tréjwymiarowej deformacji
obszaru powtoki, opisanej wzorem

y(x.$) = y(x) +< (%) (3.93)

wzgledem odpowiadajacego mu punktu y(x,t) powierzchni podstawowej powtoki w
konfiguracji aktualnej M (t). Nalezy doda¢, ze wzdr (3.93) ma charakter formalny i
dotyczy takze, migdzy innymi, powlok warstwowych, zob. rys.1.8.4 z pracy
Chrdscielewski i inni (2004).

3.3. Staba postaé problemu brzegowego

Réwnania (3.82), (3.83), (3.89), (3.90) mozna zapisa¢ w postaci

f=divN+f =0
. (3.94)
C=dvwW +c+ad ™ (TF' -FT")=0
oraz
A=N'-Ny' =0, mM=M'-My =0 (3.95)

W dalszym ciagu rozpatruje si¢ wyrazenie

G(w, I7) = j jﬁ(f‘-v+6.w)da+ jBMM (Aev+ Mew)dl (3.96)
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gdzie w = (v,w) sa dowolnymi polami wektorowymi®?, ktérym nie nadaje si¢ w tej chwili
konkretnego znaczenia. Wobec (3.94) catka objgtosciowa z (3.96) przybiera postac

jjﬂ(iwé-w)da = jjﬂ{(divN +)ev+(divM +c+ad *(NFT - FTT))ew}da (3.97)

Czlony zawierajace dywergencj¢ tensorow N i M w rownaniu (3.97) sa przeksztatcane
zgodnie z twierdzeniem o dywergencji powierzchniowej, co symbolicznie zapisuje si¢ jako

| jﬂ (div(...)sv)da = - jﬂ ((...)sVv)da+ ijf ve(.. )v'dl + jamw ve(..)v'dl  (3.98)

Wystepujace we wzorach (3.97) i (3.98) symbole F i V(...) oznaczaja, odpowiednio,
powierzchniowy gradient deformacji i powierzchniowy operator gradientu w sensie pracy
Gurtin i Murdoch (1975), zob. tez Chrdscielewski i inni 2004.

Wynikowa posta¢ réwnania (3.98) dana jest przez

Hﬂ(f_-v+éow)da = —HH{N-VV— [ad‘l(NF T- FNT):|-W+ M -Vw}da+

], (N W)+ [ (N 4w )l + (3.99)

+Hn (fsv+cew)da

Catke po brzegu z (3.96) rozpisuje sie jako

famM, (v + Mew)dl =

= (N;ov+Msw)d - | (N¥*V+M " ew)dl

oIT MM ¢ oIT oM ¢

(3.100)

Podstawienie réwnan (3.99) i (3.100) do wzoru (3.96) prowadzi do zaleznosci
G(w, I7) = —jo{N-vV—[ad-l(NFT —FNT) [-w+M-Vwlda+
(veN»" +weM " )dl + jamw (veNy' +weMy)dl +  (3.101)

+
MM

+.|‘.|‘H (fev+cow)da+ J‘amaM (N ev+M:ew)dl

Dalsze przeksztalcenia przeprowadza si¢, wykorzystujac okreslenie iloczynu skalarnego
dwdch wektorow [ad‘l(NFT—FNT) -w, gdzie w jest wektorem osiowym skosnie
symetrycznego tensora W, tj. W = ad(w) . Na podstawie tozsamosci
1
a=ad(A), b=ad(B) = a-b:EA-B (3.102)

mozna zapisac

[ad ™ (NFT - FTT)]-W=%W-(NFT —FN") (3.103)

Stosujac teraz do prawej strony (3.103) tozsamosci

2 Na tym etapie polom (v,w) stawia sic warunek, by spetniaty odpowiednie warunki
regularnosci tak, aby catka miafa sens.
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A-B'C=AC-B, AB'-C=B.C'A (3.104)
otrzymuje si¢
%W-(NFT —FNT") :%(\NF-N—N-WTF) :%(\NF-N +WF «N) =WF.N (3.105)

W konsekwencji pierwsza catke powierzchniowa z réwnania (3.101) zapisuje si¢ jako

H {N-Vv—[ad‘l(NFT—FNT)]-W+M-VW}da: 5
b4 3.10
HH{N-(VV—WF)+ M.Vw}da ( )

Podstawienie otrzymanego wyniku (3.106) do (3.101) i pogrupowanie wyrazdw prowadzi
do tozsamosci catkowej

-G(M,w)+G,(M,w)+G,(M,w)+G,(M,w)=0 (3.107)
Poszczegolne skiadniki sumy w réwnaniu (3.107) okreslone sa nastgpujaco
G (M,w)= HH{N-(VV—WF)+ M+Vw}da (3.108)
G.(M,w) = jn(f oV +Cow)da + jan o, (VN ey )l (3.109)
G,(M;w) = fade (N2 ov+Msw)dl (3.110)
G (M, w) = ij (veNy" +weMy")dl (3.111)

Otrzymana tozsamos¢ catkowa okreslona przez réwnanie (3.107) wyraza nastepujacy fakt
(por. Chroscielewski i inni 2004): jesli spetnione sa lokalne réwnania réwnowagi i (3.82)
(3.89) oraz warunki brzegowe (3.83) i (3.90) to réwnanie (3.107) jest spetnione
tozsamosciowo dla kazdych dwaéch pél wektorowych

w = (V,Ww). (3.112)

3.3.1. Zasada prac wirtualnych

Niech brzeg oM powierzchni podstawowej M bedzie suma logiczna dwdch czesci
oM =dM, UdM, . Na czgsciach tych okreslono, odpowiednio, przemieszczeniowe (oM, )
i naprezeniowe (JM ) warunki brzegowe. Niech wprowadzone w réwnaniu (3.96) pola
wektorowe v(x) i w(x) oznaczaja, odpowiednio, kinematycznie dopuszczalne pola
wirtualnych przesunig¢ i obrotow, spetniajace jednorodne warunki brzegowe na oM,

v(x)=0, w(x)=0. (3.113)

W konsekwencji takiego zatozenia czton G,(M;w) okreslony przez réwnanie (3.110)
znika, a wykorzystanie definicji (3.111) prowadzi do G,(M,w)=0. Ostatecznie wigc
otrzymuje si¢ rownanie zasady prac wirtualnych w postaci

G(M;w)=G,(M;w), (3.114)
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gdzie wielkosci wystepujace we wzorze (3.114) okreslone sa réwnaniami (3.108) i (3.109).
W dalszym ciagu rozwazan przyjmuje si¢ utozsamienie obszaru 77 z M .

3.3.2. Kinematyka powtoki, miary odksztatcen
Wystepujacy we wzorze (3.114) sktadnik
Gi(M;W)=.|..|.H{N-(VV—WF)+M-VW}da, (3.115)

reprezentuje gestos¢ wirtualnej pracy wewnetrznej, por. na przyktad, Makowski i Stumpf
(1994) Chrascielewski (1996), Chrdscielewski i inni (2004), Witkowski (2005) i cytowana
tam literatura. W pracach tych wykazano, ze wielkosci

SE(X)=VW—WF , JK(x)=Vw (3.116)

sa wirtualnymi odksztatceniami energetycznie sprzgzonymi z przekrojowymi miarami
naprezen N(x) i M(x) w powtoce. Wprowadzona wczesniej baza okreslona rownaniami
(3.28) pozwala na wyrazenie wirtualnych odksztatcen (3.116) w postaci

OE(X) = ¢, ®tf, K(x)= oK, ®t) (3.117)
gdzie wektory wirtualnych miar de, i Jx, okreslone sa nastepujaco
08, (X) =V, +Y , XW =V, + (t, +2,)XW,  dK,(X)=W,, (3.118)

W réwnaniach (3.116) dostrzec mozna podobiefistwo do wzoréw opisujacych
odksztatcenia w liniowej teorii osrodka Cosseratow, zob. rozdziat 2. Model kinematyczny
rozpatrywanej tu teorii powtok zgodny jest z modelem powierzchni Cosserat wyposazonej
w trzy (ortogonalne) direktory, zob. Pietraszkiewicz (2001) i cytowana tam literatura,
Chroéscielewski i inni (2004). Uzasadnia to przyjecie tensora struktury T;(x) w postaci
wyrazonej réwnaniem (3.32). Deformacja ptata powtoki opisana jest przez dwa pola,
wektorowe pole przesunigé u(¢) spetniajace zaleznosé

(€)= x()+u(¢) (3.119)

oraz pole wihasciwych tensor6w ortogonalnych Q(x), okreslajacych rotacj¢ tensora
struktury T,(x) zadanego réwnaniem (3.32)

T(¢.1)=Q(¢.)T,($) (3.120)

Na podstawie wzoru (3.120) wektory najezenia (por. Wozniak 1966) w konfiguracji
aktualnej otrzymuje si¢ z

£ =) =QT (g =T()e (3.121)

Wektorowe miary odksztatcen dla powierzchni Cosserat wprowadza si¢ poprzez
zwiazki, zob. na przyktad Chraéscielewski (1996), Pietraszkiewicz (2001)

g, =Yy—t, =Uy+X,,—t, =U, +ty—t, =u,+(1-Q)t, (3.122)

K, =ad ™ (Q, Q") (3.123)
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Rozpisanie réwnan (3.122) i (3.123) w sktadowych prowadzi do wzoréw
g =¢eut +et + 8ﬁt0 (3.124)
K, =tX(rput +rpt) + Kﬁto (3.125)

Mozna pokaza¢ (zob. Dodatek A w niniejszej monografii), ze w wyniku obliczenia
pochodnych korotacyjnych z (3.122) i (3.123), tzn.

de, =Q(5(Q'ey)) . dr, =Q(5(Q"x,)) (3.126)
otrzymuje si¢ odpowiednio zwiazki (3.118).

3.3.3. Zasady wariacyjne

Nawiazujac do wektora wirtualnych uogélnionych przemieszczen (3.112), mozna
okresli¢ wektor rzeczywistych przemieszczen powtoki

u=(u,Q) (3.127)

W dalszym ciagu pracy wprowadza si¢ wygodna w przeksztatceniach notacje macierzowo-
operatorowa, por. na przyktad Chroscielewski (1996), Chréscielewski i inni (2004),
Chrdscielewski i Witkowski (2006). Zwiazki kinematyczne (3.122) i (3.123) zapisuje si¢

jako
E &
K K, K

Energetycznie sprzgzone z (3.128) miary naprezen przedstawia si¢ w formie

nl
s NI L (3.129)
M A mt '
m2
W podobny sposob ujmuje si¢ odpowiednio wektory obciazenia zewngtrznego i wektory

obciazenia brzegowego
f . N
p= , S’ = (3.130)
c m’*

Zgodnie z porzadkiem skiadowych okreslonym réwnaniem (3.128) wprowadza si¢
nastgpujacy zapis odksztatcen € (3.128) i odksztatcen wirtualnych o€
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& (u) u, +(1-Q)t; J¢, v, + (L +e)Xw

£, (u) u,, +(1-Q)t? e, V,, + (t+&,)Xw
o[ Tar@e) [ w7 o

W) |ad?(Q, Q") oK, W,

Whprowadzajac operator macierzowy przemieszczenie-odksztatcenie

1) (t+e)x()
1), (t+e,)x()

B(u) = 0 10, (3.132)
0 10)..
oraz wykorzystujac wektor (3.112), réwnanie (3.131), zapisuje si¢ jako
o€ =B(u)w (3.133)
We wprowadzonej notacji rownanie (3.114) mozna przedstawi¢ w postaci
Glu;w]=G[u;w]-G,[u;w], (3.134)

gdzie skladniki po prawej stronie sa interpretowane jako wirtualna praca wewngtrzna i
wirtualna praca obciazen zewnetrznych

Glu;w]=| jM (BU)w) sda (3.135)

G,[u;w]= HM w'pda+ jaM w's"dl (3.136)

Tr¢jpolowa zasada Hu-Washizu

W réwnaniu (3.135) relacja
£=B(u)u (3.137)

musi by¢ spetniona w sposéb silny. Wykorzystujac metode mnoznikow Lagrange’a, wyzej
wymieniona relacje mozna rozluzni¢, wprowadzajac pewne dodatkowe pole, tj. pole
naprezen s. W konsekwencji powstaje trojpolowy funkcjonat

W(u,g8$)=| jM (0(e)+§" (E(u)—€)) da+V(u) (3.138)

w ktorym trzy pola (u,€,S) sa traktowane jako niezalezne. Tutaj €(u) oznacza wektor
odksztatcen zgodnych, obliczany wg (3.131);. Poniewaz rdwnania konstytutywne sa
przedmiotem Kkolejnego rozdziatlu, na tym etapie rozwazan przyjmuje sig, ze istnieje
dwuwymiarowa funkcja gestosci energii odksztatcenia

D(&) =D(ey, k) - (3.139)
W réwnaniu (3.138) V(u) oznacza potencjat obciazen powierzchniowych, ktéry

zdefiniowany jest przez
oV[u;w]=-G,[u;w] (3.140)
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Zwyczajowo zasade taka taczy sie z nazwiskami Hu i Washizu. Felippa (2000)
przesledzit chronologi¢ powstawania prac Hu, Washizu oraz Fraeijsa de Veubeke.
Konkluzja Felippy jest stwierdzenie, ze Fraeijs de Veubeke wyprzedzit zaréwno Hu, jak i
Washizu o cztery lata (prace Hu i Washizu datowane sa na rok 1955). Wobec powyzszego
Felippa proponuje, by wprowadzi¢ nazwe: funkcjonat Fraeijs de Veubeke-Hu-Washizu.

Zasada wariacyjna (3.138) jest jedna z wielu zasad wielopolowych, jakie mozna
wyprowadzi¢ w zagadnieniach mechaniki. Jednym z miejsc, gdzie zasady te znajduja
zastosowanie jest formutowanie mieszanych elementdw skoriczonych, por. np. Pian i
Sumihara (1984), Simo i Hughes (1986), Chroscielewski (1996), Felippa (2000), Hughes
(2000), Kasper i Taylor (2000), Fung i Tong (2001), Wisniewski i Turska (2008, 2009) i
cytowana tam literature. Whasciwy sposob interpolacji zmiennych niezaleznych pozwala na
ominigcie niekorzystnego zjawiska blokady numerycznej (omawianego w rozdziale
pierwszym), jakie pojawia sie w klasycznym podejsciu przemieszczeniowym i decyduje o
ewentualnym sukcesie sformulowania. Wsrod innych argumentéw, zob. na przykiad
Wisniewski i Turska (2009), jakie przemawiaja za formutowaniem wielopolowych zasad
wariacyjnych i stowarzyszonych elementéw skonczonych mozna wyrézni¢ nastepujace:
wieksza doktadnos¢ obliczanych naprezen i odksztatcen, lepsza zbieznos¢ podziatu, lepsza
zbieznos¢ rozwiazania w zagadnieniach nieliniowych.

Tr¢jpolowa zasada Hu-Washizu, wariant zmodyfikowany

Element skonczony EANS4 dyskutowany w niniejszej monografii bazuje, migdzy
innymi, na technice wzbogaconych odksztatcen wg Simo i Rifai (1990). W niniejszym
podrozdziale podejscie EAS jest omdwione w zakresie samej zasady wariacyjnej.
Szczeg6ty interpolacji zmiennych beda oméwione w dalszych rozdziatach monografii.

Punktem wyjscia w podejsciu EAS jest zatozenie, ze catkowite odksztatcenia €
obliczane sa jako suma

e=§U)+€=>EU)-€=-¢ (3.141)

Tutaj € oznacza wektor odksztatcenn wzbogacajacych. Wykorzystanie zaleznosci (3.141),
w rownaniu (3.138) prowadzi do zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu

W(u,E8$) = jM (D(E(u)+&)+8T(-€)) da+V (u). (3.142)

Na mocy relacji (3.133) pierwsza wariacja (3.142) dana jest rownaniem
OW[u, €, S; W, 5€,5S] =

R - arn 3.143
| jM (BwW) 0,2+ (3€)" (0,0 - §)—55"€) da+oV[u;w] (3.143)
Stosujac standardowa argumentacje, fatwo stwierdzi¢, ze jesli (u,€,S) jest stabym
rozwiazaniem mieszanego zagadnienia brzegowego mechaniki powtok, to z warunku
stacjonarnosci

SW[u, € §; W, 08, 68] = 0 (3.144)

wobec dowolnosci przyjecia pol S i JS, wynikaja nastepujace zaleznosci: réwnania
rownowagi, relacje kinematyczne, réwnania konstytutywne, statyczne i kinematyczne
warunki brzegowe. Tutaj wymaga si¢, by pole u bylo polem kinematycznie
dopuszczalnym. Od p6l € i S wymaga sie odcinkowej ciaglosci, tak by istniata catka
(3.142).



Rozdziat 4

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

4.1. Uwagi og6lne

Réwnania konstytutywne w mechanice kontinuum tacza ze soba pola naprezeni i
odksztatcen. Tym samym, réwnania te uzupelniaja bilans réwnan (por. Rymarz 1993).
Jednoczesnie rownania konstytutywne opisuja bogactwo materiatow jakie wystepuja w
przyrodzie i ich reakcje na oddziatywanie zewngtrzne. Praktyka inzynierska podpowiada
bowiem, ze ciata z r6znych materiatow o tych samych rozmiarach, poddane tym samym
obciazeniom nie beda reagowaty tak samo. Czgsto cytowanym tu przyktadem, zob. na
przyktad. Wang i Truesdell (1973), Gurtin (1981), jest rozciaganie dwdch sprezyn
wykonanych ze stali i miedzi. Poddane dziataniu tej samej sity rozciagajacej doswiadczaja
one roznych wydtuzen.

Materiat w koncepcji kontinuum jest postrzegany na sposob fenomenologiczny.
Rymarz (1993) zauwaza, ze opisujac material, wyraza si¢ makroskopowe skutki
mikroskopowej odmiennosci réznych ciat. Ze wzgledu na znaczna liczbg struktur
molekularnych na poziomie mikro istnieje wiele mozliwosci formutowania zwiazkow
konstytutywnych (materialowych) na poziomie makro, ktore uéredniaja opis
mikroskopowy. Fakt ten stawia przed teoria réwnan konstytutywnych znaczace wyzwanie.
Dodatkowo sprawe komplikuje obserwacja, ze ten sam materiat wykazuje rézne
odpowiedzi na te same przyczyny zaleznie, na przyktad, od stanu deformacji czy predkosci
odksztatcenia.

Tak wigc, w odréznieniu od warunkéw réwnowagi czy zasad zachowania, rdwnania
konstytutywne nie moga miec¢ charakteru uniwersalnego, a ich teoria rzadzi si¢ wkasnymi
prawami i postulatami. Te prawa i postulaty reprezentuja ogélne charakterystyki
mechaniczne materiatu, zgodne z codziennym doswiadczeniem. Rymarz (1993) stwierdza,
7e brak ogolnych praw na podobienistwo zasad zachowania, nie jest zaskakujacy. Bowiem
trudno jest zamkna¢ bogactwo struktur materii w kilku zwigztych réwnaniach.

W zaleznosci od potrzeb badawczych przyjmuje si¢ rézne sposoby okreslenia modelu
materiatu zob. na przyktad Bednarski (1995). Wyrdznia on cztery zasadnicze grupy modeli
materiatu scharakteryzowane pokrdtce ponizej:

— model myslowy jest wytworem mysli ludzkiej i stuzy jako podstawa poznawania
materiatéw i konstruowania nowych materiatow,

— model fizgczny jest uproszczonym  obrazem  materiatu, niesformalizowanym
matematycznie, zawierajacym najistotniejsze dla badacza informacje o naturze materiatu,

— model mechaniczny rozumiany jako uklady mechaniczne, reprezentujace wiasnosci
mechaniczne danego materiatu,

— model matematyczny, czyli zbior wiadomosci o wiasnosciach danego materiatu
wyrazony poprzez formalizm matematyczny.

Fundamenty wspGiczesnej teorii réwnan konstytutywnych przypisuje si¢ Walterowi
Nollowi (Noll 1958), zob. Wang i Truesdell (1973). Szczegdtowy przeglad literatury dla
zagadnien termodynamiki przedstawit tez Perzyna (1978).
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Noll (1958) sformutowat trzy zasadnicze postulaty, jakie powinny spetnia¢ réwnania

konstytutywne w ich najbardziej og6lnej postaci:

— postulat determinizmu: aktualny stan naprezenia w pewnym punkcie ciala jest
jednoznacznie okreslony przeszia historia ruchu ciala,

— postulat lokalnosci: stan naprezenia w pewnym punkcie ciata zalezy tylko od historii
ruchu lokalnego otoczenia tego punktu, a nie od ruchu wszystkich czastek ciata®®,

— postulat obiektywnosci materiatowej: kazda reprezentacja wiasnosci materiatowych
powinna by¢ niezalezna od wyboru uktadu odniesienia.

Ujecie formalne powyzszych postulatow mozna odnalez¢, na przyktad, w pracach Noll
(1958), Wang i Truesdell (1973), Rymarz (1993) i literaturze tamze cytowanej.

Ostatni postulat i zwiazane z nim subtelnosci wzbudzaja w literaturze duze
zainteresowanie, zob. Pietraszkiewicz i Eremeyev (2009a), paragraf 5 i cytowana tam na
wstepie literatura, na przyktad praca Svendsen i Bertram (1999).

Najbardziej ogdlna ze wszystkich zasada determinizmu jest ograniczona zasada
lokalnego dziatania. Taka restrykcja jest konieczna, poniewaz inaczej formutowanie i
stosowanie praw materiatowych byloby niemal niemozliwe (Haupt 2000). Dalsze
ograniczenia wynikaja z postulatu obiektywnosci materiatowej®, zob. na przyktad Rymarz
(1993).

Trzy postulaty wymienione powyzej nie sa jedynymi jakie spelnia¢ musi fizycznie
wazny model konstytutywny, bowiem réwnania konstytutywne nie moga by¢ sprzeczne z
réwnaniami rownowagi mechaniki klasycznej, jak i z rownaniami termodynamiki (Haupt
2000). Dalsze postulaty, wg Wang i Truesdell (1973), pozwalajace formutowaé réwnania
konstytutywne to:

— postulat  wspdtobecnosci:  zmienna niezalezna obecna w jednym  réwnaniu
konstytutywnym materiatu powinna wystgpowaé w pozostatych réwnaniach. Jej
eliminacja moze nastapi¢ po wykazaniu, ze jej obecnos¢ jest sprzeczna z zasadami
zachowania, zasadami termodynamiki lub innymi postulatami, por. np. Coleman
(1964), Rymarz (1993),

— postulat uniwersalnej dyssypacji®®: wszystkie réwnania konstytutywne musza spetniaé
zredukowana nieréwnos¢ dyssypaciji dla wszystkich argumentow w swojej dziedzinie,

— postulat symetrii materialowej: symetria materiatu jest okreslona grupami symetrii
punktéw materialnych tego ciata.

Wymienione postulaty, jakie winny spetnia¢ rdwnania konstytutywne, nie wyczerpuja
jednak wszystkich mozliwosci, bowiem Haupt (2000) wymienia jeszcze zasadg zanikajacej
pamieci (Coleman i Noll 1960). Perzyna (1978) podaje koniecznos$¢ zapewnienia realnosci
rozprzestrzeniajacych sig¢ fal. Pytanie o ogélnie stosowalne zasady, ktore zapewnia fizyczna
zgodnos¢ i kompletnos¢ modelu materiatowego w kazdym aspekcie, pozostaje wigc nadal
otwarte. (Haupt 2000).

%) Noll (1958) dodaje tu, ze postulat ten jest zawarty w pojeciu sity kontaktowej.

%) Postulat obiektywnosci materiatowej bywa krytykowany jako zbyt restrykcyjny. Rymarz
(1993) podaje opis ciekawego eksperymentu, ktory zaprzecza temu postulatowi.

%) Postulat ten zostat sformutowany w pracy Coleman i Noll (1963), tutaj podaje si¢ jego
brzmienie za praca Wang i Truesdell (1973).
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4.2. Formutowanie rownan konstytutywnych w mechanice kontinuum

Syntetyczne podejscie do zagadnienia formutowania rownan konstytutywnych mozna
odnalez¢ przyktadowo w pracach Makowski i Stumpf (1994), Antman (1995). W dalszym
ciagu przyjmuje sie, ze ¢ 0znacza symetryczny tensor naprgzenia Cauchy’ego, X oznacza
potozenie czastki materialnej w konfiguracji odniesienia, a x o0znacza potozenie czastki
materialnej w konfiguracji aktualnej.

W pracy Cheverton i Beatty (1976) wprowadzono pojecie p-materiatu rzedu n jako
materiatu, ktorego odpowiedz jest opisana przez p tensorow hipernaprezen o, . Pojecie to
obejmuje szeroka klasg materiatow. Szczeg6lnym przypadkiem takiego materiatu, tj. dla

p =1 jest materiat, ktérego uogélnione réwnanie konstytutywne przyjmuje postaé

o(x,) =02, (V2 (-). X.1) (4.1)

Wystepujacy we wzorze (4.1) funkcjonat § nazywany jest funkcjonatem konstytutywnym.
Wérdd jego argumentéw znajduje sig, miedzy innymi, historia ruchu ciata x'(X,s).
Antman (1995), (por. Noll 1958, Cheverton i Beatty 1976), definiuje historie¢ do czasu t
dowolnej funkcji Rat — x(X,s) (to znaczy przeszia histori¢ x(X,-) ) jako funkcje

[0,00) 35k 7' (X,9) = x(X,t—9) (4.2)

czyli s odmierza czas wstecz od chwili t. W pracy Antmana (1995) mozna odnalez¢
uwagg, ze nie ma dowodoéw na to, by rzeczywiste materiaty wymagaty do opisu poziomu
ogolnosci danego réwnaniem (4.1). W szczeg6lnosci mozna odwotaé si¢ do postulatu
lokalnego dziatania. Wtedy rownanie (4.1) mozna zapisa¢ w postaci

o(x,t) =07, (V2 (X,9), 7?2 (X,9).....V "% (X,9), X), (4.3)

ktéra opisuje materiat nieprosty rzgdu n. Rownanie konstytutywne niejednorodnego
materiatu prostego z pamigcia ma postac

o(x.1) =02, (V2 (X,9). X). (4.4)

Prosty, niejednorodny materiat sprezysty (bez pamieci) uzyskuje si¢ z (4.4), eliminujac
zalezno$¢ od historii t po prawej stronie réwnania

o(x,t) =h(F(X, 1), X). (4.5)

Oznacza to, ze naprezenie jest okreslone przez aktualny gradient deformacji F i nie jest
zalezne od jego historii, ale od stanu w chwili t. Eliminujac zaleznos¢ od potozenia X w
(4.5), otrzymuije si¢ funkcjonat odpowiedzi jednorodnego materiatu sprezystego w postaci

s=H(F). (4.6)
Mozna sprawdzi¢, przy jakich warunkach réwnanie (4.6) spetnia postulat obiektywnosci
materiatowej. W tym celu rozwaza si¢ ruch x'*(X,s) ciata, ktory rozni sic od x'(X,s) o

natozony na konfiguracje aktualna ruch sztywny, por. na przykltad Holzapfel (2001).
Wykorzystujac obiektywnosé gradientu deformaciji*®, mozna zapisaé:

%) Obiektywnosé tensora gradientu deformacji jest problematyczna. Jako tensor dwupunktowy
nie transformuje si¢ on zgodnie z prawami obiektywnej transformacji dla tensoréw drugiego rzedu,
lecz jego transformacja wzglgdem obrotéw przebiega jak dla wektoréw. W pracy niniejszej,
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¢ =h(F")=h(QF"), (4.7)
a wykorzystanie obiektywnosci tensora ¢ prowadzi do
6" =QoQ" =QH(F)Q". (4.8)
Porownanie stronami (4.7) i (4.8) daje
QH(F)Q" = H(QF) . (4.9)

Réwnanie (4.9) obowiazuje dla nieosobliwych tensorow F i Qe SO(3) i wskazuje, ze
(4.6) jest niezalezne od obserwatora gdy funkcjonat § speinia (4.9).
Wykorzystujac rozktad polarny gradientu deformacji F =RU, gdzie Re S0O(3), a

U’=UU=C=F'F, (4.10)
gdzie U jest (prawym) tensorem rozciagnigcia, rownanie (4.9) mozna zapisa¢ jako
QH(F)Q" =H(QRU). (4.11)

Powyzsza zalezno$¢ obowiazuje dla wszystkich tensoréw ortogonalnych Q. A zatem, w
szczegolnosci, (4.11) jest wazne dla Q = R", co pociaga

H(F) =RH(V)R’ (4.12)
A zatem, poréwnujac (4.6) z (4.12), otrzymuje si¢
¢=RH(U)R", (4.13)

co wskazuje, ze wiasciwosci materiatu sprezystego sa niezalezne od czgsci rotacyjnej R
gradientu F=RU. Whniosek ten, zob. Wang i Truesdell (1973) s. 168, przypisuje si¢
Richterowi (Richter 1948).

4.2.1. Materiat hipersprezysty

Za Bychawskim (Bychawski 1979) wprowadza si¢ pojecie stanu naturalnego ciata,
bedacego stanem hipotetycznym, w ktérym istnieje zerowy stan naprezen i odksztatcen w
ciele. Dalej okre$la si¢ pojecie natychmiastowego stanu naprezenia (odksztatcenia), ktore
powstaje w sposob niezalezny od czasu.

Osrodek ciagly, w ktorym lokalny stan naprezenia jest jednoznacznie okreslony
natychmiastowym stanem odksztatcenia (lub odwrotnie), nazywamy osrodkiem
sprezystym. Catkowity natychmiastowy zanik jednego ze stanow (naprgzenia lub
odksztatcenia) powoduje natychmiastowy powr6t ciata do stanu naturalnego.

Intuicyjne pojecie sprezystosci (Haupt 2000) opisuje sytuacje, w ktdrej probka
materiatu, po usunieciu obciazenia, wraca natychmiast do konfiguracji poczatkowej, jaka
zajmowala przed przytozeniem oddziatywania. Co wigcej, odciazone cialo sprezyste
powinno ,,odda¢” zmagazynowana w trakcie obcigzania energi¢. Wymagan takich nie
spetnia funkcja § w réwnaniu (4.6) i sa one pewnymi dodatkowymi warunkami.

przyjmuje si¢ jednak (zob. Coleman i Noll 1963, Green i Naghdi 1979, Holzapfel 2001), ze F jest
tensorem obiektywnym.
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Sformutowanie, w ktérym materiat sprgzysty, okreslony jest poprzez funkcje (4.6),
nazywane jest podejsciem Cauchy’ego. Materiat sprezysty zas, ktdry jest opisany pewna
funkcja skalarna gestosci energii wewnetrznej jako potencjatem dla naprezen, nosi nazwe
materiatu hipersprezystego, a podejscie takie znane jest jako podejscie Greena (zob.
Rymarz 1993, Haupt 2000). Rozrozniajac te podejscia, Ogden (1997) czyni uwage (zob. str.
206), iz w literaturze podwaza si¢ zasadno$¢ teorii sprezystosci, w ktorej nie istnieje
funkcja gestosci energii. Deklaruje jednak takze, ze w swojej ksiazce nie faworyzuje
zadnego z podejs¢, przedstawiajac oba. Ciag dalszy niniejszej pracy dotyczy podejscia
Greena, 0 ktérym Ogden pisze, ze okazato si¢ ono bardziej przydatne.

Jednym z najlepiej rozpoznanych od strony réwnan konstytutywnych materiatow
hipersprezystych jest guma. Materiat ten zwykle zachowuje si¢ jako jednorodne,
izotropowe, niescisliwe ciato state. Pionierami badan w tym zakresie byli Mooney i Rivlin.
Ten ostatni pod koniec lat czterdziestych dwudziestego wieku opublikowat na tamach
czasopism Philosophical Transactions of the Royal Society A (5 prac) i Proceedings of the
Royal Society A. (1 praca) cykl prac poswigconych duzym deformacjom materiatow
sprezystych. Zawart w nich definicjg¢ materialu neo-Hooke’a, a takze badat zagadnienia
jednoznacznosci, problemy postawione we wspotrzegdnych cylindrycznych biegunowych
czy zagadnienia zginania, $cinania i skrecania.

Wspoitczesnie, zagadnienia materiatdw hipersprezystych, rozpatrywano miedzy
innymi, w pracach Chréscielewski (1996), Ogden (1997), Holzapfel (2001), Armero
(2000), Ramezani i inni (2009) oraz w cytowanej tam literaturze.

W pracy Marsden i Hughes (1983), bazujac na pracy Coleman i Noll (1963), (zob.
takze Wang i Truesdell 1973) wykazano, ze w przypadku izotermalnej hiperspezystosci
tensory naprezenia: pierwszy Pioli-Kirchhoffa T i drugi Pioli-Kirchhoffa S moga by¢
obliczone jako pochodne funkcji gestosci energii odksztatcenia® & odpowiednio z
rownan

0D(F) 09(C) 0D (E)
T=p, —2 8=2 = 4.14
pref 8F pref ac pref 8E ( )
We wzorze (4.14)
P =det(F)p (4.15)

co wynika z prawa zachowania masy, a
1 1 .
E==(C-1)==(F' F-1) (4.16)
2 2
opisuje tensor odksztalcenia Greena-Lagrange’a. Z relacji (4.14) i (4.16) wynika teraz

nastepujacy wzor na tensor sprezystosci w postaci

0°®(E)

C:pref aEZ

(4.17)

5 Formalnie, zob. Coleman i Noll (1963) jest to funkcja zalezna nie tylko od gradientu
deformacji F ale takze od entropii #, zob. np. réwnanie 5.4 w Coleman i Noll (1963), por. takze
Badur (2009). W niniejszej pracy jednak rozpatruje sie zjawiska czysto mechaniczne.
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Truesdell (1952) wykazat (zob. takze na przyktad Richter 1948, Rivlin i Ericksen
1955, Gurtin 1981, Haupt 2000, Holzapfel 2001), ze roéwnanie konstytutywne
jednorodnego, izotropowego materiatu sprezystego moze by¢ postawione w terminach
funkcji gestosci  energii  odksztatcenia &, ktora jest funkcja trzech skalarnych
niezmiennikéw tensora deformacji Greena C ze wzoru (4.16). Jesli za argument przyjac¢
(4.16) to mozna zapisa¢ odpowiednik réwnania (4.6) (Haupt 2000)

S=9(E)=y,1+y,E+ 1//2E2 (4.18)
W powyzszym réwnaniu wspétczynniki y, =y,(J3,,3,,J,), 1=0,1,2 sa funkcjami
niezmiennikéw®® tensora E, to znaczy

J=tE=I_ (4.19)

1 1
J, = JUE =21 -l (4.20)

1 1

Jy= B =21 -l il (4.21)

Dla ciata jednorodnego, izotropowego, sprezystego mozna pokaza¢, ze funkcja energii @
moze zaleze¢ tylko od niezmiennikéw (4.19)-(4.21), tzn.

P(E)=2(J,,3,.3;) . (4.22)
Wtedy otrzymuje si¢ jawna posta¢ rownania (4.14), jako
1 0D, oD _ 0D _,

—~ S=""1+-——E+—E

(4.23)
Pre 93, dJ, 0J;

Jednym z materiatéw hipersprezystych jest materiat Saint-Venanta i Kirchhoffa, funkcja
energii, ktérego dana jest réwnaniem

&(E) = g(trE)2 + utrg? (4.24)
W réwnaniu (4.24) wykorzystano state Lamego zwiazane ze statymi technicznymi

zalezno$ciami

VE E
'= L+v)(1-2v)’ m= 2(1+V) (4.25)

%) Skalarne niezmienniki dowolnego tensora A rzedu drugiego otrzymuje si¢ ze wzor6w:
A=A =2((trA) —trA?), 111, =detA .
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4.2.2. Liniowa teoria sprezystosci

Najczesciej spotykanym modelem ciata niepolarnego jest ciato jednorodne,
izotropowe i sprezyste. Model taki znajduje zastosowanie gtownie wtedy, gdy
przemieszczenia wynikajace z ogolnej deformacii ciata sa mate.

Mozna pokaza¢, ze liniowo sprezysty materiat jest takze hipersprezysty. Wyrazajac
gradient deformacji z (4.16) przez gradient przemieszczen®® i zaktadajac, ze Vu jest mate,
otrzymuje si¢ klasyczna definicje tensora matych odksztatceni jako symetrycznej czesci
gradientu przemieszczenia tzn.

£= %(Vu +(Vu)')=V>"u (4.26)

Rozwijajac teraz (zob. Rymarz 1993) gestos¢ energii wewngtrznej w szereg Taylora z
uwzglednieniem jedynie cztondw kwadratowych wzgledem (4.26) i wykorzystujac fakt, ze
energia sprezysta osiaga minimum w stanie niezdeformowanym, otrzymuje si¢ wzér

= %8-08 , (4.27)

ktory wyraza fakt, ze potencjat idealnego, liniowo-sprezystego materiatu jest kwadratowa
funkcja wsp6trzednych tensora odksztatcenia. Wystepujacy w réwnaniu (4.27) tensor
konstytutywny C nazywany jest punktowo stabilnym (por. Marsden i Hughes 1994, str,
241) gdy £ # 0 implikuje

®>0 (4.28)
Podstawiajac (4.24) do (4.14), i przyjmujac ze w teorii liniowej obowiazuja zaleznosci
F=l=J=detF=l=p,=Jp=p, (4.29)
otrzymuje si¢ znane réwnania (por. na przyktad Marsden i Hughes 1994, str. 241)
s=A(tre)1+2ue (4.30)

Cabod = 40,00 + 40,004 +0,40,.) (4.31)

Réwnania (4.30) i (4.31) sa podstawowymi réwnaniami Kkonstytutywnymi liniowej
mechaniki klasycznego ciata sprezystego.

Ograniczenia na wartosci statych w réwnaniu (4.31) wynikaja z jednego z postulatow,
jakie stawia si¢ réwnaniom konstytutywnym (por. Antman 1995 rozdziat XII.2), a
mianowicie ze réwnania rownowagi osrodka (2.4) powinny ujmowa¢ rozwiazania falowe,
(zob. takze Perzyna 1978, str. 114). Zadaniu temu czyni sie zadosé wtedy, gdy uktad ten
jest hiperboliczny.

Niech A_. oznaczaja wspolrzedne tensora akustycznego w postaci (por. Marsden i
Hughes 1994)

Age = Cang KoKy (4.32)

%) Poniewaz F =1+ Vu, to otrzymuje si¢ E = %(Vu +(Vu)" +(Vu)"Vu).
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gdzie k jest wektorem kierunku propagacji fali. Dla materiatéw hipersprezystych tensor
ten jest tensorem symetrycznym (zob. Wang i Truesdell 1973, rozdziat VI1.3). W
konsekwencji, aby predkosci fal byly rzeczywiste, wartosci wkasne tensora akustycznego
musza by¢ dodatnie. Prowadzi to do tzw. warunku silnej eliptycznosci Legendre’a i
Hadamarda

Cogkok,a,a, >0, K £0, a #0. (4.33)

Tutaj @ oznacza wektor polaryzacji fali. Mozna pokaza¢ (por. Marsden i Hughes 1994, s.

241), ze tensor konstytutywny jest:

—  punktowo stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy « >0 i (34+2x)/3>0 (por. takze Fung
i Tong 2001. str. 420)

—  silnie eliptyczny wtedy i tylko wtedy, gdy #>0 i A+2x >0

4.3. ROwnania konstytutywne liniowego osrodka Cosseratéw

Zasadnicza trudnos¢ w stosowaniu modelu o$rodka Cosseratéw przejawia si¢ wigksza
niz w modelu osrodka Cauchy’ego liczba statych materiatowych. Poniewaz nie sa dotad
znane szczeg6towe metody identyfikacji tych statych, to w rozwiazaniach zadan w ramach
modelu Cosseratow zwykle przyjmuje si¢ pewne wartosci statych dowolnie, zob. na
przyktad Yeh i Chen (1993), wzglednie prowadzi si¢ analizy parametryczne, por.
Nakamura i inni (1984). Pewne proby oznaczenia wartosci mikropolarnych
wspotczynnikéw konstytutywnych opisano w przegladzie literatury w rozdziale 2.
niniejszej monografii. Bogata liste publikacji zwiazanych z tym problemem mozna
odnalez¢ w przegladowej pracy Altenbach i inni (2010).

Réwnania konstytutywne sa miejscem, w ktorym pojawia si¢ pojecie diugosci
charakterystycznej osrodka Cosseratow. Wielkos¢ ta jest uzywana jako jedna z metod
regularyzacji rozwiazan MES, zob. na przyklad prace Muhlhaus (1989), de Borst (1991),
Tejchman i Gudehus (2001), Chambon i inni (2001) oraz przegladowa praca Neff (2004). Z
tego wzgledu teoria Cosseratow znalazta zastosowanie przy modelowania materiatdw
takich jak grunty. Bowiem w tych osrodkach teoria owa ma dobre umotywowanie fizyczne:
dodatkowe stopnie swobody odpowiadaja obrotom ziaren, a dtugoscia charakterystyczna
jest srednia srednica ziaren (Bobinski 2006). Szerzej na ten temat, w kontekscie analizy
MES betonu, pisze Bobiniski (2006) w swej rozprawie doktorskiej.

Bardzo ciekawe ujecie zagadnienia rownan konstytutywnych z wieloma odniesieniami
do literatury przedstawia na swojej stronie domowej®® Patrizio Neff.

Zadaniem niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie rownan konstytutywnych w
odniesieniu do pewnych sformutowan osrodka Cosseratow: trojwymiarowego kontinuum,
mikropolarnej ptyty i nieliniowej szescioparametrowej powtoki.

4.3.1. Liniowo sprezyste kontinuum Cosseratow

Jak wynika z poprzedniego rozdziatu, réwnania konstytutywne dla liniowo
sprezystego osrodka Cosseratow otrzymat migdzy innymi Nowacki (1971). W przypadku
materiatu izotropowego, jednorodnego i centrosymetrycznego (niezmienniczego wzgledem

%) hitp:/mww. mathematik. tu-darmstadit.de/foereiche/analysis/pde/staff/neff/patrizio/Cosserat. html.
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obrotow) réwnanie opisujace energi¢ odksztalcenia w otoczeniu stanu neutralnego
przyjmuje posta¢ (por. Nowacki 1971, Ramezani i inni 2009)

= Z[ArCr) + (- atr () e atr (g )]
(4.34)

+%[ﬂtr(x)2 (- () + -+ )tr (k") |

Réwnanie (4.34) nie zawiera cztondw z iloczynami tensor6w odksztatcenia y i skrecenia
K, poniewaz byloby to sprzeczne z zatozeniem centrosymetrycznosci. Widoczne jest, ze
do petnego opisu takiego osrodka potrzebnych jest szes¢ statych materiatowych. Dwie z
nich to klasyczne state Lamego, pozostate cztery sa nowymi statymi sprezystymi.

Warto zwréci¢é uwage na pewne niedomdwienie, jakie mozna odnalezé w pracy
Ramezani i inni (2009). W ustepie przed réwnaniem (43) tej pracy przeczyta¢ mozna, ze
réwnanie to wynika z pracy Eringen (1968). Zakladajac, ze Ramezani i wspoétautorzy maja
na mysli réwnanie (20.22) z pracy Eringena, zapisali oni poprawng wersj¢ tego réwnania,
cho¢ nie wynika ona bezposrednio z pracy Eringena. Zagadnienie to nalezatoby raczej
omowic¢ w $wietle pracy Cowina (Cowin 1970b).

Cowin w swej pracy zauwazyt i wyjasnit btad, jaki popetnit Eringen w artykule z roku
1966. Wykazat on miedzy innymi, ze Eringen pomylit klasyczny modut odksztatcenia
postaciowego

p=—= (4.35)
2(L+v)
Z nowa stata materiatowa
U—u =p—3x (4.36)

Réwnanie (4.36) wskazuje, ze w pracy Eringena nalezy podstawi¢ w miejsce p wielko$¢
L&, ktorej wartos¢ okresla prawa strona réwnania (4.36). Eringen wyrazit swoje réwnanie
(20.22) przez szes¢ statych materiatowych, przy czym cztery z nich nazywa dodatkowymi
modutami sprezystosci (zob. komentarz pod réwnaniem 20.25 w pracy Eringen 1968).
Wsérdd tych czterech statych nie wymienia on jednak klasycznego modutu odksztatcenia
postaciowego. Nie jest zatem jasne, czy Eringen, zapisujac rownanie (20.22), wyrazit je
przez klasyczny modut x (4.35), czy, jak powinno by¢ wg Cowina (Cowin 1970b), przez
przejscie (4.36). Tymczasem Ramezani i wspétautorzy (2009) podali prawidtowa wersje
réwnania gestosci energii wewngtrznej uwzgledniajace (4.36), nie cytujac jednak pracy
Cowina (Cowin 1970b). Koficzac ten watek, warto tez odnotowac, ze Nowacki (1971)
takze otrzymat prawidtowe réwnania®”. Ramezani i wspotautorzy nie odnotowali jednak
tego faktu, dodatkowo mylnie piszac nazwisko profesora Nowackiego, nazywajac go
Nowakim we wstepie do pracy i Nowakiem w spisie literatury.

Wykorzystujac regute (4.14) zapisana dla tensor6w naprgzenia ¢ i tensora naprezen
momentowych p (por. rozdziat 2),

89 Scisle rzecz biorac, Nowacki przedstawit réwnania konstytutywne dla liniowego osrodka
Cosseratéw w pracy Nowacki (1968), a zatem réwnolegle z praca Eringena (Eringen 1968) i przed
pracami Cowina (Cowin 1970a, Cowin 1970b). Szkoda, ze osiagnigcia profesora Nowackiego
pozostaty niezauwazone przez wspotczesnych mu badaczy. Prace profesora Nowackiego, w wersji
pdf, zebrano pod adresem http://bcpw.bg.pw.edu.pl/Content/970/Nowacki_index.html
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_9%(n) | 9P(x)

6 4.37
ay oK (4.37)
otrzymuje si¢ rownania konstytutywne liniowego osrodka Cosseratéw w postaci
o=(u+a)y+(u—a)y +Atr(y)1 (4.38)
p=(+e)k+(y—g)k’ + fptr(k)l. (4.39)

Réwnowazne postaciom (4.38) i (4.39) réwnania w terminach symetrycznych i
asymetrycznych czesci tensorow odksztatcenia maja odpowiednio postaci

6 =20 g+ 20 o T AN (Y)L, m=2yK,, +26K,, + Btr (k). (4.40)

W dalszej czgsci tego rozdziatu wykorzystywane beda postaci réwnan (4.38) i (4.39)
w poprawionej wersji Eringena, gdyz sa bardziej rozpowszechnione w literaturze. Aby
utatwi¢ przejscie z notacji Nowackiego do notacji Eringena, w tabeli 4.1 zestawiono
zwiazki miedzy statymi materiatowymi w notacji Cowina, Nowackiego, Eringena i Neffa.
Tabela ta nawiazuje do dodatku z pracy Cowin (1970b) i jest jej uzupetnieniem, zab.
przypis 61. Za Neffem® zapisuje si¢

6= (u+u)y+(u—p)y +ir(yl (4.42)

p=yKk+ Ak +atr(k)l (4.42)

Wartosci czterech mikropolarnych statych x., a, £, y mozna wyznaczy¢ z ich relacji
wzgledem czterech nastgpujacych parametrow:

2

NZ=—"  — =2 L0<N<1, k=2u, 4.43
T n TN e (4.43)
|bz:l3y:4ﬂ|2v (4.44)

4u

+
2=L27 ooy, (4.45)

2u

+ — —
lp:ﬂ:az(ﬁw)[ﬂj:sz[ﬂj,0<51fs§. (4.46)
a+ B+ v v 2

odpowiednio znanych jako (zob. na przykiad praca cytowana w przypisie 62): coupling
number, characterigtic length for bending, characteristic length for torsion, non-
dimensional polar ratio.

52) http:/mww.mathematik. tu-darmstadit.de/foereiche/analysis/pde/staff/neff/patrizio/Cosserat_files
/web_coss_relations.pdf.
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Tabela 4.1

Zwiazki migdzy statymi materiatowymi Cowina, Eringena, Nowackiego i Neffa

Nazwa Cowin Eringen Nowacki Neff
[1970D] [1968] [1971]
Stata Lamego A A A A
Modut $cinania u utin u u
Modut rotacji T 1x a He
Modut gradientu rotacji 1a a B a
Modut gradientu rotacji 25 1y y+e B
Modut gradientu rotacji 2 1B y—g y

4.3.2. Nieliniowa 6-parametrowa teoria powtok sprezystych

W niniejszej monografii zakres rozwazan ograniczony jest do (warstwowych) powiok
liniowo sprezystych. W pracach Makowski i Stumpf (1994), Chrdéscielewski (1996),
Chrdscielewski i inni (2004) przeprowadzono szczegétowe rozwazania na temat réwnan
konstytutywnych dla rozpatrywanej nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok. Ponizej
zestawia si¢ zasadnicze dla tego zagadnienia zaleznosci.

W konfiguracji aktualnej stan naprezenia w wybranym punkcie x okreslony jest przez
przekrojowy tensory sit N(x) i przekrojowy tensor momentow M(x), zob. réwnanie
(3.78). Poprzez analogi¢ do réwnania (4.4), zapisuje si¢ dwa réwnania konstytutywne (por.
na przyktad Chraéscielewski i inni 2004, réwnanie 2.2.6)

N(x, 1) = (' (%), T (%, ): %, T, (%)) (4.47)
M(th):g(lt(XV)th(Xv)rvaO (X)) (448)

Funkcjonaty §~, i g, ujmuja zaréwno wiasnosci mechaniczne materiatu powtoki, jak i
geometri¢ powierzchni podstawowej. Nalezy jednak zauwazy¢, ze cho¢ réwnania (4.47) i
(4.48) opisuja tzw. powtoke prosta, nie ma to nic wspolnego z geometria powitoki, ktéra
moze by¢ w og6lnosci dowolna. Zawezajac dalsze rozwazania do powtok sprezystych (bez
pamieci) i wyrazajac deformacje lokalna powloki poprzez powierzchniowe miary
odksztatcenia E(x) i K(x), réwnania (4.47) i (4.48) zapisuje si¢ w postaci

N(x,t) =F(E(X,1); K(x,1);X) . M(x,t) =g(E(x,t); K(x,1); X). (4.49)
W réwnaniach powyzszych § i g sa funkcjami swoich argumentéw. Dalej wprowadza si¢

pojecie powtoki hipersprezystej. Jest to powtoka, ktérej wkasnosci mechaniczne wynikaja z
funkcji skalarnej gestosci energii sprezystej

P(€) = P(E,K; X) =D(¢;, K, X) . (4.50)
Szerzej na temat whasnosci funkcji energii w kontekscie réznych modeli osrodka ciagtego

pisza Eremeyev i Pietraszkiewicz (2006). Wykorzystujac wzor (3.129), relacje
konstytutywna mozna formalnie zapisa¢ w postaci
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N [0 ®(E,K)
s—{M}—s(e):&aqﬁ(a)_{aK@(E’K)} (4.51)

Ze wzgledu na zatozony w niniejszej pracy sposob zminimalizowania zjawiska blokady,
przyjmuje si¢ nastepujacy formalny podziat skfadowych wektora odksztatcenia

e={ey &y &, &,16 & |lKy Ky Koy Koy |1y Kz}T ={e,|&l€, |£d}T (4.52)
i wektora przekrojowych uogélnionych miar naprezen
s :{Nll N22 N12 N21 |Q1Q2 || M 11M 22M 12M 21 | M 1M 2}T :{Sm|ss ||Sb |Sd}T (453)

Etykiety dolne uzyte w (4.52) i (4.53) okreslaja odpowiednio sktadowe: m — membranowe
(ang. membrane), s— scinania poprzecznego (ang. shear), b — zgigciowe (ang. bending) i d
— owinigcia (ang. drilling).

W pracy Eremeyev i Pietraszkiewicz (2006) zapisano réwnanie gestosci energii
sprezystej dla powtoki statej w postaci

20(€) = atr’E, + a,trE; +atr (E[ E, )+ a,ty EE"t] + (454
+AIPK + BtrKE + Bitr (K[ K )+ Bty KKty
Tutaj oznaczenie || okresla skfadowa styczna pewnego tensora X zgodnie z rozkladem
X”EX—t,ZXeTXM ®TM, XEX"+tﬁ,®x, X=tyX . (4.55)

Rézniczkowanie zwiazku (4.54) zgodnie z (4.51) prowadzi do formalnych wyrazen na
przekrojowy tensor sit N i przekrojowy tensor momentow M

N = AtrE +a,E +a,E, +a,tyEITt] (4.56)
M = BAUK, +BKI + B, K, +AEKITL, . (4.57)

W réwnaniach (4.56) i (4.57) operator A okreslony jest przez
A=1-1) ®t;, (4.58)

a | jest operatorem inkluzji. Réwnanie konstytutywne dla rozpatrywanej w niniejszej
monografii teorii powtok wynika ze szczeg6lnej postaci wzoru (4.54) w formie

20(€) = C[vir’E, + (L-v)tr (E E} ) |+ a,CL- IR EE Tt} +

(4.59)
+D[vtr’K, + @-)r (KK ) ]+a,CA-v)ty KKt
W réwnaniu (4.59) wprowadzono oznaczenia
E 3
c=Eh , D b (4.60)

:1—\/2 :12(1—\/2) 7

gdzie h, oznacza grubos¢ powtoki w konfiguracji odniesienia, E oznacza modut Younga,
v jest wspotczynnikiem Poissona, za$ a, i «, to odpowiednio wspétczynnik $cinania i
wspotczynnik owinigcia. Wspotczynnik $cinania a, byt omawiany w we wstgpie do
niniejszej monografii, zas dyskusja na temat wspoétczynnika «, jest przesunigta do dalszej
czesci niniejszego rozdziatu.
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Rézniczkowanie funkcji (4.59) prowadzi do jawnych postaci réwnan konstytutywnych
(4.56) i (4.57), gdzie porzadek skfadowych ustala réwnanie (3.128). Dla przekrojowych sit
otrzymuje si¢ zwiazki

N* =C(g, +ve,,)
N? =C(e,, +ve,)
N? =C(1-v)e,

4.61
N* =C(l-v)e, (4.61)
Q' =3a,C(l-v)&
Q" =3a,C(l-v)s,
zas dla przekrojowych momentow

M* = D(x,, +vk,,)
MZ = D(x,, +vK,,)
M*? =D(1-

A-v)r, (4.62)

M =D(A—V)k,,

M*'=a,D(L-v)x,

M? =a,D(1-V)x,
Réwnania (4.61) oraz (4.62) byly stosowane w szeregu prac zespotu zajmujacego Si¢
rozpatrywana tu teoria powtok. Jako reprezentatywne prace mozna tu wymieni¢ na

przyktad Chraéscielewski i inni (1992, 1997, 2002, 2004, 2006, 2010a, 2010b), Witkowski
(2005, 2009), Chroscielewski i Witkowski (2006, 2010a, 2010b, 2011).

4.3.3. Model Altenbacha i Eremeyeva liniowo sprezystej ptyty Cosseratow

Modelowi Altenbacha i Eremeyeva (Altenbach i Eremeyev 2009) poswigca sig w
niniejszej monografii nieco wigcej uwagi, gdyz jest on najblizszy, w sensie kinematyki,
rozpatrywanej tu teorii powlok. Zapisujac w porzadku sktadowych z (4.61) i (4.62)
sktadowe réwnania (4.56) i (4.57) (zob. Dodatek w pracy Chrdscielewski i Witkowski
2010b), otrzymuje si¢ zwiazki dla sktadowych tensora przekrojowych sit

11

N™ = (a,+a,+a,)e, +as,,
2 _

N* =ag, +(a,+0a,+a,)s,,

12 _
N =age), + a6,

2 (4.63)
N? =a,6, + a,6,
Q1 =08
Q= 048,

oraz dla skfadowych tensora przekrojowych momentow.



80 4. Réwnania konstytutywne

M = (Bi+ Byt By + By,
M? = ﬂlku + (ﬂ1+ ﬂ2+ﬂ3)’€22
M* = Bak, + Boxcy

" (4.64)
M™ = Bk, + Potcy
M* = ﬂ4K1
M? = ﬁ4K2
Tutaj poszczegoblne state okreslone sa wzorami
@ =ih=—Yp, j= 2 _ B (4.65)
1-v 2u+l 1l-v
a, =(u—3x)h, (4.66)
a, =(u+3r)h, (4.67)
a, =(u+3x)h, (4.68)
h3

=ah—(u—1x)—, 4.69
B =ah—(u—-3x) B (4.69)
B,=pn—-=n°, (4.70)
By=rh—& Qu+)h°, (4.71)
By =7h. (4.72)

W pracy Chroscielewski i Witkowski (2010b) pokazano, ze réwnania konstytutywne teorii
szescioparametrowej sa szczegOlnym przypadkiem modelu Altenbacha i Eremeyeva
(2009). W tabeli 4.2 zestawiono réwnania statych materiatowych 2z réwnan
konstytutywnych dla przekrojowych sit.

Tabela 4.2

Zwiazki migdzy statymi materiatowymi «,, i =1,2,3,4 Altenbacha i Eremeyeva
oraz ze statymi nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok

Altenbach i Eremeyev (2009) Teoria szescioparametrowa
@ =ih=—2"n o =Cv=—2""h=’h
1-v 1-v
a, = (z-1x)h a,=0
a3=(u+%'€)h,a3=2ﬂh=2ih= = _h a—C(l—v)—E(l_v)h—E—h—Z h
20+v)  (+) ST T
E@-V) Eh
a, =0y =(u+3x)h=2uh a,=a,5C-V)=ag 1-v % 2(1+v) =Gkh
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Przy wspotczynniku a, w teorii szescioparametrowej pojawia si¢ mnoznik % wynikajacy
z faktu, ze teoria ta jest sformutowana w terminach odksztatcen inzynierskich.

Z drugiego wiersza tabeli 4.2 wynika, ze wspotczynnik «, (4.66) zeruje si¢ w teorii
szescioparametrowej. Wykorzystujac zwiazek (4.43) w réwnaniu (4.66), mozna pokaza¢,
ze warunkiem rownowaznosci obu modeli konstytutywnych jest, by

a,=0

Relacja (4.73) pozwala uog6lni¢ i

szescioparametrowej dla przekrojowych sit w terminach wspétczynnika N okreslonego
rownaniem (4.43) tzn.

N

zapisaé

2

(4.73)

réwnania konstytutywne teorii

[_E _vE
2 2
11 1-v© 1-v
N VE _E én
N22 1-v2 1-v? 822
NE s u(1-2N%) e
N2 N2 12
L b=h LN (4.74)
N #O-2N%) - p &y
1-N? 1-N?
Q i &
2 1-N2
Q p &
1-N2 |

tatwo pokaza¢, ze przy reIaCJl (4.73) réwnania (4.74) przechodza w zwiazki (4.61). W
podobny spos6b mozna pokazaé, ze réwnania konstytutywne dla momentow
przekrojowych z teorii szescioparametrowej sa szczeg6lnym przypadkiem réwnan
Altenbacha i Eremeyeva. SzczegGtowe wyprowadzenia zawiera praca Chroscielewski i
Witkowski (2010b). Wykorzystujac tabelg 4.3 oraz wzor 32 tejze pracy, przy jednoczesnym
uzyciu relacji (4.73) niniejszej monografii, dochodzi si¢ do rownania

BByt fy=ah—L (u—2)° + ph—L b + yh— L Qu+ )R’ 475
_2N? 2(1+v) 3 )
=21 —F u(E-+=59h
Réwnania konstytutywne dla momentow przekrojowych mozna wtedy zapisac jako
Mll
M 22
M12
M21 =
Ml
M 2
2 ) ; (4.76)
Fltz 1(; 11 2'\l|\|2 1+v)h2 1- ;v|2 ;11 2,\1‘\12 112 h2 0 0 00 oy
ABG AR HIN 0 0 0 0 |/#
2Gh 210 -1 Lh? 172121 4h? 0 0 |) %
2|2—Eﬁh2 O O K21
Sgm 270 || "
i 25 ]\
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Dalsze podstawienie do réwnan (4.76) zaleznosci

V2 e 11y, 2

PR _gl—v S 24y

4.77)

I I

2

prowadzi do wzoréw (4.62). Wykorzystujac teraz réwnanie (26,) w zaleznosci (27) z pracy
Chrdscielewski i Witkowski (2010b), tzn.

12— 12-v

b == h> —
24 1—-v

|2
0 =24 (4.78)

otrzymuje si¢ wzor na wspotczynnik konstytutywny o,

2-v

a, v (4.79)
Wzdor powyzszy jest wazny tylko przy zatozeniu réwnowaznosci (zob. réwnanie (4.73))
miedzy modelem Altenbacha i Eremeyeva a rownaniami konstytutywnymi teorii
rozwazanej w niniejszej pracy. Podstawiajac do réwnania (4.79) typowe wartosci
wspotczynnika Poissona ve [0;0.5], otrzymuje sie¢ zakres zmiennosci wspdtczynnika
konstytutywnego a, a,<[2,3]. Zmiany wartosci @, w rozpatrywanym zakresie
przedstawia rys. 4.1.

Rys. 4.1. Zmiany wartosci wspotczynnika wartosci a, wg wzoru (4.79)

Tabela 4.3
Zwiazki migdzy statymi materiatowymi g, , i =1,2,3,4 Altenbacha i Eremeyeva
oraz z nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok

Altenbach i Eremeyev (2009) Teoria szescioparametrowa
8 Eh® 1 1 2uh vh?
B, =ah- (u—r) p=bv=— e L= L 260 ey
12 12@-v7) 12 12 (1-v) 12(1-v)
~h® 5,20
=ph—-1— =
ﬁz ﬁ 12 2
~ Eh’® 2
=yh—Qu+ 1)— =D(1-v)= =2uhih
Pi=v (2u )12 ﬂs ( ) 12(1+v) 1N
En’ h E h?
=vh =aiD(l-V)=a =a— = iha, —
A=y Pi= D)=y T 2y 1
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Oszacowanie wspétczynnika a,

Wspétczynnik  owinigcia o, jest unikalnym wspotczynnikiem korekcyjnym,
wystepujacym jedynie w ramach rozpatrywanej tu szescioparametrowej teorii powtok.
Oszacowany analitycznie przy pomocy wzoru (4.79) mozliwy kres gorny wartosci a, jest
znaczaco wigkszy w poréwnaniu z wartosciami oznaczonymi numerycznie w pracach
Chrdscielewski i inni (1992), Chroscielewski (1996), Chrdscielewski i inni (2004). W
pracach tych pokazano, ze w zakresie a, <1 rezultaty analizy MES sa praktycznie
niewrazliwe na wartosci «, .

Inna wartos¢ wspotczynnika a, =7/20 podat Naghdi (Naghdi 1972, rownanie 20.11).
Pietraszkiewicz (1979) podat wartos¢ «, =7/10, do ktérej Badur (1984) podat
szczegOtowe wyprowadzenie. W pracy Chroscielewski i inni (2010b) okre$lono w sposdb
analityczny wartos¢ zarowno wspétczynnika a, jaki o,

b= a0 =2 (4.80)

Wartosci  powyzsze uzyskano, wykorzystujac  gestos¢  energii  komplementarnej
wyprowadzonej dla naprezen §cinania poprzecznego. Zaktadajac pewne rozklady naprezen
wzdtuz grubosci powdoki, ktére zanikaja na gérnej i dolnej powierzchni powtoki, otrzymano
réwnania konstytutywne dla momentdw owinigcia naprezen stycznych ze wspétczynnikami
odpowiednio danymi réwnaniami (4.80). Wspotczynniki te nie zaleza od symetrii materiatu,
grubosci i geometrii powtoki, a takze nie podlegaja zadnym hipotezom kinematycznym.
Wartos¢ wspotczynnika o, byta tez przedmiotem rozwazan w pracy Neff i inni
(2010a). Bazujac na pojeciu krzywizny konforemnej (ang. conformal curvature, zob. na
przyktad praca Neff (2006) pokazano, ze przyjmujac pewne zalozenia odnosnie wartosci
wspotczynnikéw konstytutywnych w opisie prawa materiatowego dla tréjwymiarowego
osrodka Cosseratéw oraz dla energii sprezystej ($cisle energii krzywiznowej, ang.
curvature energy), w wyniku catkowania po grubosci wyrazenia na energi¢ sprezysta,
pojawia si¢ wspétczynnik a, . . Odgrywa on podobna rol¢ jak wspétczynnik a, w
niniejszej teorii powtok. W pracy Neff i inni (2010a) wykazano $cisle, ze w przypadku

dy s >0 (4.81)

energia krzywiznowa zalezataby od niesymetrycznej czesci tensora krzywizny. W
konsekwencji, jak dowodza autorzy, wynikowa graniczna wartos¢ dwuwymiarowej energii
w analizie zbieznosci typu I” stanie sie funkcja warunkow brzegowych natozonych na
wektor obrotu. Z tego wzgledu w pracy Neff i inni (2010a) przyjmuje si¢ a, ¢ =0, cO
prowadzi do klasycznej teorii FOSD. W rozdziale 4. pracy Makowski i Stumpf (1994)
pokazano, ze z zatozenia o sztywnym direktorze w teorii FOSD wynika nieokreslonos¢
obrotu owinigcia, co nie oznacza, ze jest on rowny zero.

4.4. Podejscie rownowaznej jednej warstwy

4.4.1. Wprowadzenie

W ponizszym podrozdziale podejscie rownowaznej jednej warstwy (zob. opis we
Wstepie) jest zaadoptowane na potrzeby rozpatrywanej w niniejszej monografii teorii
powtok. Uwzglednia si¢ w szczegélnosci brak symetrii membranowych naprgzen écinania.
Przedstawione tu podejscie zostato omowione takze w pracy Chraéscielewski i inni (2011b).
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W poprzednich rozdziatach przedstawiono sciste wyniki dotyczace kinematyki i
statyki szescioparametrowej teorii powtok. Zagadnienie réwnan konstytutywnych jest tym
miejscem sformutowania, w ktérym koncentruja sie zatozenia upraszczajace teorii.

W rozdziale 3.3.2 niniejszej monografii pokazano, ze miary wirtualnych odksztatcen
dla teorii szescioparametrowej maja strukture identyczna z réwnaniami dla liniowego
osrodka Cosserat, zob. rozdziat 2. Tak wigc, naturalnym bytoby sformutowanie réwnan
konstytutywnych dla powtok na podobienstwo réwnan fizycznych osrodka Cosserat. W
takim podejsciu nalezy jednak zmierzy¢ si¢ z zagadnieniem identyfikacji statych
materiatowych osrodka mikropolarnego. Réwnania konstytutywne takiego osrodka byly
dyskutowane, miedzy innymi w pracach Mindlin (1965), Nowacki (1968, 1971), Eringen
(1968), Cowin (1970ab), Nakamura i Lakes (1995). Jak pokazano w réwnaniach (4.41) i
(4.42), w podstawowej wersji potrzeba czterech statych materiatowych do zapisania
rownan fizycznych os$rodka Cosseratow. Oszacowanie wartosci tych statych jest jednak
trudne zaréwno od strony eksperymentalnej, zob. na przyklad prace Gauthier i Jahsman
(1975, 1981) i komentarz Eringena (Eringen 1999, str. 164) jak i od strony teoretycznej,
zob. na przyktad Eremeyev i Pietraszkiewicz (2006) czy Neff i inni (2010Db).

Przystgpujac do analizy powlok warstwowych, nalezy wzia¢ pod uwage ich
anizotropi¢ poprzeczna. W szczegdlnosci German (1996) zwraca uwage, ze ,istotnym z
punktu widzenia kompozytéw jest przypadek symetrii ortotropowej, gdyz wigkszos¢
kompozytow warstwowych o jednokierunkowym zbrojeniu zalicza si¢ do tej klasy”.
Réwnania konstytutywne dla ortotropowego osrodka Cauchy’ego mozna odnalezé w
pracach German (1996), Jones (1999) czy Kreji (2007). W niniejszej pracy nalezatoby
wykorzysta¢ trojwymiarowe réwnania konstytutywne ortotropowego osrodka Cosseratow.
Zwiazki takie mozna odnalez¢ na przyktad w pracach Green i Naghdi (1982), Nakamura i
inni (1984), Casolo (2006), Birsan (2009). W pracy Nakamura i inni (1984) rozwazano
rézne typy ortotropii materiatu: materiat ortotropowy ze wzgledu na napregzenia i
izotropowy ze wzgledu na naprgzenia momentowe oraz materiat ortotropowy ze wzgledu
na naprgzenia i naprgzenia momentowe. W ostatnim przypadku, w plaskim stanie
napregzenia potrzeba dziewigciu statych materiatowych. W omawianej pracy przedstawiono
pewna mozliwos¢ okreslenia tych statych na podstawie pigciu statych ortotropowego
osrodka Cauchy’ego.

W niniejszej monografii do opisu materiatu warstwowego wykorzystuje si¢ podejscie
opisane w pracy Chroscielewski i inni (2011b). W zaproponowanym tam sposobie
réwnania konstytutywne powdoki warstwowej w ramach sze$cioparametrowej teorii
powtok zapisuje si¢ bezposrednio ze zwiazkéw fizycznych formutowanych w ramach teorii
FOSD klasycznego continuum Cauchy’ego. Sposéb ten, cho¢ intuicyjny, pozwala wyrazi¢
prawo materiatowe przez pig¢ statych fizycznych ortotropowego osrodka niepolarnego,
oraz dodatkowo wspétczynnika a, . Przyjeta tutaj metodologic mozna uzasadni¢ faktem, ze
wiekszos¢ wynikow, prezentowanych w literaturze przedmiotu dla powlok warstwowych,
wynika z tréjwymiarowych réwnan konstytutywnych osrodka Cauchy’ego. W ten sposob,
wykorzystanie zapisanych ponizej réwnan pozwala na bezposrednie, nieobarczone btgdem
identyfikacji statych materiatowych®® osrodka polarnego poréwnanie wynikéw.

89 Zagadnienie identyfikacji statych materiafowych pozostaje poza zakresem niniejszej
monografii.
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4.4.2. Sformutowanie na poziomie warstwy

W podejsciu  rownowaznej jednej warstwy typowa powloka warstwowa jest
zbudowana z N, warstw o zréznicowanych charakterystykach materiatowych. Poprzez
wprowadzenie uktadu osi materiatowych, modyfikuje si¢ rys 3.4 do postaci przedstawionej
na rys. 4.2, gdzie indeks k oznacza kolejna warstwe powtoki warstwowej, a zaznaczony
kat okresla obrot osi materiatowych a,, i b, typowej warstwy k.

W formutowaniu réwnan fizycznych na poziomie warstwy zaklada sie, ze w
pojedynczej warstwie, w osiach materiatowych panuje ptaski (niesymetryczny) stan
naprezenia (PSN) oraz przyjmuje sie (tylko w tym miejscu) zatozenie kinematyczne teorii
FOSD. Elementarne uogdlnienie réwnan konstytutywnych osrodka ortotropowego w PSN z
pominigciem symetrii prowadzi do réwnan

E. W& 5 o0 o
O, 1-v v, 1=V, Vi, e®
bb
O-bb Vba Ea Eb 0 0 0 0 £ "
Ox _ 1-VaVea 1= VipVin & (4.82)
Oa 0 0 26, 0|0 O e”
o, 0 0 0 2G,| 0 0 | |&
o, 0 0 0 012G, O e° )
| 0 0 0 0]0 2G|

W réwnaniu (4.82), (E,), i (E)), oznaczaja odpowiednio moduty Younga w kierunku
wzmocnienia i prostopadtym do niego, (G,,), oznacza modut §cinania w ptaszczyznie ab
warstwy k, natomiast (v,),, (V). Sa wspotczynnikami Poissona, ktdrych wartosci
spetniaja réwnanie

E.v,,=EyVv,, (bez sumowania) (4.83)
Na potrzeby dalszych przeksztatcen réwnaniu (4.82) nadaje si¢ posta¢ zwarta, tzn.
O-rr:m Cmm O4><2 gnn:m C"' grf:ﬁi (4 84)
o [ T 0] G| 1 e |
k k k k

Etykiety dolne m i s w réwnaniu (4.84) okreslaja, odpowiednio, niesymetryczne
naprgzenia membranowe i naprezenia scinania poprzecznego.

Transformacje¢ naprgzen i odksztalcen w warstwie k migdzy ukladem osi
materiatowych, a uktadem wektorow {g’}, opisuja odpowiednie zaleznosci

O-rr:m | :rm O4><2 | O-m nd O-m
— = ~ — =T .= (4.85)
o 0,4 Ts oy o
k L Jk K K
oraz
e -T—m Opo | |&m _F €m (4.86)

Tutaj etykieta gérna mat okresla wielkosci odniesione do ukfadu osi materiatowych.
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Rys. 4.2. Wektory bazowe powierzchni podstawowej i w dowolnym punkcie x
w bazie ortonormalnej, definicja osi materiatowych

Wystepujaca we wzorach (4.85) i (4.86) macierz transformacji T, opisana jest przez

[c? & s sc|o 0]
S C*-C-C|0 0
e e son) (il .
- SC-S2 C?|0 0 0, )
0 0 0 0]C
|0 0 0 0]|SC|

Tutaj 6,,, jest wartoscia kata miedzy osia a,, i {0}, . a C=cos(f,,) i S=sin(g,,) sa
funkcjami trygonometrycznymi tego kata.

Wymagane w dalszych obliczeniach wartosci naprezen w warstwie k w bazie {g°},
otrzymuje sie nastgpujaco (por. na przyktad German 1996): w pierwszej kolejnosci
przeksztatca si¢ rownanie (4.85) wzgledem naprezen {6, o };, a nastepnie wyraza
naprezenia w ukfadzie osi materiatowych, wykorzystujac réwnanie konstytutywne (4.84).
W kolejnym kroku, do otrzymanego réwnania podstawia si¢ zaleznos¢ (4.86), co w
konsekwencji prowadzi do wzoru

(% -"rnzlém-"rm O4><2 L. Cm O4><2 L.
— = == 1z =0 1c — (4.88)
s K 0,., ‘ T, CT, « Es K b2l s & K

Réwnanie to jest odpowiednikiem réwnania konstytutywnego danego przez (4.82), ale juz

w ukfadzie osi {g’},, i stanowi podstawg do dalszej dyskusji réwnan fizycznych
wyrazonych przez wielkosci przekrojowe.
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4.4.3. Sformutowanie w wielkos$ciach przekrojowych

Dalsza dyskusja podzielona jest na dwa etapy. W pierwszej czgsci wyprowadzone sa
rownania wyrazajace wypadkowe naprezen normalnych s, stycznych s, i zgigciowych
S, (zob. réwnanie (4.53)) w terminach odpowiednich odksztatcen wyrazonych przez (4.52).
Zaklada sie na tym etapie (i tylko tutaj), ze obowiazuje hipoteza kinematyczna typu FOSD. W
drulgiej cges’ci rozpatrywane beda wypadkowe naprezen zwiazanych z momentami owinigcia
M>i M=,

Wypadkowe napre¢zen S.,, S, i S, otrzymuje si¢ poprzez catkowanie po grubosci
odpowiednich naprezen. Formalnie, catkowanie takie wymaga zastosowania wzoru (3.16).
Zakladajac, ze laminat skfada si¢z N, warstw o grubosci pojedynczej warstwy h.=¢; -,
catkowanie naprezen zapisuje Si¢ przy pomocy wzorow

Sn = f: O il = ZkNLUf{Gm}k ﬂde L (el (4.89)
Ss = f: o pdd = ZkN_ZUf {o} ndl j (4.90)

+h* N, o
Sp = J‘—h’ 0, ¢ pdl = Zk-l(_[(k {o..} gﬂdgj (4.91)

W powyzszych wzorach stosowne naprezenia wyliczane sa za pomoca zwiazkéw (4.88),
{7 oraz {, okreslaja, odpowiednio, odlegto$¢ od powierzchni odniesienia do stropu i
spagu warstwy. Przyjmujac w tym miejscu zatozenia kinematyczne teorii FOSD (zob. na
przyktad Lewiniski i Telega 2000, Kreja 2007, Radwanska 2009), réwnania (4.89)-(4.91)
moga zostac zapisane w postaci

Sm =Z:ZU:?{Cm}k (£m+C£b)ﬂdéj=‘@£m+§4£b (4.92)
Ss = ZkNZUik (a5) {C} & ndl j =S¢, (4.93)
So = ZKN;[Lf{Cm}k (Cent(D’e) ﬂng =Be,+Dg, (4.94)

We wzorze (4.93) (a.), jest wspotczynnikiem korekty scinania w warstwie k.
W dalszym ciagu rozwazan przyjmuje si¢, ze powtoka jest wystarczajaco cienka, tzn.
prawdziwa jest implikacja

%«1:#:-1 (4.95)
Relacja (4.95) oznacza, ze metryka pewnej powierzchni réwnolegtej do powierzchni

podstawowej M moze by¢ aproksymowana przez wielkosci z powierzchni podstawowej,
por. na przyktad Basar i Kratzig (2001).
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Wykorzystujac (4.95), zdefiniowane we wzorach (4.92)-(4.94) macierze przyjmuja
nastgpujace postaci

A=Y GG -6 B =12 L ACH () -(&)) (4.96)

D =1Y M {Ch(E€)-)), S=Y @)dCh(Gi-¢) (@)
W przypadku naprezen wywotanych momentami owinigcia stosowne wypadkowe
formalnie oblicza si¢ na podstawie zaleznosci

+ht*

Sa = J‘—h’ oy pde = Z:_Ll(_[j{ad}k ﬂdgj (4.98)

W podejsciu zaproponowanym w pracy Chraéscielewski i inni (2011b) i wykorzystywanym
tutaj, zaproponowano by przekrojowe sity od momentoéw owinigcia oblicza¢ na podstawie
odksztatcen owinigcia €

Sy = atZ:Ll(J‘j (@) {Ca i £d/‘d§j = Szed , Gy ={"Cy, (4.99)
G =32 (@) dCH () - (). (4.100)

Tutaj macierz C_ okreslona jest wzorem (4.88). Czynnik {* w zwiazku (4.99) zapewnia
zgodnos¢ jednostek i w przejsciu granicznym do powitoki izotropowej jednorodnej pozwala
na otrzymanie réwnan konstytutywnych (4.61) i (4.62). Wystepujace w réwnaniu (4.99)
wspotczynniki a, oraz («,), sa odpowiednio wspoétczynnikiem korekcyjnym owinigcia dla
catego przekroju oraz dla warstwy. W obliczeniach numerycznych w tej pracy przyjmuje
si¢ ich nastepujace wartosci

a, =0.7 (zgodnie z (4.80)) oraz («,), =1.0 (4.101)

Podsumowujac, réwnanie konstytutywne powioki warstwowej w ujeciu réwnowaznej
jednej warstwy

s=Csg (4.102)
przyjmuje postac
[AI0BIO ]
Sm 4x4 4x4 £m
0iSi0i0
S 22 €
s [~ 0Di0 e (4.103)
b 4xa}  idx4 b
Sy 0i0{0G ||&
12x1 2x2 | 12x1

12x12

We wzorze (4.103) wszystkie podmacierze sa wyrazone przez materialowe state
inzynierskie materiatu ortotropowego poprzez zaleznosci (4.96) i (4.97).



Rozdziat 5

ELEMENTY SKONCZONE

5.1. Przeglad podstaw MES

5.1.1. Aproksymacja i interpolacja, zagadnienia ogdlne

Celem zasadniczym aproksymacji skonczenie wymiarowej jest zastapienie ukfadu
typu ciagtego (nieskonczenie wymiarowego) odpowiednim ukfadem dyskretnym o
skonczonej liczbie stopni swobody. Jednym z najpopularniejszych podejs¢ jest metoda
elementéw skonczonych (MES). Jest ona jedna z metod poszukiwania punktow
stacjonarnych funkcjonatu, na przyktad funkcjonatu zasady wirtualnych przemieszczen czy
funkcjonatu Hu-Washizu. Rozwazania niniejszego podrozdziatu dziela sie na dwie czgsci.
W pierwszej z nich omawiane sa wybrane ogdlne kwestie aproksymacji skonczenie
wymiarowej na przyktadzie zagadnien ptaskich. W czesci drugiej przedstawione zostana
zagadnienia scisle powiazane z rozpatrywana w niniejszej monografii teoria powtok.

W metodach aproksymacyjnych (zob. na przyktad Finlayson i Scriven 1966, Bathe
1982, Kleiber 1989, Hughes 2000, Belytschko i inni 2003, Rakowski i Kacprzyk 2005,
Braess 2007), jak na przykltad metoda Rayleigha-Ritza, metoda Galerkina czy metoda
Petrova-Galerkina, minimalizacje funkcjonatu przeprowadza sie na pewnej, stosownie
dobranej podprzestrzeni skorficzenie wymiarowej S cS, gdzie S jest przestrzenig
rozwiazan zupetna. Tutaj etykieta h jest parametrem charakterystycznym dyskretyzacji i
oznacza ona, ze rozwiazanie przyblizone zdaza do rozwiazania aproksymowanego przy
h—0 (lub odpowiednio h— e, w zaleznosci od przyjetego znaczenia h). W
podprzestrzeni S, okresla si¢ baze w postaci funkcji zlokalizowanych (zob. Kleiber 1985,
str. 68), tzn. obowiazuja jedynie lokalnie wewnatrz podobszaru dziedziny i znikaja poza
tym obszarem.

W MES podprzestrzen skorficzenie wymiarowa S, wynika z siatki dyskretyzacyjnej
elementow skonczonych, oznaczanych przez 71, . Zaktada sig, iz elementy 1/, tacza si¢ w
pewnych punktach zwanych weztami, a ich obszar poza brzegami 97/, sasiadujacymi nie
moze pokrywa¢ si¢ nawzajem. Wezly moga by¢ roztozone catkowicie na brzegach
elementow i w jego narozach, o/l , lub znajdowa¢ si¢ czesciowo wewnatrz danego
elementu. Zbiér weztdw i elementéw nosi nazwe siatki dyskretyzacyjnej zadania.
Przyktadowa siatke MES w przypadku 2D, przedstawia rys. 5.1. Na rysunku tym widoczne
jest, ze podziat dziedziny B pewnego zadania na elementy skonczone w liczbie N,
odbywac¢ si¢ moze z aproksymacja dziedziny i jej brzegu oB . Stad dla dowolnej dziedziny
B zachodzi

BuoB

N
T LA = 1
Ue:l( @) {Bhuth—>Bu8B przy h—eo G

Tutaj etykieta h podkresla, ze dana wielkos¢ otrzymana jest w wyniku aproksymaciji.
Formalny, matematyczny zbiér warunkéw, jakie musi spetnia¢ siatka dyskretyzacyjna
przedstawit Braess (2007). Niech B oznacza dziedzing problemu, ktora dla wygody jest
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ograniczona wielobokiem. Zaklada sig¢, ze dziedzina taka (tu ptaska) moze by¢ podzielona
na elementy tréjkatne lub/i czworokatne. Wtedy podziat

B={l g, .. 1} (5.2)

dziedziny B na odpowiednie elementy jest dopuszczalny pod warunkiem ze:

1) B:UeENeH(e)’

2) jesli 11, N1l zawiera tylko jeden punkt, to jest on wspdlnym wierzchotkiem

(weztem) 11 i 17,

3) jesli i= ], a I;,nIl; zawiera wigcej niz jeden punkt, wtedy 17, NIl jest
wspolna krawedzia 71, i 11, .

Wystepujace w powyzszych rozwazaniach pojecie elementu skoriczonego formalnie

sktada si¢ z nastepujacych pozioméw (Demkowicz 1995):

— element /1, rozumiany jako figura geometryczna,

— przestrzen funkeji ksztattu 7, tzn. funkcji o okreslonych wiasnosciach najczesciej
wielomiandw lub funkji ,,bliskich” wielomianom, okreslenie przestrzeni 7, zostanie
podane w dalszej czgsci,

—  zbior weztow a,...,a, w liczbie N, .

Pod pojeciem weztdw rozumie si¢ tutaj specyficzne wybrane punkty z obszaru
elementu 77, . Zbiorowi weztow a,,...,a, stawia si¢ dodatkowo zadanie, by byt
jednoznacznie rozwiazywalny tzn. by dla kazdego ciagu liczb q,,...,q,_ istniata doktadnie

jedna funkcja L; z przestrzeni 7, spetniajaca warunek
L@)=q;,i,j=1...,N, (5.3)

W szczegblnym przypadku, gdy
g :5”’ (5.4)

otrzymuje si¢ funkcje interpolacyjna, tzw. funkcje ksztattu L, (z przestrzeni 7, ) wezta
a;, ktora znika we wszystkich weztach elementu oprocz wezta a;, w ktorym funkcja ta
przybiera wartosc 1.

Rys. 5.1. Przyktadowa siatka MES, przypadek 2D
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W podejsciu izoparametrycznym, kazdy element 17, jest obrazem tzw. elementu
wzorcowego (macierzystego) z, =[-1, +1]><[ 1,+1] w przeksztatceniu afinicznym®. Jest
to zwarty i ograniczony obszar w R®, okreslony w bazie naturalnej ¢&=(&,¢,). W
N,, = m-n weztowym elemencie liczba W@zk')w m w Kierunku osi ¢ oraz liczba weztow
n w kierunku osi &, moga by¢ dowolne oraz m= n, zob. rys. 5.2.

Rys. 5.2. Interpolacja Lagrange’a w wielowgztowym elemencie skoiiczonym w 2D,
element wzorcowy (macierzysty) m

Ze wzgledu na rzad ciagtosci wymagany przez rozpatrywana w niniejszej monografii
teori¢ powtok, dalsze rozwazania beda ograniczone do elementéw skoniczonych klasy C°
typu Lagrange’a®®. Niech

(&)= (5.5)
LI kll_[;tléri Qrk
oznacza wielomian interpolacyjny rzedu n=m-1. Funkcja ksztattu L (&) wezta a,
elementu 77,  powstaje w wyniku odpowiedniej kombinacji  iloczynow
jednowymiarowych wielomianéw (5.5), tzn.

L () =L (GILS) . 1o (r.9) (5.6)

Wobec tego przestrzen funkcji interpolacyjnych 7, zawierajaca w tym wypadku
wielomiany Lagrange’a (5.5) moze by¢ okreslona jako

T ={L @)L E) =0, X L@ =1 Veen, | (57)
Interpolacja klasy C° dowolnej weztowej wielkosci wektorowej opisana jest wzorem

2)=Y"L©)z (5.8)

59 Jest to ztozenie odwzorowania liniowego i translacji, odwzorowanie to zachowuje proste, ale
nie zachowuje katow, zob. na przyktad Demkowicz (1995), Braess (2007).

%) Mozliwe sq takze inne typy interpolacji, na przyktad interpolacja Hermite’a, ktéra zapewnia
takze ciagtos¢ pochodnych wielkosci weztowych.
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Tutaj falka oznacza wartos¢ interpolowana danej wielkosci. W dalszych rozwazaniach
oznaczenie to bgdzie pominigte.

5.1.2. Istnienie rozwigzania

Od strony matematycznej, teoria MES bazuje na wspotczesnej teorii réwnan
rézniczkowych czastkowych. Szczeg6towe rozwazania mozna odnalezé, na przyktad w
pracach Bernadou (1996), Hughes (2000), Lewinski i Telega (2000), Braess (2007). Zwarte
ujecie tego zagadnienia przedstawit Demkowicz (1995).

W analizie matematycznej MES wymaga si¢ okreslenia odpowiednich wikasnosci
funkcji, tzn. posiadania przez nie pewnych pochodnych oraz catkowalnosci. W tym celu
wykorzystuije si¢ przestrzen Sobolewa H*(B) rzedu k

[
k razy

H* = Hk(B):{zi zel? zel®. 7z, el :1,2,3} (5.9)

Tutaj L oznacza przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem, tzn. takich ze
LZ(B):{zi :jB;deoo}. (5.10)

W przypadku wykorzystania elementéw dostosowanych (zob. punkt 1.5.6 niniejszej
monografii), stosujac taki podziat dziedziny B zadania na elementy skoriczone, w ktorym
punkty ,,graniczne” (o zadanych przemieszczeniowych warunkach brzegowych) oB, sa
jednoczesnie weztami elementu, otrzymuje si¢ tak zwana aproksymacje wewngtrzna
(Y,cU). W zagadnieniach liniowej teorii sprezystosci sformutowano i udowodniono
pewne twierdzenia dotyczace istnienia, jednoznacznosci i regularnosci rozwiazania, zob.
np. Demkowicz (1995), Braess (2007).

Podstawowym wynikiem dotyczacym istnienia i jednoznacznosci jest lemat Laxa-
Miligrama. Zapewnia on, ze zagadnienie brzegowe liniowej teorii sprezystosci (postawione
w formie stabej) posiada dokladnie jedno rozwiazanie. Przy spetnieniu warunkow
aproksymacji wewnetrznej, jako konsekwencja tego lematu, aproksymowany problem
brzegowy takze posiada doktadnie jedno rozwiazanie.

Do wykazania zbieznosci MES wykorzystywany jest lemat Cea. Jego konsekwencija
jest fakt, ze biad aproksymacji wewngtrznej jest zawsze ograniczony przez btad
interpolacji. Zatem zmniejszajac btad interpolacji, jednoczesnie zmniejsza sie btad
aproksymacji. Wigcej na temat formalnych i praktycznych aspektéw oceny bledu pisza
migdzy innymi Demkowicz (1995), Zienkiewicz i Taylor (2002), Rakowski i Kacprzyk
(2005), Braess (2007).

5.1.3. Typowy 4-weztowy powtokowy element skoficzony

Powracajac na grunt rozwazan rozpatrywanej tu teorii powtok i zgodnie z poprzednimi
okresleniami (por. punkt 5.1.1), przez 71, cM oznacza si¢ obszar geometryczny
okreslajacy typowy element skorczony. Stad aproksymacja powierzchni odniesienia
powtoki opisana jest zaleznoscia

Ne
M=~M,=>1I,. (5.11)
e=1
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Potozenie weztéw elementu czteroweztowego opisane jest wektorami wodzacymi X, ,
gdzie a=1,...,4. Ponadto w kazdym wezle elementu okresla si¢ ortonormalna trojke tzw.
wektorow najezenia (zob. Wozniak 1966)

{t'}, ={t' (x)}, (X)) =(T).6 , i=123 (5.12)

zgodnie ze wzorami (3.29) i (3.30). W ten sposob wezet typowego elementu skonczonego
okreslony jest para (x,T,),. Wektor wodzacy powierzchni podstawowej w konfiguracji
odniesienia x(¢&) i tensor struktury w konfiguracji odniesienia T,(£) w obszarze elementu
skonczonego otrzymuje si¢ poprzez interpolacje stosownych wielkosci weztowych.
Wymagane w sformutowaniu wielkosci podlegaja interpolacji wewnatrz typowego elementu
skoriczonego. Omowienie interpolacji  zmiennych rozpatrywanego podejscia  jest
przedmiotem rozwazan w rozdziale 5.3.

5.1.4. Zamiana wspotrzednych

W okreéleniach miar odksztatcen (zob. wzér (3.132)) wystepuja pochodne wzglgdem
wspotrzednych  krzywoliniowych ¢(#. W $wietle relacji (3.3) i stosujac regule
rézniczkowania funkcji ztozonej zapisuje sig relacje

axX(§) _ (&) ¥,
A

(&) = (5.13)

Wykorzystujac teraz wzor (3.31) i obliczajac iloczyn skalarny t?(&)-t7 (&), otrzymuje sie
wzOr

3¢, X&) 3¢, X(&)
al* 9, ol 9
W postaci macierzowej réwnanie (5.14) przyjmuje postaé

Gulou || (0x138) 1|Ox138)-t7 | 1 0
Gafar || OX138)-E]@x195)-17 | [0 1

(&) (&) = t5(8) = To(6) & =y (5.14)

(5.15)

Na potrzeby dalszych przeksztatcen wprowadza si¢ wyznacznik j(&) okreslony
réwnaniem

(5.16)

(- de{(&x/&él)-tl |(0x/9¢)-1; } |

(0x/9&) -t |(0x/ 9&) -t

Zgodnie z punktem 3.1.1 danymi zadania w MES sa wspotrzedne wektora wodzacego x
oraz wspétrzedne wektoréw bazy stycznej t? . Stad obliczenie wyrazen typu

(0x19¢,)-t) =C,., (5.17)

wystepujacych w (5.16) nie nastrecza trudnosci. Wymagane w obliczeniach pochodne
funkcji ksztattu po wspdtrzednych ¢# oblicza sic zatem ze wzoru

_ 0L (E) _dL.&) dL, (&)

(e =50 = 26 " ae,

&g (5.18)
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Rézniczkowy element powierzchni okreslony jest wzorem (3.15). Wobec zatozenia o
ortonormalnosci bazy t° (zob. punkt 3.1.1) wzor (3.15) przyjmuje posta¢

da=+ad'd¢? = d'dg? = j(£)dede, . (5.19)

5.2. Linearyzacja

W analizie pewnej Kklasy konstrukcji inzynierskich pojawia si¢ zagadnienie
nieliniowosci. Moze ona wynika¢ z kinematyki ciata (na przyklad ciggna), opisu relacji
konstytutywnej (na przyktad plastycznos¢) czy warunkow brzegowych (na przykiad
zagadnienia kontaktu). W zagadnieniach tego typu uzyskanie zamknigtego rozwiazania
analitycznego jest zwykle niemozliwe i zachodzi potrzeba poszukiwania rozwigzan
przyblizonych. Popularna metoda rozwiazywania zagadnien nieliniowych jest iteracyjno-
przyrostowa metoda Newtona. Metoda ta wymaga sukcesywnej linearyzacji wszystkich
réwnan opisujacych dany problem oraz aktualizacji wystepujacych tam parametréw. W ten
spos6b zagadnienie nieliniowe zastgpowane jest ciagiem zlinearyzowanych réwnan, ktére
sa standardowo rozwiazywalne w kazdej iteracji.

W rozwazanej tu teorii powtok, przestrzen konfiguracyjna C(M,G) (zbidr wszystkich
mozliwych konfiguracji) powierzchni typu Cosseratdw okreslona jest nastgpujaco

U=C(M,G)={u=(uQ):M - G=E*xS0(3)}. (5.20)

Tutaj M jest powierzchnia geometryczna zanurzona w E* o whasnosciach omawianych w
rozdziale 3. niniejszej monografii. Przestrzen styczna T, 1 do przestrzeni rozwiazan U w
punkcie u do (5.20) okresla sie nastgpujaco

W=TuU=CM,9)={w:M —¢=E"xs0(3)} (5.21)

Wobec istniejacego  izomorfizmu  so(3) = E®, wynikajacego z odwzorowania
ad: E — s0(3) (3.37), relacje (5.21) mozna zapisac

TU=CM,E)={w:M - E=E*xE*}. (5.22)

Zaleznos¢ (5.22) pozwala traktowaé uogélnione przemieszczenie wirtualne we T, U jako
uporzadkowana pare¢ wektorow. Nalezy pamigta¢, ze sa to obiekty o réznych miarach
fizycznych, a takze podlegajace innym zasadom akumulacji.

Zlinearyzowane réwnanie (3.143) ma posta¢é

S'WI[u,&,s; W, 5€,0S, AW, AE, AS]+SW[U, €, S; W, 5E,05] = 0. (5.23)

Z réwnania (5.20) wynika, ze C(M,G) zawiera w definicji grupg obrotow SO(3) . Dlatego
wyniki rozwazan dotyczace przestrzeni liniowych nie moga by¢ tu bezposrednio
zastosowane. Z tego wzgledu, w pracy Chroscielewski (1996) zaproponowano, by
iteracyjna technikg rozwiazania (5.23) okresla¢ jako metodg typu Newtona rozumiana w
sensie ogdélniejszym od pierwowzoru.

Wykonanie dziatan przepisanych wzorem (5.23) i wykorzystanie wzoru (3.141)
prowadzi do zaleznosci (por. Witkowski 2005, Chréscielewski i Witkowski 2006)
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O*W[u, &, s; W, 5€,5S, AW, A€, AS]+ WU, E,S; W, 5€, S]

= [f,, ((40E(W) 0, P+ (JE(W)" 9% D AE(U) +(38)" 9%, 4EW)
+(5€(U))T 8§£gb AE+ (5§)Ta§£(p A€ — 53T A€ — (5€)T Aé) da (5.24)
+52V[U;W' Au]+.”m ((BW)Taa@J"ééTaa(p—ﬁ_&) da+oV[u;w]=0

Wyrdznione podkresleniem skiadniki réwnania (5.24) beda oméwione w dalszej czgsci
rozdziatu, w miejscu poswigconym interpolacji zmiennych sformutowania wzbogaconego
(elementu EANS4).

W kolejnych przeksztatceniach wykorzystuje si¢ notacje macierzowo-operatorowa.
Stad w dalszym ciagu operacji z (5.24) wprowadza si¢ nastepujace oznaczenia:

O&(u)=B(u)w, Je=0E+5e=B(uw+5€, Jd=Dw (5.25)
(0%€(u))'s=o6d"God, ad={v, v,, W, w,, W} (5.26)
[1(), O [0 0 0 0 —-n'x()]|
()., O 0 0 0 0 —n’x()
D= 0 1(),|. Gw=l o0 0 0 0 -mx() (5.27)
0 1(), 0 0 0 0 —m’x()
| 0 1 | n'x() n’x() O 0 H |
Wystepujaca we wzorze (5.27) macierz H(u) jest okreslona nastgpujaco
Hu)=n’ ®(t, +&,)—(n"+(t, +£,) )1 (5.28)

Relacje konstytutywna przyjmuje si¢ na mocy wzoréw (4.14) i (4.17) jako
S(€)=0,&=C(E(u)+€), 0,0=C (5.29)
W konsekwencji réwnanie (5.24) zapisuje si¢ w zwartej postaci
| jM (W (D"GD+BCB) AW +(d€)" CBAW + (Bw)' C 4¢
+(0€)" C A& - 95" A€ - (5€) 48)da (5.30)
+0V[u;w, Au] +.|:|‘M ((BW +0€)" s(€) —ﬁ—&ﬁ) da+oV[u;w]=0
Aby unikna¢ koniecznosci odnoszenia sie do szczegdlnych wariantéw wymuszen, dalsze

rozwazania ograniczone sa do tzw. obciazen ,,martwych”, w tym konserwatywnych, tzn.
takich, dla ktérych zachodzi

oV[u;w, Au]=0. (5.31)
Nawiazujac do formalnego podziatu wektora odksztatcenia i naprezenia na sktadowe (zob.

(4.52) i (4.53) ) wprowadza sig, na potrzeby sformutowania elementu EANS4, nastepujaca
dekompozycje operatora przemieszczenie-odksztatcenie (3.132)
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B =1 ax2 Bm

12x2

6x2Bm }T (5.32)

2><ZBS

Wzory (5.30) i (5.32) sa podstawa formutowania elementu skonczonego EANS4, co jest
przedmiotem dyskusji dalszych rozdziatow.

Z postaci réwnania (3.143) wynika, ze wymagany przez teori¢ rzad ciagtosci funkgji
wynosi C°. Z twierdzenia Sobolewa (zob. Hughes 2000, Braess 2007) wynika, ze
prawdziwa jest zaleznos¢

H*' < Ck. (5.33)
Zatem, majac dany funkcjonat zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu, w postaci

W(U,g,s) = j jM (D(E(u)+&)+s' (-€)) da+V (u) (5.34)

mozna sformutowaé podstawowe zadanie aproksymacji skonczenie wymiarowej (por.
Chroscielewski 1996): zastapienie ukladu nieskonczenie wymiarowego typu ciagtego C
odpowiednim uktadem dyskrethym D o skonczonej liczbie stopni swobody. Odpowiednio
okresla si¢ Problem C: Znajdz kinematycznie dopuszczalne u oraz € i s, takie ze
W(u,€,s) osiaga punkt stacjonarny dla we UF, s€e &, dse.¥. Tutaj okreslono:
przestrzefi kinematycznie dopuszczalnych pdl przemieszczen spetniajacych kinematyczne
warunki brzegowe

U=C(M,G) ={u:u(x) =u"(x); xe M} (5.35)

przestrzefi kinematycznie dopuszczalnych pdl przemieszczen wirtualnych spetniajacych
jednorodne warunki brzegowe

V=C(M,E’xE’) ={w:w e H'; w(x)=0; xe oM} (5.36)
przestrzen wirtualnych odksztatcen nazywanych odksztatceniami zgodnymi
E=C(M,(E%)*")={ske L'}, (5.37)

oraz przestrzen naprezen
F=C(M,(E*)") ={se L’} (5.38)

Okreslenie przestrzeni & > &€ odksztatcen wzbogacajacych bedzie podane w dalszej czesci
pracy.

Aproksymacje skonczenie wymiarowa Problemu C czyli Problem D formutuje sig
nastepujaco: Znajdz kinematycznie dopuszczalne u, oraz €, i s, takie ze W(u,,€,,S,)
osiaga punkt stacjonarny dla we U, d€, € &, ds, € Y, . Tutaj przestrzenie sa skonczenie
wymiarowymi aproksymacjami odpowiednich przestrzeni ciagtych tzn. U, cU, U, cV-,
&,cé, S s

Jesli zatozy sig, ze przyjety schemat interpolacji wzdtuz migdzyelementowych
brzegéw zapewnia wymagana przez rozwazana tu teorie powtok ciagtos¢ klasy C° pdl
podcatkowych w (5.30), to ten zlinearyzowany funkcjonat (5.30) mozna zapisa¢ w formie
nastgpujacej sumy po elementach

Ne
2(52W<e) [u,&,s;W, 08, Js, AW, A€, As]+WO[u, € s; W, IE, 55]) =0 (5.39)

=1

0]
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Zatem wobec rozbicia (5.30) na podobszary /1, i sumowania poszczegolnych udziatow w
postaci zaleznosci (5.39) dalsze rozwazania mozna ograniczy¢ do typowego pojedynczego

elementu skonczonego /7 .

5.3. Interpolacja

5.3.1. Uwagi ogolne

W ramach rozpatrywanego tu podejscia, zasadniczy problem z doborem funkcji
interpolacyjnych wynika z faktu, ze wielkosci podlegajace interpolacji naleza do réznych
abstrakcyjnych modeli matematycznych, (Korn i Korn 2000 i por. np. Chréscielewski
1996). Wynika to z faktu, ze przestrzen konfiguracyjna C(M,G) nie posiada struktury
przestrzeni liniowej. Ze wzgledu jednak na okreslenie G=E*xS0(3) jako iloczynu
prostego, interpolacje x(&) c E® i T,(&)e SO(3) stanowia dwa oddzielne zagadnienia.
Dodatkowo, ze wzgledu na zastosowane sformutowanie wzbogacone (podejscie EAS) oraz
dwustopniowa interpolacje odksztatceni scinania poprzecznego (podejscie ANS), pojawia
sie zagadnienie interpolacji tychze odksztatcen, jako elementéw z przestrzeni E*. Ostatnim
sktadnikiem omawianego tu sformutowania, jaki podlega interpolacji, jest wektor
wirtualnego obrotu  w(&)e E*  (w(é)=ad'(W(&)), Weso(3)). W nastepnych
podrozdziatach przedstawia si¢ schematy interpolacyjne dla kazdego typu zmiennej. Z tego
tez wzgledu nalezy postrzega¢ omawiane tu podejscie w szerszym kontekscie, a wigc jako
sformutowanie typu izoparametrycznego.

5.3.2. Interpolacja wielko$ci wektorowych

Interpolacja funkcji wektorowych problemu: wektora wodzacego powierzchni
podstawowej x(&) , wektora wodzacego powierzchni odniesienia w konfiguracji aktualnej
y(&), wektora przemieszczen translacyjnych u(é§) oraz wektora wirtualnego
przemieszczenia v(¢) podlega standardowej dla MES procedurze, zob. wzér (5.8). W
rozpatrywanym tutaj elemencie czterowgztowym etykiety we wzorze (5.6) przebiegaja
wartosci

m=n=1, r,s=1,2. (5.40)

5.3.3. Interpolacja na grupie obrotéw SO(3)

Zastosowanie standardowej interpolacji wyrazonej wzorem (5.8) do elementéw grupy
obrotéw SO(3) , tzn.

Q(E), To(&) ={t" ()}, T(§) =QT (&) ={t (&)} (5.41)

jest dziataniem zewnetrznym wzgledem tej grupy. W stosowanym w niniejszej pracy
podejsciu  wykorzystuje si¢ algorytm interpolacji posredniej. Schemat ten zostat
zaprezentowany w pracach Chroscielewski i inni (1992, 1993) i dalej oryginalnie
rozwiniety przez Chréscielewskiego (1996)°®. Kluczows idea omawianego podejscia jest

%) podobna procedure mozna odnalezé w pracy Jeleni¢ i Crisfield (1999). Zestawione tutaj prace
wskazuja, ze palme pierwszenstwa nalezy jednak bezwzglednie przypisywaé  prof.
Chroscielewskiemu.
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transport dziedziny aproksymacji w otoczenie elementu neutralnego grupy obrotow
le SO(3), gdzie btad narasta najwolniej, zob. Chrdscielewski i inni (1993). Schemat
interpolacyjny jest niezalezny od wyboru parametryzacji grupy obrotéw SO(3) .

Poszczeg6lne kroki omawianego algorytmu opisano migdzy innymi w pracach:
Chrdscielewski i inni (2002, 2011b). Ponizej dla kompletnosci rozwazan niniejszej
monografii przedstawiono w skrécie zasadnicze kroki schematu interpolacji (por.
Witkowski 2005):

1. Ustalenie pewnego typowego reprezentanta Qe SO(3) zbioru dyskretnych wartosci

Q,=0Q(,), Q,eUcSO@), (a=1...n,) funkcji Q(&) w weztach
T =[-1L1x[-11]. Tutaj n, =4 oznacza liczbg weztow elementu skoficzonego.

2. Transport przy pomocy Q' € SO(3) wartosci dyskretnych Q, z weztéw w otoczenie
elementu neutralnego 1e W < SO(3)

R,=Q'Q, (5.42)

3. Obliczenie w kazdym wezle &, (a=1...,n,) parametrow wektora obrotu w, na
podstawie (5.42). W rozpatrywanej tutaj parametryzacji kanonicznej wykorzystuje si¢
réwnania (3.155).

4. Interpolacja wspotrzgdnych wektora w, (&,) na postawie wzoru (5.8).

5. Obliczenie funkgcji Iia(é‘a) przy pomocy w,(&,). W parametryzacji kanonicznej
korzysta si¢ ze wzoru (3.154).
6. Transport funkcji z powrotem do polozenia wyjsciowego U < SO(3) przy pomocy

Q:W-oUc0R)

Q(&) = QR(&) - (5.43)

W opisanym algorytmie funkcja Q(é‘) interpoluje funkcje Q(&)e C(z,,,SO(3)) w
zbiorze weztow & e . Z relacji Q(¢)=QR(&) wynika, ze funkcja Q(&) zawsze
przybiera wartosci w SO(3) . Zapewnia to, ze przedstawiona procedura jest dziataniem
wewngetrznym w grupie SO(3) i praktycznie usuwa osobliwosci, jakie moga by¢ zwiazane
ze stosowaniem parametryzacji lokalnej. W ramach omawianego tu podejscia procedurze
interpolacji przedstawionej powyzej podlegaja takze wielkosci Q(&) , T,(&) i T(E).

5.3.4. Interpolacja wektora obrotu

Wektor wirtualnych obrotéw w(&) podlega interpolacji w ustalonej bazie e . Jest tak
dlatego, ze w przypadku powtok gtadkich, jak i strukturalnych baza t (x) podlega
zmianom przy przejsciu z pewnego punktu x, € M do punktu x,€ M, q=# p. Powoduje
to, ze bezposrednia interpolacja sktadowych w(&) w bazie lokalnej t (x) nie jest do konca
poprawna (zob. na przyktad Cardona i Geradin 1988). Rozpisanie wektora w bazach e i
t.(X) prowadzi do relacji

w(E) =w(6) t(8) =W;(S) € (5.44)
Wykorzystujac teraz réwnanie (3.31) w (5.44); , otrzymuje si¢
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W) =W, (&) T" ()t (x), (5.45)

gdzie T(x) wynika z prawa sktadania obrotdw (5.41),. W konsekwencji otrzymuje si¢
nastgpujacy schemat interpolacyjny

W, ($)
wW(&) =W, (&) =T (EW(), T(&) =[T,], (5.46)
W, (S)
w ktorym pole W(&) w statej bazie e wyznaczane sa za pomoca relacji (5.8) tzn.
we)| W,
W(E) = W(&) (= L)W, - (5.47)

W& W,

Nalezy mie¢ tu jednak na uwadze, ze aby wyznaczy¢ elementy (pola) T'(&) nalezy
postuzy¢ si¢ schematem interpolacyjnym opisanym w paragrafie 5.3.3.

5.3.5. Interpolacja niezaleznych pol odksztatcen

W podejsciu EAS przestrzen é}i odksztatcen wzbogacajacych okresla si¢ (por. np.
Simo i Rifai 1990, Witkowski 2005, Braess 2007) jako:

b= {5(§m)h € &1 &), = 25(5,“)&6)(4‘)%(6)}7 gdzie &(E,); (&) =P(£)B,, (5.48)

e=1

Tutaj ¥ (x) (por. Simo i Rifai 1990) jest funkcja okreslona na obszarze elementu I
taka ze

1 & Xxe H(e),

79 (x) = { (5.49)

0 w przeciwnym razie

Tak okreslona funkcja, dziatajac na dowolng funkcje, ogranicza ja do obszaru
pojedynczego elementu skonczonego (€). Elementowy wektor B, w (5.48) ujmuje
wartosci swobodnych parametréw odksztatcenia w bazie naturalnej & = (&, <&,) . Okreslenie
macierzy P(&) zostanie podane w dalszej czesci rozdziatu. Dla zapewnienia stabilnosci
rozwiazan w podejéciu EAS wprowadza si¢ pewne dodatkowe warunki®”, zob. prace Simo
i Rifai (1990), Reddy i Simo (1995). Jednym z zadan jest, by wariacje zgodnych
odksztatcen (5.37) nie byly zawarte w przestrzeni wariacji odksztalcen wzbogacajacych
(5.48),, a dokiadniej

§nG =0 (5.50)

Ponadto wymaga si¢, by kolumny macierzy P(&) z réwnania (5.48), byty liniowo
niezalezne. Pole zatozonych naprezen elementowych przyjmuje sig¢ takze jako nieciagte na
granicach elementéw i ztozone z funkcji przynajmniej kawatkami statych, tj.

%) Wymagane dla stabilnosci rozwiazania postulaty, w przypadku symetrycznych tensordw
odksztatcenia, omawiat takze Braess (1998).
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3(s,), = ié(sm)ﬁ")(é‘)x“") , 6(s,) = const (5.51)

e=1

Dla uproszczenia zapisu w dalszym ciagu pomija si¢ etykiete h oznaczajaca aproksymacje
skoniczenie wymiarowa, zgadzajac si¢, ze omawiane wielkosci odnosza si¢ do
pojedynczego elementu skonczonego zgodnie ze wzorem (5.39). Jednym z ostatnich
zalozen jest zatozenie o L* -ortogonalnosci na poziomie elementu tzn.

j j% ds, o€ da=0. (5.52)

Implikacjami zaleznosci (5.52) sa nastgpujace réwnosci

[] 08, ¢,da=0, [] &8, da=0, [[ (0845, +4&05,)da=0 (553)

m

W konsekwencji podkreslone w (5.30) wyrazy znikaja na poziome budowy elementu w
aproksymacji skoriczenie elementowej (5.30) okreslonej rownaniem (5.39). Prowadzi to do
funkcjonatu, w ktérym jako zmienne niezalezne wystepuja jedynie uogolnione
przemieszczenia i odksztatcenia wzbogacajace tzn.

OAWI[u, &; W, €, Au, €]+ SW[u, & W, 5€] =
=[] ((5d"God + (9E(u))T CAE(U) +(98)" C 4&(u) (5.54)

+(OE(U))"CAE + (9€)"CE ) da+ j j (BW)"s+58"s)da+oV[u;w] =0

Zgodnie ze wzorem (5.48), niezalezne sktadowe membranowe wektora odksztatcen
£ iich rzeczywiste przyrosty interpoluje si¢ wg schematu

£, (&) =P(&)B, JE,(&) =P(&) B, (5.55)
Wystepujaca we wzorach (5.48), i (5.55) macierz P(&) jest definiowana jako

Jo T
P(&)=—_M H 5.56
©)=5aME o HE) (5.56)
Do okreslenia (5.56) dochodzi si¢ w kilku krokach. Zasadniczym zalozeniem (zob. na
przyktad Simo i Rifai 1990, Chroscielewski i Witkowski 2006), jest okreslenie funkcji
wchodzacych w skkad macierzy P(&) okreslonej we wsp6trzednych &= (¢, <,) . Dane w
ten sposob wartosci przenosi si¢ nastgpnie do przestrzeni fizycznej, stosujac regute
transformacji w przod (ang. push-forward, zob. np. Marsden i Hughes 1994, Hozlapfel
2001). Z ta roznica, ze role gradientu deformacji przejmuje jakobian przeksztatcenia
P > 1.
Macierz M we wzorze (5.56) okreslona jest przez

§111§111 §112 §112 §112 §111 §1'1C1'2

M = §211§211 §212 §212 §212 §211 §211§212 (557)
§111C211 §112 C212 §111§212 §112 §211
§111C211 §112§212 §1'2§2'1 §111§212 £=0
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i opisuje formalnie transformacj¢ niesymetrycznych sktadowych tensora naprezen do
ukfadu lokalnego elementu, por. np. Pian i Sumihara (1984), wzor (34) tamze dla
symetrycznych tensoréw. Dolny indeks ¢ =0 podkresla, ze obliczenie wyrazenia (5.57),
ograniczone jest do $rodka elementu wzorcowego, dla ktérego ¢ =0. Rozmiar macierzy
M tzn. 4x4 bierze si¢ z faktu, ze wzbogaceniu podlegaja tu tylko sktadowe membranowe
odksztatcen w liczbie czterech.

Operacja odwrdcenia macierzy M we wzorze (5.56) wynika z faktu, ze w elementach
typu EAS rozpatruje si¢ transformacje odksztalcen, por. praca zrodtowa Simo i Rifai
(1990), Andelfinger i Ramm (1993) lub rozwazania w pracy Witkowski (2005). W ramach
dyskutowanej tutaj teorii powtok macierz transformacji (5.57) uzywana byta w elementach
skonczonych przedstawionych, migdzy innymi, w pracach Chroscielewski i Witkowski
(2006) i Witkowski (2009).

Kolejne wielkosci w réwnaniu (5.56) zdefiniowane sa wzorem (5.16), przy czym j,
oznacza

Jo =18 (5.58)

Woprowadzenie obliczenia w zakresie ograniczonym do & =0 stosowane przy obliczeniu
wyznacznika (5.58) zostalo zaproponowane w pracy Taylor i inni (1976) dla
czteroweztowych elementéw skonczonych w praskim stanie naprezenia. Simo i Rifai
(1990) wskazali, ze warunkiem spetnienia testu faty jest migdzy innymi, by spetniona byta
zaleznos¢

[P©®i@)de=0 (5.59)

T(e)

Wykorzystanie we wzorze (5.59) okreslenia (5.56) prowadzi do zwiazku

[ mey

MO HOIE@dE =0 (5.60)

T(e)

Poniewaz j, i M(&)™" L. 5 state to w konsekwencji uzyskuje si¢ warunek, jaki musza
spetnia¢ funkcje Wzbogafc‘ajatce odksztatcenia

[HE@de=0 (5.61)

Te)

Macierz H(&) ze wzoru (5.56) w rozpatrywanym tu podejsciu jest wymiaru 4xN,, co
wynika z postaci macierzy (5.57) i opisuje funkcje wzbogacajace odksztalcenia we
wspotrzednych  naturalnych  &=(¢,&,) . Etykieta N, okresla liczbe funkgji
wzbogacajacych. Dobor funkcji zawartych w H($) decyduje o sukcesie badz
niepowodzeniu formutowanego w ramach techniki EAS elementu. Poza warunkiem (5.61),
nie stawia si¢ innych ograniczen®® wobec H(¢) . Jednak nalezy mie¢ na uwadze, ze duza
liczba N, funkcji wzbogacajacych niekonieczne przektada si¢ na lepsze whasnosci tak
udoskonalanego elementu skonczonego, a dodatkowo zwigksza wymiar macierzy

elementowych, ktére podlegaja kondensacji statyczne;.

%) Wisniewski (2010) weryfikuje poprawnos¢ pél wzbogacajacych, sprawdzajac warunek
zgodnosci odksztatcen postawiony dla osrodka Cauchy’ego.
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W literaturze przedmiotu, poswicconej gtdwnie osrodkowi Cauchy’ego (z
symetrycznymi miarami odksztatcen), zaproponowano kilka postaci macierzy H(&) .
Pewien przeglad mozna odnalez¢ w rozprawie doktorskiej Autora (Witkowski 2005).

Andelfinger i Ramm (1993), analizujac elementy EAS i hybrydowe (HR) wg
koncepcji z pracy Pian i Sumihara (1984), zauwazyli, ze przy odpowiednim doborze
funkcji wzbogacajacych odksztalcenia w elemencie EAS i interpolujacych niezalezne
naprezenia w elemencie hybrydowym uzyskuje si¢ réwnowaznos$¢ wynikow. Zagadnienie
to byto przedmiotem po6zniejszych studiéw, zob. na przyktad Bischoff i Ramm (1997),
Bishoff i inni (1999), Sansour i Kollmann (2000). W swej istocie, koncepcja
réwnowaznosci mowi, ze wielomiany uzyte do interpolacji naprezen w elemencie HR wraz
z wielomianami wykorzystanymi do interpolacji odksztatcenn w elemencie EAS dopetniaja
si¢ wzajemnie do kompletnego biliniowego wielomianu. Innymi stowy, wielomian uzyty
do interpolacji n-tej sktadowej wektora naprezen nie moze by¢ uzyty do interpolacji n-tej
sktadowej wektora odksztatcen. Wykorzystanie koncepcji réwnowaznosci pozwala na
pewne uproszczenia macierzy elementowych w elementach hybrydowo-mieszanych, zob.
np. praca Gruttmann i Wagner (2006) i cytowana tam literatura. Elementy te, cho¢ nie sa
bezposrednio przedmiotem tej pracy, ze wzgledu na opisywane w literaturze doskonate
wiasnosci, sa w skrdcie oméwione w sekcji 5.3.7.

Na podstawie literatury (zob. np. Simo i Rifai 1990, Andelfinger i Ramm 1993,
Bischoff i Ramm 1997 ) i whasnych badan (zob. np. Witkowski 2005, Chroscielewski i
Witkowski 2006, Witkowski 2009) w niniejszej pracy przyjmuje si¢ nastgpujaca postac
macierzy H(&)

§i6&i0i 0108 0 {01 0
L _| 00 64500 00 562)
a8 [ 01000 ifi&si000
0/ 0i0; 010} 0 554,

o

Propozycja wykorzystania we wzorze (5.56) macierzy (5.57) i (5.62) jest oryginalnym,
autorskim rozwinigciem i adaptacja na potrzeby rozwazanej tu szescioparametrowej teorii
powtok pierwotnego podejscia zaproponowanego w pracy Simo i Rifai (1990).

Ograniczenie transformacji (5.58) do srodka elementu wzorcowego (¢ =0) nie jest
jedyna mozliwoscia. Przyktadowo, w pracach Kasper i Taylor (1997, 2000) i w cytowanej
tam literaturze wykorzystuje si¢ podejscie, w ktorym uzywa si¢ jakobianu usrednionego po
obszarze elementu, por. wzér (3.6) w pracy Kasper i Taylor (2000). W plaskich
zagadnieniach dwuwymiarowych podejscie z jakobianem obliczanym w srodku elementu i
jakobianem usrednionym sa réwnowazne, por. Kasper i Taylor (1997). W pracach tych
odnalez¢ mozna uwagi o korzysciach, jakie uzyskuje sie, stosujac alternatywne reguty
transformacji, powstate w wyniku, na przyktad, zamiany jakobianu na jego transponowana
odwrotnos¢. Praca Kasper i Taylor (1997) zawiera wzmianke o zastosowaniu modyfikacji
obliczenia usrednionego jakobianu poprzez obrocenie elementu fizycznego, aby
,,dopasowa¢” go do izoparametrycznego uktadu wspdtrzednych, z zachowaniem proporcji
Co ciekawe, p6zniejsza praca tychze autoréw (Kasper i Taylor 2000) nie zawiera jawnie tej
wzmianki.

Nieco inne podejscie do transformacji typu (5.56) mozna odnalezé w pracach
Wisniewski i Turska (2008, 2009). Pierwsza z tych prac dotyczy elementéw HR, a druga
elementéw mieszanych. W obu pracach autorzy zaproponowali wykorzystanie skosnych
wspdtrzednych stowarzyszonych ze s$rodkiem elementu skonczonego. W pracach
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przeanalizowano dokladnie rézne warianty interpolacji zmiennych niezaleznych, badano
wartosci whlasne macierzy sztywnosci, jak i spetnianie testow taty. W pracy Wisniewski i
Turska (2009) przeanalizowano takze istotny dla procesu obliczen problem uwarunkowania
macierzy sztywnosci elementu. W tym celu zbadano spetnienie warunku inf-sup wg
Chapelle i Bathe (1993) (zob. takze np. Bathe 2001, Sitek 2007). Analizowano zadania
liniowe, jak i geometrycznie nieliniowe, a takze dotyczace materiatoéw hiperspregzystych.

5.3.6. Interpolacja odksztatcen w podej$ciu ANS

Koncepcje dwustopniowej interpolacji odksztatcen $cinania poprzecznego mozna
zapisa¢ w nastegpujacych krokach:
1. W kazdym z punktow pomiarowych A(0,1), B(-1,0), C(0,-1), D(1,0) w uktadzie
wsp6trzednych wzorcowych & =(&,<,) (zob. rys. 5.3) oblicza si¢ wartosci
odpowiednio odksztatcen i macierzy B, (5.32) tzn.

{gﬁ (B:-,quﬁ)}v {Bs|(B:-,quﬁ)}a ﬂ:]-,z (563)
Indeks BI (Bezposrednia Interpolacja) oznacza (por. Chroscielewski 1996), ze stosowne
wielkosci obliczane sa bezposrednio z przemieszczen, a (p,, ;) okreslaja wspotrzedne
punktéw pomiarowych.

Rys. 5.3. Potozenie punktéw pomiarowych metody ANS we wzorcowym elemencie 4-weztowym

2. Otrzymane dyskretne zbiory wartosci {¢, f‘;ﬁvqﬁ)} i {Bs|<BLﬁ,qﬁ)} sa transformowane z

uktadu aktualnego (,,fizycznego™) reprezentacji przestrzennej {t,} do ukiadu elementu

wzorcowego {&,t°}. W ten sposdb otrzymuje si¢ wartosci {5ﬁ|<BLﬁ,qﬁ)}v {BJ?LEY%)}.

3. W kolejnym kroku przeprowadza si¢ interpolacj¢ wartosci z punktu 2 tzn.:

§(8)=10+&)&[ +10-&)&)0 (5.64)
5(E)=11+8)E [ +10-8)5,|0 (5.65)
B, (§)=10+&)B, [, +101-4)B, |z' (5.66)

DI DI
D B

B, (&)=1(1+¢)B,

+1(1-&)B,

(5.67)
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4. Obliczone zgodnie ze wzorami (5.64) i (5.65) wielkosci sa transformowane z powrotem
do bazy aktualnej w reprezentacji przestrzennej (uktadu ,,fizycznego”). Okreslone
réwnaniami (5.66) i (5.67) podmacierze podstawiane sa na stosowne miejsca macierzy
(5.32).

5.3.7. Uwagi o elementach hybrydowo-mieszanych

W pracy Gruttmann i Wagner (2006) opracowano powtokowe elementy 4-weztowe.
W ich sformutowaniu faczy si¢ technike wzbogacania odksztatcen, niezalezng interpolacje
naprezen i technike ANS. Przedstawione w cytowanej pracy wyniki numeryczne pozwalaja
uzna¢ omawiane elementy za bardzo efektywne pod wzglgdem minimalizacji efektu blokady.
W omawianej tam koncepcji odksztatcenia s$cinania poprzecznego obliczane sa
zgodnie z technika ANS. Dla przekrojowych sit powtokowych w teorii $cinania pierwszego
rzedu zapisuje si¢
SRM :{Nll N22 N12 Mll M 22 M12 ql qZ}T (568)
Do wielkosci (5.68) stosuje sig¢ schematy interpolacyjne

Sru )= Shu (9] ﬁ(e) , Sy )= Sav (9] 56(9) y ASgy )= Sav (€) Ap(e) (5.69)

W niniejszym podrozdziale w celu odréznienia wielkosci obowiazujacych dla teorii 5-

parametrowej, wyrazenia wiasciwe dla tej teorii opatruje si¢ dolnym indeksem RM.
Schemat interpolacji naprezen niezaleznych zapisuje si¢ w postaci
L.,0 OON'OO

S @=[1TN]=01, 000N;0 (5.70)
0 01,,000N:

Wykorzystujac podejscie z prac Simo i inni (1989), Wagner i Gruttmann (2005)

poszczeg6lne podmacierze z (5.70) dla czgsci membranowej m i dla czgséci zgigciowej b
przyjmuije jako

érz _ér_z 0
NI =No=MD| 0 &-¢& |, (5.71)
0 0
gdzie przyjeto oznaczenia
—_ 1 « _ _
2 X j%g da, a=12, A _j s da (5.72)

Opisany wzorami (5.70) i (5.71) sposéb interpolacji dla symetrycznych tensoréw naprezen
stosowany np. w pracach Simo i inni (1989), Wagner i Gruttmann (2005) jest rownowazny
oryginalnej koncepcji z pracy Pian i Sumihara (1984) przy zatozeniu, ze ¢&*=0.
Wystepujaca w (5.71) macierz M7 =M ma budowg typowa dla symetrycznego ptaskiego
stanu naprezenia, por. Gruttmann i Wagner (2006), Sitarski (2008)
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Ml =M =] S, 8,008, S0l 25,5, S0 p=(0x1 9yt (5.73)

815825080 S0 80 S )
Transformacj¢ naprezen $cinania poprzecznego opisuje si¢ zaleznoscia
¢ 0
NE:MEFZ % _}, Mgzﬁl 3’2} (5.74)
0 ¢-¢ Su S e

W pracy Gruttmann i Wagner (2006) niezalezne sktadowe wektora odksztatcen €
interpoluje si¢ wg schematu

£(S) =P(&)ay,, d&(8) =P(¢)da, , 4e(¢) =P(S)4a, (5.75)
Macierz P(&) ze wzoru (5.75) jest definiowana jako
P(&) =[LN,(€).N, (&)1, (5.76)
gdzie macierz N, (&) jest okreslona przez
N™ 0 0 &-& 0
N@=| O N!0 [ NI=N'=T/| 0 &-§| N'=N; (5.77)
0 ON” 0 0

Tutaj macierz T okreslona jest wzorem

quuusq qu. SnSn

Tso_ SZ SZl|SZ S22| % Szz 1 a’ﬁ:(axlagrﬁ).tg (578)

25151232325132+§321:

Struktura blokowa macierzy N,(&) jest identyczna ze struktura macierzy N,() z
réwnania (5.77)
N™ 0 O
N,(&)=| 0 N* 0 (5.79)
0 0 N”

Kolejne podmacierze (5.79) rozpisuje si¢ w sposéb typowy dla podejscia EAS, por. na
przyktad Simo i Rifai (1990), Chréscielewski i Witkowski (2006) i cytowana tam literatura:

NI (&) = N (&) = 0(‘2) M) TH(&),, a=2,4 (5.80)
H(), H(&),
H(&), =[ (g) ] H(&), =[ (g) ] (5.81)

gdzie macierze
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v |60 s 696 00
H(§)2_|:O 52] H(é‘h—{o 0 ¢ eiéj (5.82)

wynikaja z rozwazan z pracy Andelfinger i Ramm (1993). Widoczne jest, ze spetniaja one
warunek stawiany réwnaniem (5.61). W koncepcji z pracy Gruttmann i Wagner (2006)
interpolacja odksztatcen scinania poprzecznego odbywa si¢ wg formuty

N (€) =%(M?)‘TH(§)G, a=12. (5.83)

Tutaj macierz I:I(é‘)a dana jest przez (5.82). W omawianym podejsciu Gruttmanna
i Wagnera odksztatcenia wzbogacone reprezentowane przez (5.79) przy (5.82) sa
L -ortogonalne (por. wzor (5.52) do naprezen niezaleznych reprezentowanych macierza
(5.71). Wykorzystujac ten fakt, Gruttmann i Wagner (2006) uzyskali znaczne uproszczenia
wzoréw opisujacych pewne macierze elementowe.

5.3.8. Macierze elementowe

Powracajac do gtdwnych rozwazan niniejszej monografii, w pojedynczym wezle
elementu skonczonego okreslone sa trzy wirtualne przesunigcia i trzy wirtualne obroty,
wszystkie odniesione do globalnego uktadu wspotrzednych. Wymienione stopnie swobody
maja klarowna interpretacje techniczna i nazywane sa tutaj inzynierskimi stopniami
swobody.

Odpowiednie weztowy i elementowy wektory stopni swobody przyjmuja postaci

Vl
Va o0
\Y v, oq
oq, = {_a } =131, 00,=9. " (5.84)
a 1 24>£1) 5q3
W, aq,
V_V3

Elementowa macierz funkcji ksztattu przyjmuje postac
Lo (€) =[Li () IL, () IL; (&) L, ()] (5.85)

Tutaj L, (&) jest podmacierza funkcji ksztattu wezta a, zob. podrozdziat 5.1.1. W obrebie
typowego elementu skoniczonego otrzymuje si¢ nastepujacy wzoér stuzacy do interpolacji
wielkosci weztowych

v(é)
w($)

W swietle reguty opisujacej interpolacj¢ wspotrzednych wektora wirtualnego obrotu (zob.
punkt 5.3.4) wzor (5.86) zapisuje si¢ jako

w(g) = E(é:) 5q(e) (5.87)

Wystepujaca we wzorze (5.87) macierz L(&) okreslona jest przez:

w()= { } =L(€)dq - (5.86)
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0
L) =Y(©)Lk(©), Y.(&) = {0 T (5)} (5.88)

Dany réwnaniem (5.87) schemat interpolacyjny stosuje si¢ takze do rzeczywistych
przyrostow uogdlnionych przemieszczen tzn.

Au(é) =L(&) 4q, . (5.89)

Wykorzystanie relacji (5.25), (5.26), (5.87), (5.89) w réwnaniu (5.54) prowadzi do uktadu
réwnan na poziomie elementu w postaci

(KE +KP) A0 + (K 4By =p® —15”

(5.90)
Kig 40 + Kz By = -1
Tutaj
K© ZH% B'CBda, B=BL (5.91)
oznacza czgé¢ materiatowa stycznej macierzy sztywnosci K, a macierz
KO = jj DTGDda D=DL (5.92)

jest czescia geometryczna macierzy K. W omawianym tutaj sformutowaniu macierz K&
nie jest symetryczna. Ten efekt pojawit si¢ w pracy Simo (1993) czy Simo i inni (1995).
Podabnie jak w pracy Simo (1993), tak w niniejszym podejsciu niesymetryczne wyrazy
podlegaja symetryzacji. Pozostate wielkosci z uktadu réwnan (5.90) okreslone sa
nastgpujaco:

K = jj PTCPda K = jj PTCB da (5.93)

rl = J‘J‘% B's(u)da, r{¥ = H% P's_ da, p© = Ijn<e) L"p(q) da (5.94)

Macierze (5.91), (5.92), (5.93) i wektory (5.94) obliczane sa na drodze petnego (2x2
punkty) catkowania numerycznego przy pomocy kwadratury Gaussa. Pewne wiadomosci
na temat catkowania numerycznego zawarto w Dodatku B niniejszej monografii.

Ze wzgledu na zatozona nieciagtos¢ migdzyelementowa parametrow /B, ze wzoru
(5.55), kondensuje sig je statycznie na poziomie elementu tj.

By =—(KE) (KR Aq +157) . (5.95)

W rezultacie typowy element skoniczony ma w kazdym wezle szes¢ inzynierskich
stopni swobody zgodnie ze wzorem (5.84);.W wyniku kondensacji statycznej parametrow
4B, uktad rownan (5.90) przeksztatca si¢ do typowej dla procedury przyrostowo-
iteracyjnej postaci

KP4q, =4p® +j9, j© = p© —r® (5.96)

Macierz styczna ze wzoru (5.96)
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K =KE +K© — (K (KK (5.97)

q
oraz elementowy wektor sit wewnetrznych r(®

r® =r® - (Ki)" (Kg) 'rg” (5.98)
maja tutaj typowa dla elementéw mieszanych posta¢ (por. na przyktad Chrdscielewski
1996, Wisniewski i Turska 2006).

Przeprowadzenie procedury standardowej agregacji, z jednoczesnym uwzglednieniem
warunkow brzegowych, prowadzi do macierzowej (algebraicznej) wersji réwnania (5.30) w
postaci

K. Aq=Ap+]j (5.99)

Iteracyjno-przyrostowe rozwiazanie réwnania (5.99) i zagadnienie aktualizacji zmiennych,
jest przedmiotem rozwazan zawartych w dodatku C niniejszej monografii.



Rozdziat 6

PRZYKLADY NUMERYCZNE

6.1. Wprowadzenie

Niniejszy  rozdziat przedstawia wyniki numeryczne rozwiazan pewnej
reprezentatywnej grupy przyktadow, testujace opracowany element skorficzony oraz
zaproponowane zwiazki konstytutywne.

Przyktady dotycza zagadnien statyki geometrycznie liniowej i nieliniowej w zakresie
matych odksztatcen sprezystych oraz nieliniowej statecznosci. Znakomita wigkszos¢ zadan
stanowia typowe i dobrze udokumentowane w literaturze przyklady testujace (ang.
benchmark problems). Jako rozwiazania odniesienia przyjmuje si¢ zatem wyniki znane z
literatury. Biorac pod uwage fakt, ze w wigkszosci przypadkéw rezultaty literaturowe sa
dane w postaci krzywych ($ciezek réwnowagi), odniesienie takie zwykle jest obarczone
btedem odczytu z rysunku. Dlatego, w celu poréwnania, wykorzystuje si¢ takze inne
elementy skonczone rozwinigte w ramach rozpatrywanej tu teorii powtok. Sa to elementy
4- i 16-weztowe odpowiednio oznaczane jako CAMe4 i CAMel6 z pelnym catkowaniem
(FI) oraz jednolicie zredukowanym catkowaniem (URI).

Rozwazania niniejszego rozdziatu podzielone sa na dwie zasadnicze czgsci. Cze$¢
pierwsza dotyczy zagadnien geometrycznie liniowych i koncentruje si¢ przede wszystkim
na ocenie whasnosci dyskutowanego elementu skonczonego EANS4. Za pracami Bathe i
inni (2000b) Auricchio i inni (2004) oraz Wisniewski (2010) badanie elementu
przeprowadza si¢ za pomoca testu faty oraz poprzez dyskusje¢ warunku inf-sup i spektrum
macierzy sztywnosci. Ponadto rozpatruje si¢ jeden przykiad obliczeniowy dotyczacy
zginania belki dwuteowej.

W czesci drugiej rozdziatu przedstawiono wyniki otrzymane w zakresie nieliniowym.
Ta czg$¢ pracy jest znacznie bardziej obszerna w poréwnaniu z czgsdcia pierwsza.
Zamieszczono w niej migdzy innymi szczegdtowe wyniki badan dotyczace pojawiania si¢
ewentualnych form pasozytniczych oraz wyniki badan nad zbieznoscia rozwigzan w
zakresie nieliniowym. Ze wzgledu na fakt, ze rozwazana tutaj teoria powlok w sposéb
naturalny ujmuje powtoki o ortogonalnym potaczeniu ptatéw, w obu czeséciach tego
rozdziatu zamieszczono stosowne przykiady.

W przyktadach dotyczacych powlok warstwowych kierunek, nawiazujac do rys. 4.2
kat laminacji 6,,,, odmierzany jest zawsze od wektora stycznego t) rozwazanej powtoki.

6.2. Przykitady analizy liniowej

6.2.1. Test taty

W niniejszym paragrafie przedstawione zostana wyniki dwoch wersji testu taty: w
wersji przemieszczeniowej i naprezeniowej, por. Witkowski (2009), Sitek (2010). W
literaturze, zob. prace cytowane nizej, zadanie to zwykle rozwiazuje si¢ bez odniesienia do
konkretnego ukiadu jednostek.
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Wer §a przemieszczeniowa

Test taty w tej wersji, zob. rys. 6.1, zwykle wiaze si¢ z praca MacNeal i Harder
(1985), cho¢ Panasz i Wisniewski (2008) wskazuja jako wiasciwe odniesienie do pracy
Robinsona i Blackhama®®. W zadaniu rozpatruje si¢ siatke elementéw skonczonych o
wymiarach w rzucie | =0.24 i b=0.12. Wszystkie elementy sa wykonane z tego samego
sprezystego materiatu o statych E=10°, v=0.25 o statej grubosci h, =0.001. W
obliczeniach przyjeto tutaj nastgpujace wspdtrzedne weztdw wewngtrznych siatki: wezet a)
(0.04,0.02), wezet b) (0.18,0.03), wezet c) (0.16,0.08), wezet d) (0.08,0.08).

Rys. 6.1. Test taty, wersja przemieszczeniowa

W czesci membranowej testu, na wezty zewnetrzne siatki naklada si¢ pole wymuszen
kinematycznych opisane wzorami

u=10"°(x+y/2), v=103(y+x/2) (6.1)

Pole to generuje rozklad naprgzen normalnych i stycznych w plaszczyznie siatki o
wartosciach
o,=0,=1333, 7, =400 (6.2)

Rozwiazanie zadania przy pomocy elementu EANS4 daje wyniki przemieszczen punktow
wewnetrznych siatki zgodne ze wzorem (6.1), a obliczone naprg¢zenia w punktach
catkowania maja wartosci identyczne z podanymi we wzorze (6.2).

W czgséci zgigciowej testu zadane na wezly zewngtrzne pole przemieszczen opisuja
wzory

w=10" (¢ +xy+y?*)/2, 6, =10°(y+x/2), 6, =107 (-x—y/2) (6.3)

Rozwiazania analityczne dla momentéw zginajacych i momentu skrgcajacego maja
wartosci

m =m, =1.111-10", m,, =10" (6.4)
Wyniki przemieszczen (ugie¢) z analizy MES w punktach wewnetrznych siatki wynosza
w,=1.4-10"°, w, =1.935-10°, w, =2.24-10°, w, =9.6-10"° (6.5)

%) Robinson J., Blackham S.: An Evaluation of Lower Order Membranes as Contained in
MSC/NASTRAN, ASA and PAFEC FEM Systems, Robinson and Associates, Dorset, England 1979.
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Sa one zgodne z wartosciami otrzymanymi ze wzoréw (6.3). Obliczone sity wewngtrzne
takze zgadzaja si¢ z rozwiazaniami odniesienia (6.4).

Wer g a haprezeniowa

Wersja ta pochodzi z pracy Wagner i Gruttmann (2005). W przykfadzie rozpatruje sig,
(rys. 6.2) siatke elementow skonczonych pod dziataniem uktadu skupionych sit i
momentéw. State materiatowe w zadaniu wynosza E =10°, v=0.3, h =0.1, a wymiary
w rzucie | =40 i b=20. W obliczeniach zalozono nastgpujace wspotrzedne weztdw
wewnetrznych siatki: wezet a (6.6667,3.3333), wezet b (30,5), wezet ¢ (26.667,13.333),
wezet d (13.333,13.333).

Rys. 6.2. Test taty, wersja napr¢zeniowa

W czgéci membranowej testu siatka elementoéw skorniczonych obciazona jest dwoma
sitami skupionymi, generujacymi stan statego naprezenia. W tym wypadku jedyna
niezerowa (przekrojowa) sita wewngtrzna jest n =2.0. Obliczenia z wykorzystaniem
EANS4 prowadza do takiej samej wartosci sity.

W czgsci  zgigciowej testu siatka elementow skonczonych podlega zginaniu
wywotanemu przez skupione momenty przytozone w naroznikach zewngtrznych siatki. W
rozwigzaniu $ledzi si¢ wartosci przekrojowych momentow i przemieszczenia pionowego
wezta 1, ktérych wartosci analityczne (zob. Wagner i Gruttmann 2005) wynosza,
odpowiednio,

m=m,=m, =10, w =12.481 (6.6)

Wiasne rezultaty numeryczne uzyskane na podstawie elementu EANS4 sa zgodne z (6.6).
Reasumujac, rozpatrywany tutaj powtokowy element skonczony EANS4 spetnia test faty.
Oznacza to, ze mozna oczekiwa¢ poprawnego reprezentowania statych stanow
odksztatcenia takze w innych przypadkach.
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6.2.2. Test inf-sup

W mechanice istnieje pewna grupa zagadnien, zob. na przyktad Auricchio i inni
(2004) lub Sitek (2010), dla ktorych uktad réwnaii MES moze by¢ zapisany w postaci

T f
A B XL },wrazzwarunkami brzegowymi (6.7)
B 0 ||y g

W szczeg6lnosci zapis (6.7) dotyczy formutowania elementéw mieszanych, zob. na
przyktad Wisniewski (2010). Wchodzace do uktadu (6.7) macierze A i B maja
odpowiednio rozmiary nxn i mxn. Wektory x, y, (takze f, g) maja odpowiednio
wymiary nx1 i mx1. Jak zaznaczono we wstepie, w przypadku sformutowan MES
wynikajacych z zasad wielopolowych, istotne jest zapewnienie, by z uktadu rownan (6.7)
wynikato rozwiazanie stabilne. Kryterium stabilnosci formutuje si¢ nastgpujaco: dana
metoda numeryczna opisana réwnaniem (6.7) jest stabilna, jesli istnieje stata ¢ niezalezna
od siatki, taka, ze dla wszystkich wektorow x, y, f, g spetniajacych réwnanie (6.7)
zachodzi warunek

10Xl + 119yl _ MOFll; +119g]l,
(Xl + 1Y 1l €1l +119lls

Precyzyjne okreslenie norm wystepujacych we wzorze (6.8) mozna odnalez¢ przyktadowo
w pracach Auricchio i inni (2004) lub Sitek (2010). W pracach tych pokazano, ze aby uktad
rownan (6.7) dawal stabilne rozwiazanie, macierz A powinna spelnia¢ warunek
eliptycznosci, a macierz B warunek inf-sup.

Kryterium eliptycznosci oznacza, ze istnieje stata R> a > 0, niezalezna od parametru
dyskretyzacji h, taka, ze spetniony jest warunek

a||X [l < X" Ax (6.9)

(6.8)

Warunek (6.9) stanowi, ze w spektrum macierzy A liczba zerowych wartosci wkasnych
wynika z charakteru fizycznego zadania, na przyktad szes¢ w elemencie powtokowym.

Warunek inf-sup formuluje si¢ nastgpujaco. Istnieje dodatnia stata S, niezalezna od
wymiaru charakterystycznego siatki h, taka ze

Vye¥ , Ixe 20}, taki,ze X'B'y = B||X|l. IVl (6.10)

Warunkowi (6.10) odpowiada warunek

. x'BT

inf Y _>ps0 (6.11)

su —_— >
SR FTRTYE

Sprawdzenie warunku postawionego we wzorze (6.11) jest trudne. Zwykle (zob. na
przyktad Bathe i inni 2000b, Sitek 2010, Wisniewski 2010) sprawdza si¢ go, badajac
najmniejsza wartos¢ whasna zagadnienia

Ky=yS"y, K=BA™B', |lyli=Yy'S"y (6.12)

rozpatrujac sekwencje siatek elementéw skoniczonych, ktérej rozmiar dazy do zera. Jesli ta
wartos¢ whasna pozostaje wigksza od zera, to znaczy, ze dany element skonczony spenia
kryterium inf-sup.
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W przypadku tréjpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu uktad réwnan (6.7) moze
zostac zapisany w nastepujacej formie (por. Auricchio i inni 2004)

5 oG 619

Rozwazajac dalej zagadnienie liniowe na podstawie wzoru (5.90), poszczeg6lne macierze
na poziomie elementu okreslone sa nastgpujaco

K KQT e P -
A:{K(e) < | B={0D} x= s (9= g y=3 (6.14)

R3q BB
Wystepujaca we wzorze (6.14) macierz D jest zalezna od funkcji interpolujacych
niezalezne naprezenia oraz niezalezne odksztatcenia, por. macierz F w réwnaniu 42 z
pracy Wagner i Gruttmann (2005). W omawianym w niniejszej monografii elemencie
EANS4 macierz D znika ze wzgledu na warunek L?- ortogonalnosci, por. réwnania
(5.52) i (5.53). W konsekwencji poprzez zwiazek (6.14), ze sformutowania znika macierz
B, dla ktorej nalezy zbada¢ warunek inf-sup i otrzymuje si¢ sformutowanie podobne do
klasycznego sformutowania przemieszczeniowego, zob. takze Auricchio i inni (2004)
komentarz pod wzorem (94). Z tego wzgledu, w rozpatrywanym w niniejszej monografii
podejsciu EANS sprawdzeniu warunku inf-sup odpowiada zbadanie spektrum macierzy
sztywnosci K{, por. na przyktad Sitek (2010), Wisniewski (2010).

6.2.3. Test warto$ci wlasnych

Bazujac na pracy Wisniewski i Turska (2009), do analizy wartosci wkasnych macierzy
K (zob. wz6r 5.97) przyjmuije si¢ pojedynczy element skoficzony pozbawiony catkowicie
warunkow brzegowych. W ten sposob unika si¢ ewentualnego ,,zamaskowania”
dodatkowych postaci zeroenergetycznych przez wiezi, por. Wisniewski (2010). Przyjmuje
si¢ nastgpujace state materiatowe: E=1, v=0.3, h =1.0. Rozpatruje si¢ element o
ksztalcie kwadratu i trapezu, zob. odpowiednio rys. 6.3a i rys. 6.3.b. Obliczone dla obu
geometrii wartosci whasne macierzy K{¥ przedstawia tabela 6.1. W obu analizowanych
przypadkach otrzymano prawidtowa liczbg zerowych wartosci wkasnych, to jest szes¢, z
doktadnoscia do zera numerycznego.

Rys. 6.3. Pojedynczy element skoficzony stosowany w badaniu wartosci wiasnych
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Wartosci whasne macierzy sztywnosci K& pojedynczego elementu EANS4

Element kwadratowy Element nieregularny
-0.0000000000000641 -0.0000000000003950
-0.0000000000000640 -0.0000000000002940
0.0000000000000000 0.0000000000001580
0.0000000000001000 0.0000000000001976
0.0000000000006998 0.0000000000004865
0.0000000000007000 0.0000000000008500
0.0149572649569002 0.0165494051896250
0.0518925518925299 0.0374876812127330
0.0518925518925300 0.0438764081742717
0.0552911148194962 0.0443152397976891
0.0557575892266424 0.0598973106416647
0.0557575892266426 0.0713993944135204
0.0641025641025499 0.1003528029861704
0.0961538461538298 0.1413456523406295
0.1190476190475899 0.1435019327112527
0.2972729877443341 0.3318924967598128
0.4807692307688340 0.4359016234122836
0.4807692307688341 0.4969404883103631
0.6205244620547565 0.5414331372039753
0.6205244620547573 0.7432665221225701
0.7692307692303001 0.7651760990103139
0.7692307692313007 0.7678839657516445
1.1538461538461000 1.5570579072320738
1.4285714285710993 1.7594869716052026

Tabela6.1

6.2.4. Swobodnie podparta zginana belka warstwowa o przekroju dwuteowym

Przyktad ten mozna odnalez¢ w pracy Back i Will (2008) oraz takze w cytowanej
tamze literaturze. Rozpatruje si¢ swobodnie podparta belke o bisymetrycznym przekroju
dwuteowym, zob. rys. 6.4, obciagzona réwnomiernie. Wymiary belki sa nastepujace:
L=25m, B=005m, h =0.00208 m, a dane materiatowe przyjeto jako:
E,=53.78 GPa, E,=17.93 GPa, G,=G,=8.96 GPa, G, =345 GPa, v, ,=0.25.
Oryginalnie przykfad byt analizowany przy pomocy elementéw jednowymiarowych,
opracowanych w ramach teorii belek cienkosciennych z uwzglednieniem warstwowej
struktury materiatu. W rozwiazaniu $ledzi si¢ przemieszczenie pionowe punktu w srodku
rozpietosci belki w zaleznosci od sekwencji uwarstwienia. W modelu powtokowym punktowi
osi belki odpowiada punkt a przekroju poprzecznego powloki strukturalnej (rys. 6.4). Do
obliczen przyjeto siatke (6+6+6)x30 elementéw skonczonych’® EANS4, podziat wzdtuz
dhugosci dotyczy potowy dtugosci belki. Tabela 6.2 przedstawia poréwnanie otrzymanych
wynikow z rozwiazaniami odniesienia z pracy Back i Will (2008).

™ Oznaczenie to nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposob: 6 elementéw na pétce gornej, 6
elementdw na srodniku, 6 elementéw na pétce dolnej oraz 30 elementéw wzdtuz dtugosci belki.
Przyjeta tak konwencja bedzie konsekwentnie stosowana w dalszej czesci pracy.
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Rys. 6.4. Swobodnie podparta belka o przekroju dwuteowym

Tabela6.2

Swobodnie podparta belka warstwowa o przekroju dwuteowym, wartosci przemieszczefi pionowych
punktu (a) [cm], dane z pracy Back i Will (2008) uzupetnione o rozwiazania wkasne

Uwarstwienie Back i Will (2008) Abaqus EANS4
[Ol16 6.261 6.340 6.27667
[15/-15]4s 6.926 6.989 6.98047
[30/—30]4s 9.317 9.360 9.35436
[45/-45]4s 13.450 13.479 13.4796
[60/—60]4s 17.000 17.023 17.0277
[75/=75]4s 18.460 18.490 18.4960
[0/90]4s 9.384 9.400 9.39548

6.3. Przyktady analizy nieliniowej

6.3.1. Utwierdzona powtoka walcowa obcigzona sitg skupiona

Zadanie to, oryginalnie sformutowane jako izotropowe, zaproponowano w pracy
Stander i inni (1989). Jest to znany testujacy przyklad powtoki o duzej wiotkosci
strukturalnej. Przypadek powtoki kompozytowej analizowano, miedzy innymi, w pracach
Klinkel i inni (1999), Balah i Al-Ghamedy (2002), Sze i inni (2004), Arciniega i Reddy
(2007). W przyktadzie rozwaza si¢ potowe powtoki cylindrycznej utwierdzona na jednym
koncu i obcigzona sita skupiona przytozona w punkcie (a) (rys. 6.5). W zadaniu
wykorzystuje sie symetri¢ ukladu i obciazenia. Wymiary konstrukcji sa nastgpujace:
L=304.8 mm, R=101.6 mm, h=3 mm. Stale materialowe w przypadku materiatu
jednorodnego i izotropowego przyjeto jako E =20.685 kN/mm? v=0.25, a w przypadku
materialu ~ kompozytowego  jako  E =20.685 kN/mm?,  E,=5.17125 kN/mm?
G,,=G,.=7.956 KN/mm’, G, =1.989 kN/mm* v,=0.25. W analizie nieliniowej
obciazenie w punkcie (a) przyjmuje si¢ jako proporcjonalne P(1) = AP, , gdzie P, =500
kKN. W obliczeniach przyjmuje si¢ tutaj siatkg 40x40 elementéw dla powtoki
przedstawionej narys. 6.5.

W pierwszej kolejnosci badano mozliwos¢ pojawienia si¢ form pasozytniczych. Rys.
6.6 przedstawia poréwnanie rozwiazan w zakresie liniowym uzyskanych przy pomocy
elementéw EANS4 i CAMe4 (URI) dla powtoki jednorodnej izotropowej. Na wykresie
przedstawiono zdeformowane krawgdzie powloki w plaszczyznie Oxz dla y=0.
Widoczna jest tu famana posta¢ odksztatconej postaci powierzchni podstawowej. Efekt ten
nie wystepuje w rozwiazaniu otrzymanym za pomoca elementu EANS4.
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Rys. 6.5. Utwierdzona powtoka walcowa, geometria

W dalszym ciagu badann wiasnych, poréwnano wyniki autorskie z rozwigzaniami
odniesienia: z pracy Sze i inni (2004) oraz uzyskanym, wykorzystujac element CAMel6.
Poréwnanie wartosci przemieszczeni pionowych punktu (a) w zakresie geometrycznie
nieliniowym, dla r6znych wariantdw uwarstwienia, przedstawia rys. 6.7. Uzyskane przy
pomocy elementu EANS4 wyniki sa zgodne z rozwiazaniami poréwnawczymi, nawet dla
znacznych wartosci przemieszczen (rzedu dwoch wartosci promienia powdoki w
konfiguracji odniesienia). Widoczne jest tez, ze w catym zbadanym zakresie obciazenia,
najmniejsze wartosci przemieszczenia punktu a powstaja w przypadku powtoki
izotropowej.

Rys. 6.6. Utwierdzona powtoka walcowa, rozwiazanie liniowe, widoczne formy pasozytnicze
w rozwigzaniu CAMe4 40x40 (URI)
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Rys. 6.7. Utwierdzona powtoka walcowa, wyniki w zakresie geometrycznie nieliniowym

6.3.2. Czasza oparta na rzucie kwadratu

Zagadnienie deformacji wycinka czaszy kotowej, rozpigtej na rzucie kwadratu, pod
obciazeniem skupionym badz normalnym do powdoki, jest popularnym zadaniem, zob. prace
Noor i Hartley (1977), Palmerio i inni (1990), Kreja i inni (1997), To i Liu (2001), Ktosowski i
Woznica (2004), Chroscielewski i inni (2004, 2011b) i cytowana tam literature. W niniejszym
paragrafie do analizy przyjmuje si¢ powtoke wycigta ze sfery o promieniu R=2.54 m
czterema plaszczyznami, zob. rys. 6.8. Rzut czaszy na plaszczyzng xy tworzy kwadrat
2Lx2L , gdzie L =0.7849 m. Powitoka, o grubosci h, =0.01 m zbudowana jest z czerech
warstw tego samego materialu o réwnej grubosci h=0.25h, =0.0025 m. Warstwy
laminatu ulozone sa w stos o0 uwarstwieniu [6/-60/-60/60], gdzie kat
6 ={0,10,30,45,60,90} stopni. State materiatowe przyjmuje si¢ jak dla materiatu
AS4/3501-6 Carbon/Epoxy Unidirectional Prepreg’™ zob. prace Piovan i Cortinez (2007):
E,=141.96 GPa, E,=9.79 GPa, G,=G;,;=6.01 GPa, G,,=4.83 GPa, v,=0.241. W
zadaniu wykorzystuje si¢ dodatkowo podwdjna symetri¢ powtoki. Obciazenie przyjmuje
si¢ jako proporcjonalne P(4) = AR, , gdzie P, =1000 kN.

Podaobnie jak w poprzednim przyktadzie, ze wzgledu na warunki brzegowe oraz
wykorzystanie symetrii, bada si¢ wystgpowanie form pasozytniczych. Rys. 6.9 przedstawia
poréwnanie zdeformowanej postaci powtoki w ptaszczyznie Oyz zawierajacej punkt (a),
otrzymanych w rozwiazaniu liniowym bez uwzglednienia laminacji. Na krzywej z
rozwiazania CAMe4 24x24 (URI) widoczne sa charakterystyczne zatamania.

W zakresie nieliniowym bada si¢ wptyw uwarstwienia na wartos¢ ugigcia powtoki w
punkcie a oraz ksztalt zdeformowanych krawedzi powtoki w plaszczyznach Oyz i Oxz
zawierajacych punkt a. W obliczeniach obciazenie przyktadane jest w rownych krokach
A4 =0.2 az do osiagnigcia wartosci 4 =1.

™ http://composite.about.com/library/data/blc-as4-3501-6.htm
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Rys. 6.8. Czasza oparta na rzucie kwadratu, geometria

Poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji w zaleznosci od zatozonej laminacji
przedstawia rys. 6.10. Ze wzgledu na symetrig ukfadu, na rysunku tym podano tylko $ciezKi
dla uwarstwienia do wartosci bezwzglednej kata 6 = 45°. Widoczne jest, ze w zakresie
analizowanego obciazenia najbardziej wiotka jest powtoka o uwarstwieniu [0/—-0/-0/0].
Wartosci przemieszczenia punktu (a) dla A=1 przedstawia rys. 6.11. Jak nalezato si¢
spodziewa¢, dla punktu lezacego na przecigciu ptaszczyzn symetrii powtoki wykres
rys. 6.11 ma symetryczny ksztatt wzgledem rozwazanego kata laminacji.

Inaczej sytuacja przedstawia si¢ dla punktéw powtoki innych niz (a), lezacych na
krawedziach symetrii. Rys. 6.12 przedstawia wykresy zdeformowanych krawedzi lezacych
w ptaszczyznach Oyz i Oxz dla A =1. Poréwnanie lewej i prawej strony rysunku wskazuje
na roznicg ksztattdw krawedzi w zaleznosci od przyjetej laminacji. Wyjatkiem jest
symetryczny ksztatt krzywych otrzymany przy uwarstwieniu o wartosci bezwzglednej kata
0 =45°.

Rys. 6.9. Czasza oparta na rzucie kwadratu, rozwiazanie liniowe, widoczne formy pasozytnicze
w rozwigzaniu CAMe4 24x24 (URI)
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Rys. 6.10. Czasza oparta na rzucie kwadratu, rozwigzanie nieliniowe EANS4 24x24

Rys. 6.11. Czasza oparta na rzucie kwadratu, wartosci ugigcia punktu a w zaleznosci od laminacji
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Rys. 6.12. Czasza oparta na rzucie kwadratu, deformacja krawedzi symetrii powtoki
w zaleznosci od laminacji

6.3.3. Swobodna paraboloidalno-hiperboliczna powltoka trojwarstwowa

Pierwotnie przyklad powtoki paraboloidalno-hiperbolicznej o budowie jednorodnej i
izotropowej sformutowano w pracy Basar i Ding (1990) jako test oceny elementow
skonczonych w zakresie duzych obrotéw. Waznos¢ tego zadania wynika dodatkowo z faktu,
7e wystepuje tutaj nieregularna siatka elementéw skonczonych. Dodatkowo, co bgdzie
pokazane dalej, dochodzi do przemieszczania znacznych obszaréw powtoki w niemalze
sztywnym ruchu. W wariancie jednorodnym i izotropowym omawiane tu zadanie bylo takze
analizowane, na przyklad, w pracach Stander i inni (1989), Wriggers i Gruttmann (1993),
Chroscielewski i inni (1997), por. tez dyskusja w pracy Chroscielewski i inni (2004). Inny
przyktad analizy paraboloidy hiperbolicznej mozna odnalez¢ w pracach zespotu badawczego
skupionego wokot Bathego, zob. na przyktad Bathe i inni (2000a), Lee i Bathe (2002, 2005).
W wariancie jednorodnym i izotropowym powioka ta stuzy do badania wiasnosci elementow
rodziny MIT, zob. takze Sitek (2010). Jednym z wnioskéw z pracy Lee i Bathe (2002) jest
stwierdzenie, ze paraboloida hiperboliczna jest dobrym przykfadem testowym dla
powtokowych elementéw skonczonych w zagadnieniach zgigciowych. W niniejszej pracy,
wykorzystujac uwagi z pracy Chraéscielewski i inni (2004) dotyczace warunkéw podparcia
rozpatrywanej struktury, analizuje si¢ powloke swobodna (podparta w punkcie (c), zob.
rys. 6.13). Dodatkowo wykorzystuje sie podwojna symetric powtoki. Powierzchnig
odniesienia powtoki opisuje rownanie

2:2—;2(y2—x2), xe [-(v2a-d/2),(v2a-d/2)], ye[-V2a2a]. (6.15)
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W zadaniu przyjeto a=10, c=5, J2d =1.25 . Pozostate wielkosci z rys. 6.13 okreslone
sa przez relacje

ye=av2, x. =y, -1d, e:§d\/§. (6.16)

Przestrzeni styczna do powierzchni odniesienia powioki w dowolnym punkcie o
wspotrzednych (x,y) wyznaczaja wektory
2,2 2 _

tl0:(1+oc y)e +axye, ax%7t3:e2+ay%7a:£. (6.17)

\/(1+a2y2)(1+a2(x2+ y)) J1+a’y? a

Opisane wzorami (6.17) pole direktoréw oraz typowe najezenie przedstawiono na rys. 6.14,
wygenerowanym w programie GiD, wersja 7.2?. Warto zwr6ci¢ uwage, e ze wzoru
(6.17), wynika, iz wektor t) nalezy zawsze do ptaszczyzny Oyz.

Rys. 6.13. Paraboloida hiperboliczna, geometria zadania

Za praca Chroscielewski i inni (2011b) state materiatowe przyjeto dwojako. W wersji z
materiatem kompozytowym rozpatruje si¢ dwa uwarstwienia powtoki [90/0/90] i [0/90/0],
a stosowne state materiasfowe maja wartosci E=10° kN/m% E,=5x10" kN/m?,
G,=G,=G,=4x10" kN/m’, v, =0.25. W wariancie jednorodnym i izotropowym
przyjeto E=E=10° kN/m? v=v,=025. W obu przypadkach grubos¢ powtoki
zatozono jako h=3-0.06=0.18 m. Obciazenie jest realizowane jako samoréwnowazace
si¢ i proporcjonalne M (1) =AM, wzgledem obciazenia odniesienia przyjetego jako
ciagty moment wzdtuz obcietej krawedzi o dtugosci d .

Mg = rn)fodd%(y)% » My=5 (6.18)

Ze wzgledu na warunki podparcia zadania, w pierwszej kolejnosci badano ewentualnos¢
wystapienia form pasozytniczych. Do analizy przyjeto elementy EANS4 i CAMe4 (URI) dla
powtoki jednorodnej izotropowej. W badaniach zatozono taka sama siatke dyskretyzacyjna
72x 24 element6w, gdzie wicksza warto$¢ oznacza liczbe elementow na kierunku zwijania
powtoki, tzn. wzdtuz osi x. Na rys. 6.15 przedstawiono poréwnanie rozwiazan. Podobnie
jak w poprzednich przypadkach, rozwiazania uzyskane przy pomocy elementu EANS4 nie

™ http://gid.cimne.upc.es, jest to pre- i postprocesor danych o strukturze umozliwiajacej
wyprowadzanie i wprowadzanie danych z autorskich programéw.
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wykazuja charakterystycznego dla catkowania zredukowanego efektu przeskakiwania
zdeformowanej powierzchni powtoki migdzy weztami siatki MES.

Rys. 6.14. Paraboloida hiperboliczna, pole direktordw na powierzchni podstawowej powtoki

Wartosci przemieszczen: poziomego u i pionowego w punktu (c) w zakresie
nieliniowym przedstawiono odpowiednio na rys. 6.16 i rys. 6.17. Jako odniesienie dla
rezultatéw wiasnych zaprezentowano wyniki z pracy Chrdéscielewski i inni (2011b)
uzyskane przy pomocy elementow CAMel6 (FI). Widoczna jest dobra zgodnos¢ obu
omawianych rozwiazan. Z rys. 6.16 i rys. 6.17 wynika, ze przy zatozonym obciazeniu i
warunkach brzegowych powioka doznaje mniejszych przemieszczen w wariancie
uwarstwienia [0/90/0] w poréwnaniu do laminacji [90/0/90].

Rys. 6.15. Paraboloida hiperboliczna, rozwiazanie liniowe, widoczne formy pasozytnicze
w rozwigzaniu CAMe4 72x24 (URI)
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Rys. 6.16. Paraboloida hiperboliczna, rozwiazanie nieliniowe, przemieszczenie poziome punktu ¢

Rys. 6.17. Paraboloida hiperboliczna, rozwiazanie nieliniowe, przemieszczenie pionowe punktu ¢

Przyktadowe, zdeformowane konfiguracje powtoki przedstawia rys. 6.18. Rysunek
uwidacznia, ze znaczne partie powtoki doznaja prawie sztywnego ruchu, a do znacznych
deformacji lokalnych dochodzi w sasiedztwie krawedzi przytozenia obciazenia.

W kolejnych zadaniach pomija si¢ sprawdzanie obecnosci form pasozytniczych w
rozwiazaniach otrzymanych za pomoca elementu EANS4.
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Rys. 6.18. Paraboloida hiperboliczna, konfiguracje zdeformowane powtoki dla 1 =16,
element EANS4

6.3.4. Potsfera z otworem obcigzona sitami samoréwnowazacymi sie

W pracy MacNeal i Harder (1985) zaproponowano zagadnienie potsfery z otworem
obciazonej w plaszczyznie rownika sitami samoréwnowazacymi si¢. Przyklad ten przyjat
si¢ w literaturze jako popularny test powtokowych elementéw skonczonych, zob. na
przyktad Kreja i Schmidt (2006), Kreja (2007), Panasz (2008), Witkowski (2009),
Wisniewski (2010) i cytowana tam literature. W oryginalnym sformutowaniu rozpatruje si¢
powtoke jednorodna i izotropowa o wiasnosciach R=10 in, h, =0.04 in, a=18",
E =6.825x10" psi, v=0.3, P, =10 Ib, P(1) =P, . W rozwiazaniu wykorzystuje si¢
symetrie powtoki zob. rys. 6.19. W analizie $ledzi si¢ przemieszczenia punktow (a) i (b).

Rys. 6.19. Pétsfera z otworem, geometria zadania

Rys. 6.20 przedstawia pordwnanie otrzymanych w tym wypadku wynikéw z
wybranymi rozwiazaniami odniesienia. Widoczna jest zgodnos¢ przedstawionych
wynikow.
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Rys. 6.20. Péitsfera z otworem, poréwnanie rozwiazan dla wariantu jednorodnego i izotropowego

Kreja (2007) zaproponowat i przeanalizowal wariant powdoki kompozytowej
wykonanej z jednej warstwy, ktry przyjeto do badah w niniejszej monografii. State
materiatowe wynosza: E =20.46-10° psi, E,=4.092-10° psi, G,=G,=2.53704-10° psi,
G,,=1.26852-10° psi, V,,=0.313. Wymiary geometryczne przyjeto jako R=10 in,
h, =0.08 in. Otrzymane rozwiazania wiasne poréwnano z rozwiazaniami przedstawionymi
w pracy Kreja (2007) otrzymanymi za pomoca elementéw LRT56 8-URI w siatce 12x12,

zob. rys. 6.21. Uzyskano dobra zgodnos¢ rozwiazania wdasnego z wynikami z pracy Kreja
(2007).

Rys. 6.21. Pétsfera z otworem, poréwnanie rozwigzan dla przypadku warstwowego
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6.3.5. Chlodnia kominowa (hiperboloida) warstwowa

Przyktad powtoki w ksztatcie chtodni kominowej (hiperboloidy) pochodzi z pracy
Basar i inni (1993). Ze wzgledu na wartosci przemieszczen i obrotow, jakich doznaje
powtoka w trakcie deformacji, jest to wymagajacy test sformutowania powlokowych
element6éw skonczonych. W pracy Kratzig (1993) mozna odnalez¢ stwierdzenie ,,...one of
the mogt crucial benchmarks for large rotation shell problems in our institute” oddajace
charakterystyke zadania. Z kolei w artykule Arciniega i Reddy (2007) autorzy pisza o tym
przyktadzie: ,,This challenging example demonstrates the robustness of the present finite
element model and its applicability to arbitrary’”® shell geometries and very strong
geometric nonlinearity”. Bathe i wspotautorzy (na przyktad Bathe i inni (2003), Chapelle i
Bathe (2003), Lee i Bathe (2005) i cytowana tam literatura) réwniez studiowali
hiperboloidg, przyjmujac materiat jednorodny i izotropowy w zakresie liniowym.

Rozwazany tutaj przyktad chtodni kominowej podjeto wielu autoréw, zob. na przyktad
Balach i Al-Ghamedy (2002), Vu-Quoc i Tan (2003), Gruttmann i Wagner (2006),
Wisniewski (2010), Chroscielewski i inni (2011b). Geometri¢ zadania przedstawia
rys. 6.22. Dane zadania sa nastgpujace: h=0.04 m, R=75 m, R=15m, H=20.0 m,
P(4) =Py, P, =5 kN, E=40x10° kN/m? E,=10° kN/m’, G,=G,=G,,= 0.6x10°
kN/m?, v,,=0.25. Zmiang promienia wzdhuz osi obrotu hiperboloidy y opisuje réwnanie

R(y)=R+/1+(y/C)? , C=20/+/3 (6.19)

Rys. 6.22. Hiperboloida, geometria zadania

W rozwiazaniu poszukuje si¢ wartosci przemieszczen punktéw (a), (b), (c) i (d). W
obliczeniach wykorzystuje si¢ trzy ptaszczyzny symetrii konstrukcji, dyskretyzujac jedna
0sma powtoki. W pierwszej kolejnosci przyjeto siatke 30x30 elementow EANS4. Wyniki
otrzymane dla uwarstwienia [0/90/0] oraz [90/0/90] przedstawiaja odpowiednio rys. 6.23 i
rys. 6.24. Jako odniesienie dla rozwiazan wiasnych przyjmuje si¢ wyniki z pracy Basar i

) Arciniega i Reddy (2007) nie rozpatruja w swojej pracy powtok z ortogonalnymi przecieciami
ptatéw, jak ma to miejsce w niniejszej monografii. Wydaje si¢ wigc, ze w tym wypadku pojecie
arbitrary shell geometries uzyte jest troche “na wyrost”.
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inni (1993) oraz rozwiazania uzyskane przy pomocy elementow CAMel6(FI) w siatce
30%30. Poréwnanie przedstawionych wynikéw wskazuje, ze w przypadku uwarstwienia
[90/0/90] wartosci uzyskane przy pomocy elementow EANS4 sa zgodne z rozwiazaniem
pracy Basar i inni (1993). W przypadku laminacji [0/90/0] zaznacza si¢ roznica miedzy
wartosciami  przemieszczenia u,, otrzymanymi za pomoca elementéw EANS4, a
rozwiazaniem odniesienia Basar i inni (1993). Widoczne jest tez, ze w przypadku laminacji
[90/0/90] rozwiazania z pracy Basar i inni (1993) oraz EANS4 sa rézne od wartosci
uzyskanych przy pomocy elementéw CAMe16'. Rys. 6.25 pokazuje poréwnanie wartosci
przemieszczen uogdlnionych uzyskanych przy pomocy elementéw CAM i EANS4 w
ptaszczyznie y=0 symetrii powloki dla uwarstwienia [90/0/90] przy A=23. Na rysunku
zaznacza si¢ tamany ksztatt krzywej EANS4 30%30, opisujacej zmiany wartosci kata obrotu
», Weztdw wokodt osi Oy globalnego ukitadu wspdtrzednych. Efekt ten nie wystepuje na
odpowiadajacej krzywej z rozwiazania uzyskanego przy pomocy elementéw CAM.

Wobec powyzszych faktow przeprowadzono analiz¢ zbieznosci energii sprezystej ze
wzgledu na gestosc siatki przy uwarstwieniu [90/0/90]. Wyniki przedstawione na rys. 6.26
wskazuja na pogarszanie si¢ zbieznosci rozwigzan EANS4 w rzadkich siatkach elementow
skonczonych wraz ze wzrostem nieliniowosci zadania wyrazanej tutaj parametrem
proporcjonalnosci obciazenia A . Podobny efekt dla innych niz rozpatrywane tu elementy
skonczone obserwowano w pracy Chréscielewski i inni (2004), zob. analiza zadania 6.7.2
tamze. Z krzywych przedstawionych na rys. 6.26 wynika, ze w przypadku stosowania
elementu EANS4 wymagana do uzyskania rozwiazania bliskiego rozwigzaniu CAMel6
50x50 siatka elementow EANS4 winna mie¢ gestos¢ 60x60 badz 120x120 elementdw
skoniczonych. Do dalszych obliczen wybrano podziat 60x60 elementéw EANS4

W nawiazaniu do rys.6.25 rys.6.27 przedstawia wartosci przemieszczen
uogolnionych w plaszczyznie y=0 uzyskane z podziatu 60x60. Widoczna jest poprawa
uzyskanych wynikéw. Zakres, w ktérym manifestuja si¢ skokowe zmiany wartosci kata ¢, ,
zawgzit sie do bliskiego sasiedztwa punktu (a). Efekt ten mozna wyttumaczy¢ na podstawie
artykutu Crisfield i Peng (1996), ktérego autorzy wykazali, ze zgrubna siatka podziatu na
elementy skoniczone moze prowadzi¢ do fatszywych punktéw granicznych na $ciezkach
deformacji. Jest to zwiazane z faktem, ze uboga siatka nie jest w stanie poprawnie
odwzorowac wystepujacej fali deformacyjne;j.

Whyniki uzyskane dla siatki 60x60 przedstawiono na rys. 6.28 oraz na rys. 6.29. Na
ostatnim rysunku widoczna jest juz pewna poprawa wartosci rozwigzania EANS4 60x60
wzgledem rozwiazania odniesienia CAMel6 30x30. Jednak w przypadku tego
uwarstwienia nadal pozostaja pewne réznice w wartosciach. Pewne wytlumaczenie tego
stanu rzeczy moze da¢ analiza deformacji powtoki dla réznych laminacji, ale przy tej samej
wartosci parametru sterujacego A= 23. Zdeformowane siatki elementdéw skonczonych w
roznych widokach przedstawia rys. 6.30 oraz rys. 6.31. Widoczne jest, ze w przypadku
laminacji [0/90/0] powtoka deformuje si¢ ,,gtadko”, to znaczy nie wystepuja silne lokalne
deformacje siatki. Inaczej jest w przypadku uwarstwienia [90/0/90]. Tutaj zaznaczaja Sig¢
wyraznie silnie zlokalizowane fale deformacji, zwtaszcza w punktach (a) i (b) siatki.
Odwzorowanie tych fal wymaga odpowiednio gestych siatek podziatu, takich jak
rozpatrywana w tym wypadku siatka CAMe16 50x50.

Konkludujac, mozna stwierdzi¢, ze przyktad ten potwierdzit swa renome, wyrazona
we wstepie tej sekcji.

™ Szersze studium zbieznosci podziatu rozwiazan rozpatrywanej w tej sekcji powtoki
przedstawiono w pracy Chroscielewski i inni (2011b).
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Rys. 6.23. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe, uwarstwienie [0/90/0]

Rys. 6.24. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe, uwarstwienie [90/0/90]
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Rys. 6.25. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe A= 23, uwarstwienie [90/0/90],
siatka EANS4 30x30, wartosci przemieszczen uogolnionych w ptaszczyznie symetrii y=0

Rys. 6.26. Hiperboloida, zbieznos¢ energii sprezystej w zaleznosci od podziatu, uwarstwienie
[90/0/90]
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Rys. 6.27. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe A= 23, uwarstwienie [90/0/90],
siatka EANS4 60x60, wartosci przemieszczen uogolnionych w ptaszczyznie symetrii y=0

Rys. 6.28. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe, siatka EANS4 60x60, uwarstwienie [0/90/0]
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Rys. 6.29. Hiperboloida, rozwiazania nieliniowe, siatka EANS4 60x60, uwarstwienie [90/0/90]

Rys. 6.30. Hiperboloida, konfiguracje zdeformowane powtoki dla A =24,
element EANS4 60x60: a) konfiguracja niezdeformowana,
b) laminacja [0/90/0], ¢) laminacja [90/0/90]

Rys. 6.31. Hiperboloida, konfiguracje zdeformowane powtoki dla A =24,
element EANS4 60x60: a) konfiguracja niezdeformowana,
b) laminacja [0/90/0], ¢) laminacja [90/0/90] — pokazano w powigkszeniu lokalne deformacje
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6.3.6. Wspornik o przekroju ceowym

Kolejny przyktad dotyczy cienkosciennego ceownika. Inzynierskie konstrukcje tego
typu, dzigki swym charakterystykom geometrycznym, posiadaja duza sztywnos¢. W trakcie
deformacji takich konstrukcji moze pojawi¢ sig¢ efekt interakcji migdzy sztywnosciami:
membranowa, gigtna i skretna. To z kolei prowadzi do oddziatywania migdzy lokalnymi i
globalnymi formami utraty statecznosci. Problem ten byt dyskutowany, na przykiad, w
pracy Chroscielewski i inni (2004) oraz w cytowanej tam literaturze. Dodatkowo, jak w
poprzednich zadaniach, w analizie powtok o geometrii ujmujacej ortogonalne potaczenia
ptatbw moga takze pojawi¢ si¢ deformacje, w ktorych dochodzi do sztywnego
przemieszczania si¢ catych fragmentow konstrukcji.

W pracy Lee i Harris (1979) rozpatrywano zagadnienie belki swobodnie podpartej,
obciazonej rownomiernie na goérnej krawegdzi. Na bazie rozpatrywanej tutaj
szescioparametrowej teorii powtok, geometrycznie nieliniowa analiz¢ tak postawionego
zadania przeprowadzono migdzy innymi w pracy Chrdscielewski (1996). Przedstawione
tam wyniki ukazuja zlozona pracg rozpatrywanej struktury powtokowej. Strukture ta
wykorzystano w pracach Chroscielewski i Witkowski (2010a, 2011) w ramach badania
modelu konstytutywnego ptyt Cosseratow wedtug Altenbacha i Eremeyeva (Altenbach i
Eremeyev 2009).

Analizowany tutaj przyktad wspornika ceowego, obciazonego sita skupiona, pochodzi
z pracy Chrdscielewski i inni (1992). W takim ujeciu zadanie to przyjeto si¢ w literaturze
przedmiotu jako przykiad testujacy w réznych sformutowaniach, zob. na przyktad prace
Ibrahimbegovi¢ i Frey (1994), Betsh i inni (1996), Eberlein i Wriggers (1999), Tan i Vu-
Quoc (2005), Chrdscielewski i Witkowski (2006), Reese (2007), Klinkel i inni (2008),
Panasz (2008), Wisniewski (2010), Lindgaard i Lund (2010)".

W literaturze mozna takze odnalez¢ sformutowanie omawianego zadania, zob. na
przykitad Sauer (1998), Wagner i Gruttmann (2005), Witkowski (2009), Wisniewski (2010),
rézniace si¢ od rozpatrywanego tutaj przyktadu charakterystykami geometrycznymi. W
pracach Chroscielewski i Witkowski (2006) oraz Wisniewski (2010) poréwnano oba te
przypadki.

Geometrig rozpatrywanego w niniejszej pracy przykladu wraz z orientacja osi
przedstawia rys. 6.32. W przyjetym tu podejsciu nie uwzglednia si¢ charakterystycznych
dla walcowanych przekrojow cienkosciennych zaokraglen badz fazowan naroznikéw oraz
zmian grubosci potek. W praktycznym bowiem formowaniu struktur zawierajacych
ortogonalne potaczenia platbw z materialtbw kompozytowych stosuje si¢ fazowania
naroznikéw, zob. na przyktad badania eksperymentalne i numeryczne w pracy Kesavan i
inni (2006) oraz zestaw przekrojow na rysunku 2 w pracy Lindgaard i Lund (2010).

W pierwszym etapie analizy zadania poréwnano wyniki otrzymane za pomoca
elementu EANS4 z rozwigzaniami odniesienia dla materiatu jednorodnego i izotropowego.
Przyjeto nastgpujace dane: L=36 in, a=2 in, b=6 in, h)=0.05 in, E=10' Ib/in?,
v=0.333. Obciazenie zmienia si¢ proporcjonalnie, przyjmujac P(1) =AP4 Ib,
P, =1001Ib. Nieliniowe $ciezki deformacji przemieszczenia pionowego w punkcie (a)
przedstawia rys. 6.33. Zaprezentowane w tym wypadku wyniki sa w dobrej zgodnosci z
rozwiazaniami odniesienia. Warto odnotowac, ze rozwiazanie uzyskane przy pomocy

™ W tej pracy, w opisie zadania mylnie podano cytowanie artykutu [45] jako Zrodta danych.
Prawidtowym odniesieniem jest tutaj praca: Klinkel S., Gruttmann F., Wagner W.: A mixed shell
formulation accounting for thickness strains and finite strain 3D material models. International
Journal For Numerical Methods In Engineering, 74, 2008, 945-970.
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programu Abaqus’® z wykorzystaniem elementu S9R5 jest zgodne z rozwiazaniami
odniesienia tylko do punktu granicznego. Po przejsciu poza punkt graniczny zaznaczaja Si¢
wyrazne roznice.

Rys. 6.32. Wspornik o przekroju ceowym, geometria zadania

W analizie zadania z materiatem kompozytowym przyjeto, ze powtoka wykonana jest
z trzech warstw o jednakowej grubosci h =h, =h, =%h,. W odrdznieniu od przypadku
jednorodnego i izotropowego, przyjmuje si¢ tutaj catkowita grubos¢ powtoki réwna’”
h,=0.06 in. Rozwazono dwa modele uwarstW|en|a [90/0/90] i [0/90/0] Wartosci staiych
materiatowych przngto jako: E=10" Ib/in, E,=4x10° Ib/in’, G,= G, = 2x10° Ib/in?,
G23—8><104 Ib/in®, v,,=0.333. ZestaW|en|e otrzymanych WankOW i por6wnanie z
rozwiazaniami uzyskanymi przy pomocy elementéw CAMel6 (FI) przedstawia rys. 6.34.

Na rysunku tym wyraznie zaznacza si¢ réznica migdzy wartosciami z rozwigzania
EANS4 (4+12+4)x72 oraz CAMel6 (4+6+4)x72 dla uwarstwienia kompozytu [0/90/0]. W
zwiazku z tym w Kkolejnym etapie studium przeprowadzono obliczenia przy pomocy
elementu EANS4, zageszczajac siatke elementéw skonczonych tak, by liczba weztow
odpowiadata liczbie weztow rozwiazania CAMel6 (4+6+4)x72 tzn. przyjeto podziat
EANS4 (12+18+12)x216. Wyniki uzyskane dla takiego podziatu przedstawia rys. 6.35.
Widoczne jest, ze rdznica rozwiazan jest teraz praktycznie niezauwazalna. Pozwala to na
wyciagniecie wniosku, ze dyskretyzacja EANS4 (4+12+4)x72 jest zbyt rzadka, by
odwzorowac ztozona deformacije belki wykonanej z materialu kompozytowego. Z rys. 6.35
wynika, ze do poziomu obciazenia A= 0.35 odpowiedz ceownika jest bliska liniowej dla
obu przypadkéw uwarstwienia. W dalszej fazie deformacji na $ciezce réwnowagi przy
laminacji [0/90/0] wyraznie zaznacza si¢ punkt graniczny, a sam ksztalt sciezki jest
podobny do sciezki z rozwiazania w przypadku materiatu jednorodnego i izotropowego. W
przypadku laminacji [90/0/90] takze pojawia si¢ punkt graniczny, jednak nie jest on tak
wyraznie zarysowany. Nadto na sciezce tej pojawiaja si¢ punktu zwrotne.

Rys. 6.36 przedstawia zdeformowane siatki elementéw skonczonych wraz z
powigkszeniem obszaru konstrukcji przy utwierdzeniu otrzymane przy pomocy podziatéw
EANS4 (4+12+4)x72 i EANS4 (12+18+12)x216. Na tym rysunku oba rozwiazania

7 Wyniki z 9AS, 9SRI oraz S9R5 z rys. 6.33 otrzymano dzigki uprzejmosci doktora Przemystawa
Panasza.

W ten sposob unika si¢ biedu zaokraglania w utamku dziesigtnym wartosci grubosci
pojedynczej warstwy na etapie wprowadzania danych.
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poréwnywane sa dla tej samej wartosci przemieszczenia kontrolnego u,, =5 [in]. Na
powigkszonym fragmencie rysunku rys. 6.36b widoczna jest fala deformacyjna na srodniku
belki, ktorej nie wida¢ na odpowiadajacym fragmencie zdeformowanej siatki w przypadku
rzadszego podziatu.

W kolejnym etapie studium zbadano wptyw uwarstwienia materiatu na deformacje
belki przy ustalonej gestosci podziatu EANS4 (12+18+12)x216. Rys. 6.37 pokazuje
zdeformowane siatki elementow skonczonych uzyskane dla tej samej wartosci
przemieszczenia kontrolnego u,, =5 [in]. W przypadku uwarstwienia [90/0/90] przekroj
poprzeczny belki praktycznie nie zmienia ksztattu, zas w przypadku laminacji [0/90/0]
dochodzi do deformacji przekroju poprzecznego na skutek wyboczenia srodnika belki.

6.3.7. Statecznos$¢ gietna swobodnie podpartego stupa o przekroju
dwuteowym

W pracy Back i Will (2008) analizowano zagadnienie statecznosci gietnej stupa
cienkosciennego o bisymetrycznym przekroju dwuteowym, rys. 6.38. Oryginalnie zadanie
to rozwazane jest przy pomocy elementéw pretowych sformutowanych do analizy pretéw
cienkosciennych, wykonanych z materiatéw kompozytowych.

Zainteresowanie Autora niniejszej monografii tym przyktadem wzbudzity wartosci
o0szacowanego mnoznika obciazenia krytycznego. Tabela 6.3 przedstawia wyniki z artykutu
Back i Will (2008). W przypadku uwarstwienia [0], autorzy podaja wartos¢ 28.85 MN w
obliczeniach programem wasnym i 30.78 MN w obliczeniach przy pomocy programu
Abaqus, okreslajac ten fakt dalej jako acceptable accuracy.

Rys. 6.33. Wspornik o przekroju ceowym, poréwnanie rozwiazan w przypadku jednorodnym i
izotropowym
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Rys. 6.34. Wspornik o przekroju ceowym, poréwnanie rozwiazan w przypadku materiatu
kompozytowego

Rys. 6.35. Wspornik o przekroju ceowym, poréwnanie rozwiazan w przypadku materiatu
kompozytowego, wariant z zageszczong siatkg podziatu na elementy skonczone
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Rys. 6.36. Wspornik o przekroju ceowym, uwarstwienie [0/90/0], poréwnanie zdeformowanych
siatek przy tej samej wartosci przemieszczenia kontrolnego U, =5 in:
a) EANS4 (4+12+4)x72, b) EANS4 (12+18+12)x216

Rys. 6.37. Wspornik o przekroju ceowym, poréwnanie deformacji belki, dyskretyzacja EANS4
(12+18+12)x216, poréwnanie zdeformowanych siatek przy tej samej wartosci przemieszczenia
kontrolnego u,,, =5 in: a) [90/0/90], b) [0/90/0]

Rys. 6.38. Swobodnie podparty stup o przekroju dwuteowym, geometria i schemat realizacji
obcigzenia
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W pierwszej kolejnosci, w badaniach wiasnych rozwazano belk¢ wykonana z
materiatu jednorodnego i izotropowego celem sprawdzenia poprawnosci przygotowania
danych. Do obliczen przyjeto materiat sprezysty o wiasnosciach E =144 GPa oraz
v=0.3. W zadaniu zastosowano siatk¢ elementéw skonczonych EANS4 (12+12+12)x60
dla potowy dtugosci belki. Elementarne obliczenie sity krytycznej dla tych danych
materiatowych prowadzi do wartosci B, =42.636 MN. W toku wiasnej nieliniowej analizy
statecznosci’® wyznaczono wartos¢ P, =41.8168 MN. Sprawdzony w ten sposob zestaw
danych wykorzystano w dalszych badaniach.

Tabela 6.3 przedstawia wyznaczone wartosci sity krytycznej dla poszczeg6lnych
uwarstwieni. Back i Will (2008) podaja, ze w badaniach przy pomocy programu Abaqus
wykorzystano element S9R5. Jest to dziewigciowegztowy powtokowy element skonczony o
pigciu stopniach swobody w wezle. W przypadku laminacji [45/-45]s, [30/-30]; oraz [60/—
60]s, wartosci mnoznika obciazenia krytycznego obliczone przy pomocy programu EANS4
sa w dobrej zgodnosci z pozostatymi wynikami odniesienia. Dla uwarstwienia [0],
zaznaczaja si¢ réznice miedzy rozwiazaniami whkasnymi a rozwiazaniami z pracy Back i
Will (2008). Majac na uwadze doswiadczenia z poprzedniego przykladu, w badaniu
wlasnym przy pomocy elementu EANS4 przeprowadzono kontrolne obliczenia,
zageszczajac siatke elementéw podwojnie, tj. do podziatu EANS4 (24+24+24)x120.
Nieliniowe $ciezki deformacji w, przedstawia rys. 6.39. Obliczone wartosci mnoznika w
przypadku siatki podstawowej i zaggszczonej wynosza odpowiednio R, =2.81452 MN
oraz B, =2.81358 MN. Oba rozwiazania whasne nie zgadzaja si¢ z rezultatami z pracy
Back i Will (2008).

Tabela 6.3
Swobodnie podparta belka o przekroju dwuteowym, sita krytyczna wyboczenia gi¢tnego [MN]
wyniki z pracy Back i Will (2008) uzupetnione o rozwiazania wtasne

. Back i Will (2008)
Uwarstwienie EANS4
Abaqus S9R5 pretowe
[0]4 2.81452 30.78 28.85
[0/90]s 7.94135 20.41 20.63
[45/-45]s 4.47033 4.40 441
[30/-30]s 12.3342 13.06 13.17
[60/-60]s 2.90548 2.89 2.89

W kolejnym wariancie uwarstwienia, tj. [0/90]s, takze zaznaczaja si¢ znaczne rdznice
migdzy wynikami Autora uzyskanymi przy pomocy elementu EANS4, a rozwiazaniami z
literatury. Sciezke deformacji przedstawia rys. 6.40. Na tym rysunku, w odréznieniu od
rys. 6.39, zaznaczaja si¢ punkty graniczne zaréwno na $ciezce podstawowej z imperfekcja,
jak i wtornej. W przypadku tego uwarstwienia takze przeprowadzono obliczenia w siatce
zageszczonej, tj. EANS4 (24+24+24)x120 oraz sprawdzono otrzymany wynik, stosujac
element CAMel6(FI) w siatce (6+6+6)x60. Otrzymane wyniki przedstawia tabela 6.4.
Widoczne jest, ze rozwiazania wkasne sa zbiezne.

Trudno jest wyjasni¢ tak duze réznice migdzy rozwiazaniami wtasnymi, a wynikami z
pracy Back i Will (2008), tym bardziej, ze pojawiaja si¢ one wytacznie dla uwarstwien typu
cross-ply. Back i Will pisza, ze traktuja rozwigzanie [0]4 jako warstwowe. Jednak ich
wynik jest zblizony do rozwiazania otrzymanego w przypadku jednorodnym i izotropowym
omawianym wyzej. By¢ moze tu nalezy upatrywa¢ zrddet niezgodnosci. Rys. 9 w pracy

"® Metodologia poszukiwania punktéw bifurkacji jest oméwiona w Dodatku C.
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Back i Will (2008), przedstawia prawidtowa posta¢ wyboczenia, otrzymana w programie
Abaqus w przypadku uwarstwienia [45/-45].. Jednak Back i Will wykorzystali powtokowy
element skonczony S9R5. Jak pokazano na rys. 6.33 uzyskanie poprawnego rezultatu przy
uzyciu tego elementu w zadaniu, w ktorym wystepuja ortogonalne przecigcia powtok, nie
zawsze jest mozliwe.

Rys. 6.39. Swobodnie podparty stup o przekroju dwuteowym, uwarstwienie [0],
nieliniowa sciezka W,

Rys. 6.40. Swobodnie podparty stup o przekroju dwuteowym, uwarstwienie [0/90]s
nieliniowa sciezka w,
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Tabela6.4

Swobodnie podparta belka o przekroju dwuteowym, sita krytyczna wyboczenia gi¢tnego [MN]
uwarstwienie [0/90], rozwiazania wtasne

Element, podziat Liczba réwnan Sita krytyczna
EANS4 (12+12+12)x60 13355 7.94135
EANS4 (24+24+24)x120 52631 7.88854
CAMe16(Fl) (12+12+12)x60 59453 7.88448

6.3.8. Statecznos$¢ gietno-skretna stupa o przekroju krzyzowym

W tym zadaniu analizuje si¢ statecznos¢ gigtno-skretna stupa wspornikowego o
przekroju w ksztatcie krzyza, zaob. rys. 6.41. Przykiad ten inspirowany jest praca Cardoso i
inni (2009), gdzie analizowano niezaleznie statecznos¢ gigtna i skretna  stupa
wspornikowego w ramach sformutowania pretowego. Za ta praca przyjeto tutaj nastgpujace
wymiary L=2m, B=0.06 m, H=0.1m. W pracy Cardoso i inni (2009) podano
charakterystyki materiatowe wymagane w sformutowaniu pretowym, ale ich komplet
danych nie jest wystarczajacy dla opisu materialu stosowanego tutaj. W zwiazku z tym,
przyjeto takie same dane materiatowe, jak w poprzednim przyktadzie, tj. E =144 GPa,
E,=9.65 GPa, ,=G,=4.14 GPa, G,=3.45GPa, v, =0.3. Grubosci $cianki
poziomej i pionowej przyjeto jako réwne h, =0.004 m, zakladajac cztery warstwy o
rownej grubosci h =h, =h, =h, =0.25h, . W zadaniu bada si¢ uwarstwienia typu cross-
ply. Obciazenie przyjeto jako proporcjonalne P(1) = AR, gdzie P, =1000 kN,a B, =1
kN. Do obliczeni przy pomocy elementéw EANS4 przyjeto siatke (6+10)x200, a wyniki
poréwnano z rezultatami uzyskanymi przy pomocy elementéw CAMel6(FI) w siatce
(2+4)x100. Otrzymane wartosci sity krytycznej wyboczenia gigtno-skrgtnego przedstawia
tabela 6.5.

Rys. 6.41. Stup wspornikowy o przekroju krzyzowym, geometria

W drugiej czgsci studium zatozono, ze potki przekroju stupa wykonane sa z jednej warstwy
materiatu ortotropowego h =h, =0.04, a 0§ materialowa a biegnie wzdtuz osi stupa co
przy przyjetym ukladzie direktorow odpowiada kierunkowi 90°. Wzorujac si¢ na
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metodologii z przyktadu 5.8 pracy Kreja (2007), gdzie badano wptyw wspotczynnika
ortotropii materiatu na ugigcia potsfery z otworem, w niniejszej monografii bada si¢ wptyw
ortotropii materialu na wartos¢ sity krytycznej wyboczenia gigtno-skretnego. Przyjeto
nastepujace dane materiatowe: E,=9.65 GPa, G,,=G,;=4.14 GPa, G,,=3.45 GPa,
v, =0.3, E=nE,, gdzie wspéiczynnik ortotropii n przyjmuje wartosci od 5 do 20.
Praktycznie wigc zwigkszanie wartosci n oznacza zwigkszanie wartosci modutu
sprezystosci wzdtuz osi ustroju. Nieliniowe sciezki réwnowagi przemieszczenia w punktu
a przedstawia rys. 6.42. Przedstawione sciezki maja charakter stabilny. Otrzymane wartosci
sity krytycznej wyboczenia gigtno-skretnego przedstawia tabela 6.6. Wartosci liczbowe
wskazuja na staty wzrost sity krytycznej wraz ze wzrostem modutu Younga wzdhuz
dtugosci stupa. Na rys. 6.43 przedstawiono przyktadowe zdeformowane konfiguracje
powtoki wyznaczone dla n=20 w ukfadzie z imperfekcja. Widoczne jest, ze w tym
przypadku przekro6j poprzeczny doznaje znacznych przesunigé i obrotow.

Tabela 6.5

Utwierdzony stup o przekroju krzyzowym, sita krytyczna wyboczenia gigtnego-skretnego [KN]
w zaleznosci od przyjgtego uwarstwienia

Uwarstwienie EANS4 CAM
[0/0/0/0] 0.114743 0.114415
[0/90/90/0] 0.322273 0.321279
[90/0/0/90] 0.337003 0.336015
[90/90/90/90] 0.450564 0.449048

Rys. 6.42. Stup wspornikowy o przekroju krzyzowym, nieliniowe $ciezki deformacji punktu a
w zaleznosci od wspotczynnika ortotropii
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Tabela 6.6

Utwierdzony stup o przekroju krzyzowym, sita krytyczna wyboczenia gigtnego-skretnego [KN]

w zaleznosci od wspétczynnika ortotropii n

n Sita krytyczna
5 36.1506

10 48.4415

15 58.4032

20 66.9538

Rys. 6.43. Stup wspornikowy o przekroju krzyzowym,
sekwencja zdeformowanych konfiguracji dla n =20



Rozdziat 7

UWAGI KONCOWE

7.1. Podsumowanie

Materiaty kompozytowe sa obecnie powszechnie wykorzystywane w wielu
dziedzinach inzynierii. W niniejszej pracy prowadzono numeryczne symulacje zachowania
si¢ powtok wykonanych migdzy innymi z takich materialdbw w zakresie geometrycznie
nieliniowym. Uzyte w pracy pojgcie powtoki, poza klasycznymi ustrojami regularnymi, w
sposéb formalny matematycznie i spéjny od strony teorii obejmuje réwniez struktury
przestrzenne, ktorych powierzchnia odniesienia moze zawiera¢ niegladkie przecigcia
ptatdbw w tym wzajemnie ortogonalne. Tego typu przecigcia patdw o zréznicowanym
ksztalcie geometrycznym wystepuja jako forma usztywnienia strukturalnego, na przykiad w
powszechnie uzywanych elementach konstrukcyjnych o przekrojach cienkosciennych.

Celem pracy byto stworzenie autorskiego, niezaleznego do systeméw komercyjnych
srodowiska MES do analizy deformaciji i statecznosci powtok laminowanych. Podstawowa
zaleta rozwijanego od wielu lat w zespole autora wlasnego systemu obliczeniowego jest
mozliwos¢ jego wszelkich modyfikacji w zaleznosci od potrzeb. Co wazniejsze, autorski
program daje, na kazdym etapie analizy zagadnienia, mozliwos¢ petnej kontroli nad
otrzymywanymi wynikami. Nie wystgpuje tu problemu tzw. ,,czarnej skrzynki” znamienny
dla posredniego wykorzystywania programéw komercyjnych jako narzgdzia, tzw.
»solvera”. W analizie numerycznej jako narzedzie uzyto gltownie wihasnego
czteroweztowego powtokowego elementu skorczonego klasy C° nazwanego EANS4. W
tym bazujacym na teorii szescioparametrowej teorii powlok elemencie skonczonym
potaczono w sposob oryginalny dla tej teorii dwie techniki minimalizacji efektu blokady
(zakleszczenia, ang. locking): technike odksztatcen wzbogaconych i koncepcje podwojnej
interpolacji odksztatcen. Postawiony cel osiagnieto w opisanych ponizej punktach:

— omodwiono zasadnicze kroki formutowania nieliniowej szescioparametrowej teorii
powlok, w ktorej szostym parametrem jest obrét prostopadty do powierzchni
podstawowej, tzw. obrét owiniecia,

— wyeksponowano wynikajacy w naturalny sposéb opis kinematyczny powtoki, majacy
charakter modelu o$rodka typu Cosseratow, ktorego cecha szczegolna sa
niesymetryczne miary odksztatcen i naprezen, typowe dla osrodkéw z mikrostruktura,

— zapisano wymagana dla sformutowania wzbogaconych odksztatcen, zmodyfikowana
zasadg wariacyjna Hu-Washizu,

— przedstawiono techniki interpolaciji klasy C° zmiennych wektorowych oraz zmiennych
nalezacych do grupy tensoréw ortogonalnych wiasciwych SO(3) ,

— wprowadzono w ramach szescioparametrowej teorii powlok oryginalne pola
wzbogacajace niesymetryczne odksztatcenia membranowe i omdwiono takze
oryginalna koncepcje podwdjnej interpolacji niesymetrycznych odksztatcer,

— zbadano wikasnosci zaproponowanego w pracy autorskiego elementu skonczonego
EANS4, ktdry pozytywnie spetnit znane z literatury przedmiotu testy,

— w ramach wybranych, reprezentatywnych dla tego zagadnienia przyktadéw oceniono,
jak zmiany laminacji i ggstosci siatki podziatu wptywaja na ogolna i lokalna deformacje
powtok,
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— w zagadnieniach statecznosci powlok badano wplyw gestosci siatki podziatu na
zbieznos¢ wartosci szacowanych sit krytycznych.

7.2. Wnioski

Najwazniejszym efektem monografii jest pomysine potaczenie podejscia rownowaznej
jednej warstwy kompozytu z nieliniowa szescioparametrowa teoria powtok i rozwinietym
na jej bazie autorskim elementem skonczonym EANS4. Potaczenie to stanowi oryginalny
pierwiastek monografii, bowiem w literaturze dotyczacej ogolnie rozumianych laminatow
powierzchniowych rozwijane jest ono gtownie w ramach teorii pigcioparametrowych.

Przedstawiony autorski element skonczony EANS4 jest rozwinigciem elementu EAS,
opracowanego w ramach rozprawy doktorskiej Autora (Witkowski 2005). Podejscie to
zasygnalizowano w pracy Chroscielewski i Witkowski (2006), a wstepne wyniki
przedstawiono w pracy Chroscielewski i inni (2006). Dalsze rozwinigcie sformutowania,
badanie wiasnosci elementu i analizy numeryczne przeprowadzit Autor w pracy Witkowski
(2009). Sformutowanie elementu skoficzonego EANS4 w sposdb oryginalny w obrgbie
szescioparametrowej teorii powlok faczy dwie techniki: podejscia wzbogaconych
odksztatcen dla niesymetrycznych odksztatcen membranowych oraz techniki podwojnej
interpolacji dla odksztatcen scinania poprzecznego. Nalezy tu dodac, ze efektywnosé
stosowanego tu sposobu minimalizowaniu wptywu zjawiska numerycznej blokady
(zakleszczenia) na rozwiazania jest cecha doskonale znana z literatury jednak w odniesieniu
do teorii powlok pigccioparametrowych, tzw. elementéw zdegenerowanych i elementéw
brytowych.

Zastosowane W niniejszej pracy prawo materiatowe zostato sformutowane w
terminach inzynierskich statych materiatowych ortotropowego osrodka Cauchy’ego. Dzigki
temu uniknigto trudnosci zwiazanych z identyfikacja i whasciwym doborem wartosci
statych materiatowych wtasciwych dla osrodka Cosseratéw. Ten dos¢ prosty zabieg daje
bezposrednia mozliwo§¢ poréwnania rezultatébw wiasnych z wynikami znanymi w
literaturze, a omawianymi w znakomitej wigkszosci przypadkéw w ramach podejsé
wykorzystujacych  réwnania  konstytutywne osrodka Cauchy’ego.  Jedoczesnie
przedstawione tu sformutowanie, w potaczeniu z naturalna obecnoscia szdstego stopnia
swobody (obrotu owinigcia), w sposob formalny matematycznie i spdjny od strony teorii
pozwala na analiz¢ powtok strukturalnych wykonanych z laminatéw. Uzyskane w pracy
wyniki numeryczne potwierdzaja poprawnos¢ zastosowanego podejscia.

Przedstawiony w pracy autorski powtokowy element skonczony EANS4 posiada
prawidtowa liczb¢ zerowych wartosci wiasnych oraz spelnia tzw. test faty. Na
reprezentatywnych, dla badan tego typu zagadnienia, przykladach analizy liniowej
pokazano, ze rozwiazania uzyskane przy pomocy tego elementu wolne sa od postaci
pasozytniczych.

Zaprezentowane symulacje numeryczne wskazuja, ze nie tylko w eksponowanym w
literaturze kontekscie zagadnien zwiazanych z nieliniowoscia materiatowa (lokalizacja np.
plastyczna), ale takze w zagadnieniach o silnigj nieliniowosci geometrycznej istotnym staje
si¢ odpowiednio gesty podziat na elementy skonczone. Tutaj wynika on ze skracania sig¢
(lokalizacja) fali deformacyjnej wraz z narastaniem deformacji powtoki. W rozwazanych
tutaj zadaniach dotyczacych hiperboloidy i ceownika zauwazono lokalizacje fal
deformacyjnych, ktérych wtasciwe odwzorowanie w znaczacy sposéb wptywa na przebieg
sciezek rownowagi rozwiazan.
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Sposob uwarstwienia powloki ma tez istotne znaczenie na charakter sciezek
deformacji otrzymywanych w nieliniowej analizie statecznosci. W przyktadzie dotyczacym
wyboczenia gigtnego stupa o przekroju dwuteowym, w zaleznosci od kierunkdw laminacji
warstw, obserwowano pojawianie si¢ punktow granicznych na $ciezce z podstawowej z
imperfekcja jak i na sciezce wtdrnej 1.

7.3. Kierunki dalszych badan

Przedstawione w niniejszej monografii rezultaty maja w pewnym sensie charakter
pilotazowy do dalszych znacznie szerszych badan. Migdzy innymi zakres tych badan w
blizszym terminie na bazie przedstawionego tutaj sformutowania prowadzony jest/bedzie w
nastgpujacych kierunkach:

— rozwinigcie powlokowego elementu skonczonego bazujacego na sformutowaniu
hybrydowo-mieszanym,

— rozwinigcie prawa materiatowego dla powoki warstwowej z réwnan fizycznych
wihasciwych dla osrodka Cosseratow,

— wprowadzenie nieliniowosci materiatowej typu plastycznego,

— wprowadzenie kryteridw zniszczenia materiatow warstwowych,

— uzaleznienie powyzszych wiasnosci materiatu powtoki od temperatury w ramach wolno
zmiennych obciazen termicznych.
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SYNTEZA SFORMULOWANIA NIELINIOWEJ MECHANIKI POWLOK
PODLEGAJACYCH SKONCZONYM OBROTOM W UJECIU MES

W pracy podsumowano doswiadczenia Autora dotyczace wybranych aspektéw nielinio-
wej analizy numerycznej powlok, ze szczegélinym uwzglednieniem powtok warstwowych.
Studium rozwinigto w ramach nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok, w ktorej szostym
parametrem jest obrot prostopadty do powierzchni odniesienia powtoki.

W czgsei poswigconej formutowaniu teorii powtok oméwiono wybrane zagadnienia opisu
powierzchni odniesienia powdoki. Zapisano zasady zachowania dla ciata typu powtoka i omo-
wiono przejscie do lokalnych réwnan rownowagi. Nastepnie przedstawiono, jak z réwnan po-
stawionych w postaci klasycznej otrzymuije si¢ tozsamos¢ catkowa, interpretowana jako zasada
prac wirtualnych. Z funkcjonatu tej zasady wynikaja wprost wirtualne miary odksztatcen, ktore
konstytuuja jednoznaczny model kinematyczny powtoki jako model osrodka Cosseratow. Kon-
centrujac dalsze rozwazania w kierunku aproksymacji po przestrzeni, oméwiono wybrane zasa-
dy wariacyjne, z ktorych rozwijany jest w dalszej czgsci pracy oryginalny element skonczony
EANS. Uzupelnieniem rozwazan dotyczacych teorii powtok jest rozdziat pracy traktujacy wy-
facznie o osrodku typu Cosseratéw. W rozdziale tym omaéwiono koncepcje tego osrodka i jego
mozliwe warianty. Dokonano takze przegladu literatury i zagadnien, w ktérych koncepcja
osrodka Cosseratow znalazta zastosowanie.

W czescei pracy poswieconej réwnaniom konstytutywnym omaowiono postulaty, jakie po-
winny spetnia¢ réwnania konstytutywne osrodka Cauchy’ego. Szczeg6lna uwage poswigcono
materiatowi hipersprezystemu. Omowiono takze réwnania konstytutywne dla liniowego osrod-
ka Cosseratow i dyskutowano znane w literaturze pewne kontrowersje, dotyczace oznaczen i
wartosci statych materiatowych. Przedstawiono réwnania konstytutywne cienkiej powtoki jed-
norodnej i izotropowej stosowane w ramach niniejszej monografii oraz poréwnano je z réwna-
niami konstytutywnymi jakie wyprowadzili Altenbach i Eremeyev (2009) dla ptyt Cosseratow.
Przeprowadzono takze dyskusje¢ oszacowan wspétczynnika korekcyjnego owinigcia «,, cha-
rakterystycznego dla rozpatrywanej tu teorii powtok. Przedstawiono szczegéty wyprowa-
dzenia w ramach podejscia réwnowaznej jednej warstwy rownania konstytutywnego ujmu-
jacego warstwowa strukture materiatu powtoki wobec braku symetrii miar odksztatcen. Na
tym etapie pracy (i jedynie tutaj) przyjeto hipotezg kinematyczna FOSD.

W czescei pracy poswigconej formalizmowi MES przedstawiono zlinearyzowana zmodyfi-
kowana zasade wariacyjna Hu-Washizu, bedaca podstawa formulowania elementu EANS.
Omowione zostaty takze zasadnicze aspekty teoretyczne aproksymacji skonczenie wymiarowej
oraz przedstawiono pewne wybrane wiadomosci dotyczace matematycznych podstaw MES.
Przedstawiono schematy interpolacyjne zmiennych wystepujacych w sformutowaniu oraz zapi-
sano rownania macierzy i wektorow elementowych wdasciwych dla elementu EANS.

W koncowej czgsci pracy zebrano reprezentatywne, zdaniem Autora, przyktady. W pierw-
szej kolejnosci przedstawiono zadania testujace, pozwalajace zweryfikowac sam element skon-
czony jako narzedzie analizy. W kolejnym kroku badano w zakresie geometrycznie nielinio-
wym powtoki o jednej badz dwdch krzywiznach, a takze powtoki strukturalne. W wybranych
zadaniach badano mozliwosci pojawiania si¢ falszywych postaci zeroenergetycznych. Realizu-
jac zasadniczy cel pracy, na bazie znanych w literaturze przedmiotu przyktadéw, badano wptyw
uwarstwienia materiatu na odpowiedz konstrukcji zaréwno w zakresie deformaciji jak i statecz-
nosci. W wigkszosci zadan uzyskano wyniki zgodne z rozwiazaniami odniesienia. Tam, gdzie
pojawity si¢ rozbieznosci, Autor podjat prébg wyjasnienia zaistniatych réznic.



SYNTHESIS OF FORMULATION OF NONLINEAR MECHANICS
OF SHELLS UNDERGOING FINITE ROTATIONS
IN THE CONTEXT OF FEM

This report summarises Author’s experience with some aspects of nonlinear analysis
of shell structures. Particular attention is put on laminated shells. The present study is elab-
orated within the framework of nonlinear six-field shell theory, in which the sixth parame-
ter is the rotation about the normal to the reference surface.

In the part of the report devoted to formulation of the shell theory some selected issues
concerned with geometry of the reference surface are presented. Conservation laws of shell-
like body are stated and the transition to local static equilibrium equations is shown. Next it
is shown how the integral identity, interpreted as the principle of virtual work, follows from
the statement of the problem posed in the strong form. From the obtained functional follow
naturally the virtual strain measures that constitute the kinematical model of the shell as the
Cosserat-type continuum. Concentrating the subsequent developments on spatial approxi-
mation, there are discussed some selected variational principles from which the original
EANS finite element is formulated.

The above study on shell theory is supplemented with chapter solely concerned with
Cosserat continuum. The concept of this medium and its variants are discussed. A state-of-
the-art review of literature and topics, where Cosserat concept is applied, is presented.

In the part of the report concerned with constitutive relations, the postulates formulat-
ed for constitutive relations are presented. Particular attention is devoted to the hyperelastic
material. The constitutive relations for the linear elastic Cosserat continuum are studied and
some known controversies concerned with notation and values used for material constants
are presented. The material law of a thin linear elastic, homogenous, isotropic shell is pre-
sented and compared with the relation for Cosserat plates recently derived by Altenbach
and Eremeyev (2009). A discussion about estimations of the correction factor «,, specific
for the considered shell theory is carried out. Within the ESL approach details of formula-
tion of the constitutive relation accounting for asymmetric membrane strain are presented.
At this stage of the whole formulation presented in this report the kinematic assumption of
the FOSD theory is employed.

In the part of the study devoted to the FEM formalism, the modified Hu-Washizu var-
iational principle in its linearized version is shown. Some basic theoretical aspects of a
spatial approximation and selected topics in mathematical foundation of FEM are dis-
cussed. Interpolation schemes of problem variables are presented and the element matrices
and vectors pertaining to the EANS formulation are given.

Some representative, in Author’s opinion, examples are collected in the final part of
the report. Firstly, the examples verifying the EANS element are presented. Then curved
shells and structural shells are studied. In the selected examples a possibile presence of
spurious zero-energy modes is investigated. Concentrating on the main objectives of the
manuscript, by solving the examples known from the literature, the influence of lamination
sequence on the deformation and critical loads is assessed. In the majority of examples a
good agreement between own and the reference results is obtained. Wherever the discrep-
ancies appeared, the Author endavour to provide explanation.



Dodatek A

OBLICZANIE POCHODNEJ KOROTACYJNEJ ODKSZTALCEN

Niniejszy dodatek przedstawia w szczeg6tach obliczenia pochodnych korotacyjnych
wektorow odksztatcen ¢, i &, z rozdziatu 3.
Pochodna korotacyjna de, oblicza si¢ w nastepujacy sposob

de, =Q(3(Q"¢,)) =QQ" ., +Qdy,, ~Q"t, —Qdt,)

Al
=-adwy,, +dy,, +adwt, —dt, =dy,, —adwy,, =V, +y,,XW (A1)
Pochodna korotacyjna
dr, =Q(5(Q"x,)) (A.2)
oblicza sie w kilku krokach. Punktem wyjscia jest obliczenie wariacji
oK, =4(Q,,Q")=3Q, Q" +Q,, 6Q" (A3)
Wykorzystujac zaleznos¢
5(1) =3(QQ") =QQ"+QsQ" =0 (A4)
zapisuje si¢
0QQ" =-QsQ"= adw (A.5)
Na podstawie wzoru (A.5) pochodna (adw),, ma postac
(adw),, =adw,, = (5QQ"),,=5Q,, Q" +5Q(Q"),, =
=0Q,,Q"+5QQ" Q(Q"),, =4Q,, Q" —adwK, (A.6)
adw T
Z relacji (A.6) wyznacza si¢
5Q,, Q" =adw,, +adwK, (A7)
Podstawienie (A.7) do (A.3) prowadzi do wyrazenia
oK, =6(Q,Q")= Q,,Q" +Q,,5Q" =adw,,+adwK,+Q,,6Q" =
%/_/
adw,; +adwKpy
=adw,;+adwK,;+Q,; Q" Q5Q" = adw,,+adwK,- K, adw = (A.8)

[ —

K —adw

B
=adw,,+[adw, K ]
%/—/

nawias Liego
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Zgodnie ze zwiazkiem

K, =ad*(Q, Q") =ad *(K,) (A9)
oraz wykorzystujac whasnos¢ nawiasu Liego (por. Makowski i Stumpf 1994, wzér B.8,)
ad(vxw) =[V,W] (A.10)

oblicza si¢ wariacj¢
oy =ad ™ (5K ,) =ad ™ {adw, ,+[adw, K , ]} =

=W, +(adw)1cﬁ =W, + WX K, =W, ,— Kk, XW

(A.11)

Rozpisanie (A.2) z wykorzystaniem (A.11) prowadzi do poszukiwanego wzoru

di, =Q(3(Q"x,)) = Q(Q",, + Q"dK,) = Q(IQ ke, +Q" (W, + (adw)x,))

A.12
=Q59T,4ﬂ +W,ﬁ+@w)x/ﬁzw,ﬁ (A12)
adw



Dodatek B

WYBRANE ZAGADNIENIA CALKOWANIA NUMERYCZNEGO

Problem catkowania numerycznego jest szeroko omawiany w klasycznych
podrecznikach, takich jak na przyktad Hildebrandt (1956), Abramovitz i Stegun (1970),
Szmelter (1980), Korn i Korn (2000), Ralston (1975), Ralston i Rabinowitz (2001).

Ogolnie, zob. na przyklad Ralston i Rabinowitz (2001), problem catkowania funkcji
jednej zmiennej f(x) w pewnym przedziale [a,b] moze by¢ przedstawiony jako

f:h(x)f(x)dXziwj f(x,)+e. (B.1)

We wzorze (B.1) h(x) jest funkcja wagowa, w; sa wagami kwadratury, X, sa
weztami (zerami) kwadratury, a e oznacza blad. Poprzez specyfikacje h(x) uzyskuje si¢
rézne schematy catkowania, wazne w okreslonych przedziatach, zob. na przyktad Ralston i
Rabinowitz (2001).

W niniejszej pracy do catkowania macierzy elementowych wykorzystywana jest
kwadratura Gaussa-Legendre’a. Powstaje ona poprzez potozenie w h(x)=1 (B.1) i
unormowaniu dziedziny do przedziatu [-1,1], co uzyskuje si¢ poprzez zamiang zmiennej x na

y:i(Zx—a—b). (B.2)
b-a

Wezty kwadratury x; uzyskuje si¢ poprzez poszukiwanie pierwiastkow (zer) wielomianow
Legendre’a P,(x), zas stowarzyszone wagi uzyskuje si¢ z réwnania
-2
w, = v .
(n+DR..(x)RI(X)

(B.3)

Wystepujace powyzej wielomiany Legendre’a P,(X) sa rozwiazaniami réwnania
rézniczkowego Legendre’a (Korn i Korn 2000)

d’y
dx®

1-x%) —2x%+ n(n+1)y=0. (B.4)
X
Jedna z metod generowania wielomianéw P,(X) jest formuta Rodriguesa (Korn i Korn
2000) w postaci

1 d"

_ 2 _n\n
= " (B.5)

R

Wynikajace z réwnania (B.5) pierwsze trzy wielomiany, odpowiednio dla n=0,1,2
maja postac

ROO=1, ROO=X, R() =3¢ -1). (B.6)
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Wielomiany te przedstawia rys. B.1. Elementarne obliczenia pierwiastkow (gdy
istnieja) wielomianéw (B.6) prowadza do wyznaczenia wspotrzednych weztow kwadratury
Gaussa-Legendre’a, odpowiednio, pierwszego i drugiego rzedu tzn.

N=1=x=0,nN=2=X,= (B.7)

1
NE]
Podstawienie wspdtrzednych (B.7) do réwnania na wagi (B.3) daje odpowiednio

wartosci
n=l=w =2, n=2=>w, =1 (B.8)

Rys. B.1. Pierwsze trzy wielomiany Legendre’a

Wzér na catkowanie w kilku wymiarach, na przyktad po powierzchni, uzyskuje sig,
wykorzystujac kwadrature Gaussa-Legendre’a dla kazdej wspotrzednej osobno, zob. na
przyktad Hughes (2000).

Efektywna procedurg numeryczna (w jezyku Fortran) do generowania zer i wag reguty
Gaussa-Legendre’a mozna znalez¢, na przyktad, w ksiazce Press i inni (1996).

Zera kwadratury Gaussa-Legendre’a nie ujmuja skrajnych weztow elementu, a rozktad
weztow na odcinku [-1,1] jest rownoodlegty. Inna grupe kwadratur stanowia te z
natozonymi warunkami na wezty lub wspotczynniki, zob. na przyktad Ralston (1975).
Jedna z nich jest kwadratura Gaussa-Lobatto-Legendre’a, w ktdrej weztami sa takze skrajne
wezly przedziatu catkowania. Tutaj wezty catkowania nie sa rozmieszczone réwnoodlegle.
Kwadratura ta, w potaczeniu z odpowiednia dystrybucja weztéw w elemencie skonczonym
w przestrzeni fizycznej, pozwala na uzyskanie (pseudo)diagonalnej macierzy mas. Ma to
fundamentalne znaczenie w zagadnieniach dynamiki, zob. na przyktad Chréscielewski i
inni (2009), Witkowski i inni (2009), Rucka (2011) i cytowana tam literatura.



Dodatek C

C.1. Sledzenie $ciezek réwnowagi

W metodach numerycznych, do rozwiazywania nieliniowych réwnan algebraicznych,
jak na przyktad réwnanie (5.99) z niniejszej monografii, opracowano rézne metody. Klasy-
fikacje tychze metod i ich oméwienie mozna odnalez¢, na przyktad w pracy Waszczyszyn
(1995). Ogolnie metody mozna podzieli¢ na:

— przyrostowe, powiazane z algorytmami iteracyjnymi,
— iteracyjne nieprzyrostowe,

— metody przyblizone,

— metody asymptotyczne,

— metody specjalne.

Najczesciej stosowanymi metodami sa metody przyrostowe. Mozna je dalej podzieli¢

na nastepujace grupy:

— metody newtonowskie,

— metody quasi-newtonowskie,
— metody kierunkéw sprzezonych,
— metody sieczno-newtonowskie.

W niniejszej pracy do rozwiazania uktadu rownan (5.99) przyjmuje si¢ metod¢ newto-
nowska. Zaklada si¢, ze obciazenie rozwazanej struktury powtokowej da si¢ scharaktery-
zowac pojedynczym parametrem skalarnym Ae R. W przypadku dynamiki parametr ten
oznacza czas. Mozliwe jest takze szersze parametryzowanie obciazen dziatajacych na ciato,
zob. na przyktad wzor 7.2 w pracy Waszczyszyn (1995).

W dalszym ciagu rozwazan istotne jest pojecie $ciezki rownowagi uktadu.

Definicja

Sciezka rownowagi (por. na przyktad Belytschko i inni 2003, str. 318) ukkadu opisanego
algebraicznym uktadem réwnan w postaci (5.99) nazywamy zbidr wszystkich rozwigzan
zbieznych tego rownania, tzn. krzywa

a(4) = (u(4),Q(4) (€Y

Metody poszukiwania i $ledzenia $ciezek rownowagi nazywane sa metodami kontynuacyj-
nymi (ang. continuation methods), zob. na przykltad Belytschko i inni (2003). Warto zau-
wazy¢, ze gtadkim zmianom parametru kontrolnego A€ R niekoniecznie odpowiada¢ mu-
sza gtadkie zmiany na $ciezce réwnowagi. Mozliwe sa bowiem punkty rozgatezien. Dlate-
go tez, zwykle proces $ledzenia $ciezki rownowagi jest zagadnieniem ztozonym, czesto
wymagajacym doswiadczenia uzytkownika programu. W ksiazce Belytschko i inni (2003)
na str. 358 mozna odnalez¢ uwage, ze wydajne i automatyczne procedury sledzenia sciezek
nie sa jeszcze dostgpne.
W pracy Belytschko i inni (2003) wyrdzniono trzy zasadnicze typy rozgalezien na
$ciezkach réwnowagi:
— punkty graniczne, w ktérych styczna do $ciezki rownowagi zmienia znak;
— stacjonarne punkty bifurkacji, w ktorych dochodzi do przecigcia dwdch $ciezek row-
nowagi,
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— punkty bifurkacji Hopfa, w ktorych sciezka rownowagi przecina si¢ ze $ciezka opisu-
jaca ruch okresowy.

Dalsza klasyfikacje punktow osobliwych mozna odnalez¢ na przyktad w pracach Waszczy-

szyn i inni (1990) czy Waszczyszyn (1995).

W omawianej tutaj analizie przyrostowo-iteracyjnej zaktada si¢, ze znana jest sciezka
rozwiqzania uktadu réwnan okreslona w dyskretnej liczbie n krokéw obciazenia
AosAseen Ay 1 iteracji réwnowagi i. Roéwnaniu (5.99) nadaje si¢ formg¢ przyrostowo-
lteracyjnq

KT(l)Aq(Hl) — A/I(HD (I) +J(U)(') (CZ)

Gorny indeks | oznacza numer ostatniej aktualizacji macierzy stycznej K, . W przyjetej
tutaj standardowej wersji metody iteracyjno-przyrostowej, przyjmuje si¢ ze i =1 . Oznacza
to, ze aktualizacja macierzy stycznej odbywa si¢ w kazdej iteracji. Powoduje to wydtuzenie
czasu rozwiazania zadania MES z tytutu agregacji i dekompozycji macierzy sztywnosci w
kazdej iteracji. Z tego tez wzgledu w literaturze przedmiotu znane sa pewne uproszczenia.
Na przykiad zaklada sig, ze na przyroscie parametru obciazenia sztywnos¢ styczna ma stata
wartos¢. Takie podejscie prowadzi¢ moze jednak w pewnych przypadkach, zwiaszcza w
zadaniach o silnej nieliniowosci, do pogarszania zbieznosci rozwiazania zadania.
Wystepujace w rownaniu (C.2) wyrazenia

AP = (1 —a0p G 4= 4 (C.3)

opisuja odpowiednio zmiang wektora obciazenia oraz sumaryczny przyrost parametru kon-
trolnego (sterujacego) Ae R. Ostatni sktadnik sumy po prawej stronie rownania (C.2)

j(i) Z/I(i)pfie)f _r(i) (C_4)
okresla wektor sit niezréwnowazonych. Dalsza procedura poszukiwanego przyblizonego

rozwiazania obejmuje nastepujace kroki (por. na przyktad klasyczna prace Bathe i inni
1975, Bathe 1982, Belytschko i inni 2003):

Faza predykdji

podstawienie: i=0 (C.5)
rozwiazanie uktadu rownar: Kedg=4p+jys AP =P(nyy —Pn) (C.6)
uaktualnienie zmiennych: AP =49, q¥, =q,+4q (C.7)
podstawienie i=1

Faza korekgji (iteracji)
obliczenie wektora sit niezréw-

nowazonych z  poprzedniej 9 =p,.,-r% @, (C.8)
iteracji:

agregacja stycznej macierzy 0) — e (D@

sztywnosci: Ky =Kz (O (€9

wyznaczenie nowej poprawki
do wektora przyrostu prze- AQl = KDY HO, (C.10)
mieszczen (i +1)
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obliczenie kolejnego przyblize-
nia wektora catkowitego przy-
rostu przemieszczen

Aqt = 4q® + 4q¢D
(przyrost liczony jest od konfiguracji n) (C.11)

obliczenie wektora przemiesz- (+1) _ ()

_ (i+1)
czenia z iteracji poprzedniej Gnit = Gnis + 400 (€.12)
sprawdzenie warunku zbiezno- 1S 3(4q) ||
§ci procesu iteracyjnego na D (C.13)

przyktad w postaci IS 4ql

W przypadku, gdy warunek zbieznosci (C.13) nie zostat spetniony, kontynuuje si¢
proces iteracji, ktadac i =i+1 w (C.8), przy czym i <i_,, 0 ile wczesniej ustalono maksy-
malna liczbe iteracji réwnowagi i, . W sytuacji kiedy i >i ., , a kryterium (C.13) nie jest
dalej spetnione, obliczenia przerywa si¢ i konieczna jest interwencja uzytkownika, na przy-
kiad w formie zmiany wielkosci przyrostu A4 . Jesli zas spetnione jest kryterium (C.13)
wykonuje si¢ podstawienie

q,=a) « gl (C.14)

i powraca do fazy predykcji (C.5).
Oznaczone wzorem (C.12) przyblizenie, ze wzgledu na strukture przestrzeni konfigu-
racyjnej C(M,G), zob. wzor (5.20), obejmuje nastgpujace kroki:
sumowania dla pola translacji
ult =u® 4+ A4u"D (C.15)

n+1 n+1 n+1

akumulacji multiplikatywnej rotacji w reprezentacji przestrzennej
Quy’ =4Q17Q (C.16)

Poprawke AQ"*" okresla si¢ na podstawie przyjetej parametryzaciji grupy obrotow SO(3) .

W przypadku stosowanej tutaj parametryzacji kanonicznej, poprawke wylicza si¢ na pod-
stawie zaleznosci

AQU:Y = exp(ad(4w( ) (C.17)

n+1 n+1

gdzie funkcja exp(...) zostata okreslona wzorem (3.153). Ponadto, wystepujace w sformu-
towaniu wzbogaconym zmienne /B, jako elementy przestrzeni wektorowej podlegaja
aktualizacji w kazdej iteracji rownowagi, tzn.

ﬁ(Hl) :ﬁ(i) +Aﬁ(i+l) (018)

n+1 n+1 n+1

Zadaniem wystepujacej we wzorze (C.13) macierzy S jest selektywna eliminacja
(wzglednie skalowanie) elementéw wektora /q . Technika ta zostata zaproponowana w
pracy Chroscielewski i Nolte (1985) (zob. takze Schweizerhof 1989). Okreslenie macierzy
S jest nastepujace. Niech N, oznacza catkowity liczbg weztow. Wtedy

S=diag[s,s, .Sy, ] (C.19)

Wartosci elementow s e R spetniaja warunek 0<s <1, gdzie p=12,.., Ny, .
Eliminacja, czy tez skalowanie wobec okreslenia (C.19), zapisywana jest jako

G = SAq (C.20)
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W rozpatrywanym tu podejsciu przyjeto okresla¢ zbieznos¢ (C.13) poprzez eliminacje
rotacyjnych sktadowych wektora 4q.

C.2. Wyznaczanie punktow bifurkacji metoda zaburzen

Do poszukiwania punktéw bifurkacji w niniejszej pracy wykorzystuje si¢ technike za-
burzen. Podejscie to bazuje (por. na przyktad Marcinowski 1999, Chroscielewski i inni
2004) na obserwaciji, ze $ledzenie metodami kontynuacyjnymi $ciezki deformacji uktadu z
wprowadzona imperfekcja jest w wigkszosci przypadkow tatwiejsze. Sciezka taka ma bo-
wiem tagodniejszy przebieg i uktada si¢ pod sciezka idealna, zob. rys. C.1.

Algorytm poszukiwania punktow bifurkacji zilustrowany przez rys. C.1 mozna zapisac
nastgpujaco:

— przyjecie imperfekcji w ukladzie, imperfekcja moze mie¢ charakter pola przemieszczen
wygenerowanego numerycznie, badz tez zidentyfikowanego na podstawie badan polo-
wych rzeczywistych konstrukcji, zob. na przyktad Kowalski (2004), lub zadana w po-
staci obciazenia,

— podazanie $ciezka zaburzona do momentu, w ktérym obliczane rozwiazanie znajdzie si¢
w poblizu $ciezki wtdrnej,

— przeskok z punktu P do P’ na $ciezce wtérnej uktadu idealnego,

— powr6t po Sciezce pobifurkacyjnej do punktu bifurkacji.

Do niedogodnosci opisanego postepowania zaliczy¢é mozna brak przestanek co do
przyjecia wartosci imperfekcji. Takze nie jest jasne, w jaki spos6b oceni¢, czy aktualne
rozwiazanie na sciezce z imperfekcja znajduje sig¢ dostatecznie blisko punktu na $ciezce
pobifurkacyjnej, by mozna byto usuna¢ zaburzenie. Zbyt wczesne usunigcie imperfekcji
moze prowadzi¢ do przeskoku parametru obciazenia 0 znacznej wartosci, CO moze powo-
dowa¢ problemy ze spetnieniem zadanych kryteriéw zbieznosci. Wreszcie, samo zblizenie
si¢ do punktu bifurkacji moze by¢ zrealizowane tylko z pewna numeryczna dokfadnoscia.
W omawianej metodzie bowiem zblizanie si¢ z wartoscia przemieszczenia kontrolnego do
zera moze spowodowa¢ gwattowny spadek wartosci mnoznika obciazenia.

Rys. C.1. Sledzenie $ciezki deformacji metoda zaburzen
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WYBRANE WIADOMOSCI MATEMATYCZNE

W niniejszym podrozdziale zestawiono w spos6b syntetyczny zasadnicze dla niniej-
szej monografii pojecia matematyczne.

Grupa

Grupa (Trajdos 1974) nazywamy par¢ (G,*), gdzie G jest zbiorem, zas * jest w nim
dziataniem wewnetrznym, spetniajacym nastgpujace warunki:
— dziafanie to jest potgrupowe (taczne)

(Va,b,ce G)((a*h)*c=ax(b*c)) (D.1)
— istnieje element neutralny e wzgledem tego dziatania

(Jee G)(Vae G)(axe=exa=a) (D.2)
— dla kazdego elementu istnieje element do niego symetryczny

(Vae G)(Ja'’e G)(axa'=a*a =e) (D.3)

Grupg nazywa si¢ przemienna (abelowa), gdy dziatanie grupowe jest przemienne.

Woystepujaca w pracy grupa obrotow SO(3) jest grupa multiplikatywna. Elementem
neutralnym jest w tym przypadku tensor jednostkowy 1, a elementem symetrycznym jest
tensor A~ = AT nazywany tensorem odwrotnym do A . Grupa ta, w ogdlnosci’®, nie jest
grupa abelowa ze wzgledu na dziatanie wewngtrzne nasunigcia prostego tensoréw (zob. na
przyktad Holzapfel 2001), tzn. skfadania obrotow.

Dyfeomorfizm

Dyfeomorfizmem nazywa si¢ odwzorowanie f przestrzeni A na przestrzen B, ktdre
jest wzajemnie jednoznaczne i obydwa odwzorowania f:A—B i f':B— A sa glad-
kie. Tutaj gtadkos¢ oznacza przynaleznos¢ rozwiazania do klasy C*~.

Homeomorfizm
Homeorfizmem nazywa si¢ odwzorowanie f przestrzeni A na przestrzen B, ktére
jest wzajemnie jednoznaczne i obydwa odwzorowania f: A— B i f™:B — A saciagte.

Homomorfizm, izomorfizm
Niech H bedzie jednym modelem matematycznym zawierajacym obiekty a,b,... i
operacje O,P,..., ktérych wyniki O(a,b,...) i P(a,b,...) naleza do H . Model H’ nazy-
wa si¢ obrazem homorficznym H , wzgledem przeksztatcenia O, gdy:
— istnieje odpowiednio$¢ jednoznaczna a—a’, b —b’,... przypisujaca kazdemu ele-
mentowi modelu H dokfadnie jeden element modelu H”,
— okreglona  jest operacja O’ na elementach modelu H’, taka ze
O(a,b,...) > 0’(@’,b’,...).

™ Sz7czegdlnym przypadkiem sktadania obrotéw zachowujacego whasnosé przemiennosci jest
obrét wokoét ustalonej osi (Rymarz 1993).
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Izomorfizm, jest to homomorfizm z odpowiednioscia wzajemnie jednoznaczng na (Korn i
Korn 2000).

Przestrzen topologiczna
Przestrzenia topologiczna nazywa si¢ par¢ (X,7) ztozona ze zbioru X i rodziny z
jego podzbioréw spetniajacych warunki (aksjomaty):
— Jeroraz Xer,
—jesliv,eriU,er, toU nU,er,
— jesli Aer,to UAer.
Zbior X nazywa sig¢ przestrzenia, jego elementy punktami przestrzeni, a podzbiory naleza-
ce do rodziny t zbiorami otwartymi. Rodzing t nazywa si¢ rowniez topologia w zbiorze
X . Wymienione wyzej warunki mozna wystowi¢ nastepujaco:
— zbidr pusty i cata przestrzen sa zbiorami otwartymi,
— iloczyn dwoch zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym,
— suma dowolnie wielu zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym (Engelking 2007).

Baza przestrzeni topologicznej

Rodzing @e t nazywamy baza (przeliczalna) przestrzeni topologicznej (X,7) jesli
kazdy niepusty zbior otwarty w przestrzeni X jest suma pewnej (przeliczalnej) liczby
zbioréw rodziny & (Engelking 2007, Wang i Truesdell 1973).

Zbior otwarty

Jesli dla pewnego xe X i zbioru otwartego U < X mamy xe U , to méwi sig, ze
U jest otoczeniem punktu x. Zbior V < X jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
punkt xe V ma otoczenie U, zawarte w V (Engelking 2007).

Przestrzes Hausdorffa

Przestrzen topologiczna X nazywamy przestrzenia Hausdorffa, jesli dla kazdej pary
roznych punktow x,ye X istnieja takie otoczenia U, i U, odpowiednio punktow x iy,
ze U, nU =9 (Engelking 2007).

Pokrycie otwarte

Rodzing {A}..; podzbioréw zbioru X nazywa si¢ pokryciem X, jesli U A =X.
Jesli X jest przestrzenia topologiczna i wszystkie zbiory A sa otwarte, t5°pokrycie
{A}..s nazywane jest pokryciem otwartym (Engelking 2007).

Przestrzes metryczna

Przestrzenia metryczna nazywa si¢ par¢ (X,d) ztozona ze zbioru X i funkcji d
okreslonej na iloczynie kartezjanskim X x X , przyjmujacej wartosci rzeczywiste i nieu-
jemne i speniajacej nastgpujace warunki:

— d(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=y,
— d(x,y)=d(y,x) dlawszelkich x,ye X,
— d(x,y)+d(y,z) >d(x,z) dlawszelkich x,y,ze X .

Zbior X nazywa si¢ przestrzenia, jego elementy punktami, funkcje d metryka w
zbiorze X, aliczbg d(x,y) odlegtoscia punktéw x i y (Engelking 2007).

Niech dana bedzie przestrzen metryczna (X,d), punkt x, € X oraz liczba r >0 ; ku-
lq otwartq nazywa si¢ zbior K(x,,r)={xe X :d(x,,x) <r}. Mozna pokaza¢ ze kazda
przestrzen metryczna (X,d) wyznacza pewna przestrzen topologiczna (X, t). Rodzing
stanowia sumy kul otwartych, a rodzina wszystkich kul otwartych jest baza przestrzeni
(X, 1) (Engelking 2007).



Dodatek D 175

Przestrzen liniowa
Przestrzen wektorowa (liniowa) (Rudin 2009, por. tez na przyktad Nagorski i Szcze-

$niak 1993) nad ciatem liczb rzeczywistych R jest to zbidr V , ktérego elementy nazywa-
my wektorami wraz z dwoma operacjami dodawania i mnozenia przez skalary spetniaja-
cymi warunki algebraiczne:
— dziafania grupowego abelowego addytywnego, z elementem neutralnym jako wektorem

zerowym O tzn. i elementem symetrycznym jako wektorem przeciwnym —x do wektora X,
— kazdej parze (a,X), gdzie ae R,a xeV , odpowiada wektor ax przy czym

a(px) = (af)x (D4)
oraz zachodza dwa prawa rozdzielnosci
a(X+Yy)=ax+ay, (a+ f)X=ax+ BX (D.5)

Przestrzes unormowana

Przestrzen wektorowa (Nagorski i Szczesniak 1993) V jest unormowana, jesli okre-
slona jest funkcja V 3> x —| x e R, zwana norma (| x| oznacza tutaj normg lub dtugosc
wektora x) o whasnosciach:
— |x]20,|x=0& x=0,
— JaxiHallx],
— [x+yldx|+]y].
Ostatnia wiasno$¢ znana jest jako nieréwnos¢ Minkowskiego (Trajdos 1974). Liniowa
przestrzen unormowana staje si¢ przestrzenia metryczna w wyniku przyjecia metryki (Traj-
dos 1974)

d(x,y) = x-y| (D.6)
lloczyn skalarny

lloczynem skalarnym (Nagdrski i Szczesniak 1993) na przestrzeni wektorowej V na-
zywa si¢ funkcije

VxVi3(X,y)—> Xx-yeR (D.7)
0 whasnosciach:
X-y20, x-x=0« x=0 (dodatnia okreslonosc) (D.8)
X-y=Yy-X (przemiennosc) (D.9)
(X+y)-z=x-z+y-z, a(X)-y=ax-y (liniowosc) (D.10)

Waznymi whasciwosciami iloczynu skalarnego (Nagorski i Szczesniak 1993) sa:
— nieréwno$¢ Cauchy’ego
| x-yld x|yl vx,yeV (D.11)

— generowanie normy zdefiniowanej nastgpujaco
[ X|=+/X-x, VxeV (D.12)

Euklidesowa przestrzes wektorowa E"
Skonczenie wymiarowa E" z iloczynem skalarnym (D.7) i norma (D.12) nazywa Sie eu-
klidesowa przestrzenia wektorowa. Baza ortonormalnaw E" okreslona jest przez



176 Dodatek D

Szczeg6lnym przypadkiem wektorowej przestrzeni euklidesowej jest przestrzen arytme-
tyczna rzeczywista.

Przestrzen arytmetyczna rzeczywista

Przestrzenia arytmetyczna rzeczywista (n-wymiarowa) R" (por. na przykiad Trajdos

1974, Waliszewski i inni 1990, Nagorski i Szczesniak 1993) nazywa si¢ zbior wszystkich

ciagow rzeczywistych (X, X,,...,X,) z dodawaniem i mnozeniem przez liczbg rzeczywista

okreslonymi w spos6b nastgpujacy:

— jesli [x, %,y X, ] T [Vyy Yps---,Y,] Sa wektorami przestrzeni R", to dodawanie wekto-
réw polega na dodawaniu odpowiednich wspotrzednych,

— jesli [x,x,,...,x,] jest wektorem, to mnozenie wektora przez skalar polega na pomno-
zeniu wszystkich sktadowych.

W przestrzeni tej iloczyn skalarny (D.7) w bazie ortonormalnej zapisuje si¢ w postaci

X-y—(xe) (y;&)=XY;5 =XV, (D.14)
Przestrzen R" jest przestrzenia unormowana z norma

| X |= %% (D.15)

d(x,y)= x=yl. (D.16)

i przestrzenia metryczna z metryka

Najwazniejszym z inzynierskiego punktu widzenia przyktadem®® metryki (D.16) jest tzw.
uogolnione twierdzenie Pitagorasa w postaci

dx,y) =, (X 06 - %)’ (©17)

Dowolna przestrzen E" jest izomorficzna (por. na przyktad Nagoérski i Szczesniak 1993) z
przestrzenia arytmetyczna R" tzn. R" ~ E", bowiem ustalajac baze jako ortonormalna
otrzymuje si¢ odwzorowanie

E">x=xe > xeR" (D.18)
przyporzadkowujace kazdemu wektorowi z x jego wspdtrzedne X .

Przestrzen afiniczna

Przestrzenia afiniczng (Waliszewski i inni 1990) nazywa si¢ zbiér A wraz z prze-
strzenia wektorowa skonczenie wymiarowa V i funkcja AxA —V przyporzadkowujaca
kazdej parze (p,q)e Ax A wektor pgeV z zachowaniem warunkow: .
— dladowolnych pe A i veV istnieje dokladnie jeden element ge A taki, ze pgq=v,
— Ppg+qr=pr.

Afiniczna przestrzen euklidesowa
Afiniczna przestrzenia euklidesowa (Nagorski i Szczesniak 1993) E" nazywa si¢ me-
tryczna przestrzen afiniczna, ktorej przestrzenia stowarzyszona jest euklidesowa przestrzen

8 7 matematycznego punktu widzenia mozliwe jest okreslenie réznych metryk, por. na przyktad
Waliszewski i inni (1990).
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wektorowa E", a metryka®" jest generowana przez norme przestrzeni E", tzn. wzorem
(D.12). Dalej, za (Nagorski i Szczesniak 1993), nazywa si¢ ta przestrzen przestrzenia eukli-
desowa. Przestrzen ta jest przestrzenia topologiczna z topologia indukowana przez metryke
przestrzeni euklidesowej (D.17).

Uktad wspdtrzednych
Niech 2 jest zbiorem otwartym w R". Uktadem wspétrzednych zbioru 2 nazywa
sie homeomorfizm & w R"

k:9 >R (D.19)

Dla dowolnego ve 9 ukfad liczb rzeczywistych (v,,v,,...,v,)

Kk(V)=(v,V,,...,v,) e R" (D.20)
nazywany jest wspotrzednymi v wzgledem « .

Mapa
Mapa nazywa si¢ pare {2, k} ztozona ze zbioru otwartego 2 c E" (dziedziny mapy)
i homeomorfizmu x (uktadu wspGirzednych).

Rozmaitos¢ rézniczkowalna
Zbiér M nazywany jest rozmaitoscia rozniczkowalna, jesli posiada topologi¢ Haus-
dorffa z przeliczalna baza i atlasem

D={{D, x,} e} (D.21)

taki, ze spetnione sa nastgpujace warunki

— {7),, A€ 1} jest pokryciem otwartym M ,

— &, jest homeomorfizmem z Z), w R", gdzie dodatnia liczba catkowita n, ta sama dla
wszystkich A, jest zwana wymiarem M ,

— dla dowolnych dwoch indekséw A, 7" e | transformacja wsp6trzednych

K, (D nT.)—>k.(D,nI)) (D.22)

jest dyfeomorfizmem R*. O mapach &, i x,. mowi sig, ze sa C*-zgodne. W jezyku geo-

grafii zgodnos¢ map oznacza, ze miasta potozone blisko siebie na jednej mapie musza by¢

takze blisko potozone na drugiej oraz rzeki o gtadkich brzegach na jednej mapie musza by¢

gtadkie na drugiej (Kopczynski i Trautmann 1981).

— atlas 2 (D.21) jest atlasem maksymalnym, tzn. takim, do ktérego nie mozna dodaé
nowych map bez naruszenia zgodnosci.

Krzywa Jordana
Krzywa Jordana na powierzchni nazywa sie brzeg podzbioru tej powierzchni, homeo-
morficznego z kotem domknigtym (Waliszewski i inni 1990).

Powierzchnia
Powierzchnia (Nagorski i Szczesniak 1993) nazywa sie¢ dwuwymiarowa rozmaitosé
klasy C* (co najmniej) w przestrzeni E*.

8 Okreslajac w przestrzeni unormowane;j odlegtosé punktéw x,y wzorem (D.16), otrzymuije si¢
metryke. Tak wigc kazda przestrzen unormowana jest automatycznie przestrzenia metryczng (Wali-
szewski i inni 1990).



Dodatek E

WYBRANE WIADOMOSCI O OBROTACH

E.1. Grupa SO(3)iso(3)
Tensor Qe E*®E?, gdzie E® jest euklidesowa przestrzenia wektorowa, o whasnosci
(Qa)-(Qb)=a-b=b-a (E.D

jest nazywany tensorem ortogonalnym. W ustalonej bazie tensor ten ma dziewig¢ skiado-
wych. Sktadowe te musza jednak spetniac szesc zaleznosci

Q'Q=1 (E2)

Zwiazek (E.2) wynika z wkasnosci (E.1) oraz z faktu, ze z dowolnym tensorem A stowa-
rzyszony jest tensor transponowany A", taki ze dla dowolnych p,qe E* zachodzi

p-(A'g)=q-Ap (E-3)

Stad mozna zapisac¢

a-b=(Qa)-(Qb) =b-(Q"(Qa)) =b-((Q'Q)a) (E4)

Widoczne jest, ze aby rownanie (E.4) byto prawdziwe, musi zachodzi¢ zwiazek (E.2).
Przeksztatcenie o postaci
X =Qx (E.5)

dla dowolnych wektorow xe E® oraz xe E® nazywane jest obrotem wiasciwym (ang.
proper rotation). Obroty whasciwe tworza grupe SO(3) zdefiniowana jako

0(3)={Q:E* - E*:Q"Q=QQ" =1, det(Q) =1} (E.6)

Przestrzenia styczna do grupy SO(3) w punkcie Q=1 jest przestrzen so(3) tensorow
skosnie symetrycznych
so(3) ={W :W' =-W}. (E.7)

E.2. Parametryzacja grupy obrotow

Pod pojgciem N -wymiarowej parametryzacji grupy obrotéw rozumie si¢ odwzoro-
wanie

O@3) - R", Q=0Q(q) - (E-8)

Tutaj Qe SO(3), a g € R oznaczaja parametry obrotu. Jedna z mozliwosci klasyfikacji
parametryzacji jest rozroznienie parametryzacji wewnetrznej lub parametryzacji zewnetrz-
nej. W drugim przypadku do wprowadzenia parametryzacji wymagane jest podanie uktadu
wspotrzednych (np. katy Eulera). Inna klasyfikacja okre$la, czy dana parametryzacja jest
globalna (tzn. czy obejmuje cata grupg obrotéw w sposob nieosobliwy) lub czy jest lokalna
(tzn. wazna tylko w pewnym otoczeniu Q). Zagadnieniu grupy obrotéw SO(3) i jej para-
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metryzacji poswigcono wiele prac, zob. np. Stuelpnagel (1964), Argyris (1982) Pietrasz-
kiewicz i Badur (1983), Mehrabadi i inni (1995), Ibrahimbegovi¢ (1997), Brank i Ibrahim-
begovi¢ (2001), Cardona i Geradin (1988, 2001), Ibrahimbegovi¢ i Taylor (2002), Witkow-
ski (2005), Sadtowski (2007), Makinen (2008), Koay (2009), Pietraszkiewicz i Eremeyev
(2009b).

W rozpatrywanym w pracy podejsciu wykorzystywana jest parametryzacja kanonicz-
na. W jej okresleniu wykorzystuje si¢ absolutnie zbiezny szereg potggowy

Wn
n!

Q:expW:i =1+W +%W2+..., W =ad(w) € so(3) (E.9)
n=0

Tutaj w jest wektorem obrotu. Wykorzystanie rozwinig¢ funkcji trygonometrycznych
sin(...) i cos(...) prowadzi do wzoru
_sinw  1-cosw

Q=1+awW +bW?, a= v , b= v (E.10)

Wykorzystujac okreslenie §ladu tensora Q oraz réznice Q—Q" w réwnaniu (E.10);, moz-
na otrzymac wzory na kat obrotu w i wektor obrotu w w funkgcji tensora Q, tzn.

ad’(Q-Q") (E.11)

1
W:arccos[—(trQ—l)j, W=—
2 2sinw

E.3. Akumulacja obrotéw, pochodna kierunkowa

Niech e, i=1,2,3, jest ustalong w czasie baza ortonormalna. Dziatajac na e tenso-
rem obrotu Q, otrzymuje si¢ nowa baze e
§ =Qe (E.12)

Rozwaza si¢ teraz pewien przyrost obrotu przeprowadzajacy baz¢ € w pewna, uaktu-
alniona baze “e . Mozliwe sa dwa opisy tego przyrostu.

Transfor macja przestr zenna

W reprezentacji tej catkowity obrét bazy e do bazy uaktualnionej “g opisany jest
przez lewostronne natozenie przyrostu tensora obrotu

AQ" € SO(3) (E.13)
na aktualny tensor obrotu Q, tzn.

‘g =4Q"¢ =4Q°Qe,, “Q=4Q'Q (E.14)

Transfor macja materialna

W reprezentacji materialnej catkowity obrét bazy e do bazy uaktualnionej “g opisa-
ny jest przez prawostronne natozenie przyrostu tensora obrotu

AQ" € SO(3) (E.15)
na aktualny tensor obrotu Q tzn.

‘e =Q4Q%e , “e =Q4Q e (E.16)
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W przypadku transformacji przestrzennej przyrost obrotu rozumiany jest jako rotacja bazy
aktualnej, zas w przypadku transformacji materialnej jako rotacja bazy poczatkowej.

Pochodna kierunkowa na grupie obrotéw SO(3), wariacja obrotu

Niech ai a oznaczaja wirtualne przyrosty wektora obrotu odpowiednio w reprezentacji
przestrzennej i materialnej i niech

Q) e OE) (E.17)

oznacza pewna krzywa na grupie obrotow, parametryzowana rzeczywistym parametrem
skalarnym 7. Krzywa ta przechodzi, w szczegdlnosci, przez punkt regularny Q =Q(0) i
ma dwie réwnowazne reprezentacje:

przestrzenna Q(7) =[exp(adrna)]Q , (E.18)

materialna Q(7) = Q[exp(adra)] . (E.19)

Wariacje tensora obrotu uzyskuje si¢ w wyniku obliczania pochodnej kierunkowej. W re-
prezentacji przestrzennej otrzymuje sig¢

5Q[Q;ad(@)] = d%Q(n)LO - d%exp(adna)ho Q
_lal 9
B [ad [dﬂ ”aB

5Q[Qad@)] =L Q)| , = QL exp(adna)| , =
dy g dy g

de(ze)

Zapisane tu wzory (E.20) i (E.21) sa réwnowazne. Wynika z nich, ze obliczenie pochodnej
kierunkowej na grupie obrotébw SO(3) wymaga lewo- badz prawostronnego natozenia
natozeniu skosnie symetrycznego tensora ada badz ada na aktualny tensor obrotu Q.

(E.20)
(exp(adia))|,_, Q =adaQ,

7=0

a w reprezentacji materialnej

(E.21)
(exp(ad;ya))|”:0 =Qada

7=0
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