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PRZEDMOWA

Niniejsza praca powstata na podstawie maszynopisu rozprawy doktorskiej" pt. Nume-
ryczna analiza kompozytowych powtok warstwowych z uwzglednieniem wplywéw termicz-
nych, powstatej pod kierunkiem dr. hab. inz. Ireneusza Krei, prof. nadzw. PG. Rozprawa ta
stanowita podstawe do nadania Autorce tytutu doktora nauk technicznych z wyréznieniem
przez Rade Wydziatu Inzynierii Ladowej i Srodowiska Politechniki Gdanskiej w dniu
18.01.2012 roku. Uwzgledniajac uwagi Recenzentdw przewodu doktorskiego oraz wnioski
z dyskusji podczas publicznej obrony, wprowadzono do niniejszego wydania pewne zmia-
ny, w tym m.in. zmiang tytutu pracy, ktéry w obecnym brzmieniu w wigkszym stopniu
odzwierciedla jej zawartosé.

Przedmiotem pracy jest analiza statecznosci kompozytowych powtok warstwowych
poddanych obciazeniu termicznemu. W ramach realizacji tego celu rozbudowane zostato
podejscie zaproponowane w monografii [79]. Sformutowanie opisane w [79] umozliwia
analize obciazonych mechanicznie kompozytowych powlok warstwowych w zakresie geo-
metrycznie nieliniowym. Dla potrzeb niniejszej pracy powyzszy model rozszerzono na
zakres obcigzen termicznych, jak rowniez dodano modut analizy stanu naprezenia i wyte-
zenia w warstwach laminatu, co wzbogaca informacje o globalnej nosnosci badanej kon-
strukcji.

Wydanie niniejszej monografii uzyskato dofinansowanie z dotacji celowej na prowa-
dzenie w 2011 r. badan naukowych lub prac rozwojowych oraz zadan z nimi zwiazanych,
stuzacych rozwojowi mtodych naukowcdw oraz uczestnikdw studiow doktoranckich, fi-
nansowanych w wewnetrznym trybie konkursowym.

Y sabik A.: Numeryczna analiza kompozytowych powlok warstwowych z uwzglednieniem
wplywow termicznych. Rozprawa doktorska, Politechnika Gdanska, Wydziat Inzynierii Ladowej
i Srodowiska, 2012.

Praca doktorska zrealizowana w ramach projektu badawczego wiasnego pt. Nieliniowa teoria
i analiza deformacji i statecznosci warstwowych powtok kompozytowych metodg elementéw skoriczo-
nych w ramach umowy nr 2542/B/T02/2009/37 do wniosku nr N N506 254237 z Ministrem Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.






Rozdziat 1

WSTEP

Rozdziat stanowi wprowadzenie w tematyke pracy. Rozpoczyna go przedstawienie
cech charakteryzujacych powtoki warstwowe, nastepnie omoéwiono podejscia stosowane
w ich modelowaniu. W dalszej kolejnosci uwage poswigcono zagadnieniu statecznosci
konstrukcji powtokowych i metodom stosowanym w jej badaniu. Nastepnie omdwiona
zostata analiza wytezenia materiatu. W oddzielnym podpunkcie zawarto przeglad literatury
dotyczacej zagadnienia statecznosci powtok warstwowych poddanych obciazeniu termicz-
nemu. Na tym tle przedstawiano uzasadnienie podjecia tematu pracy, sprecyzowano jej cel
oraz zakres. Na koncu zaprezentowano uktad monografii.

1.1. Powloki warstwowe — charakterystyka

Powtoka z definicji jest dzwigar powierzchniowy, ktorego jeden z wymiaréw — gru-
bos¢ — jest znacznie mniejszy od dwoch pozostatych [19, 76]. Definicja ta obejmuje zardw-
no powtoki zakrzywione, jak i takze ptyty. Dla inzyniera konstruktora powloka, zwiaszcza
zakrzywiona, to najatrakcyjniejszy element konstrukcyjny, ktérego bezdyskusyjna zaleta
jest maly ciezar przy charakterystycznej duzej nosnosci. Zakrzywienie dzwigara powoduje
bowiem uaktywnienie sit membranowych w przenoszeniu obciazenia przy jednoczesnym
zmniejszeniu udzialu momentéw zginajacych [29, 124]. W przypadku granicznym, gdy
zginanie jest catkowicie wyeliminowane, rozktad naprezen na grubosci przekroju jest row-
nomierny, co pozwala konstrukcji na przenoszenie znacznych obciazen przy stosunkowo
matej grubosci.

W budownictwie powloki sa czesto spotykane jako samodzielne konstrukcje budowla-
ne (kominy, chtodnie kominowe, rury, zbiorniki) czy jako fragmenty innych obiektéw
(sciany, koputy). Sa one takze powszechne w przemysle motoryzacyjnym, lotniczym czy
stoczniowym. Jak juz jednak podkreslono w wielu pracach [29, 76, 79, 124, 177], to nie
cztowiek odkryt, ze powierzchniowy element zakrzywiony moze by¢ bardzo wytrzymaty
mimo swej lekkosci. Szereg przyktaddw konstrukcji powtokowych znalez¢ mozna bowiem
w naturze — choc¢by powtokowe domki slimaka i z&twia czy tez skorupki jaj oraz tupiny
niektérych owocow.

Powtoke charakteryzuje znaczna dysproporcja migdzy wymiarami powierzchniowymi
a gruboscia, np. L/H >> 100, gdzie L jest wigkszym wymiarem powierzchniowym, a H
gruboscia powloki. Jest to zwykle struktura lekka, cienkoscienna. Warto podkresli¢, ze
o stopniu jej smuktosci w sposéb istotny decyduje materiat, z ktdrego powtoke wykonano.
Starsze inzynierskie konstrukcje powtokowe, np. koputy Bazyliki $w. Piotra w Rzymie czy
Panteonu w Paryzu sa bardziej krepe niz na przyktad obecnie powszechnie spotykane kon-
strukcje walcowych zbiornikéw stalowych. Charakteryzujacy obecne czasy intensywny
rozwoj inzynierii materiatowej dostarcza coraz to nowych tworzyw, dajac tym samym
nowe narzedzia inzynierom, migdzy innymi do projektowania coraz lzejszych, smuklej-
szych struktur powtokowych. Jest to naturalny proces, ktory bardzo trafnie skomentowano
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w pracy [84]: Potrzeba racjonalnego wykorzystania wkasnosci materiatow staje si¢ nie
tylko koniecznoscig czy nawet modg obecnych czaséw, ale jest rowniez dowodem poziomu
technicznego spoteczeristwa.

Rozwazane w pracy kompozytowe powtoki warstwowe sa whasnie jednym z przykia-
dow, wspomnianego wyzej, racjonalnego wykorzystania wtasciwosci materiatow.

Wyjasnijmy, ze o ile sam laminat, a wigc uktad kilku potaczonych ze soba warstw jest
kompozytem, wiasciwie kompozytem warstwowym, to takze kazda z jego warstw moze
stanowi¢ kompozyt, cho¢ niekoniecznie. Mozna rozr6zni¢ dwie gtdwne grupy kompozytow
warstwowych:

— struktury sandwiczowe, z reguly trojwarstwowe, w ktérych dwie zewnetrzne warstwy
stanowia sztywne, czesto jednorodne (np. metalowe) oktadki, a warstwa srodkowa jest
lekkim wypetnieniem (np. piankowym lub strukturalnym) [79, 80, 84] petniacym role
izolacyjna oraz dystansowa dla oktadek; odnoszac si¢ do teorii pretow, ukfad taki jest
analogiczny do przekroju dwuteowego, gdyz podstawowym zadaniem zewnetrznych
okfadek jest przenoszenie obciazenia, natomiast zadaniem wypetnienia jest utrzymanie
okfadek w odpowiedniej odlegtosci, ewentualnie przenoszenie naprezen $cinania (pla-
ster miodu);

— struktury warstwowe, ktérych warstwy wykonane sa z kompozytéw wioknistych (np.
witokna weglowe, szklane w osnowie polimerowej, wiékna ceramiczne w osnowie me-
talowej [57]); dzieki réznemu ukierunkowaniu zbrojenia w poszczeg6lnych warstwach
mozna tu w pozadany sposob wptywaé na cechy wytrzymatosciowe wynikowego kom-
pozytu warstwowego.

Wymienione powyzej dwie grupy nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci (por. [48]).
Jak zaznaczono, sa to dwa najczesciej spotykane warianty kompozytéw warstwowych.
Podkreslmy w tym miejscu, ze w niniejszej pracy przyjmuje si¢ makroskopowy opis war-
stwy, a wiec w przypadku materiatéw zbrojonych nie wnika si¢ w parametry widkien
i matrycy. Postugujemy sig¢ charakterystykami materiatowymi okreslonymi dla wynikowe-
go kompozytu widknistego [65, 127].

Obok takich cech jak odpornosé¢ korozyjna, chemiczna, dobre parametry termoizola-
cyjne, gtdwna zaleta kompozytow warstwowych jest wysoka sztywno$é i wytrzymatosé
przy niskim cigzarze wiasnym [57, 79]. W $wietle tej ostatniej zalety, kompozyty mozna
postrzega¢ jako materiaty specjalnie dedykowane lekkim konstrukcjom powtokowym.

Pierwsza dziedzina, w ktorej szczegdlnie intensywnie wykorzystano kompozyty war-
stwowe jest aeronautyka. Znalazty tu one szerokie zastosowanie jako poszycia kadtubow
pojazdéw kosmicznych, topatki silnikdw odrzutowych itp. Rozszerzenie zastosowania tych
materiatdw na inne dziedziny op6zniaty wysokie koszty ich wytwarzania. Z czasem jednak
zaczety pojawiac sig w przemysle lotniczym, zbrojeniowym [108], a nastepnie w szkutnic-
twie czy w budownictwie. Wsrdd licznych przyktadoéw wspoétczesnych zastosowan powtok
kompozytowych znajduja sie m.in. topatki turbin wiatrowych, rurociagi, dukty i zbiorniki
przemystowe, okfadziny w formie samodzielnych przewodéw wewnetrznych w kominach
czy konstrukcje kominéw [42, 100], itp. Wobec tak szerokiego spektrum zastosowan, po-
wioki te moga by¢ poddawane r6znego rodzaju oddziatywaniom, tj. obciazeniu mechanicz-
nemu, chemicznemu, ale takze termicznemu, ktdremu uwage poswieca Sie¢ W niniejszej
pracy.

Osrodek warstwowy jako materiat posiada zatem wiele atrakcyjnych cech uzytkowych
uzyskiwanych dzieki potaczeniu odpowiednich tworzyw w materiatach pojedynczych
warstw, ale takze dzieki odpowiedniemu utozeniu warstw w laminacie. Taka kompozytowa
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struktura wymaga wiasciwego podejscia w modelowaniu, co szerzej omawiane jest w ko-
lejnym podpunkcie rozdziatu. W tym miejscu warto jednak wskaza¢ pewne charaktery-
styczne cechy struktur warstwowych, ktére w omawianych dalej modelach powinny by¢
uwzglednione.

Przede wszystkim oczywista, ale generujaca trudnosci w opisie wkasciwoscia osrod-
kow warstwowych jest niejednorodnosé i skokowa zmiennoé¢ parametrow materiatowych
w przekrojach. Matryca stosowana w kompozytach wiéknistych charakteryzuje sie znaczna
odksztatcalnoscia postaciowa, co w konsekwencji powoduje, ze moduty odksztatcalnosci
postaciowej warstw sa od kilku do nawet kilkudziesieciu razy mniejsze od ich modutéw
sprezystosci podtuznej. Wiaze sie to ze znaczna podatnoscia na odksztatcenie postaciowe
poszczegolnych warstw jak i catego laminatu. Co wiecej, materiaty te charakteryzuje duza
dysproporcja miedzy modutami Younga w kierunku i w poprzek wiékien [57, 65, 151, 154,
158]. Warstwa taka ma wigc cechy materiatu poprzecznie izotropowego, natomiast caty
laminat, w przypadku zmiennego kata utozenia widkien w kolejnych warstwach, jest
osrodkiem ortotropowym. Innym charakterystycznym zjawiskiem dla struktur warstwo-
wych jest tzw. efekt zig-zag, czyli zygzakowa deformacja przekroju wynikajaca z réznej
odksztatcalnosci poprzecznej (podtuznej i postaciowej) poszczegolnych warstw [26, 27].
Kolejna kwestia sa warunki rbwnowagi naprezen na granicach warstw, ktorych spetnienie,
ze wzgledu na skokowa zmienno$¢ charakterystyk materiatowych, w pewnych sformuto-
waniach trudno jest zapewnic [24, 25, 134]. Istotny problem stanowi takze mozliwos¢ tzw.
delaminacji czyli rozwarstwienia, stanowiacej czesty mechanizm zniszczenia kompozytu.
Inicjacja tego zjawiska zachodzi zwykle w miejscach nieciagtosci geometrycznej, np. na
krawedziach otworéw [8] lub tez w miejscach ubytkéw w matrycy warstw [52] wynikaja-
cych np. z jej degradacji. Analiza delaminacji stanowi dos¢ ztozony problem [8, 166], dla-
tego czesto przyjmuje si¢ zatozenie upraszczajace o idealnym potaczeniu warstw, nie-
uwzgledniajace rozwarstwienia.

1.2. Podejscia stosowane w modelowaniu o$srodkéw warstwowych

W klasyfikacji modeli stosowanych w analizie kompozytow warstwowych rozroznié
mozna dwa nurty: teorie tréjwymiarowe oraz sformutowania dwuwymiarowe.

Przydatnos¢ najmniej upraszczajacych analitycznych sformutowan trojwymiarowych
jest ograniczona do analizy bardzo prostych probleméw raczej o charakterze czysto teore-
tycznym [110, 162, 180]. Waga uzyskanych w ten sposob rozwiazan jest jednak nie do
przecenienia w ocenie sformutowan bardziej uproszczonych, gdzie wyniki analityczne
mozna przyjaé¢ za rozwiazania odniesienia.

W s$wietle najczesciej stosowanych obecnie analiz metoda elementéw skonczonych
podejscia tréjwymiarowe sa takze mato praktyczne. R6znice miedzy sztywnoscia warstw
narzucaja bowiem koniecznos¢ przyjmowania co najmniej jednego elementu brytowego na
grubosci kazdej z nich. W analizie catych konstrukcji skutkuje to duza liczba stopni swo-
body iw konsekwencji znacznym wydtuzeniem procesu obliczen [131]. Z tego wzgledu
modelowanie tréjwymiarowe ogranicza sie raczej do matych obszaréw, zwykle tam, gdzie
jest to konieczne, np. strefy znacznej koncentracji naprezen.

W ramach sformutowan dwuwymiarowych rozrézni¢ mozna dwie charakterystyczne
grupy: dyskretne modele warstwowe (ang. Discrete-Layer (DL) [79, 80, 103] lub Layer-
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Wise (LW) [25, 127, 131, 172]) oraz zastgpcze modele jednowarstwowe (ang. Equivalent
Single Layer (ESL) [25, 79, 80, 127, 172]).

W dyskretnych modelach warstwowych kazda z warstw opisuje sie indywidualnie,
najczesciej poprzez zmienne zwiazane z jej powierzchnia odniesienia. Wplyw warstw sa-
siadujacych uwzglednia si¢ poprzez odpowiednie warunki ciagtosci na wspdlnych
powierzchniach [80]. W ramach tych podej$¢ zapewnienie warunkéw réwnowagi na grani-
cach warstw czy tez uwzglednienie zygzakowej deformacji przekroju jest stosunkowo
fatwe. Sformutowania te moga by¢ traktowane jako aproksymacja podejs¢ trdjwymiaro-
wych, totez czasem klasyfikowane sa jako podgrupa tych ostatnich [127]. Podkresimy, ze
liczba zmiennych jest tu bezposrednio zalezna od liczby warstw.

Pewne zagadnienia, jak np. drgania wiasne, wyboczenie, globalne deformacje, nie
wymagaja zastosowania tak rozbudowanych podejs¢ [4]. Moga one by¢ wystarczajaco
doktadnie aproksymowane przy uzyciu podejs¢ ESL, w ktérych caty laminat traktuje sie
jako pojedyncza jednorodna warstwe o sztywnosci statycznie réwnowaznej sztywnosci
osrodka warstwowego [172]. Warstwe redukuje sie do jednej powierzchni odniesienia tak,
jak w przypadku powtok jednorodnych. Wszystkie zmienne zwiazane sa z ta powierzchnia
i ich liczba jest niezalezna od liczby warstw.

Dla potrzeb niniejszej pracy, ktorej celem jest analiza statecznosci, przyjeto, ze wy-
starczajaca w opisie powloki warstwowej jest koncepcja pojedynczej warstwy zastepczej.
Zasadne wydaje si¢ zatem szersze omdwienie tego typu podejscia.

Do opisu pojedynczej warstwy zastepczej wykorzystywane sa teorie stosowane w ide-
alizacji powtok jednorodnych. Historycznie najstarsza jest tzw. klasyczna teoria laminatow
[48] (ang. Classical Lamination Theory [65, 127]). Sformutowanie to stanowi odpowiednik
klasycznej teorii ptyt/powtok Kirchhoffa-Love’a, bazujacej na zatozeniu o nierozciagliwym
widknie normalnym, ktore pozostaje proste i normalne po odksztatceniu [4, 17]. Charakte-
ryzujacy te teori¢ brak efektu scinania jest jednak powaznym mankamentem wobec typo-
wej dla materiatdbw kompozytowych podatnosci na to zjawisko. W praktyce zakres efek-
tywnosci tego sformutowania obejmuje tylko bardzo cienkie ptyty i powtoki warstwowe
[28].

Zdecydowanie bardziej adekwatne w opisie kompozytowych osrodkéw warstwowych
sa teorie uwzgledniajace $cinanie, przy czym rozrdznia sig teorig $cinania pierwszego rzedu
(ang. First Order Shear Theory) oraz teorie wyzszych rzeddw (ang. Higher Order Shear
Theory).

W teorii scinania pierwszego rzedu zaktadany jest liniowy rozktad przemieszczen na
grubosci powtoki, co odpowiada hipotezie ptaskich przekrojow. Przyjmuje si¢ jednak, ze
widkna prostopadte do powierzchni srodkowej podczas deformacji pozostaja proste, ale
niekoniecznie prostopadte, co odrdznia to podejscie od teorii Kirchhoffa. Teoria z tak sfor-
mutowana kinematyka jest dos¢ powszechnie nazywana teoria Reissnera-Mindlina [17].
Termin ten jest jednak dyskusyjny [123], gdyz w pewnym sensie sugeruje wspotprace auto-
réw albo niezalezne sformutowanie przez nich identycznych teorii. Tymczasem teoria Reis-
snera wychodzi z zupetnie innych zalozen niz ta, ktéra niezaleznie podat Mindlin [4, 63].
Zrédtem nieporozumienia jest fakt, ze ostatecznie obydwie teorie charakteryzuje podobna
kinematyka, ktora jest jednak obecna takze w teorii Hencky’ego czy Bolle’a [17, 34]. Z ko-
lei autorzy [34] podejscie wykorzystujace oméwiong wyzej hipoteze kinematyczna nazy-
waja teoria Timoszenko-Reissnera. Wszystkie te sformutowania charakteryzuje zatozenie
o ptaskim przekroju i w tym sensie wydaje sig, ze wystarczajacym, a zarazem bezdyskusyj-
nym terminem jest po prostu teoria $cinania pierwszego rzegdu [2]. Czgstym dodatkowym
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zatozeniem kinematycznym tej teorii jest warunek nierozciagliwosci wiokien powtoki
w kierunku poprzecznym. Cecha charakterystyczna sformutowania jest potrzeba stosowa-
nia pewnych wspdétczynnikéw korekcyjnych. Koniecznosé ta wynika ze statego na grubosci
rozktadu odksztatcen poprzecznych i w konsekwencji braku spetnienia warunkéw réwno-
wagi naprezen poprzecznych na zewnetrznych powierzchniach dzwigara jak réwniez na
granicach warstw [104]. Podkreslmy, ze wspotczynniki korekcyjne wymagane sa w kla-
sycznych sformutowaniach przemieszczeniowych. Istnieja jednak podejscia mieszane,
w ktérych warunki réwnowagi narzuca si¢ z géry na zmienne naprezeniowe [24, 25, 136],
co eliminuje potrzebe stosowania wspdtczynnikéw. Kwestia korekty scinania nieco szerzej
opisana jest w dalszej czesci pracy.

Zwroémy takze uwage, ze w modelu sformutowanym na bazie teorii $cinania pierw-
szego rzedu efekt zig-zag z definicji nie jest ujety. Istnieje jednak mozliwos¢ wzbogacania
pola przemieszczen o dodatkowe stopnie swobody, ktorych rozktad na grubosci dany jest
funkcja kawatkami ciagta [21, 27, 30, 135, 136].

W teoriach scinania wyzszych rzedéw odchodzi sie od hipotezy ptaskiego przekroju.
Z reguty do opisu pola przemieszczen stosowane sa wielomiany o stopniu wyzszym niz
pierwszy [28, 127], cho¢ spotykane sg takze teorie wyzszych rzedéw, w ktérych rozktad
pewnych skfadowych przemieszczen dany jest funkcjami trygonometrycznymi [46, 131,
183, 186]. W sformutowaniach tych, przy odpowiednio przyjetym rozkiadzie przemiesz-
czen, uzyskiwany jest rozktad odksztatcen i naprezen poprzecznego $cinania spetniajacy
warunki réwnowagi na powierzchniach zewnetrznych (np. dla wielomianu trzeciego rzedu
naprezenia poprzeczne maja rozkiad paraboliczny [89, 104, 127], dzieki czemu nie sa po-
trzebne zadne techniki korekcyjne). W bardziej wyspecjalizowanych podejsciach spetnione
sa réwniez warunki ciagtosci naprezen na stykach warstw [182, 184]. Takze w ramach tych
teorii istnieja sformutowania, w ktérych wyjsciowe pola przemieszczen wzbogacane sa
funkcjami klasy C° w celu symulacji efektu zig-zag [27, 28, 38, 55, 163]. Modele bazujace
na teorii $cinania wyzszych rzedéw charakteryzuje wieksza liczba stopni swobody niz
sformutowania wychodzace z teorii $cinania pierwszego rzedu. Dodatkowym stopniom
czesto trudno nada¢ interpretacje fizyczna, a poza tym podrazaja one koszty obliczen. Cytu-
jac za J.N. Reddym [127]: podejscia te powinny by¢ stosowane tylko wtedy, kiedy jest to
konieczne.

Jak wczesniej wspomniano, dla potrzeb niniejszej pracy, w ktorej rozwazana jest glo-
balna statecznos¢ konstrukcji, zupetnie wystarczajace jest sformutowanie pojedynczej war-
stwy zastepczej (ESL). Do opisu deformacji warstwy przyjeto teorie $cinania pierwszego
rzedu. W modelu nie sa spetnione warunki réwnowagi naprezen poprzecznych, jak rdwniez
nie jest uwzgledniony efekt zig-zag. Brak zrownowazenia naprezen rekompensowany jest
przez przyjecie odpowiedniej korekty sztywnosci $cinania. Przyjecie hipotezy o ptaskim
przekroju mozna takze uzna¢ za uzasadnione, poniewaz obiektem przeprowadzanej w pracy
analizy statecznosci sa powtoki cienkie. Efekt zig-zag zanika bowiem wraz ze wzrostem
smukitosci dzwigara. Przy proporcji A/lH=10 i wigckszej, gdzie H jest gruboscia, a A jest
wymiarem charakterystycznym powitoki [12], zjawisko jest zazwyczaj praktycznie nie-
obecne (por. [21, 110]). Warto w tym miejscu doda¢, ze bardzo podobnie sformutowany
jest model kompozytu warstwowego zastosowany w programie komercyjnym NX-Nastran.
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1.3. Zagadnienie statecznosci powtok
1.3.1. Problem statecznosci w praktyce inzynierskiej

W obecnych czasach zauwazalne jest powszechne dazenie do zminimalizowania cig-
zaru konstrukcji; wiaze sie ono najczesciej z checia obnizenia kosztow realizacji, wzgleda-
mi technologicznymi (np. poszycia pojazdéw powietrznych), a takze nadaniem waloréw
estetycznych [29]. Dziatanie to zwigksza jednak ryzyko utraty statecznosci, zjawiska, kto-
rego wystapienia nie sygnalizuja zadne wczesniejsze symptomy. W pracy [124] powloke
nazwano primadonng konstrukcji, trafnie charakteryzujac jej ‘kaprysny charakter’ i wraz-
liwos¢ na takie kluczowe parametry, jak geometria i smuktos¢. W przypadku cienkich po-
wiok o duzej rozpigtosci, utrata statecznosci moze wrgcz wyprzedzaé degradacje materiatu
i mie¢ tym samym pierwszorzedne znaczenie w ocenie nosnosci. Statecznos¢ zalezna jest
takze od takich czynnikéw, jak warunki brzegowe [137], sztywnos$¢ zwiazana z cechami
materiatu, w tym takze z orientacja widkien w warstwach w przypadku laminatéw [51, 137,
138]. Bardzo istotna role odgrywaja tu réwniez imperfekcje, a wiec réznego rodzaju niedo-
skonatosci, ktére moga by¢ zwiazane z geometria [50, 138], sposobem obciazenia, rozkta-
dem sztywnosci czy warunkami brzegowymi.

Uwzglednienie imperfekcji w analizie statecznosci konstrukcji jest bardzo istotne,
gdyz wszelkiego rodzaju niedoskonatosci moga znacznie obniza¢ poziom obciazenia kry-
tycznego. W przypadku powtok, ze wzgledu na charakteryzujaca je znaczna smukiosé,
najistotniejsze wydaja sie imperfekcje geometryczne. Powstaje zatem pytanie, jakie imper-
fekcje uwzgledni¢, jaka ma by¢ ich postac¢ i amplituda.

Oczywista sytuacja, ktora moze jednak dotyczy¢ wytacznie konstrukcji juz istnieja-
cych, wystepuje w przypadku, gdy znane sa (zostaty pomierzone) rzeczywiste odchytki od
geometrii idealnej. W przeciwnym razie, np. w procesie projektowania, mozliwe jest jedy-
nie zadawanie narzuconych, sztucznych imperfekcji, przy czym najodpowiedniejsze sa te,
ktore wywotywac beda najnizsze obciazenie krytyczne. Okreslenie ich rozktadu nie jest na
0g6t jednoznaczne.

Mozna je ustala¢ metodami scistymi, matematycznymi np. [37], co, wedtug klasyfika-
cji podanej w [141, 174], odpowiada tzw. imperfekcjom najgorszym z mozliwych. Termin
ten dotyczy pdl imperfekcji zgodnych np. z wynikajacymi z rozwiazania liniowego pro-
blemu statecznosci postaciami wiasnymi konstrukcji lub ich liniowa kombinacja, ustalo-
nymi na ogét na drodze rozwiazania liniowego problemu wihasnego, cho¢ w przypadku
bardzo smuktych konstrukcji bardziej odpowiedni jest tu nieliniowy problem wiasny [141].
Warto podkresli¢, ze zdefiniowane w ten sposéb pole imperfekcji wcale nie musi by¢ naj-
bardziej krytyczne dla konstrukcji, gdyz czasem gorsze okaza¢ si¢ moze pojedyncze zagte-
bienie czy wypuktos¢ [141]. Matematyczne poszukiwanie imperfekcji najgorszych z moz-
liwych jest z praktycznego punktu widzenia dos¢ ztozone i dlatego czesciej stosowane sa
tzw. imperfekcje stymulujgce [141, 174], przez ktére rozumie sie imperfekcje zblizone do
wyznaczanych matematycznie, ale narzucane niejako intuicyjnie, np. pola imperfekcji tylko
podobne do form wihasnych, ale zadane np. w postaci fal deformacji okreslonych funkcjami
trygonometrycznymi lub pojedynczych czy wielokrotnych zagtebien lub wypuktosci.

Nie sposdb nie wspomnie¢ tu o rozwijajacych sie szczegblnie w ostatnim czasie po-
dejsciach stochastycznych [43, 50], ktdre wydaja sie najtrafniejsze, gdyz moga potencjalnie
najlepiej ze wszystkich imperfekcji natury sztucznej symulowa¢ imperfekcje rzeczywiste
[141].
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1.3.2. Analiza statecznosci

W mechanice konstrukcji tradycyjnie postugujemy sie pojeciem statecznosci réwno-
wagi. Nalezy jednak zdawa¢ sobie sprawe, ze zagadnienie to jest szersze i dotyczy ruchu
w sensie ogdlnym, a statecznos¢ rownowagi jest tu szczegdlnym przypadkiem. Pierwsza
definicje statecznosci ruchu podat Lapunov [96, 120, 170, 190], zgodnie z ktora ruch sta-
teczny ma te whasciwos¢, ze mate zaktdcenia potozenia i predkosci w stanie poczatkowym
powoduja niewielkie zaburzenia potozenia i predkosci w dowolnej chwili t [130, 190].
O réwnowadze ukfadu natomiast méwimy, ze jest stateczna, jesli bedacy w danej konfigu-
racji uktad po niewielkim chwilowym zaktoceniu do tej konfiguracji powraca [95, 96].
Definicje te czesto ilustruje sie na przyktadzie kuli sytuowanej na powierzchniach, ktérych
zakrzywienie determinuje stateczno$¢ jej rownowagi [16, 95, 96].

Wykorzystanie definicji i warunkéw Lapunova [95, 120], ktére opisuja zjawisko po-
przez zmienne kinematyczne (przemieszczenia, predkosc) jest w praktyce dos¢ skompliko-
wane. W mechanice konstrukcji, w odniesieniu do zagadnien statyki, postugujemy si¢
znacznie prostszymi, statycznymi kryteriami statecznosci, ktérych spetnienie odpowiada
spetnieniu warunkéw Lapunova [5, 95].

Najczesciej, zwhaszcza w analizie metoda elementéw skonczonych, stosowanej w ni-
niejszej pracy, wykorzystywane jest statyczne kryterium energetyczne wychodzace z twier-
dzenia Lagrange’a-Dirichleta o minimum energii potencjalnej, ktére brzmi: stan réwnowa-
gi uktadu zachowawczego jest stateczny wtedy, gdy energia potencjalna jest w tym stanie
dodatnio okreslona (w stanie réwnowagi energia osigga minimum) [5, 95, 171]. Twierdze-
nie odnosi sie do uktadéw zachowawczych [171], z jakimi mamy do czynienia w niniejszej
pracy. Lapunov podat takze energetyczne kryterium niestatecznosci: jesli energia poten-
cjalna uktadu konserwatywnego w stanie rownowagi osigga maksimum, stan tej rownowagi
jest niestateczny [120]. W praktyce powyzsze twierdzenia opisa¢é mozna zaleznosciami
[171]:

>0 réwnowaga stateczna,

ST=0 i &7 ) _ (1.1)
<0 rownowaga niestateczna,

gdzie TT jest catkowita energia potencjalng ukfadu, a STI i J°I1 sa, odpowiednio, jej
pierwsza i druga wariacja wzgledem przemieszczen. Stan krytyczny natomiast okresla
warunek

S=0 i &41=0, (1.2)

ktory oznacza, ze uktad zachowawczy osiaga stan krytyczny przy zerowaniu sie drugiej
wariacji jego energii potencjalnej [171].

W praktyce z warunku zerowania si¢ pierwszej wariacji energii potencjalnej (1.1) wy-
nika rownanie rownowagi. Znak drugiej wariacji (1.1) zwiazany jest z uwarunkowaniem
macierzy sztywnosci uktadu: stanom réwnowagi statecznej odpowiada dodatnio okreslona,
a stanom niestatecznym ujemnie okreslona macierz sztywnosci. O dodatniej okreslonosci
macierzy K rozstrzyga kryterium Sylvestera, zgodnie z ktérym macierz jest dodatnio okre-
slona, jesli jej wszystkie minory sa wigksze od zera [95, 171]. W procesie rozwiazywania
(np. metoda Gaussa-Choleskiego) macierz K jest zazwyczaj rozktadana na iloczyn dwdch
macierzy trojkatnych, z ktérych jedna ma jedynki na gtownej przekatnej. Wykorzystujac
wiasciwosci tego rozktadu mozna dowiesé, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
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dodatniej okreslonosci macierzy K jest dodatni iloczyn wszystkich wyrazow na gtownej
przekatnej [95].
W stanie krytycznym natomiast macierz jest osobliwa:

6'M=0 & |K|=0, (1.3)

gdzie |K| jest wyznacznikiem macierzy sztywnosci. Warunek (1.3) jest warunkiem ko-
niecznym osiagniecia stanu krytycznego [171].

Analiza statecznosci uktadéw liniowo-sprezystych moze by¢ przeprowadzona jako
rozwiazanie zagadnienia duzych przemieszczen, czyli zadania geometrycznie nieliniowego.
Rozwiazanie nieliniowego problemu brzegowego realizowane jest najczgsciej na drodze
analizy przyrostowej [13, 14, 34, 72, 179], ktéra odpowiada poszukiwaniu konfiguracji
rownowagi ukfadu w dyskretnych punktach czasowych 0, At, 2At, ..., gdzie At jest przyro-
stem czasu, przy czym czas jest tu pojeciem umownym. W metodzie tej zaktada sie, ze
rozwiazania dla wszystkich punktéw czasowych od chwili 0 do chwili t wkacznie sa znane
i mozliwe jest okreslenie potozenia rwnowagi w chwili t + At. Otrzymany zbior rozwiazan
dla catego zakresu zmiennosci t wyznacza tzw. $ciezke réwnowagi uktadu. Trzeba podkre-
sli¢, ze odchodzi sie tu od zasady zesztywnienia i zwiazek kinematyczny przemieszczenie-
odksztatcenie jest nieliniowy.

Zaznaczmy takze, ze w ramach analizy przyrostowej mozliwe sa dwa zasadnicze po-
dejscia: stacjonarny opis Lagrange’a, w ktorym wszystkie zmienne kinematyczne i dyna-
miczne odnoszone sa do konfiguracji poczatkowej uktadu; oraz uaktualniony opis Lagran-
ge’a, w ktérym zmienne te odnoszone sa do konfiguracji aktualnej [13, 14]. W niniejszej
pracy przyjeto stacjonarny opis Lagrange’a.

Potozenia réwnowagi, dla ktorych zachodzi &§%IT >0 , tworza stateczne fragmenty
$ciezki, natomiast zbiér punktdéw, w ktorych & °I1 <0 , wyznacza fragmenty niestateczne.
Charakterystyczne punkty, w ktorych spetniony jest warunek (1.2) sa punktami krytyczny-
mi, z ktoérymi wiaza si¢ odpowiednie formy utraty statecznosci danej postaci réwnowagi.
Rozrdznia si¢ dwa typy punktéw krytycznych [34, 168, 169, 170]: punkt graniczny obcia-
zenia, w ktérym obciazenie osiaga lokalne ekstremum oraz punkt bifurkacji (rozgatezienia),
ktory stanowi przeciecie sciezki podstawowej z drugorzedna, wzglednie z kilkoma sciez-
kami drugorzednymi (wielokrotny punkt bifurkacji). Z punktem granicznym obciazenia
wiaze sie utrata statecznosci poprzez przeskok, tzn. przejscie, zwykle dynamiczne,
z niestatecznego stanu rownowagi do stanu statecznego, co okresla si¢ terminem lokalnego
wyczerpania nosnosci [170], natomiast w punkcie bifurkacji dochodzi do utraty stateczno-
$ci przez wyboczenie, co 0znacza powstanie nowej, jakosciowo rdznej postaci réwnowagi,
ktéra moze by¢ stateczna lub niestateczna [170].

Nalezy w tym miejscu nadmieni¢, ze przeprowadzenie analizy przyrostowej wymaga
zastosowania odpowiedniej techniki sledzenia $ciezki (tzw. metody sterowania). Istnieja
trzy podstawowe metody: metoda sterowania obciazeniowego, metoda sterowania prze-
mieszczeniowego oraz metoda sterowania parametrem s$ciezki (zwana tez metoda stalej
dtugosci tuku) [34, 169]. Nazwa metody nawiazuje do parametru, ktéry w danej technice
przyjmowany jest za zmienna sterujaca.

Metoda sterowania obciazeniowego ma swoje charakterystyczne ograniczenie, traci
mianowicie zbieznos¢ w punkcie granicznym obciazenia, co objawia si¢ charakterystycz-
nym przeskokiem rozwiazania. Podobny efekt przeskoku moze wystapi¢ w przypadku
zastosowania sterowania przemieszczeniowego, jesli na sciezce wybranego parametru
sterujacego wystapi punkt graniczny przemieszczenia, tzw. punkt zwrotny [169], w ktérym
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przemieszczenie zmienia znak na przeciwny. Warto podkresli¢, ze punkt zwrotny bywa
takze dos¢ czesto okreslany mianem punktu krytycznego. Punkt ten charakteryzuje jednak
sciezki tylko pewnej liczby stopni swobody uktadu [95], nie ma wiec charakteru globalne-
go, totez nie wynika on z rozwazan energetycznych. W sytuacji probleméw ze zbieznoscia
mozliwa jest zatem zmiana parametru sterujacego na przemieszczenie zachowujace swdj
dotychczasowy znak i unikniecie przeskoku rozwiazania. Zaleta ostatniej z wymienionych
technik — metody sterowania parametrem sciezki — jest fakt, ze pozwala ona na efektywne
$ledzenie potozen rownowagi w otoczeniu obydwdch rodzajow punktow granicznych, bez
koniecznosci statej kontroli znaku przemieszczen. Warto ponadto podkresli¢, ze zastoso-
wanie sterowania przemieszczeniowego w pewnych zagadnieniach, np. z obciazeniami
termicznymi, jest dos¢ ktopotliwe, bowiem trudno tu ustali¢ parametr sterujacy, jakkolwiek
podejscie takie znalez¢ mozna w np. [93, 94, 95].

W niniejszej pracy stosowane sa technika sterowania obciazeniem i parametrem sciez-
ki, ktore szerzej opisane sa w dalszej czesci monografii.

Opisana powyzej analiza przyrostowa jest obecnie jednym z najczesciej stosowanych
podej$¢ w badaniu statecznosci konstrukcji. Inna metoda jest liniowa analiza statecznosci
poczatkowej polegajaca na rozwiazaniu uogdlnionego problemu wiasnego [72, 171]. Oby-
dwa podejscia sa dostepne np. w programie NX-Nastran. Nalezy jednak zauwazy¢, ze li-
niowa analiza statecznosci poczatkowej daje jedynie mozliwos¢é okreslenia przyblizonej
wartosci obciazen krytycznych, a poza tym ma ograniczone zastosowanie w analizie kon-
strukcji 0 znacznej smuktosci, ktére charakteryzuje czesto geometrycznie nieliniowe za-
chowanie w zakresie przedkrytycznym.

Analiza przyrostowa ma te zalete, ze pozwala ustali¢ poziom obcigzen krytycznych,
charakter utraty statecznosci oraz umozliwia zbadanie pokrytycznego zachowania kon-
strukcji. Podkreslmy jednak ponownie, ze podejscie to wymaga zastosowania odpowiedniej
techniki $ledzenia $ciezki rbwnowagi.

1.4. Analiza wytezenia kompozytéw warstwowych

Zasadniczym celem pracy jest ocena zachowania przed- i pokrytycznego konstrukcji
poddanej obciazeniu termicznemu. Przeprowadzana analiza dostarcza informacji o pozio-
mie obciazenia krytycznego, ktére przy znacznej smuktosci powtoki moze by¢ réwnowazne
z obciazeniem granicznym [108]. W takiej sytuacji bowiem utrata statecznosci moze nasta-
pi¢ znacznie wczesniej niz przekroczenie naprezen dopuszczalnych w materiale. W prze-
ciwnym razie, tj. gdy poziom obciazenia krytycznego jest wyzszy niz obciazenie niszczace
material, badanie statecznosci nabiera drugorzednego charakteru. Uzasadnione wydaje sie
zatem rozszerzenie analizy o kontrole stanu naprezenia.

Podkreslmy, ze w rozwazanych w pracy kompozytowych powtokach warstwowych, ze
wzgledu na mozliwos¢ zastosowania réznych materiatdw, na og6t ortotropowych, w po-
szczegblnych warstwach lub/i wystepowania rdznych orientacji wiokien w ukfadzie
warstw, analiza stanu naprezenia jest bardziej skomplikowana niz w przypadku powiok
jednorodnych izotropowych. Potrzebna jest tu przede wszystkim wiedza na temat odpo-
wiedniej liczby charakterystyk wytrzymatosciowych dla kazdego materiatu wystepujacego
w laminacie. W przypadku warstwy wykonanej z kompozytu wiéknistego, wymagana jest
znajomos¢ wytrzymatosci na rozciaganie i sciskanie w kierunku wiékien, w kierunku do
nich prostopadtym oraz wytrzymato$¢ warstwy na $ciecie w dwoch ptaszczyznach. Nalezy
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przy tym doda¢, ze czesto wytrzymatosci na sciskanie i rozciaganie materiatdw warstw sa
rozne [57], co zwigksza liczbe potrzebnych parametréw [48, 65].

Poniewaz cechy wytrzymatosciowe warstwy sa okreslane w lokalnych osiach materia-
towych, determinowanych kierunkiem utozenia widkien, a transformacja tych cech do
innego uktadu odniesienia jest praktycznie niemozliwa [65], ocena stanu wytezenia musi
mie¢ miejsce takze w ukfadzie materiatowym. Stan napregzenia w tym ukladzie z kolei jest
zwykle ztozony, nawet przy prostych schematach obciazenia [48, 65]. W ocenie wytgzenia
trzeba sie zatem postuzy¢ odpowiednim kryterium czy hipoteza, ktére pozwalaja na odnie-
sienie ztozonego stanu naprezen do charakterystyk wytrzymatosciowych okreslonych
w prostych testach laboratoryjnych.

Podobnie jak w przypadku materiatow izotropowych, istnieje szereg hipotez wytrzy-
matosciowych dla materiatéw ortotropowych [1, 57], co wiecej, pewne z nich stanowia
uogdlnienie teorii formutowanych dla osrodka izotropowego na przypadek ortotropowy.
Takimi przykfadami sa choc¢by kryterium maksymalnego naprezenia i kryterium maksy-
malnego odksztatcenia. Kryterium Tsai-Hilla [48, 65] jest rozszerzeniem na materiaty orto-
tropowe hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego [16]. Z kolei kryterium Hoffmana stanowi
rozwinigcie teorii Tsai-Hilla na materiaty o r6znej wytrzymatosci przy rozciaganiu i sciska-
niu [48, 65]. Nosnos¢ warstwy okreslana na podstawie tych hipotez zwykle jednak znacznie
odbiega od wynikéw uzyskiwanych w doswiadczeniach [65]. Satysfakcjonujaca zgodnosé
z eksperymentami sposrdd najbardziej znanych hipotez wytrzymatosciowych dla kompozy-
tow charakteryzuje natomiast kryterium Tsai-Wu [48, 65]. Z tego wzgledu w niniejszej
pracy zdecydowano sie na wybdr tego kryterium i zostanie ono przyblizone w rozdziale 2.

Wymienione wyzej hipotezy naleza do najbardziej popularnych i ugruntowanych kry-
teriow dotyczacych kompozytow wioknistych. W programie NX-Nastran dostepne sa np.
kryterium Tsai-Hilla (nazywane tam kryterium Hilla), kryterium Hoffmana, Tsai-Wu oraz
kryterium maksymalnego odksztatcenia.

Trzeba jednak zwrdci¢ uwage, ze wsréd wyzej wymienionych hipotez jedynie kryte-
rium maksymalnego naprezenia i odksztatcenia identyfikuja mechanizm zniszczenia war-
stwy, ktéry moze by¢ zwiazany ze zniszczeniem widkien, pekaniem matrycy albo $cieciem
warstwy. Oceny tego mechanizmu przy zastosowaniu pozostatych kryteriow mozna doko-
na¢ jedynie w sposob przyblizony [128]. Do hipotez, ktérych sformutowania pozwalaja na
bezposrednia identyfikacje mechanizmdéw zniszczenia naleza np. kryterium Hashina [52,
165, 167] czy kryterium Pucka [57, 121].

Zastosowanie dowolnego z powyzszych kryteriow pozwala na ocene stanu wytezenia
materiatu pojedynczej warstwy. Przekroczenie stanu bezpiecznego w jednej z warstw nie
jest w rzeczywistosci rownoznaczne ze zniszczeniem catego laminatu. Czgsto jednak po-
ziom obcigzenia niszczacego pierwsza warstwe przyjmuje si¢ w analizie za obciazenie
niszczace, co odpowiada podejsciu First-Ply Failure (FPF). Metoda, zgodnie z ktéra obcia-
zenie niszczace odpowiada zniszczeniu catego laminatu, nazywana jest odpowiednio Last-
Ply Failure (LPF) [48, 57]. Analiza LPF wymaga uwzglednienia degradacji sztywnosci
i wytrzymatosci, zgodnej z postgpem zniszczenia w materiatach warstw, co stanowi dos¢
ztozony problem [52, 74, 128, 167]. Takiej analizy nie umozliwia np. program NX-Nastran.
W niniejszej pracy postugiwac si¢ bedziemy prostszym wariantem i obciazenie niszczace
utozsamiane bedzie z obciazeniem niszczacym pierwsza warstwe (FPF).
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1.5. Powloki warstwowe obcigzone termicznie

Jak wczesniej wspomniano, pierwsze zastosowania kompozytowych powtok war-
stwowych miaty miejsce w aeronautyce. O wyborze tych materiatdw decydowaty tu przede
wszystkim maty cigzar i duza wytrzymatos¢, ale takze wysokie parametry termoizolacyjne.
Dzigki tym ostatnim panele kompozytowe moga odgrywac rolg efektywnych termoizola-
cyjnych barier ochronnych konstrukcji statku [49, 122] czy elementéw silnika [140]. Ob-
ciazenie temperatura moze by¢ jednak takze istotne w przypadku powtok kompozytowych
stosowanych w innych dziedzinach, np. uzytych w budowie elementéw turbin gazowych
[71], kominéw przemystowych [42, 100], czy rur [69].

Whplyw temperatury moze by¢ zatem kluczowy w przypadku niektorych konstrukcji
i prowadzi¢ do takich efektow, jak [75]: utrata statecznosci ukladu, degradacja materiatu
(w tym m.in. zweglanie matrycy [39], degradacja statych sprezystych, delaminacja [39, 40,
103, 160], poslizg zbrojenia [22]), petzanie, termiczne ptynigcie, pekanie. Warto tez dodac,
7@ juz w samym procesie wytwarzania kompozyty warstwowe poddawane sa dziataniu
podwyzszonych temperatur [158], a nastepnie schtadzaniu do temperatury otoczenia, co
moze prowadzi¢ do powstania naprezen rezydualnych w materiale [51, 103].

Wymienione powyzej zjawiska inicjowane temperatura wskazuja, ze wplyw tego
czynnika na kompozyt warstwowy jest bardzo ztozony. Tematyka niniejszej pracy dotyczy
jednakze problemu statecznosci, totez w dalszym ciagu uwage koncentruje sie gtdwnie na
tym zagadnieniu i w przedstawionym ponizej przegladzie literatury uwzglednia sie¢ te prace,
ktorych gtéwnym celem jest analiza statecznosci kompozytowych powitok warstwowych
z uwzglednieniem efektu termicznego.

Jedna z najistotniejszych prac przegladowych poswigconych problemowi wplywu
temperatury na kompozytowe konstrukcje warstwowe jest praca Noora i Burtona [103].
W pracy tej stabelaryzowano artykuty poruszajace m.in. tematyke statecznosci kompozy-
towych piyt i powlok warstwowych obciazonych termicznie. W tabeli dotyczacej utraty
statecznosci w formie bifurkacji ujeto okoto 80 prac, wsréd ktérych zdecydowana wiek-
szo$¢ dotyczy ptyt. Znacznie mniej, bo okoto 20 pozycji zestawiono w tabeli zawierajacej
prace poswigcone analizie duzych przemieszczen i zachowania pokrytycznego. Tutaj tylko
4 prace dotycza powtok.

W niniejszej pracy wykorzystano zaproponowany w [103] spos6b uporzadkowania
zrédet i w tabeli 1.1 przedstawione zostaty dostepne Autorce prace, usystematyzowane
przede wszystkim ze wzgledu na:

1) zakrzywienie analizowanych dzwigaréw (ptyta/powtoka),
2) typ analizy, tj. czy w danej pracy okreslano tylko i wytacznie poziom temperatur kry-
tycznych czy przeprowadzano analize pokrytyczna.

Dodatkowo w tabeli 1.1 zaznaczono, w ktorych z prac wymienionych w punktach 1 i 2
uwzgledniane sa takie efekty, jak:
3) wplywy termo-mechaniczne,
4) zalezno$¢ parametrow materiatowych od temperatury,
5) wplyw imperfekcji,
6) wytezenie materiatu,
7) statecznos¢ dynamiczna (flatter).

Podkreslmy, ze prace dostgpne Autorce powstaty w wigkszosci (poza [60]) po opubli-
kowaniu [103]. Mozna zauwazy¢, ze analiza statecznosci powlok stata sig czesciej porusza-
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nym problemem. Réwniez badaniu zachowania pokrytycznego poswieca sie wigcej uwagi,
czego przyczyna jest prawdopodobnie fakt, ze w wielu wypadkach kompozytowe panele
warstwowe sa w stanie efektywnie przenosi¢ obciazenia w zakresie pokrytycznym i czesto
ten zakres pracy jest uwzgledniany podczas projektowania [90].

Analizy ograniczone wytacznie do okreslenia poziomu temperatur krytycznych pole-
gaja zazwyczaj na rozwiazaniu uogolnionego problemu wiasnego (np. [7, 68, 70, 86, 87]).
W pracy [122] temperaturg krytyczng wyznaczono z zamknigtego wzoru, wynikajacego —
jak podano tamze — z klasycznej teorii ptyt cienkich. Otrzymane rezultaty poréwnano
z eksperymentem. W [66] z kolei badano ptyty podparte na dwdch krawedziach i wykorzy-
stujac analogie do teorii pretéw wyprowadzono wzor na temperature krytyczna pojedynczej
warstwy poprzecznie izotropowej. W pracy [184] temperaturg wyboczeniowa okreslono
natomiast przy wykorzystaniu metody szeregéw trygonometrycznych.

Tabelal.1l

Zestawienie prac dotyczacych zagadnienia statecznosci ptyt i powtok kompozytowych
obciazonych termicznie

Lp. Element PLYTA POWLOKA
1 | Analiza temperatur [7], [66], [68], [70], [75], [87], [51], [86], [99], [114], [159]
krytycznych [97], [98], [122], [133], [181],
[184]
2 | Analiza pokrytyczna [6], [47], [106], [112], [133], [9], [56], [60], [67], [85], [88],
[142], [145], [146], [148], [150], [90], [91], [92], [105], [107],
[151], [152], [156], [157], [185] [115], [116], [143], [144],
[147], [149], [153]
3 | Wplywy [6], [47], [112], [145], [150] [56], [86], [90], [91], [105],
termo-mechaniczne [143], [147], [153]
4 Parametry materiatu [6], [112], [133], [142], [146], [153]
zalezne od temperatury [152], [156]
5 | Imperfekcje [6], [145], [146], [148], [185] [56], [90], [91], [143], [144],
[147]
Wytezenie materiatu [6], [156] [60], [153]
Statecznos$¢ dynamiczna | [106]

Z kolei badanie zachowania pokrytycznego przeprowadzane jest zwykle na drodze
analizy przyrostowej z uwzglednieniem duzych przemieszczen. Najczesciej zagadnienie
jest sformutowane w postaci stabej i w rozwiazaniu stosowana jest metoda elementéw
skonczonych (np. [9, 60, 88, 92, 107]). W pracach [152, 157] $ciezke pokrytyczna uzyska-
no metoda sekwencyjnego rozwiazania problemu wiasnego. W pracach [112, 150] do roz-
wiazania nieliniowych réwnan rozniczkowych wykorzystano szeregi Chebysheva.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze w przypadku analiz termo-mechanicznych obciazenia sa
jednoparametrowe, tj. albo obciazeniem zmiennym jest temperatura, a obciazenie mecha-
niczne pozostaje ustalone, albo sytuacja jest odwrotna.

Warto podkresli¢, ze uwzgledniana w badaniach zalezno$¢ modutéw materiatowych
od temperatury jest zwykle narzucana arbitralnie, np. poprzez funkcje liniowa [112, 133,
146] lub funkcje wyzszego stopnia [6]. W pracach [142, 152, 153, 156] rozkkad ten zadany
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jest kawatkami ciagla funkcja liniowa, jednakze trzeba podkresli¢, ze zaleznos¢ dotyczy

wytacznie jednego materiatu i zostata podana przez Chena i Chena®.

Uwzgledniane imperfekcje zwiazane sa z geometria konstrukcji i definiowane sa np.
w postaci fal opisanych funkcjami trygonometrycznymi [6, 143, 145, 146, 147].

Wytezenie materiatu badane jest tylko w czterech znalezionych przez Autorke pra-
cach, przy czym w [60, 156] inicjacje zniszczenia identyfikuje sie przy wykorzystaniu
kryterium Tsai-Wu, a w [153] kryterium Hashina. W [6] poczatek zniszczenia ocenia si¢ na
podstawie wartosci energii zginania.

W [106] przedstawiono analize dynamiczna ptyt poddanych obciazeniu termicznemu,
w ramach ktorej badano m.in. wptyw usztywnien na zachowanie konstrukgji.

W wigkszosci prac przeprowadzono analizg parametryczna, badajac wptyw na sta-
tecznos¢ konstrukcji takich czynnikéw, jak:

— warunki podparcia [47, 67, 70, 75, 86, 92, 107, 142, 150, 152, 153, 157],

— proporcje geometryczne dzwigara (np. smuktosé, wyniostosé powtoki) [47, 51, 67, 70,
86, 87, 88, 92, 99, 105, 107, 114, 115, 116, 142, 145, 151, 152, 153, 156, 157, 181,
185],

— schemat uwarstwienia, w tym gtéwnie orientacja wiékien w warstwach [47, 51, 70, 105,
115, 116, 133, 142, 144, 145, 148, 149, 150, 151, 156, 185],

— liczba warstw [60, 142, 145, 150, 156, 157].

Podobnie jak w przypadku konstrukcji jednorodnych izotropowych, wptyw warunkéw
podparcia oraz geometrii konstrukcji na jej statecznosé¢ jest kluczowy. W konstrukcjach
warstwowych bardzo istotny jest rowniez schemat uwarstwienia, stad w tak duzej liczbie
prac wplywy te sa analizowane.

Spotykane sa takze szczeg6lne analizy parametryczne, dokonywane ze wzgledu na ta-
kie specyficzne kryteria, jak:

— lokalizacja usztywnien [88, 106, 144],

— rozmiar rysy [7],

— losowa zmiennos¢ parametrow materiatowych [86],

— wilgotnosé¢ [85],

— obecnos¢ wiskotyczno-sprezystej warstwy ttumiacej [149],
— rozkiad temperatury na grubosci [51, 144, 150],

— obecnos¢ i rozmiar otworu [9, 92, 105].

Zakres niniejszej pracy obejmuje badanie ptyt i powtok w stanie przed- i pokrytycz-
nym, do czego wykorzystywana jest analiza przyrostowa z uwzglednieniem duzych defor-
macji. Tematyka ta, jak wynika z tabeli 1.1, jest juz dos¢ dobrze ugruntowana w literaturze.
Mozna jednak zauwazy¢, ze towarzyszace analizie w ww. zakresie badanie wytezenia ma-
teriatu, a takze wptywu imperfekcji jest znacznie rzadziej przeprowadzane, czemu uwage
poswigca sie W niniejszej pracy.

Poczatkowo cel ten miat by¢ zrealizowany przy uzyciu programu NX-Nastran.
W trakcie obliczen przy zastosowaniu sterowania parametrem tuku, napotykano jednak na
problemy ze zbieznoscia rozwiazania, ktérych nie eliminowaty zadne zmiany dostepnych
w pre-procesorze ustawien. W celu rozstrzygniecia, czy problemy te zwiazane sa z sama
metoda s$ledzenia, czy jednak tkwia w sformutowaniu teoretycznym, przeprowadzono do-

Y Chen L.W., Chen L.Y.: Thermal postbuckling behaviors of laminated composite plates with tempera-
ture-dependent properties, Composite Structures, 19, 1991, s. 267-283. Praca cytowana za [156].
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W tym wypadku na ogdét zadne problemy, poza charakterystycznym dla tej metody $ledze-
nia przeskokiem lub utrata zbieznosci w otoczeniu punktu granicznego obciazenia, nie
wystepowaty. Warto podkresli¢, ze w analizach przyktadéw z obciazeniem mechanicznym
przy uzyciu tego programu, niezaleznie od zastosowanej metody sledzenia, z takim pro-
blemem si¢ nie spotkano, co potwierdzaja wyniki wiasne zaprezentowane m.in. w pracach
[137, 138, 139].

Mozna wysuna¢ ostrozny wniosek, ze program komercyjny NX-Nastran ma niedopra-
cowana technike sterowania parametrem tuku dla przypadku obciazenia temperatura, lub —
czego nie mozna wykluczy¢ — mozliwos¢ prawidtowego ustawienia parametréw dla tej
metody jest dla uzytkownika niedostepna. W tym zakresie opisywany program pozostaje
dla Autorki pracy przystowiowsa ‘czarng skrzynka’.

1.6. Uzasadnienie podjecia tematyki pracy

Na podstawie przedstawionych w punktach 1.1-1.5 rozwazan mozna wysuna¢ naste-
pujace wnioski:
1. Lekkie kompozytowe panele warstwowe staja Si¢ coraz popularniejsze, a ich analiza

rézni sie od analizy powtok jednorodnych.

2. Konstrukcje te cechuje duza smuktos¢, stad ich duza podatnosé na utrate statecznosci.
3. Warunki eksploatacji takich konstrukcji powinny czesto uwzgledniaé¢ takze oddziaty-
wania termiczne, co przy narzuconych warunkach podparcia ograniczajacych swobode
deformacji moze prowadzi¢ do utraty statecznosci.
W ocenie nosnosci konstrukcji nalezy uwzglednia¢ stopien wytezenia materiatu.
Znane Autorce oprogramowanie komercyjne nie pozwala na przeprowadzenie odpo-
wiedniej analizy, dlatego powstato zapotrzebowanie na opracowanie odpowiedniego na-
rzedzia.

o~

1.7. Cel i zakres pracy

Cel pracy

Celem pracy jest opracowanie oraz implementacja komputerowa modelu numeryczne-
go umozliwiajacego efektywna analize statecznosci w zakresie przed- i pokrytycznym
jednoptatowych kompozytowych powtok warstwowych poddanych obciazeniu termiczne-
mu w postaci réwnomiernego ogrzania lub gradientu temperatury na grubosci. Analize
rozszerza si¢ dodatkowo o kontrole stanu wytezenia materiatu.

Zakrespracy

Badanie statecznosci przeprowadzane jest na zasadzie sledzenia nieliniowych sciezek
rownowagi realizowanego metoda analizy przyrostowej z uwzglednieniem duzych prze-
mieszczen i obrotéw, lecz przy ograniczeniu do zakresu matych odksztatcen. W ocenie
stanu wytezenia materiatu wykorzystywana jest hipoteza wytrzymatosciowa Tsai-Wu.

W modelu teoretycznym przyjeto nastepujace zatozenia:

— ruch powtoki opisywany jest zgodnie z koncepcja stacjonarnego opisu Lagrange’a;

— przyrosty temperatury sa mate — zjawisko uderzenia ciepta nie jest rozwazane;

— rozktad temperatury w uktadzie w danej konfiguracji jest znany i ustalony, nie rozpatru-
je si¢ zagadnienia przeptywu ciepta;
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— pomija si¢ wptyw deformacji na rozktad temperatury w uktadzie;

— zachowanie materiatu podczas analizy miesci si¢ w rezimie matych odksztatcen linio-
wo-sprezystych i w tym zakresie kontrolowany jest stan jego wytezenia;

— charakterystyki wytrzymatosciowe i moduty sztywnosci materiatu sa ustalone i nieza-
lezne od temperatury;

— powtoka ma umiarkowana grubosg;

— warstwy powtoki sa idealnie potaczone i takie pozostaja — nie uwzglednia sie zjawiska
delaminacji;

— warstwowa struktura powtoki idealizowana jest pojedyncza warstwa zastepcza, co od-
powiada podejsciu ESL;

— kinematyka warstwy zastepczej opisana jest poprzez teorig $cinania pierwszego rzedu
z odpowiednia technika korekty scinania.

Opisane powyzej podejscie stanowi rozszerzenie przedstawionego w pracy [79] sfor-
mutowania LRT5 o mozliwos$¢ zadania obciazenia termicznego oraz modut analizy wyte-
zenia materialu. Model ten zostat zaimplementowany do autorskiego programu napisanego
w jezyku Fortran. Efektywnos¢ sformutowania badana jest na podstawie dostepnych
w literaturze przyktaddw.

1.8. Ukfad i zawartosé pracy

Praca skfada si¢ z pieciu rozdziatéw i czterech dodatkéw uzupetniajacych:

1. W rozdziale pierwszym zawarto wprowadzenie w tematyke pracy, uzasadniono podje-
cie tematu, przedstawiono cel i zakres pracy.

. W drugim rozdziale przedstawiono teoretyczne sformutowanie stosowanego w oblicze-
niach modelu powtoki.

. Rozdziat trzeci zawiera opis elementdw implementacji numerycznej.

. W rozdziale czwartym zawarto przyktady numeryczne.

. Piaty rozdziat stanowi podsumowanie pracy.

. W bibliografii zawarto spis cytowanej literatury. Przyjeto ogdlna zasade, ze
w kohcowym spisie umieszcza si¢ tylko te zrodla, do ktorych Autorka miata bezpo-
sredni dostep. Prace, do ktérych nastepuje odwotanie w tekscie, a ktére byty niedostep-
ne, podawane sa w przypisach dolnych wraz z informacja, za jakim dostepnym zrddtem
Sa cytowane.

7. W dodatku A przedstawiono wyprowadzenie zaleznosci przemieszczenia-odksztatcenia
dla ogolnego przypadku teorii 6-parametrowej.
8. Dodatek B zawiera opis procedury okreslania wartosci wspotczynnikéw korekcyjnych
scinania.
9. W dodatku C przedstawiono transformacjg wewngtrznej pracy wirtualnej.
10. W dodatku D zawarto wyprowadzenie uog6lnionych miar naprezen.

N
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Rozdziat 2

MODEL POWLOKI

Niniejszy rozdziat zawiera opis stosowanego w obliczeniach modelu powtoki, tym
samym wraz z dwoma kolejnymi rozdziatami stanowi zasadnicza czgsé pracy.
Wielowarstwowa powltoka kompozytowa traktowana jest jako pojedyncza warstwa za-
stepcza, do ktorej opisu przyjeto teorie scinania pierwszego rzedu. W opisie ruchu powtoki
stosowany jest stacjonarny opisu Lagrange’a. W rozdziale oméwione sa kolejno:
— geometria i kinematyka powtoki,
— obciazenie termiczne,
— zwiazek konstytutywny w punkcie osrodka,
— sformutowanie stabe problemu brzegowego,
— zwiazek konstytutywny na poziomie przekroju,
— kryterium Tsai-Wu w analizie wytgzenia materiatu.

2.1. Geometria i kinematyka powtoki

Stosowana w pracy teoria powtok nawiazuje do tzw. podejscia wyprowadzanego [34],
w ktorym ciato tréjwymiarowe redukowane jest przy pomocy pewnych zatozen do osrodka
dwuwymiarowego. Kluczows jest tu powierzchnia odniesienia (powierzchnia podstawo-
wa), gdyz przy pomocy zmiennych z nig zwiazanych aproksymowany jest opis deformacji
catej powtoki. Najczesciej, takze w niniejszej pracy, za powierzchnie odniesienia przyjmuje
si¢ geometryczna powierzchnig srodkowa dzwigara. Nieodzowne staje si¢ zatem odwotanie
do podstaw geometrii rozniczkowej powierzchni.

2.1.1. Podstawy geometrii powierzchni i elementy rachunku tensorowego

W tym podrozdziale przedstawiono podstawowe zaleznosci geometrii rézniczkowej
i elementy rachunku tensorowego, niezbedne w opisie kinematyki powtoki. Podpunkt ten
opracowano na podstawie nastepujacych zrédet: [12, 29, 59, 77, 79, 102]. Do wiekszosci
z przedstawionych ponizej zaleznosci wystapi bezposrednie odwotanie w dalszej czesci
pracy. Pewne zwiazki, mimo ze bezposredniego odwotania dalej nie znajda, przytacza sig
jako elementarne, ufatwiajace analize przeksztalcen zawartych w rozprawie. Jak wyzej
wspomniano, podpunkt ten stanowi wstep do opisu kinematyki powtoki, dlatego wérod
ponizszych zaleznosci obok ogdlnych, pozostajacych bez zwiazku z kinematycznymi zato-
zeniami upraszczajacymi przyjetej teorii powtok, pojawia sie takie, ktore sa dla tej whasnie
teorii charakterystyczne.

Model powtoki kompozytowej, jak juz wczesniej w pracy podkreslono, winien
uwzglednia¢ poprzeczna odksztatcalnos¢ postaciowa przekroju, totez fundamentem modelu
bazowego opisanego w [79] jest teoria $cinania pierwszego rzedu, w ktorej — przypomnij-
my — przyjmuje si¢ m.in., ze prosta prostopadta do powierzchni srodkowej pozostaje pod-
czas deformacji prosta (przekroje pozostaja ptaskie), jednak niekoniecznie prostopadta. Na
rysunku 2.1 przedstawiono podstawowe wielkosci wykorzystywane w opisie ruchu punktu
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materialnego powtoki dla konfiguracji poczatkowej w chwili t=0 oraz konfiguracji w do-
wolnej chwili t=m. Konfiguracje oznacza si¢ poprzez lewy goérny indeks przy symbolu
danej wielkosci.

Rys. 2.1. Geometria powtoki

Przyjeto nastepujaca zmiennos¢ indeksoéw greckich i tacinskich:
a,p,0,y.=12 i,j,kmn..=12,3.

Potozenie dowolnego punktu powtoki P* okresla jego promien wodzacy R, ktory na
mocy zatozenia o ptaskim przekroju w chwili t=0 oraz t = mmozna opisa¢ odpowiednio:

"R(6,0%,0°%) ="r(6',6%)+6*°n(6",0%), (2.1)
"R(6',0%,0%) = "r(6",0°)+6°"d(6",67), (2.2)

gdzie °m jest wektorem jednostkowym prostopadtym do powierzchni odniesienia, natomiast
"d to tzw. direktor w dowolnej konfiguracji t=m, ktéry ww. warunku prostopadfosci,
zgodnie z hipoteza Kinematyczna przyjetej teorii powtok, spetnia¢ nie musi.
W konfiguracji poczatkowej zachodzi zatem zwiazek:
‘a,x’a,

‘m="a,="g, = = |°n| =1. (2.3)

|°a1><°a2|

Wektory lokalnej bazy kowariantnel w dowolnym punkcie P na powierzchni odniesienia
powloki sa pochodnymi wektora wodzacego tego punktu wzgledem wspétrzednych krzy-
woliniowych:
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"r
m .= - :m )i 24
1 89| l'I ( )

Analogicznie definiowane sa wektory bazowe w dowolnym punkcie powtoki P”:

_I"R_,
00

g R,. (2.5)

Wektory baz kontrawariantnych mozna wyznaczy¢ ze zwiazkow:
"a, "a’=5", "g Mgl =5", (2.6)
gdzie 55 jest delta Kroneckera
6% =1 dlaa=42,
y p (2.7
57 =0, dlaa#p.

Kowariantne sktadowe tensora metrycznego na powierzchni srodkowej "a,s oraz
w dowolnym punkcie powtoki "g,s dane sa przez:

maaﬁz maa’ma/}1 mga/j: mga'mgp’- (2.8)
Kontrawariantne sktadowe ww. tensoréw metrycznych obliczamy analogicznie:

maaﬂ=maa.maﬁ’ mgaﬁ=mga_mgﬂ_ (2_9)
Pomiedzy sktadowymi tensoréw metrycznych zachodza relacje:

"a¥ =gy, "9,"9" =4, (2.10)

m
aaﬂ

Sktadowe tensoréw metrycznych wykorzystywane sa czesto do tzw. podnoszenia lub obni-
zania indeksow, np.:

m o

a“="a’"a, lub "g,="g,"s’ (2.11)
Pierwsza forma fundamentalna, czyli kwadrat dtugosci elementarnego odcinka migdzy
dowolnymi punktami powtoki ma nastepujaca definicje:

("dS)?="dR-"dR ="g.dé' - mgjdej = mgijdeidej. (2.12)

Analogicznie wyprowadza si¢ pierwsza forme fundamentalna dla odcinka zawartego
w powierzchni odniesienia:

("ds)? = "dr- "drr="a,d6' - "a,d6’ = "a,d6'de’. (2.13)

Sktadowe tensora krzywizny powierzchni odniesienia dane sa przez:

m
o

m —m —_ m _ m m —m m —m m
by ="b,, =—"a,, "a;=-"a,, - "a, ="a,, "a;="a,, -"a, (214)

Zachodza zaleznosci:

0,5 = "Dy, = ", "by. (2.15)

o
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W tym momencie mozna wprowadzi¢ pojecie drugiej formy fundamentalnej, jako ilo-
czynu skalarnego "dag- "dr:

"da,-"dr=("a,,d6")-("a,d6’)="a,,  "a,d6"d6’ =-"b,do*d6". (2.16)
Aby przedstawi¢ kolejne zwiazki geometrii rézniczkowej, potrzebne jest odwotanie

sic do pojecia pochodnej kowariantnej wektora. Dowolny wektor ™w w lokalnej bazie
kowariantnej i kontrawariantnej mozna przedstawi¢, jak ponizej:

mw: mWi Ogi — ka ng. (217)

Podkreslmy, ze w (2.17) wektor ™w zostat przedstawiony w bazie w konfiguracji poczat-
kowej, co jest konsekwencja przyjecia stacjonarnego opisu Lagrange’a.
Rézniczkowanie wektora przeprowadzamy nastepujaco:

a mw m a my,,k O a ka 0 my K a ng
— = W’i:_' w = - + W —
26" 26" ( gk) 26" ol a6'
lub (2.18)
0"w m 0 m 0, ok aka Oggk , m aogk
—_— = W,i = —I W, = —I + W, —I
26 20 (") 06 ® < 06
Woystepujace w (2.18) pochodne wektoréw bazowych mozna przedstawi¢ jako:
0
8 gki EOgilk=Ol—~irEgm,
96" (2.19)
a gl — 0l _ Ori m
89k = g kT mkg ’
gdzie °T} = °T)) sa tak zwanymi symbolami Christoffela drugiego rodzaju:
Toy =T} ="8" "8,,="8 "85, =—"8, "8,
Top = "8 "8y = Doy, (2.20)

oregﬁ = Ogg ’ ng =0,
T, ==
W konsekwencji zwiazki (2.18) mozemy przepisa¢ w postaci:
mw’i = ( rﬂWkri +Mw! Orﬁi )gk = "w* |i ng
lub (2.21)
"w, = ( "W, _ij T} )gk ="w, |i ‘g,
gdzie pionowa linia zaznaczono rézniczkowanie kowariantne sktadowych wektora.

Przedstawmy teraz pochodne wektoréw bazowych w punktach powierzchni odnie-
sienia w konfiguracji poczatkowej t=0 (reguta Gaussa-Weingartena):
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0 _0pm 0 _ 05 0 013 0 _ 05 0 O 0
a, =Ty a =Ty a;+ T a;="T  a;+b, n,

0o _ Oypo 0 ,m_ Opo 0,6 Opo 0,.3_ Opa 0,0 , OpoO
a’ ,=—"Ty "a"=—"Tg "a’- T}, == "T% a’+ by m, (2.22)
0 _ 05 0 03 0 _ _OR&o0

=Ty as+ T, a,=—"b; "a,

_0 _0pm 0
ng="a,;= 1, a,

Mozna w tym miejscu wprowadzi¢ pojecie tensora przesunigcia (ang. shifter) w kon-
figuracji poczatkowej, ktory wyraza zaleznos¢ miedzy wektorami bazowymi a, po-
wierzchni odniesienia a wektorami bazowymi g, w dowolnym punkcie powtoki. Wykorzy-
stujac (2.5) i (2.2), mozemy zapisac:

0

‘g, =R ‘r+6°°m)="a,+6°'n,,. (2.23)

0
Sarra
Korzystajac nastepnie z (2.22) zapisujemy:

‘g = (é‘f —b§e3) ‘a, ="l a,, (2.24)

gdzie *u” sa sktadowymi tensora przesuniecia w konfiguracji poczatkowej.

Z (2.24) i (2.8) wynika, ze w konfiguracji poczatkowej wspdtrzedne tensora metrycz-
nego bazy w dowolnym punkcie na grubosci powtoki zaleza od wspdtrzednych tensora
metrycznego bazy zwiazanej z powierzchnia podstawowa nastepujaco:

0 B0, A0

Oos = ("ay ) (g, ) = "1l g °ay,. (2.25)

Element objetosci w konfiguracji poczatkowej wyznaczy¢ mozna z interpretacji geome-
trycznej iloczynu mieszanego wektoréw bazowych:

"0V = (°g, x°g, ) °g, d6'd6?d6’ = °g dg'd6*d e, (2.26)
gdzie °g jest wyznacznikiem tensora metrycznego °g w konfiguracji poczatkowej, tj.
Og =|Ogaﬁ| = 0911 : 0922 - 0912 : 0921- (2.27)

Z interpretacji geometrycznej iloczynu wektorowego wektoréw bazy zwiazanej z po-
wierzchnia srodkowa wynika natomiast formuta okreslajaca element tej powierzchni
w konfiguracji poczatkowej:

"dQ =|"a,x"a,|dP'd6? = ade'de?, (2.28)
gdzie %a jest wyznacznikiem tensora metrycznego a w konfiguracji poczatkowej, tj.:

a= | EWE Oan ’ Oazz - Oaiz ’ 08.21. (2.29)

Z (2.26) i (2.28) wyprowadzi¢ mozna zaleznos¢ na element grubosci powtoki w konfigura-
cji poczatkowej:

0 0 1 2 3 0
g = 9V _J°gde'de*de —‘/EdHS. (230

Qe Joade'de’ 'a
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Z (2.25) i whasnosci wyznacznikow wynika, ze:

1°0,| =| 12| 3] |2 (2.31)
Wykorzystujac (2.31), wyrazenie (2.30) doprowadzamy do postaci:

"dH =|°uf|d6® = ud6?, (2.32)
gdzie °%u jest wyznacznikiem tensora przesuniecia (2.24) w konfiguracji poczatkowej:

"=\l = s (2.33)

2.1.2. Opis przemieszczen w ramach teorii $cinania pierwszego rzedu

Wektor przemieszczenia punktu P* mozna wyznaczyé jako réznice promieni wodza-
cych w konfiguracji aktualnej t=m oraz konfiguracji poczatkowej t=0:

"V="R-°R. (2.34)
Podstawiajac (2.1) i (2.2) do (2.34) otrzymujemy:

(0) (6]
"V=("r-r)+6°("d-"n)="V+6° "V, (2.35)

Interpretacje graficzna (2.35) przedstawia rysunek 2.2.

Rys. 2.2. Kinematyka powtoki

Wspdtrzedne wektora przemieszczenia, wobec przyjetego stacjonarnego opisu Lagrange’a,
odnosimy do wektorow bazowych w konfiguracji nieodksztatconej i dekomponujemy
w bazie kowariantnej lub kontrawariantnej nastepujaco:
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"V="0"",+ "™ ‘'m="y,’a”+ "u,'n. (2.36)

W zapisie skalarnym sktadowe przemieszczen dane sa przez:

(0) (&3]
" (6",6%,6°) = v (6", 6%)+6° v (6",6°). (2.37)

Podkresimy, ze w (2.37) wystepuje tacznie 6 parametréw skalarnych opisujacych stan
przemieszczenia.

2.1.3. Odksztatcenia w ramach opisu 6-parametrowego”

Sktadowe wykorzystywanego w stacjonarnym opisie Lagrange’a tensora odksztatcenia
Lagrange’a-Greena 3 wyprowadzamy z zaleznosci (por. [53]):

20E,;dg'dg’ =("dS)? - (°dS)?, (2.38)
gdzie po prawej stronie wystepuje réznica kwadratow dtugosci tuku w konfiguracji aktual-
nej, t=m i poczatkowej t=0. Podstawiajac do (2.38) zwiazek (2.12) odpowiednio dla kaz-
dej z konfiguracji otrzymujemy:

20E; = "9,;-"0;. (2.39)
Podstawiajac (2.1) i (2.2) do (2.5) i wykorzystujac (2.4), otrzymamy:

"g,="a, +6"d

o !

mg3 — md,
‘¢ ="a, +6°'n,,, (2:40)
Oga =‘n.

Korzystajac z (2.8b) i (2.40) sktadniki prawej strony (2.39) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

Y Nalezy zwréci¢ uwage, ze wystepujacy w niniejszym sformutowaniu szésty stopien swobody
mozna powiaza¢ z opisem rozciagniecia wtokna powtoki w kierunku poprzecznym. Uwaga ta jest
istotna, gdyz stopien ten, zaleznie od sformutowania teorii powtok, moze mie¢ rézng interpretacje.
Przyktadem jest tu teoria opisana m.in. w [31, 32, 33, 34, 36, 176], gdzie parametr ten jest inaczej
interpretowany i stanowi tzw. owinigcie (ang. drilling rotation) niezbedne w opisie powtok z przecie-
ciami. Te sama interpretacje sz0stego stopnia wykorzystuja réwniez autorzy w [111, 175]. Zaznacz-
my, ze szOsty stopien zwiazany z opisem rozciagniecia wtokna w poprzek powtoki moze by¢ takze
roznie interpretowany i wprowadzany do sformutowania, patrz np. [11] oraz [17].
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"9,="8,"8;,="a, "a,+6’("d,, - "a,+ maa~md,p)+(93)2 "d,,-"d,,,

0 0 0 0 0 3,0 0 0 0 3 20 0
0,="8,'8;="a, ‘a,+6°(°n,,"a,+’a,-'n,;)+(6°) °n,,’nm,,,

mga3:mga'mg3:maa.md+03md'a'md' (241)

°9,,="g, 'm="a, - ‘n+6°°n, - 'n=0,

m933: mga' mgszmd' "d,

°9="m-"m=1.

Porzadkujac zapis, sktadowe tensora odksztatcenia mozna przedstawic¢ jak ponizej [79]:
m 1 2 gy me 2 . . 32 e o
VE,;(6',67,6°) = [E,(6".6°)+6° [E,,(6'.6°)+(6°) [E,,(6'.6%),
© ®
0Eu(6',6°,6°) = GE 4 (6',6") +6° TE (6, 6°), (242)
©
?Esa(‘gl:eznea) = 'SEBS(GI,HZ),
gdzie:
m(O) 2 m m 0 0
20E,,(6,6°)="a, "a,~"a, " a,,
o
20E,,(6,6°)="d,, "a,+"a,"d ;-'n, ‘a;,~ a, ‘n,,,
@
20E,4(6,6")="d,,-"d,,~n,,-'m,,,
243
© (2.43)
27E,,(6",6°)="a, "d,

&
20E,,(¢",6%)="d,,"d,

(0)
2 7E,(6',6°)="d-"d-1.

W dodatku A zaprezentowano szczegdty wyprowadzenia zaleznosci (2.43) w funkcji skta-
dowych przemieszczen w ramach ogolnego przypadku, tj. teorii 6-paramaterowej. Poszcze-
golne sktadowe (2.43) przedstawiaja (A.7), (A.14), (A.18), (A.21), (A.23), (A.25).

2.1.4. Kinematyka powtoki w ramach opisu 5-parametrowego

W teorii powlok stosowanej w pracy zaktada sie warunek nierozciagliwosci widkien
powtoki w kierunku poprzecznym, zatem

oEs =0. (2.44)
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Nalezy zaznaczy¢, ze zatozenie (2.44) moze by¢ stosowane tylko w zakresie matych od-
ksztatcen [179].
Z (2.43f) i (2.44) otrzymujemy, ze

"d-"d=1. (2.45)
Rézniczkujac obustronnie (2.45) mozna wykazaé, iz (por. [10, 11, 76, 101])
"d,,-"d =0, (2.46)
z czego wynika zerowanie sig (2.43e):
2 QE; (6',6°)=0.2 (2.47)

Ponadto wyrazenia na pozostate sktadowe tensora odksztalcenia, tj. (2.43 a-d) ulegaja
uproszczeniu, gdyz konsekwencja zatozenia (2.44) jest staty rozkiad ugigcia powioki
w Kierunku jej grubosci, zatem mozna przyjac, ze w (2.37) [20, 79]:

@

"v,(6",6%) =0. (2.48)

Wtedy rozktad przemieszczen na grubosci powtoki opisuje 5 parametréw (por. (2.37):

(0) @)
v,(6',6°,6°) = "v,(6".6°) + 6" "0, (¢",6%), (2.49)

(0)
"u,(6',6°,6%) = "v,(6",6°) = const.

W rezultacie uproszczeniu ulegaja wyrazenia (A.3) i (A.6) z indeksem n=1. Dla porzadku
przedstawia si¢ ponizej te zwiazki dla obydwaoch indeksow, tj. n=0in=1:

(0) (0) (0 o
m m m

¢aﬂ = Ua | B US baﬂ '

® @ @ @
m m m m

0
¢aﬂ: vzzﬂ_ US baﬂ: vaﬁ’

(0) (0) ol (0)
m m
o.="v, b +"v, ,
a3 A o 3 (250)
@ @ -~ @ @ -
m m m
¢a3 = v/l btz + UB’a = U/i b '

o

m

m

0) (0) (0) 0)
m¢'g: m¢ﬂi Oa& — m,U§|ﬁ_mv3 Ob;‘,
m(l)a m @ 0,01 m(1)5 m(l) ()

Py ="y a" = u|ﬂ— vy by ="07 .

2W modelach powtok sformutowanych w ramach 5-parametrowej teorii z uwzglednieniem
duzych obrotéw prezentowanych w pracach [20, 73], a takze w modelu LRT5 w pracy [79] z tego
uproszczenia nie skorzystano.
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Sktadowe tensora odksztatcenia w ramach teorii 5-parametrowej dane sg ostatecznie
nastepujaco:

0) (0) 0) (0) (0)6 (0) (0)
m —m m m m m m
20E 5 =" 0t " Ot " O " O+ Pz P

@ @ @ 0) (0) @ (0) @ 0)
ZISEap = mvﬂ|a+ mva|ﬂ_ Oblj m%/;_ob; "0t mU(s|a m¢§+ mU(s|ﬂ m¢’§+
(0) () (0) (€]
+" 5 "0, 0+ "0, "0, %7, (2.51)

LW O P o o
m m m m m m m
20E,,=-"b; vl|ﬂ— by "vs |, + "V, vi|/,+ v; %) || "v, by |,

(0) @ (0) (0) A @
m m m m m
2 0 Ell3 = vzz+ ¢a3+ ¢tl v/i .

Bardzo istotny jest fakt, ze zatozenie (2.44) jest forma narzucenia wiezdw na kierunku
prostopadtym do powierzchni odniesienia, zatem naprezenie poprzecznego rozciagania
winno by¢ rézne od zera. Tymczasem w przyjetym sformutowaniu zaktada sie, ze napreze-
nie to rowniez zanika i zwiazki konstytutywne wyprowadza si¢ jak dla ptaskiego stanu
naprezenia (PSN), o czym szerzej bedzie w punkcie 2.3. W tym miejscu warto wspomniec,
ze istnieja podejscia bazujace na zatozeniu teorii $cinania pierwszego rzedu, w ktorych
poprzeczne odksztatcenie normalne przyjmuje sie za niezerowe, a jego wartos¢ wyznacza
sie whasnie z warunku ptaskiego stanu naprezenia [62, 111].

Parametry przemieszczen "u;, "v, W (2.49) interpretowa¢ mozna jako, odpowiednio,
translacje punktéw powierzchni odniesienia powtoki oraz obroty® wokét wektoréw bazo-
wych tejze powierzchni, (por. [79]), co przedstawia rysunek 2.3.

Rys. 2.3. Interpretacja parametrow obrotow

Podkresimy jednak, ze taka interpretacja parametrow przemieszczen ma swoje ogranicze-
nia. Odwotujac si¢ do klasyfikacji podanej w [118], przywotanej takze w [83], przyjety tu
opis moze by¢ stosowany do zakresu duzych obrotéw, tj. okoto 25° [20], traci natomiast
stusznos¢ w zakresie obrotow skonczonych [117, 119]. Inne podejscia stosowane w opisie
obrotéw znalez¢ mozna w [34, 175, 176], takze w [79, 82]. Bogaty przeglad podej$é¢ stoso-

3 Wprost jest to roznica "d — °n (por. (2.35)).
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wanych w tym zakresie zawiera praca [15]. Podkresimy takze, ze tak ujgty opis przemiesz-
czen moze mie¢ uzasadnienie tylko w zakresie matych odksztatcen.

W niniejszej pracy pozostajemy przy pieciu stopniach swobody w opisie przemiesz-
czen i uproszczonej interpretacji obrotéw, zaktadajac, ze w bedacych przedmiotem analizy
zagadnieniach statecznosci powtok pod wptywem oddziatywan termicznych odksztatcenia
sa male i obroty skonczone nie wystepuja.

2.2. Obciazenie termiczne

W pracy analizowane sa powtoki poddane obciazeniu termicznemu, zaréwno w posta-
ci rownomiernego ogrzania, jak i gradientu temperatury wzdtuz grubosci. W najbardziej
ogblnym przypadku obciazenie gradientem temperatury moze by¢ obciazeniem dwupara-
metrowym, tj. temperatury na gérnej i dolnej powierzchni moga zmienia¢ sie wzajemnie
niezaleznie. W niniejszej pracy nie rozpatruje sie obciazen wieloparametrowych, totez
rozktad temperatury na grubosci powtoki jest uzalezniany tylko od temperatury na po-
wierzchni dolnej albo gdrnej (por. [9, 152]).

Przyjmuje si¢ liniowy rozkfad temperatury na grubosci powtoki. Na wskazanej po-
wierzchni zewnetrznej temperatura (tzw. temperatura wiodgca) zmienia sig od wartosci
poczatkowej Ty do wartosci koncowej (zatozonej w analizie) Tyax. Na drugiej powierzchni
zewnetrznej temperatura maksymalna jest funkcja temperatury wiodacej. W warunkach
poczatkowych zaktada sie staty rozktad temperatury na grubosci powtoki (rozktad réwno-
mierny).

Ogodlnie rozktad przyrostu temperatury na grubosci powtoki ;T (03)0pisac' mozna, jak
ponizej:

(r]nTt + BnTb n (r)nTt - ?Tb .0

"T(6°) =
T = .

3 (2.52)

gdzie: {'T,, o'T, — przyrost temperatury w konfiguracji t=mwzgledem konfiguracji poczat-
kowej, odpowiednio na powierzchni gérnej i dolnej; H — grubos¢ powtoki.

Podkreslmy, ze (2.52) opisuje rozktad temperatury obciazajacej, tj. powyzej tempera-
tury poczatkowej, w ktorej z zatozenia osrodek jest w stanie beznaprezeniowym. [T (6°)
jest wiec amplituda temperatury, jakiej poddawane sa poszczegélne punkty powtoki.

Rozwazy¢ mozna dwa warianty obciazenia:

1) z temperatura wiodaca na powierzchni gornej,
2) z temperatura wiodaca na powierzchni dolne;j.

Wariant 1 —temperatura wiodgca na powier zchni gornej

W konfiguracji poszukiwanej parametry (por. (2.52)) opisujace rozktad temperatury
obciazajacej sa nastepujace:

nathmﬂm '(Tmax _Tinit)’
rTOm-l—b:m/ith '(p'Tmax _Tinit)’ (2.53)

p= Tb,max ,
T

t,max

gdzie: ™y, - parametr obciazenia temperatura w konfiguracji t=m,
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Tmax — temperatura maksymalna na powierzchni gérnej,
Tint — temperatura poczatkowa,
p - stosunek temperatury maksymalnej dolnej do maksymalnej gorne;j.

Podstawiajac (2.53) do (2.52), otrzymujemy:

1+p 1-p
3 3
r'g—l—(a )= mﬂth ’Tmax[ 2 J_ mﬂ‘th 'Tinit + mﬂ‘th 'Tmax[ H Je . (2-54)
Wariant 2 — temperatura wiodaca na powierzchni dolnej

W tym przypadku parametry opisujace rozktad przyrostu temperatury w konfiguracji
poszukiwanej (por. (2.52)) sa nastepujace:

I’T(;Tt:m/ith '(p‘Tmax _Tinit)’

rE)]szmﬂth ’ (rmax _Tinit)' (2.55)
Tt,max
p= ,
Tb,max
gdZie: mlth, Tinit —jak w (253),
Tax — temperatura maksymalna na powierzchni dolnej,
p — stosunek temperatury maksymalnej gérnej do maksymalnej dolne;j.

Po podstawieniu (2.55) do (2.52) liniowy rozkiad dany jest nastepujaca zaleznoscia:

1+p
2

p-1

rgT(es) = mﬂ‘th 'Tmax( ]_ mﬂ‘th 'Tinit + mﬂ‘th 'Tmax (Tj 6°. (2.56)

Uogdlniony zapis rozktadu temperatury

Powyzsze warianty 1 i 2 rozktadu temperatury obciazajacej mozna zapisa¢ jednym
uogélnionym wzorem:;

o) ="TO+TD(6%),

1+p
rgT(O) = mﬂ‘th 'Tmax [TJ - mﬂ‘th 'Tinit’ (2.57)

1-p
TQ)= SIGN-mﬂTh Tax (Tj

gdzie: Ty — temperatura maksymalna na powierzchni wskazanej parametrem SIGN.
— SIGN =1, jesli wiodaca jest temperatura na gornej powierzchni, wtedy p = Tp max/ Tt max»
— SIGN = -1, jesli wiodaca jest temperatura na powierzchni dolnej, wtedy p = T max/ T max-

Mozna zauwazy¢, ze dla p=1 rozklad (2.57) opisuje przypadek réwnomiernego
ogrzania. Poza tym przypadkiem przyjety opis rozktadu temperatury umozliwia analize
obciazen gradientem tempertaury, ktdrych definicje zestawiono w tabeli 2.1.
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Tabela 2.1

Przyktady definicji obciazenia gradientem temperatury (pole ciemne — warunki poczatkowe)
SIGN=1,p<1

lub SIGN=-1, Trmax= Tini, pP>1 SIGN=1, Tmax=Tinit, p>1
SIGN=-1,p>1
SIGN=1,p>1

lub SIGN=1, Tix=0,p=0 SIGN = -1, Ti,t=0, p=0
SIGN=-1, p<1

2.3. Zwiazek konstytutywny w punkcie osrodka
2.3.1. Zwigzek konstytutywny w ukfadzie osi materiatowych

W tym podpunkcie prezentowany jest zwiazek odksztatcenie-naprezenie obowiazujacy
w punkcie osrodka. Poniewaz warstwy konstrukcji laminowanych sa bardzo czesto wyko-
nane z materiatu poprzecznie izotropowego [57, 65], prezentowane prawo konstytutywne
dotyczy wiasnie takiego przypadku materiatu.

Na rysunku 2.4 przedstawiono schematycznie przyktad laminatu z zaznaczeniem
gtéwnych osi materiatowych osrodka poprzecznie izotropowego. Kierunek osi a jest zgod-
ny z kierunkiem wiékien zbrojenia, natomiast 0$ b jest prostopadta do osi a. O$ ¢ jest pro-
stopadta do ptaszczyzny a-b.

Rys. 2.4. Osie lokalne materiatu poprzecznie izotropowego
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W punkcie 2.1 nadmieniono, ze mimo narzucenia wiezow kinematycznych (2.44), po-
przeczne naprezenie normalne jest w przyjetym modelu powtoki zaktadane jako zerowe, co
umozliwia wprowadzanie zwiazkdw konstytutywnych jak dla ptaskiego stanu naprezenia.
Warto jednak doda¢, ze uzywanie terminu “ptaski stan naprezenia” jest w tym wypadku
niesciste, gdyz niezerowe w sformutowaniu pozostaja naprezenia poprzecznego scinania.
Jednakze w kontekscie samego zwiazku konstytutywnego niescistos¢ ta nie ma znaczenia,
bowiem zgodnie z prawem Hooke’a, dla materiatdw ortotropowego, poprzecznie izotropo-
wego czy izotropowego, stan scinania i zgicciowo-membranowy sa rozprzezone [65, 127],
a w kompozytach najczesciej do czynienia mamy z dwoma ostatnimi przypadkami ortotro-
pii. Naprezenia poprzecznego scinania — w przeciwienstwie do ewentualnie niezerowego
naprezenia poprzecznego rozciagania — pozostaja zatem bez wplywu na naprezenia PSN
i odwrotnie.

W rozpatrywanym w pracy zagadnieniu statecznosci powtok poddanych obciazeniu
termicznemu odksztatcenia sprezyste, wskutek sprzezenia termomechanicznego®, sa zalez-
ne od odksztatcen termicznych, bedacych funkcja przyrostu temperatury i wspétczynnikéw
rozszerzalnosci termicznej, oraz od odksztatcen mechanicznych (kinematycznych) (2.51).

Wykorzystujac notacje macierzows, sktadowe naprezen efektywnych w konfiguracji
t=m mozna przy wykorzystaniu liniowego zwiazku konstytutywnego wyrazi¢ nastgpujaco
[54, 93, 94, 113]:

{"sal=lCI{"E)-{"E") & {"su)={"Swm}-{"S}.  @59)

gdzie {"E}, {"E™} sa, odpowiednio, wektorami odksztatceh mechanicznych i termicznych,
{"Smech} {"Sin}: {"Ser}, stanowia, odpowiednio, wektory mechanicznych, termicznych oraz
efektywnych naprgzen, a [Cp] jest odpowiednia macierza konstytutywna.

W analizie geometrycznie nieliniowej odksztatlcenia mechaniczne i zwiazane z nimi
zaleznosciami konstytutywnymi naprezenia sa nieliniowo zalezne od niewiadomych prze-
mieszczen. Dokonuje sie zatem addytywnej dekompozycji przyrostowej tych wielkosci na
czes¢ znana (aktualna, skumulowana) oraz przyrost [13, 14]. Zwiazek konstytutywny for-
mutowany jest tu jedynie dla przyrostu naprezen/odksztatcen, co daje mozliwos¢ uwzgled-
nienia np. zmiennosci statych materiatowych, czy tez nieliniowej zaleznosci naprezenie-
odksztatcenie. Ponizsze prawo materiatowe dla sktadowych mechanicznych jest zapisane
zatem w formie przyrostowej, mimo, ze w niniejszej pracy zaktada sie liniowo-sprezyste
zachowanie materiatu. Z drugiej strony, zwiazek konstytutywny dla sktadowych termicz-
nych, przy zatozeniu niezmiennosci parametréw materiatowych (w tym wspétczynnikéw
rozszerzalnosci termicznej), moze by¢ zapisany wprost, tj. dla catkowitych naprezen i od-
ksztatcen, gdyz te nie zaleza od przemieszczen.

Przy zatozeniu zerowego normalnego naprezenia poprzecznego stan naprgzen mecha-
nicznych opisa¢ mozna za pomoca pieciu sktadowych, natomiast stan naprezen wywotany
temperatura w lokalnych osiach materiatowych okreslaja dwie sktadowe. Ich zwiazek ze
sprzezonymi energetycznie odksztatceniami w lokalnych osiach materiatu dany jest przez:

“) Istotne jest, ze rozpatrywane tu sprzezenie termomechaniczne jest niepetne, tj. — jak napisano
w zatozeniach modelu w rozdziale 1 — uwzgledniany jest wptyw efektéw termicznych na mechanike
(deformacje) konstrukcji, natomiast pomijany jest wptyw deformacji na rozktad temperatury w ukia-
dzie [18].
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0 Smech 0Eaa oS oEa

0 sanZch = ?Sttr)mb ?E;E

osr?]gch = [Cm] 2B (s 0 (= [Cm] 0 (2.59)
0 Srtw:((:ech 2,Ey, 0 0

0 Smech 2,E, 0 0

gdzie ,S..., 0znacza przyrosty naprezen mechanicznych (2. tensor Pioli-Kirchhoffa), 7S
sa sktadowymi catkowitych naprezen termicznych; (E; sa przyrostami sktadowych od-
ksztatcen Lagrange’a-Greena, obliczanych zgodnie z (2.51), a }?Ei‘j” sktadowymi odksztat-
cen wywotanych temperatura w konfiguracji t=m, wyznaczanymi ze zwiazku:

oEwm| [oa

oEw | |
0 =10 :7T(&, (2.60)
0 0
0 0

gdzie o, ofp sa wspotczynnikami rozszerzalnosci termicznej w kierunkach odpowiednio
wzdtuz i w poprzek wiokien, TT(6%) jest przyrostem temperatury w danym punkcie
w konfiguracji t=m wg (2.57).

Materiat poprzecznie izotropowy w ptaskim stanie naprezenia jest opisany przez 5 parame-
trow [65, 127]. Macierz konstytutywna w (2.59) ma postac:

Ea Vab Eb 0 0 0
1- VabVba 1- VabVba
Vba Ea Eb 0 0 0
[Col=]1 Voo 1-VipVia (2.61)
0 o G, O 0
0 0 0 (k)G, O
0 0 0 0 (kG|

gdzie: E, — modut Younga materiatu wzdtuz widkien®,
E, — modut Younga materiatu w kierunku prostopadtym do widkien,
Gap — modut odksztatcalnosci postaciowej w ptaszczyznie a-b warstwy (Gg, = Gyc),
Gy — modut odksztatcalnosci postaciowej w ptaszczyznie b-c warstwy,
Vg — Wspotczynnik Poissona w plaszczyznie a-b warstwy; wyraza stosunek skrécenia prébki
w kierunku b do jej wydtuzenia w kierunku a, przy rozciaganiu w Kierunku a.
Pomiedzy wspdtczynnikami Poissona i modutami Younga zachodzi zaleznosc¢:
E.Vi. =BV, (2.62)

Zwiazek (2.62) wynika z warunku zgodnosci przemieszczen [65].

2 Nalezy odroznia¢ oznaczenie modutdw Younga E, i E, od symboli sktadowych odksztatcen
Eaa i Ebb-
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Warto w tym miejscu wprowadzi¢ wynikowa formute na naprezenia termiczne w lo-
kalnych osiach materiatu w funkcji temperatury. Podstawiajac (2.60) i (2.61) do (2.59)
mozemy zapisac:

i

oS
0 t={Cun} T, (2.63)
0
0

gdzie pojawiajacy sie w (2.63) wektor konstytutywny w uktadzie lokalnym materiatu ma
nastepujace skfadowe:

(0(;2 + Vbaagk; )
: 1_Vabvba
(vab 0’;2 + al?; )
{Cont=1""10vw, 1 (2564)
0
0

0

W (2.61) pojawit sie dodatkowy parametr k. Jest to tzw. wspdtczynnik korekty scina-
nia, charakterystyczny dla teorii $cinania pierwszego rzedu. Zastosowanie tego wspotczyn-
nika jest konieczne ze wzgledu na staty rozkiad odksztatcen postaciowych na grubosci
powtoki [63], co jest skutkiem zatozen kinematycznych (2.35) i (2.44). Konsekwentnie,
rozktady napre¢zen poprzecznego $cinania wyznaczone na podstawie zwiazku konstytutyw-
nego (2.59) nie spetniaja warunkéw réwnowagi na powierzchniach zewnetrznych powtoki,
a w przypadku osrodka warstwowego takze na granicach warstw [24, 64]. Skutkiem braku
spetnienia warunkOw réwnowagi jest ,,przeszacowanie” energii poprzecznych odksztatcen
postaciowych. Dlatego tez stosuje si¢ tu odpowiednia korekte.

Okreslenie wartosci wspotczynnika k jest wciaz otwarta kwestia, nawet w przypadku
powtok jednorodnych izotropowych [35%, 63]. Najczesciej, takze dla powlok warstwo-
wych, przyjmuje sie tu arbitralnie warto$¢ k =5/6 za Reissnerem i Bollem, ale réwniez k=1
za Hencky’m czy k=7%12 [63].

W (2.61) wspdtczynniki k wprowadzono jednak celowo w nawiasie, aby zasygnalizo-
wagé, ze jest to tylko jeden z mozliwych wariantéw korekty scinania w modelach konstruk-
cji warstwowych. Ze wzgledu na swa prostote, wynikajaca z bezposredniego ‘zapozycze-
nia’ ze sformutowan dla osrodkéw jednorodnych, jest on dos¢ czesto stosowany (np. [33,
79, 127, 177]). Trafniejsze wydaje sie jednakze korzystanie z bardziej wyrafinowanych

8 Praca [35] dotyczy 6-parametrowej teorii powtok, z tzw. owinicciem (drillingiem) jako sz6stym
stopniem. Teorig t¢ charakteryzuje brak upraszczajacych zatozen kinematycznych, jednakze prawo
konstytutywne w niej stosowane jest niejako zapozyczone z teorii 5-parametrowej [31, 32, 33, 177],
stad konieczne jest i tu stosowanie wspdtczynnikow korekcyjnych $cinania.
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metod korekcyjnych, dedykowanych osrodkom warstwowym (np. [2, 3]) czy ogdlnie nie-
jednorodnym (np. [64]).

W niniejszej pracy wspotczynniki korekcyjne nie sa okreslane arbitralnie i wprowa-
dzane do zwiazku konstytutywnego pojedynczej warstwy, lecz wyznaczane numerycznie
dla catego przekroju laminatu, oddzielnie dla dwoch ptaszczyzn $cinania. Wykorzystuje sie
przy tym bezposrednio podejscie podane w artykule [164], cho¢ trzeba podkresli¢, ze
w pracy tej rozwinigto podejscie zaproponowane wczesniej w [173]. Punktem wyjscia jest
tu poréwnanie energii poprzecznego $cinania obliczanej z jednej strony na podstawie na-
prezen wyznaczonych ze sktadowych PSN przy zatozeniu cylindrycznego zginania dzwiga-
ra, a z drugiej strony przyjetej jako praca sity tnacej na usrednionym kacie odksztatcenia
postaciowego. Podobny sposdb znalez¢ mozna w [132], przy czym nie wyprowadzono tam
formut dla samych wspotczynnikéw korekcyjnych, a zmodyfikowano state sprezyste mate-
riatu zwiazane z poprzecznym $cinaniem. Pewng dyskusje efektywnosci sposobdw okresla-
nia wspotczynnikow korekcyjnych dla osrodkow laminowanych zawiera praca [135], gdzie
wykazano m.in., iz propozycja podana w [164] taczy w sobie prostote sformutowania oraz
zadowalajaca efektywnosé, kt6éra oceniono poprzez poréwnanie z innymi metodami.
Szczegbly wyznaczania wartosci wspotczynnikdéw korekcyjnych stosowanych w pracy
zawiera dodatek B.

2.3.2. Naprezenia w globalnym uktadzie odniesienia powtoki

Podany w (2.59), a w konsekwencji takze w (2.63) zwiazek obowiazuje w lokalnych
osiach materiatu. Konieczna jest transformacja napr¢zen mechanicznych i termicznych do
uktadu (6", &%, &%) (rys. 2.4). Wprowadzmy zatem macierz transformacji jak w [79]:

cos’(e,) sin*(«) %sin(Zak) 0 0
(7] sin’(e,)  cos’ () —%sin(Zak) 0 0 (265)
-sin(2e,) sin(2er)  cos(2ex,) 0 0
0 0 0 cos(e,) —sin(e,)
| 0 0 0 sin(e,)  cos(e,) |

gdzie ay jest katem mierzonym od osi 6" do osi materialnej a (rys. 2.4) w k-tej warstwie.
Macierz ta opisuje transformacje naprezen/odksztatcen z uktadu globalnego do lokalnego,
natomiast jej transpozycja opisuje transformacje odwrotna naprezen/odksztatcen”.

N Wyrazenie (2.65) przedstawia nieco inna posta¢ macierzy transformacji niz czesto (np. [48])
spotykany w literaturze wariant. Podkresimy, ze zaproponowana tu posta¢ pozwala zapisa¢ bezpo-
srednio transformacje dla inzynierskich miar odksztatcen postaciowych, podczas gdy w transformacji
najczesciej spotykanej (por. [48, 65]) wymagane jest uzycie macierzy Reutera [Ry], gdyz zastosowa-
ne tam macierze transformacji obowiazuja dla tensorowych miar tychze odksztatcen. Latwo mozna
sprawdzié, ze transformacja opisana np. w [48], stanowiaca ze [C]=[T_][Cn] [Rr] [T.][R7]™ jest
identyczna z (2.68), gdyz [T_1=[T]", a [R+] [T:][R-]™=[T].
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Transformacje naprezen i odksztatcen z jej wykorzystaniem zapisa¢ mozna nastepuja-

co:

0 Secn oS 0B oEu

0 Sech o Srecn =" =

0 12h =[T]T oSrarzch ' 2,E, =[T] 20Ep,
o Secn o S 2,E 2,E,
o Sech 0 Shen 2,E, 2,E,

(2.66)

s (s e (e
ma22 mabb mEth meth
0 Lo 0 E22 | o=
osh =111 0 ¢ GEL (=[T]'4 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Podkresimy, ze w wyniku transformacji, w uktadzie osi (6", ¢°, 6°) pojawia sig trzecia skta-
dowa naprezen/odksztatcen termicznych. Ponadto otrzymana sktadowa IE} jest miara
tensorowa odksztatcenia, a miara inzynierska jest jej podwojona wartos¢ (por. [127]).

Wykorzystujac (2.59a) i (2.66a) naprezenia mechaniczne zapisujemy ostatecznie
w postaci:

0 11h oEu
0 22h =
Osrlnzech :[C] 2,E, (2.67)
osﬁich 2,E,
0 13h 2,E;

gdzie [C] jest macierza konstytutywna warstwy wiazaca naprezenia i odksztatcenia
w uktadzie osi (6", 6%, 6°), dana przez:

[, ¢, ¢ 0 0
CZl CZZ C23 0 0
[Cl=[TT[C.][T]=|c, & ¢ 0 0| (2.68)
0 0 0 ¢, c
|0 0 0 ¢ G

Szczegbtowo rozpisane elementy macierzy [C] znalez¢ mozna w wielu pracach, np. w [48,
65, 127], dlatego tutaj t¢ kwestig sig pomija.

Naprezenia termiczne wg (2.63) transformujemy do uktadu globalnego wykorzystujac
transformacije (2.66b) i ostatecznie otrzymujemy zaleznosé:
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oSt

Se

NS b= {cm} "T(6%), (2.69)
0
0

gdzie {Cy} jest wektorem konstytutywnym zwigzanym z czynnikiem termicznym w ukla-
dzie globalnym, otrzymanym w wyniku transformacji (2.66b) wektora {Cy n} (2.64):

{Cu}=1c (2.70)

o skfadowych:

Cl _ Ea (0[;: + Vbaal;rl]) ) COSZ (ak ) + Eb (Vabaatll; + att)rl; )Sinz (ak)
th — )
1_Vabvba

B ) (oo w)
th — ' .
1_vabvba

E. (0’:; + Vbaagl; ) -k, (vaba;:l + att)g) 1

: -Esin(Zak).

Ch =

1- VabVba

Uzyskujemy zatem ostateczna posta¢ zwiazku naprezenie-odksztatcenie w punkcie osrodka
w uktadzie globalnym (&", ¢, 6°):

0 Sr%‘llech 0 Ell ’[‘;S‘lhl

0 Snzlich . 0 E22 rgslflz

oSoeen [ =T1 [Col[T]12,E, 1 s t=Ic, 1T (6°). (2.72)
823 2 E O

0 ~'mech 0723

Osrﬁch 20E13 O

2.4. Sformutowanie stabe problemu brzegowego

Fundamentalne w mechanice sa zasady zachowania: masy, pedu, momentu pedu,
energii [34, 41, 77]. W rozwazanym zagadnieniu statecznosci powtok zasada zachowania
masy jest spetniona z zatozenia, gdyz badane konstrukcje stanowia zamkniete ukfady me-
chaniczne [34]. Poniewaz nie rozpatruje si¢ zjawiska przeptywu ciepta, obciazenie tempe-
ratura traktowane jest jako quasi-statyczne. Zaktada sie takze, ze pomijalny jest wptyw
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efektow mechanicznych na rozktad temperatury w osrodku. W konsekwencji problem
sprowadza si¢ do zagadnienia statycznej termosprezystosci lub krétko termosprezystosci,
w ramach ktérego spetniona jest takze zasada zachowania energii (patrz [18]). Przy pomi-
nieciu efektéw dynamicznych zasada zachowania pedu jest tozsama z réwnaniem réwno-
wagi sit, natomiast zasadzie zachowania momentu pedu odpowiada réwnanie réwnowagi
momentéw [77]. Problem sprowadza si¢ wiec do odpowiedniego zapisu ww. réwnan row-
nowagi. Rdéwnania te razem z wczesniej opisanymi zwiazkami przemieszczenie-
odksztatcenie i odksztatcenie-naprezenie wraz z odpowiednio zdefiniowanymi warunkami
brzegowymi definiuja problem brzegowo-poczatkowy. Problem ten moze by¢ sformutowa-
ny w dwdch postaciach: silnej (rézniczkowej) i stabej (catkowej).

Stosowana w analizie numerycznej metoda elementéw skonczonych wychodzi ze sta-
bego sformutowania problemu brzegowego, totez réwnania réwnowagi wprowadza si¢
w postaci tozsamosci catkowej, albo wykorzystujac warunki stacjonarnosci funkcjonatéw
(odpowiednia zasada wariacyjna) [34]. Jednym z podejs¢ moze by¢ zastosowanie zasady
minimum energii potencjalnej [72, 126]. Jesli jednak badane uktady nie sa potencjalne
(obciazenia nie sa konserwatywne), zasada ta nie moze by¢ stosowana. Bardziej uniwersal-
na jest zasada pracy wirtualnej, w tym wariant zasady przemieszczen wirtualnych i wariant
zasady obciazen wirtualnych [25, 41], przy czym chetniej stosowana jest zasada wirtual-
nych przemieszczen ze wzgledu na problemy z opisem warunkéw brzegowych w wariancie
wirtualnych sit.

Zasada przemieszczen wirtualnych ma fundamentalne znaczenie w mechanice ciat sta-
tych, gdyz nie stawia sie w niej zadnych ograniczen w postaci zakresu wielkosci prze-
mieszczen, obrotdw czy tez np. sprezystego zachowania materiatu [95]. Nadmieamy, ze
w uktadach liniowych zasada ta jest tozsama z zasada minimum energii potencjalnej [19].
Funkcjonatl zasady przemieszczen wirtualnych, w ktérym jedyna niewiadoma jest pole
przemieszczen, jest podstawa formutowania tzw. przemieszczeniowych elementéw skon-
czonych [13, 34, 176]. Poprzez mnozniki Lagrange’a funkcjonat ten moze by¢ rozbudowa-
ny o dodatkowe zmienne niezalezne, jak naprezenia (zasada Hellingera-Reissnera) czy
jednoczesnie naprezenia i odksztatcenia (zasada Hu-Washizu) [25, 36, 54, 72, 176]. Warto
podkresli¢, ze wprowadzone dodatkowo moga by¢ tylko wybrane sktadowe pdl naprezen,
np. naprezenia poprzecznego $cinania (tzw. Reissner Mixed Variational Theorem), co po-
zwala przyja¢ dowolny rozkiad tychze sktadowych, w tym taki, aby spetnione byty warunki
réwnowagi na powierzchniach zewnetrznych i granicach warstw [25, 136]. Podejscie to nie
wymaga stosowania wspotczynnikéw korekcyjnych $cinania.

W niniejszej pracy stosowane sa przemieszczeniowe elementy skonczone, formutowa-
ne na bazie zasady przemieszczen wirtualnych. Zasada ta brzmi: jesli ciato znajduje sie
w rownowadze, to dla dowolnych, zgodnych, matych, wirtualnych, oddziatujgcych na ciato
przemieszczeri, ktore spetniajg geometryczne warunki brzegowe, catkowita wewnetrzna
praca wirtualna réwna jest catkowitej zewnetrznej pracy wirtualnej [13].

Jak odnotowano we Wstepie, celem analizy jest okreslenie potozenia réwnowagi
w dyskretnych punktach czasowych 0, At, 2At, ..., gdzie At jest przyrostem czasu. Rozwia-
zanie poszukiwane jest na drodze procesu rekurencyjnego, w ktérym zaktada sie, ze znane
sa rozwiazania dla wszystkich punktow czasowych od chwili 0 do chwili t wiacznie, co
daje podstawe do okreslenia potozenia dla nastepnego punktu czasowego t+ At. Przez po-
wtarzanie tego procesu dla catego zakresu zmiennosci t otrzymujemy kompletna $ciezke
rozwiazania.
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Przyjmijmy w tym miejscu nastgpujaca konwencjg: konfiguracja odniesienia jest,
zgodnie ze stacjonarnym opisem Lagrange’a, chwila poczatkowa t = 0, konfiguracje aktual-
na oznaczmy przez t=1, a konfiguracje poszukiwana przez t=2. Zasade przemieszczen
wirtualnych w konfiguracji poszukiwanej mozna zapisac:

2OW = 250, (2.73)

gdzie po lewej stronie (2.73) wystepuje wewnetrzna, a po prawej stronie zewnetrzna praca
wirtualna w konfiguracji poszukiwane;.
Prace zewngtrzna zapisujemy

POW, = [ *fisu %dv + [ plou *dA (2.74)
% A

gdzie %f ' sq sktadowymi sit zewnetrznych oddziatujacych na jednostke objetosci, a 2p' to
skfadowe sit dziatajacych na jednostke powierzchni ciata; Jou, i Ou” to kowariantne
wspbirzedne wektora przemieszczen wirtualnych, przy czym wyraznie odrdzniono tu
przemieszczenia oddziatujace na powierzchnie ( Su®). Przemieszczenia wirtualne mozemy
dalej traktowa¢ jako wariacje przemieszczen w konfiguracji poszukiwanej [79].

Wirtualna prace wewnetrzna w konfiguracji poszukiwanej zapisujemy

W = [ jold3e "V = [ (joh —00) 038 AV, (2.75)
2y %

gdzie 0% sa skladowymi tensora naprezen efektywnych Cauchy’ego obliczanymi w kon-
figuracji t=2 i odniesionymi do tejze konfiguracji. Lewe indeksy oddaja zatem istote tej
miary naprezenia. 056 to wirtualne odksztatcenia, ktore odpowiadaja wariacji matych
(infinitezymalnych) odksztatcen w konfiguracji poszukiwanej [13,79].

W stacjonarnym opisie Lagrange’a konfiguracja odniesienia jest stan poczatkowy,
t =0, totez zwiazek (2.75) nie moze by¢ w powyzszej postaci bezposrednio w tym opisie
wykorzystany. Adekwatna dla tego opisu miara odksztatcen jest tensor Lagrange’a-Greena,
natomiast energetycznie sprzezona z nim miara naprezen — drugi tensor Pioli-Kirchhoffa.
Nalezy dokona¢ odpowiedniej transformacji (2.75), aby wirtualna praca wewnetrzna byta
wyrazona w adekwatnych dla stacjonarnego opisu Lagrange’a miar naprezen i odksztatcen
oraz aby catkowanie odbywato si¢ po objetosci poczatkowej.

Przypomnijmy, ze:
— &F;j sa sktadowymi materialnego gradientu deformacji,
— 2F sa sktadowymi jego odwrotnosci,
— Jjest wyznacznikiem materialnego gradientu deformaciji.

Transformacje elementu objetosci zapisujemy [77]:
dv = J%v. (2.76)

Relacja pomiedzy sktadowymi tensora naprezen Cauchy’ego a skfadowymi drugi tensora
Pioli-Kirchhoffa [77] jest nastepujaca:

20% =37 R oF, oS (2.77)

¢S sq sktadowymi 2. tensora naprezen Pioli-Kirchhoffa, obliczanymi w konfiguracji t= 2
i odniesionymi do konfiguracji poczatkowej, t= 0.
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Stosujac tzw. transformacje wprzdod [59, 77] mozemy zapisaé zwiazek miedzy skia-
dowymi tensora odksztatcen Eulera-Almansiego a skfadowymi tensora odksztatcen La-
grange’a-Greena:

Zzelj = gFmi gan gEmn’ (278)
gdzie 7€; to sktadowe tensora odksztatcen Eulera-Almansiego, obliczane w konfiguracji
t=2 i odniesione do tejze konfiguracji, a 2E,, oznacza sktadowe tensora odksztatcen La-
grange’a-Greena, obliczane w konfiguracji t=2 i odniesione do konfiguracji poczatkowej,
t=0.

Wykorzystujac (2.76-2.78), (2.75) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

oW, = [ ol sle, *av = [ SIS JE,, AV, (2.79)
QY R
co przy wykorzystaniu dekompozycji naprezen na sktadowe zwiazane z czynnikami me-
chanicznym i termicznymi mozna dalej rozpisac:
2OW, = [ (300 — 300) 876, %AV = [ (5Smy — 3Si") 8 E,, V. (2.80)
OV

mech mech 0=mn
R
Szczegoly transformacji (2.79) zawiera dodatek C.

Odpowiednia transformacje nalezatoby przeprowadzi¢ takze dla zewnetrznej pracy
wirtualnej (2.74), ktéra wynika z mechanicznych oddziatywan sit powierzchniowych
i objetosciowych w konfiguracji poszukiwanej, t=2, na, odpowiednio, powierzchnie
i objetos¢ w tejze konfiguracji. Zauwazamy, ze tak ,,doktadny” opis, tj. odnoszenie tych
oddziatywan do konfiguracji poszukiwanej bytby dos¢ skomplikowany i w tym miejscu
dokonuje sie uproszczenia przyjmujac, ze oddziatywanie ww. sit jest opisane wzgledem
konfiguracji poczatkowej, tj.:

oW, = [ *f16u,°dv + [ *p'sul °dA (2.81)
O °A

Przechodzac do zapisu przyrostowego, zapiszmy dekompozycje¢ tensora naprezen
i odksztatcen mechanicznych (por. [13]):
S =aSm 4 .S (2.82)

0 ~mech = 0 “mech ' 0“mech?

g Emn = é Emn + 0 E (283)

mn*

Sktadowych naprezen zwiazanych z temperatura, jako niezaleznych od przemieszczen, nie
dekomponuie sie.
Wariacje tensora odksztatcen w konfiguracji aktualnej rozpisujemy:

8B =0 (0B + 0By ) =0+ ,E,, =3 ,E (2.84)

0 —mn 0—mn"

Wykorzystujac (2.82) i (2.84), wirtualng prace wewngtrzna (2.80) mozna zatem zapi-
sac:

Zé\Ni = j (( Olsr?ench + OSrrnn:ch)_ gst?:n)é‘OEmn OdV (285)
(}v
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W podejsciu pojedynczej warstwy zastepczej (ESL), czyli w sformutowaniu stricte
dwuwymiarowym, postugujemy si¢ uogolnionymi miarami naprezen, totez wyrazenie
(2.85) trzeba zapisa¢ z uzyciem tychze miar. Nalezy w (2.85) oddzieli¢ catkowanie
po grubosci od catkowania po powierzchni. Wykorzystujac (2.32), mozemy (2.85) sprowa-
dzi¢ do postaci:

"W, = [ [{(5Sm+ oSmn) =5 S} 86 Epy "1°dH °d 2 (2.86)

W (2.86) pojawia sie wyznacznik tensora przesuniecia “z (ang. shifter) (por. (2.24)).
Czesto przyjmuje sie uproszczenie °u =1, co jest uzasadnione dla powtok mato wynio-
stych [12, 31, 32, 33]. W niniejszej pracy nie stosuje si¢ jednak uproszczen w tym zakresie.
Szczegbty catkowania po grubosci zawiera dodatek D. Wprowadzono tam powtokowe sity
przekrojowe (por. (D.4)) i zapisano zwiazek konstytutywny (2.72) na poziomie catego
przekroju (por. (D.18)).

Wykorzystujac wyprowadzone w dodatku D uogélnione miary naprezen (por. (D.5-
D.7)), mozemy zapisa¢ ich dekompozycje, analogicznie do (2.82):

(n) (n) (n)
2 L mn  __ 1 L mn L mn

mech — mech mech

(2.87)

oraz nastepujaca posta¢ wirtualnej pracy wewnetrznej:

2 (n) (n) (n) (n) (0) (0) (0)
26\/\/ _[ 250 off (O mech+ Lmech] SL:;ﬁ +25 E3[0Lﬁgch+ Lmech] OdQ (288)

0 | n=0

2.5. Zwigzek konstytutywny na poziomie przekroju

Jak wczesniej wspomniano, szczegdty wyprowadzenia zwiazku konstytutywnego
(2.72) w miarach uogélnionych naprezen i odksztatcen przedstawiono w dodatku D. W tym
miejscu przedstawia si¢ jedynie skrotowy zapis, wprowadzajac tym samym oznaczenia,
ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

Ogblna posta¢ zwiazku naprezenie-odksztatcenie dla wielkosci mechanicznych mozna
zapisa¢ w postaci (por. (D.18)):

{0Smen} =[ o Hoeen [{ 0 Emean ) (2.89)
gdzie:
{0 Nrean} {0}
{O/VLmh} {06.(1)}

(EE

} ' {Oamech}: . (290)
mech €

{0Quean} {07}
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Sktadowe wektora przyrostow naprezen i odksztalcen w (2.90) przyjmowane sa, odpo-
wiednio, wg (D.6) i (D.9). Macierz konstytutywna [oH,....] ma nastepujaca strukture blo-
kowa (por. (D.18):

[ (0,0) (0,2) (0,2)
|:'A\]3><3 [B]3><3 |:D:|3><3 |:O]3><2
(], (O], [El, [
B
[0 ﬂmech :| _ (2,0)3X3 o 3x3 (sz)sxa 2 | (2.91)
[ D]3><3 [ E ]3><3 [ F ]3><3 [0]3><2
(0,0)
_[0]2><3 [0]2><3 [O]sz [SA ]2x2_

Poszczegdlnie podbloki w (2.91) dane sa przez:

8y 8y 8y |: Ky JKysKi a45:|

l—,N\I

[Al: =|8n 8 5 | [Sal,, = a; = | ¢ °ud6’, (2.92)
. Ay Ay Ay, e \/k23k13 8, k13a55 l _%
by, By, by 5
B ]3><3 by by By |, by = _[ Cij63 ‘ude?, (2.93)
by, by, by %
d,, dy, dyg 2 ,
[D]3><3 =|dydydy |, dy= _[ Gj (93) ‘ude’, (2.94)
| A3y Ay, g ’%
[CHERS 5 .
[E]3><3 =€n€n€y| &= _[ G (‘93) ud6’, (2.95)
| €31 €5 €53 ’%
[y T i %
[F]3><3 =\ fu fp | £y = J. C; (93) ude’, (2.96)
L fa o fag ’%

gdzie cjj sa elementami macierzy (2.68).

W (2.92) wprowadzono opisane w dodatku B globalne dla catego przekroju wspét-
czynniki korekcyjne $cinania k;;.

Lewy dolny indeks przy macierzy # wprowadzono w celu podkreslenia, ze parametry
materialowe sa traktowane podczas analizy jako stale, niezalezne od poziomu obciazenia,
w tym temperatury.

Dla czynnika termicznego natomiast zwiazek konstytutywny na poziomie przekroju
w konfiguracji t =2 dany jest przez (por. (D.18)):

{isn)=[ot {57}, (2.97)

gdzie
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g th (0)
{0Sn}= } : {57}:{1@)}’ (2.98)

przy czym T oraz T% przyjmuije sie zgodnie z (2.57).
Struktura blokowa macierzy konstytutywnej zwiazanej z wptywem temperatury jest

nastepujaca:

) ©D

{A\h }3><1 { Bth }3><1 |

1,0) 1)

[oH,]= {Butss {Dulsq | (2.99)

(2,0) (2.1)

{Dutse {Enkss

L {O}le {O}le i

Podwektory (2.99) sa dane przez:

a, h
{Ah}m: a (. &, = I ude?, (2.100)
a .
. h
h 2
{Bu},, =106 bl =]ci 6" ude’, (2.101)
)
d: ]
{Do},, =1dit  di=[ci(6°) “ude”, (2.102)
dt:li -2

gdzie ¢}, wedtug (2.70).

2.6. Kryterium Tsai-Wu w analizie wytezenia materiatu

Jak wspomniano we Wstepie, analize statecznosci konstrukcji rozszerza sig o kontrole
stanu wytezenia materiatu warstw, wykorzystujac w tym celu kryterium Tsai-Wu.

Obszar bezpieczny dla ptaskiego stanu naprezenia w punkcie warstwy poprzecznie
izotropowej okresla zgodnie z hipoteza Tsai-Wu wielomian [48, 57, 65, 127, 128]:
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(2.103)
= (20%) 4 2R, 20220 +
t'c

1 1 |2 aa 1 112 m 1 2
——— o ——— 5o + o) +
s £ Lot o2l
1
_2(20'ef) =1
S

gdzie ;08 ,50¢ ;0% sq skladowymi tensora naprezen efektywnych Cauchy’ego w lokal-
nych osiach materiatowych warstwy (rys. 2.4). X, X, sa wytrzymatoscia warstwy w Kie-
runku zgodnym z utozeniem wiokien przy rozciaganiu i sciskaniu; Y;, Y symbolizuja wy-
trzymatosci warstwy w kierunku poprzecznym do kierunku wiokien przy rozciaganiu
i sciskaniu; S, oznacza wytrzymatos¢ warstwy na scigcie w jej ptaszczyznie; Fa, to wspot-
czynnik interakcji naprezen :0& i 04 . Wszystkie charakterystyki wytrzymatosciowe
poza wspotczynnikiem interakcji wyznaczane sa w laboratoryjnych prébach jednoosio-
wych. Poniewaz okreslenie wspétczynnika F,, wymagatoby przeprowadzenia skompliko-
wanego badania dwu-osiowego [57, 65, 161], czesto wartos¢ tej statej przyjmowana jest
jako réwna zeru. W niniejszej pracy jednak wspotczynnik ten jest wyznaczany zgodnie
z formuta, ktéra podali Tsai i Hahn®

-1
Fp=————.
2V XtXCYtYC

Wartos¢ wspétczynnika interakcji, cho¢ zwykle bardzo mata, ma znaczacy wplyw na
ksztatt i zasieg obszaru bezpiecznego kreslonego zgodnie z opisywana hipoteza w prze-
strzeni naprezen [139].

Komentarza wymaga fakt, ze kryterium (2.103) zapisane zostato dla ptaskiego stanu
naprezenia. W zastosowanym modelu powtoki, obok sktadowych naprezen wystepujacych
w (2.103), wystepuja takze sktadowe poprzecznego scinania. Podkresimy, ze kryterium
Tsai-Wu jest w ogélnym przypadku trojwymiarowe [127, 128] i mozna by je w takiej po-
staci zastosowac w niniejszej pracy. W praktyce jednak, ze wzgledu na dostepne w anali-
zowanych w dalszej czeséci pracy przyktadach dane wytrzymatosciowe ograniczone do
ptaskiego stanu naprezenia, kontrole wytezenia ogranicza si¢ tylko do skfadowych PSN
i dlatego przytaczane tu kryterium jest dwuwymiarowe. Warto doda¢, ze takie uproszczone
podejscie jest zastosowane takze w programie NX-Nastran.

Stopien wytezenia materiatu okreslany bedzie tzw. indeksem zniszczenia Fl, ktérego
formuta wynika wprost z (2.103):

1 112 @l 1) m 1 2
FI 5 —- o, oy +———\,0 +
(Xt chz ef(Y YJZ o X X, (z ef)

(2.104)

(2.105)

ooy BR) + 2Pudogio + o)

t'c S

Stanom bezpiecznym odpowiadaja wartosci FI < 1, natomiast wartosci FI > 1 beda okresla-
ty stan niebezpieczny.

® Tsai S.W., Hahn H.T.: Introduction to composite materials. Lancaster: Technomic Publishing
Co., 1980. Praca cytowana za [161].
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O mechanizmie zniszczenia rozstrzyga si¢ w sposéb przyblizony, tj. na podstawie
oceny, ktore ze skfadnikow sumy po prawej stronie (2.105) sa dominujace [127]. | tak:

warunek: Fl, = [i—i}oﬁ" -1 505)? = max(Fl,, Fly, Fl )
L X XX

C t7*c
odpowiada zniszczeniu widkien;

warunek: Fl, = (i—ijzzagb +L(220-gfb)2 = max(Fl,, Fl,, Fl )
Y YiYe

t c
odpowiada zniszczeniu matrycy; (2.106)

warunek: Fl = é 265)? = max(Fl,, Fl,, Fl 4)

S
odpowiada scisnieciu warstwy.



Rozdziat 3

IMPLEMENTACJA NUMERYCZNA

W tym rozdziale przedstawia si¢ elementy numerycznej implementacji modelu obli-
czeniowego powtoki opisanego w rozdziale 2. Na poczatku omowione sa krétko elementy
skonczone stosowane w dyskretyzacji, nastepnie podana jest macierzowa wersja zasady
przemieszczen wirtualnych, kolejno oméwione sa: metody $ledzenia sciezek rdwnowagi,
analiza z uwzglednieniem imperfekcji oraz analiza wytezenia konstrukcji.

3.1. Elementy skonczone stosowane w analizie

Do dyskretyzacji analizowanych konstrukcji uzywane sa elementy izoparametryczne
[58, 61, 188]. W stosowanym programie udostepnione sa: 8-weztowy element Serendipity
oraz 9- i 16-weztowe elementy Lagrange’a [34, 58].
Przyjeto nastgpujace oznaczenia:
— NNE - liczba weztow elementu,
— k—numer wezta w elemencie,
— 1, s— naturalne wsp6trzedne lokalne elementu,
— QOu — przemieszczenie (stopien swobody) w wezle k elementu, M = 1..5,
— Uy — przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu, M = 1..5.

Zachodza nastepujace relacje miedzy przemieszczeniami punktéw elementu, a sktadowymi
wektora przemieszczen (2.49):
(0)
Uy =" M=i=123 translacje),
o ( i) (3.1)

muM = mvj M-3=j=12 (obroty).

m

Przemieszczenia punktéw w elemencie w funkcji parametrow weztowych przedstawia
zaleznos¢:
NNE

"y (1,9 =D [N(r,9)"g |, M=1,..5 (3.2)

gdzie Ni(r,s) jest funkcja ksztattu naturalnych wspotrzednych elementu w wezle k (patrz np.
[58, 109]).

Woprowadzajac liniowe operatory macierzowe Bjjv i G, sktadowe tensora odksztat-
cenia oEy (por. (2.51)) mozemy zapisa¢ [79, 82]:

m m, 1 m m
0By =By "Uy +§G‘|kPijQ Up "Ug. (3.3)

Pochodne skladowych tensora odksztalcen w funkcji przemieszczen weztowych
w konfiguracji aktualnej wyrazone sa przez [79, 82]:
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9, E; o'y, o'u
aoqRJ = BijM aqR +G|kPG]kM PW:, (34)
21
J 0 Eij = GGy 8 Up a Uy ) (3.5)
9090, an 00,

Ze wzgledu na liniowa zaleznos$¢ przemieszczen od parametrow weztowych drugie
pochodne przemieszczen po parametrach weztowych w (3.5) zanikaja.

Analiza efektywnosci tych elementéw, zwilaszcza pod katem obecnosci tzw. efektu
blokady (ang. locking, [29, 34, 36, 58, 109, 111, 175, 176, 189]), nie jest przedmiotem
niniejszej pracy i w tym zakresie bazuje sie na doswiadczeniach zaprezentowanych m.in. w
[79, 83]. W konsekwencji najczesciej w obliczeniach stosowany jest element 8-weztowy.
W celu uniknigcia wptywu blokady na wyniki stosowany jest zaproponowany w [189]
schemat rownomiernie zredukowanego catkowania na etapie wyznaczania sztywnosci ele-
mentéw (ang. Uniform Reduced Integration — URI) [58, 81, 175]. Technika ta moze by¢
jednak zrédtem zero-energetycznych form deformacji, tzw. form pasozytniczych [34, 176,
177]. Z tego wzgledu, w celu weryfikacji otrzymanego rozwiazania, w pracy uzywany jest
takze element 16-weztowy z petnym catkowaniem (ang. Full Integration — FI), ktéry moz-
na uzna¢ za zasadniczo wolny od wptywu efektu lockingu [34].

3.2. Macierzowa reprezentacja zasady przemieszczen wirtualnych

Przypomnijmy wprowadzona wczesniej konwencje: konfiguracja odniesienia jest
chwila poczatkowa t= 0, konfiguracje¢ aktualna oznaczmy przez t=1, a konfiguracje po-
szukiwana przez t= 2. Wewnetrzna prace wirtualna (2.88) z uwzglednieniem zwiazku kon-
stytutywnego (2.89) i (2.97) mozna wyrazi¢, jak ponizej:

2 (n) (n) 2 (nm) (m) (n)
o [0 B g )

0n| n=0

(3.6)
© [ © 09

+2j5 Eﬁ{; & +2"43'730E,,3}°d9,

°Q

gdzie H# | 29 sg odpowiednimi wspotrzednymi tensora konstytutywnego o%ecs
(por. (2.91)).

Wykorzystujac dekompozycje przyrostowa (2.83), skfadowe tensora odksztatcenia
w konfiguracji poszukiwanej mozemy zapisa¢:

(2) Eij :(1) Eij + OEij' (3.7)

Sktadowe odksztatcenia w konfiguracji poszukiwanej mozna takze przyblizy¢ rozwinie-
ciem w szereg Taylora w otoczeniu konfiguracji aktualnej, z czego wyznacza si¢ nieznany
w (3.7) przyrost odksztatcen w funkcji ich aktualnej wartosci:
J, E J, E,
= Ej+—LAgs = ,E, = 1 Aqg, (3.8)
905 905

g E.

1]
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gdzie pochodna skfadowych tensora odksztatcenia w konfiguracji aktualnej, t=1, wg (3.4).
Wariacje przyrostéw skfadowych tensora odksztatcenia mozna zapisa¢ nastepujaco
[79, 82]:
1 21

JLE, 3IE,
3(,E))=0(E —E)=3GE) = d( .J)~ '5q +a aqi 995Ac, (3.9)

gdzie pochodne sktadowych tensora odksztalcen w MES wyznaczane sa wedtug (3.4) i (3.5).
Podstawiajac (3.8) i (3.9) do (3.6) i po uporzadkowaniu, otrzymujemy:

20W =00 { s Fs =3 Fs‘h+(§K;’T +IKE —gK;“‘)Aqﬁ KZAGAgs b, (3.10)
%/—/

Js(*a,A0)
gdzie: }Fs — sktadowe wektora sit zrownowazonych FY w konfiguracji aktualnej,
zalezne od aktualnych naprezen i przemieszczen:

) () ) @
E E

YR = j Z o 1L“/’ +2-2 ¢ ;Lé;;h °dQ, (3.11)
iq| 0 90s qu

2F& - skladowe wektora obciazenia termicznego 3K, zalezne od temperatury

w konfiguracji poszukiwanej i aktualnych przemieszczen:

(n)
dlE

SR = Z aq“/’g &hf’ dQ, (3.12)
S

0| n=0

Ky - skladowe materiatowej macierzy sztywnosci (KK, , zalezne od aktual-
nych przemieszczen:

(n) (m) (0) (0)
1Ky = Zzli S ﬁ“ﬂ”a Eo0 |44 90 2 =t 2 0B dQ,  (3.13)
0g| n=0m=0 aqs aqT aQS aqT

s KS - skladowe geometrycznej macierzy sztywnosci ;KK , zalezne od aktual-
nych naprezen:

(n) (0)
() 0*LE,, ,©
Eup W 22218 10dQ, (3.14)

82 1

1 KG —
o Nsr 0_[2 ;aqsaq_r mech aqsaq_r 0 “mech
SKS™ — sktadowe termicznej geometrycznej macierzy sztywnosci oKg ., kiora
dalej nazywac bedziemy w skrécie termiczna macierza sztywnosci, zalez-

ne od temperatury w konfiguracji poszukiwanej:

Y Ssymbolike wektora sit zréwnowazonych *F i pozniejsza F nalezy odréznia¢ od stosowanego
w pracy oznaczenia materialnego gradientu deformacji 2F i jego odwrotnosci JF .
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(n)
2 1o Gth _ 2,9° lEaﬂ 2 naﬂ 0 3.15
Ke"= || D o |0 (3.15)

0| n=0

SKZUW _ skiadowe tréjwymiarowego obiektu, ktory nazywany jest ,macierza”
wyzszego rzedu [79] K" zalezne od aktualnych przemieszczen:
() (m ©) ©)

U J‘ ZZ 9* o E aﬂHaﬂléaoEﬂ? 4 I, E Eys —53’738 Ese °dQ. (3.16)
S| Ao ms| 00500, a0, 090500 90

Macierz wyzszego rzedu K" (3.16) wraz kwadratem przyrostu wektora parametrow
weztowych w réwnaniu (3.10) stanowia dodatkowy sktadnik J(‘q,Aq), zalezny od aktu-
alnej deformacji i nieliniowy wzgledem przyrostu przemieszczen.

Réwnanie (3.10) mozemy przepisa¢ wprowadzajac notacje macierzowa:

oW = oq" (JF - (R, + (K, + (Ks - [Kg, ) Aq+ I ('q,Aq)).  (317)

Prace wirtualna obcigzen zewnetrznych (por. (2.81)) w notacji macierzowej zapisa¢ mozna
nastepujaco:

25W, = oq" 2R, (3.18)

gdzie 2R, reprezentuje wektor zewnetrznych mechanicznych obciazen weztowych
w konfiguracji poszukiwanej.

Podstawiajac (3.17) i (3.18) do (2.73), zapisujemy macierzowa wersje zasady prze-
mieszczen wirtualnych, otrzymujac tym samym macierzowa posta¢ przyrostowego réwna-
nia rownowagi:

(éKu +oKg — SKG,th)Aq = R + o, — éF—J(lq,Aq), (3.19)

gdzie (oK, + ;K — {Kg ) jest tzw. styczna macierza sztywnosci.

Komentarza w tym miejscu wymaga pojawiajaca sie po lewej stronie rownania (3.19)
termiczna macierz sztywnosci SKe,m, przy ktorej wystepuje lewy gorny indeks t=2,
w odréznieniu od pozostatych sktadowych macierzy sztywnosci oznaczonych indeksem
t= 1. Oznaczenie to jest bezposrednia konsekwencja definicji tych sktadowych, tj. macierze
oK, i ;K. zaleza, odpowiednio, od aktualnych (t= 1) przemleszczen i naprezen mecha-
nicznych (por. (3.13) i (3.14)), natomiast macierz termiczna ;K jest funkcja temperatu-
ry w konfiguracji poszukiwanej (t=2) (por. (3.15)). Wartos¢ temperatury uwzgledniana
w skfadniku K, jest jednak zalezna od metody $ledzenia $ciezki i bedzie oméwiona
w dalszej czesci pracy.

3.3. Ogdlne uwagi o réwnaniu przyrostowym
Przypomnijmy, ze w przyjetej w pracy metodzie analizy statecznosci konstrukcji po-

szukiwane sa punkty krytyczne na sciezce rownowagi uktadu, ktéra to sciezke znajdujemy
na drodze rozwiazania przyrostowego. ROwnanie (3.19) odgrywa tu zatem kluczowa role,
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przy czym w zaprezentowanej powyzej postaci przedstawia ono nieliniowa zaleznos¢
wzgledem poszukiwanego przyrostu przemieszczen, gdyz uwzgledniono w nim zwiazany
z macierza (3.16) wektor wyzszego rzedu (por. (3.10)). W celu znalezienia rozwiazania
réwnania, dokonuje sie jego linearyzacji, pomijajac powyzszy czton nieliniowy:

(éKu + éKG - gKG,th)Aq = (Z)Rmech + gEh _éF . (3.20)

Podkreslmy teraz, ze réwnanie (3.20) zapisane jest w postaci ujmujacej dwa typy ob-
ciazen: obciazenia natury mechanicznej 2R, (obciazenia skupione, cisnienie itp.) oraz
obciazenie temperatura 2F,, . Uwzglednienie zmiennosci obydwdch obciazen jednoczesnie
wymagatoby analizy tzw. obciazenia wieloparametrowego. Jest to dos¢ skomplikowane
zagadnienie [95, 171]. W niniejszej pracy, jak juz wczesniej wspomniano, badane sa tylko
obciazenia jednoparametrowe.

Przyjeto zatem dwa mozliwe warianty analizy:

— zmiennego obciazenia mechanicznego przy ustalonym polu temperatury,
— zmiennego obciazenia termicznego przy ustalonym poziomie obciazenia mechanicznego.

Praktycznie jednak w pracy skoncentrowano si¢ na przypadkach powtok obciazonych tylko
i wykacznie zmiennym polem temperatury. Zaznaczmy ponownie, ze okreslenie ‘zmienny’
o0znacza tu zmienno$¢ w tzw. czasie umownym.

Przepiszmy (3.20) w skréconej formie, uwzgledniajac jedynie obciazenie termiczne:

(éKu + oK — SKG,th)Aq = gEh —oF. (3.21)

Zazwyczaj w analizie przyrostowej obciazenie definiowane jest poprzez pewne obcia-
zenie referencyjne pomnozone przez tzw. parametr obciazenia [34, 171]. Obciazenie refe-
rencyjne jest definiowane raz i pozostaje ustalone. Zauwazmy jednak, ze wektor obciazenia
termicznego w niniejszym sformutowaniu jest zalezny od aktualnych przemieszczen (por.
(3.12) i (3.4)). Wektor ten ma zatem charakter obciazenia $ledzacego [95] i ewentualny
zapis obciazenia w konfiguracji poszukiwanej w formie K, = A4, Fy rer , 9dzie Ky pee
jest wektorem ustalonym, bytby btedny [113].

W poprzednim rozdziale w punkcie 2.2 wprowadzono opis obciazenia termicznego
(3.57), bedacy uogolnieniem zapisoéw (3.54) i (3.56). Zgodnie z tym opisem przyrost tem-
peratury w dowolnym punkcie na grubosci powtoki jest uzalezniony od przyrostu tempera-
tury na wyroznionej, tj. gornej albo dolnej powierzchni zewnetrznej (tzw. temperatury
wiodacej), ustalonego jako iloczyn amplitudy temperatur, ktorej wskazane wiokno jest
poddane, i parametru obciazenia ™y W niniejszym sformutowaniu obciazeniem referen-
cyjnym jest zatem amplituda temperatur na wskazanej powierzchni zewnetrznej, tj.

AT, T

REF :Tmax — linit 1

(3.22)

gdzie Tmax i Tinit Wg (2.53) lub (2.55).
W istocie to wystepujace w (3.12) i (3.15) termiczne sity przekrojowe 7 L% sa bezpo-
srednio zalezne od obciazenia referencyjnego (3.22):

TLE = L (" AT ) 2 (3.23)

2 W celu uproszczenia zapisu nad oznaczeniem sit termicznych pominieto indeks (n).
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Parametr obciazenia mozna wytaczy¢ na zewnatrz (3.23) (por. (D.7) i (D.10)):
SLE = " L (ATegr ). (3.24)

Nalezatoby zatem wprowadzi¢ ponizszy zapis dla wektora obciazenia termicznego oraz
zaleznej takze od temperatury termicznej macierzy sztywnosci w dowolnej konfiguracji
t=m:

Fn =F, ( (m_l)ql " nltwﬁ (ATREF ))'
?KG,th = KG,th ( "n imﬁ (ATREF ))

W (3.25) zaznaczono dodatkowo, ze wektor obciazenia termicznego jest zalezny od prze-
mieszczen w znanej konfiguracji. Struktura tego wektora (3.12) i macierzy termicznej
sztywnosci (3.15) pozwalaja jednak takze na wyprowadzenie parametru obciazenia z wne-
trza i zapisanie (3.25) w formie:

F, = "4, F, ( (mil)q’ ATeer )’

(3.25)

(3.26)
rI)]KG,Ih = mﬂth Ke,m (ATREF )
Wykorzystujac (3.26), rdwnanie (3.21) mozna zapisa¢, jak ponizej:
( oK, + K - Z;lthKG,th (ATREF ))Aq = Aok}, (1‘1’ ATeer )_ oF. (3.27)

W celu uproszczenia dalszych rozwazan i przeksztatcen wprowadzmy jeszcze inna po-
sta¢ rownania przyrostowego ze ‘skréconym’ zapisem stycznej macierzy sztywnosci:

K('q, 2y, ATe )Aq = °A,F, ('q, AT )-F('q), (3.28)

gdzie zaznaczono, ze macierz (JK, + (K — °2 Ko (ATeer )) = K ('qg, Ay, ATeer )
i wektor obciazenia termicznego ‘A, K, ( 'q, AT+ ) sa funkcja aktualnych przemieszczen
i temperatury w konfiguracji poszukiwanej, a wektor sit zrownowazonych F(lq) jest od
temperatury niezalezny.

3.4. Metody sledzenia $ciezek rownowagi

Wskutek pominiecia w (3.20) sktadnika nieliniowego wzgledem przyrostu przemiesz-
czen, z bezposredniego rozwiazania (3.28) otrzymujemy wynik, ktory moze by¢ obarczony
duzym btedem, zwihaszcza jesli zagadnienie jest silnie nieliniowe [179]. Dlatego tez ko-
nieczne jest poprawienie uzyskanego rozwiazania. To jest dokonywane przy uzyciu odpo-
wiedniego algorytmu iteracyjnego, dla ktérego wynik rozwiazania (3.28) bedzie traktowany
jako pierwsze (lub zerowe) przyblizenie.

W nieliniowej analizie konstrukcji uzywany jest najczesciej algorytm Newtona-
Raphsona [72, 111, 168, 169, 170, 171].

Jak nadmieniono w punkcie 2.4 pracy, celem analizy nie jest znalezienie tylko jednego
rozwiazania w pojedynczym kroku przyrostowym, ale ciagu rozwiazan odpowiadajacych
dyskretnym punktom czasowym, ktére definiuja poszukiwana $ciezke réwnowagi kon-
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strukcji. Istotna kwestia jest tu dalej wybor parametru sterujacego, wzgledem ktérego roz-
rozni¢ mozna trzy typowe metody $ledzenia $ciezek réwnowagi [34, 168, 171]:

— sterowanie obciazeniem,

— sterowanie przemieszczeniem,

— sterowanie parametrem tuku (parametrem sciezki).

Jak juz wspomniano w rozdziale 1, w niniejszej pracy w analizach numerycznych sto-
sowane sa jedynie: metoda sterowania obciazeniowego i parametrem tuku.
Aby omoéwi¢ stosowane metody sledzenia sciezek, przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
— n—numer kroku przyrostowego stosowany w miejscu lewego gérnego indeksu,
— | —numer iteracji w n-tym kroku przyrostowym stosowany w miejscu prawego gérnego
indeksu.

3.4.1. Sterowanie obcigzeniowe

W metodzie sterowania obciazeniowego wartos¢ parametru obciazenia "Ay, w dowol-
nym kroku przyrostowym n jest okreslona nastepujaco:

"= "+, (3.29)

gdzie A, jest predefiniowanym przyrostem tej wielkosci.

Przyjmujac, ze stan przemieszczenia w chwili n—1 oraz temperatura w konfiguracji
poszukiwanej sa znane, mozemy z réwnania (3.28), wyznaczy¢ wstepne, tzw. zerowe przy-
blizenie poszukiwanego przyrostu przemieszczenia:

K ( e, " i1 ATrer ) "Aq© = "2 oK ( (nil)‘l’ATREF )_F ( ('H)q)' (3:30)

Otrzymany z rozwiazania (3.30) przyrost "Aq® umozliwia obliczenie zerowego przybli-
zenia poszukiwanych przemieszczen:

g ="Vg+"Aq® . (3.31)

Jak wczesniej napisano, wskutek zlinearyzowania réwnania wyjsciowego (3.19), uzy-
skany na drodze rozwiazania réwnania (3.30) rezultat "Aq® wymaga poprawienia. W tym
celu przeprowadzany jest na danym kroku przyrostowym n ciag iteracji Newtona
i=1,2,3...ignp | Z rozwiazania réwnania

K("q'™, "2, AT ) 6q0 = "2, F, ("q" 7, AT )-F("q"")  (3.32)
wyznaczana jest poprawka oq"). Nastepnie korygowany jest wyznaczony z (3.30) przyrost:
"Aq" = "Aq" + "6q" (3.33)

i przemieszczenia weztowe:
"q" = "q"? + "oq?. (3.34)

Przy czym w (3.33) i (3.34) "Aq© i "q® wyznaczamy z (3.30) i (3.31).
O zakonczeniu procesu iteracyjnego decyduje spetnienie warunku:

AV = i =i, (3.35)

”5q“’||< e
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gdzie ¢ jest zadana tolerancja, a symbol ||* || oznacza norme kwadratowa wektora. Z prak-
tycznych wzgledéw, na wypadek problemdéw ze zbieznoscia, wprowadza si¢ graniczna
liczbe iteracji imax W kroku przyrostowym. Jesli warunek zbieznosci (3.35) w tej liczbie
iteracji nie zostanie spetniony, obliczenia sa przerywane. _

Przy znanej wartosci "iy, obliczony ostatecznie w ciagu iteracyjnym przyrost "Agq=®
i przemieszczenia "q'=° okreslaja potozenie nowego punktu na $ciezce réwnowagi.

Podkreslmy na koniec, ze w metodzie sterowania obciazeniowego parametr obciazenia
"L jest zmienna niezalezna, w zwiazku z czym jest on w ramach danego kroku przyrosto-
wego h znany i ustalony i moze mie¢ te sama warto$¢ po obu stronach réwnania (3.30) czy
(3.32). Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na fakt, ze po lewej stronie tych réwnan wartos¢ tego
parametru, nawiazujaca do konfiguracji poszukiwanej, zwiazana jest ze sktadnikiem sztyw-
nosci, ktdry odejmowany jest od pozostatych skladowych zaleznych od aktualnych prze-
mieszczen i naprezen. Jesli wiecC przyjety przyrost parametru Aly, jest zbyt duzy, moga
wystapi¢ pewne problemy z uwarunkowaniem macierzy. Nalezy zatem unika¢ zbyt duzych
wartosci Ay, Nie stanowi to jednak o ograniczeniu praktycznego zastosowania opisanej
metody.

Metoda sterowania obciazeniowego cechuje sig, wspomnianym wczesniej, charaktery-
stycznym ograniczeniem, mianowicie pozwala $ledzi¢ rozwiazanie jedynie do poziomu
punktu granicznego obciazenia. Za tym punktem krzywa ($ciezka) przestaje by¢ jedno-
znacznie okreslona dla zmiennej niezaleznej ", stad algorytm w poblizu tego punktu traci
zbieznos¢. Z tego wzgledu metoda ta jest mato przydatna w przeprowadzanej w pracy ana-
lizie statecznosci konstrukcji, gdyz nie umozliwia wyznaczenia wielkosci obciazenia kry-
tycznego oraz $ledzenia $ciezki pokrytycznej.

3.4.2. Sterowanie parametrem tuku

Analize sciezki pokrytycznej umozliwia metoda sterowania parametrem tuku. W me-
todzie tej przyjmuje si¢ mieszany parametr sterujacy, wiazacy przyrost obciazenia z przyro-
stem przemieszczenia, tzw. dtugos¢ tuku lub inaczej dtugos¢ parametru sciezki ds. Techni-
ka ta pozwala na efektywne poszukiwanie rozwiazan w poblizu punktow granicznych ob-
ciazenia, ale takze przemieszczenia (punktéw zwrotnych sciezki) [19, 169].

Etap zerowy w kroku przyrostowym

Podobnie jak w przypadku sterowania obciazeniowego, niezbedne jest okreslenie zero-
wego przyblizenia poszukiwanego przyrostu przemieszczen. Nie jest tu jednak mozliwe za-
stosowanie réwnania (3.30), gdyz o ile znany jest stan przemieszczenia z przyrostu (n- 1), to
wartos¢ parametru obciazenia w konfiguracji poszukiwanej "iy, pozostaje nieokreslona,
gdyz w tej metodzie przyrost parametru obciazenia Ay, nie jest (poza pewnym wyjatkiem)
predefiniowany. Oprdcz zerowego przyblizenia poszukiwanego przyrostu przemieszczen
konieczne jest zatem takze okreslenie zerowego przyblizenia przyrostu parametru obciaze-
nia w kazdym kroku przyrostowym.

Dhugos¢ parametru sciezki ds, wiaze dtugosé zerowego przyblizenia wektora przyrostu
przemieszczen z zerowym przyblizeniem przyrostu parametru obciazenia w kroku przyro-
stowym n zgodnie z relacja:

(") ("2} (1420 = s’ @39
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gdzie "Aq© i "AAY sa poszukiwanymi w danym kroku przyrostowym zerowymi przybli-
zeniami. Zwiazek (3.36) odpowiada sferycznemu sterowaniu parametrem tuku, w odréz-
nieniu od wariantu cylindrycznego, w ktdrym wystepuje tylko pierwszy sktadnik sumy po
lewej stronie (3.36), [44, 113].

Zerowe przyblizenie poszukiwanego przyrostu wektora przemieszczen uzaleznia sig
poprzez parametr obciazenia "AAY od tzw. wektora referencyjnego "Aqqrer:

"AQ© ="M " A (3.37)

Wektor referencyjny wyznaczany jest w kazdym kroku przyrostowym z nastepujacego
rownania:

K(“Vq, "2, AT ) "Mty = F, (", AT, ). (3.38)

Zwrdéémy uwage, ze po prawej stronie (3.38) wystepuje wektor obciazenia termicznego
zalezny od catkowitej amplitudy temperatur, jakiej poddana jest wskazana powierzchnia
zewnetrzna konstrukcji wedtug (3.22), natomiast macierz sztywnosci jest zalezna od prze-
mieszczen i temperatury wyznaczonych w poprzedzajacym kroku przyrostowym (n-1).
Uzaleznienie sztywnosci od temperatury zwiazanej z catkowitym obciazeniem nie miatoby
sensu.

Wykorzystujac (3.37), (3.36) mozna zapisac:

("0 [(”AqREF )T(nAqREF)H} — "ds?. (3.39)

Przyrost parametru obciazenia "AA” nie jest w tej metodzie staty podczas analizy.
Ponadto jego wartosci zasadniczo — jak juz wczesniej wspomniano — nie predefiniuje sie.
Jedynym wyjatkiem jest tu pierwszy krok przyrostowy, w ktérym:

AAY =Ady,, Al —2zadane (3.40)

Jesli wiec w pierwszym kroku przyrostowym (n=1) dla q=0i °A ,=0 z (3.38) wyzna-
czony zostanie wektor referencyjny 'Aqger, to przy zadanej wartosci przyrostu parametru
obciazenia "AA (3.40), mozna z (3.39) ustali¢ wartos¢ kwadratu diugosci tuku *ds’.

W pozostatych krokach przyrostowych, tj. dla n>1, gdy "AA nie jest juz predefi-
niowane, postepuje si¢ niejako odwrotnie, tj. najpierw wyznaczany jest kwadrat dtugosci

tuku z relacji:
"ds? = {w " Dds?,  n>1, (3.41)
NITE

gdzie NDIT i NITE sa, odpowiednio, zaktadana przez uzytkownika liczba iteracji oraz rze-
czywista liczba iteracji w poprzednim kroku przyrostowym. Dodatkowo "ds musi spetniaé
praktyczny warunek:

ds,, < "ds<ds,,, (3.42)

gdzie dspin | dsnax Sa zadanymi, odpowiednio, minimalna i maksymalna dtugoscia tuku.
Zwiazek (3.41) opisuje zatem skalowanie kwadratu dtugosci tuku z kroku poprzedzajacego,
zgodne z warunkami zbieznosci algorytmu w tymze kroku.
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Nastepnie z przeksztatcenia (3.39) okresla si¢ zerowe przyblizenie przyrostu parame-
tru obciazenia:

ndSZ
n T n
RI
("Aeer ) ("Aqgge )+1

Postepujac, jak wyzej opisano, w kazdym kroku przyrostowym n okreslana jest para
"AA ((3.40) i (3.43)) oraz "Aq"® (3.37), a wicc zerowe przyblizenie poszukiwanych przy-
rostu wektora przemieszczen i parametru obciazenia. Na ich podstawie mozna wyznaczy¢
zerowe przyblizenie poszukiwanego punktu na $ciezce réwnowagi:

"AAD = | ,  n>1 (3.43)

N (0) _ (n-1) n (0)
q’=""q+ Aq",
n1(0) _ (n-1) n (0)
A’ ="+ Ay

Procesiteracyjny w kroku przyrostowym

Wyznaczone w etapie zerowym "Aq® i "AA? interpretujemy jako sktadowe wektora
stycznego do poszukiwanej sciezki w punkcie odpowiadajacym konfiguracji (n-1):

ng® — [ nAq(O), nAﬂt(hO)]_ (3.45)

(3.44)

Przyblizenia zerowe "Aq® i "AA” wymagaja poprawienia, ktore uzyskuje si¢ na dro-
dze procesu iteracyjnego i = 1,2,3...ieno Newtona. Nie mozna w tym miejscu skorzystaé
jednak z réwnania identycznego jak (3.32), poniewaz nieznana jest warto$¢ parametru
obciazenia w konfiguracji poszukiwanej "Ay. Korzystamy tu z relacji:

nﬂtﬂ) _ %(hi—l) + n(wi) , (3.46)

gdzie "AY, "AU™ sa przyblizeniami wartosci parametru obciazenia w konfiguracji poszu-
kiwanej n, odpowiadajacymi, odpowiednio i-tej iteracji i iteracji poprzedzajacej (i —1);
"4 jest poszukiwana poprawka wartosci parametru obciazenia w biezacej iteracji. Row-
nanie réwnowagi na etapie iteracji ma wiec postac:

K("q"?, A0 ATog ) "0q " = (A0 + 04D )R, (a7 ATe ) - F (Mg ). (347)
Rdwnanie to mozna jeszcze przeksztatci¢ do postaci:
K( nq(iil)l nﬂt(fiil)’ATREF ) ngq(i) = n5ﬂt(ri)Fth ( nq(iil)’ATREF ) +JU ( nq(iil)’ATREF )v
gdzie: (3.48)
JU ( nq(iil) ! ATREF ) = nﬂt(riil)Fth ( nq(iil)’ATREF ) _F( nq(iil))a
w ktérym wprowadzony wektor J jest wektorem sit niezrownowazonych w biezacej itera-
cji i. Podkreslmy, ze sztywnos¢ w (3.47) uzalezniamy od znanej w danej iteracji wartosci
temperatury, identycznej z temperatura uwzgledniana w wektorze sit niezréwnowazonych
(3.48Db). Inng mozliwa opcja jest obliczanie sztywnosci w ciagu iteracyjnym dla temperatu-

ry z poczatku kroku przyrostowego. Przeprowadzone eksperymenty numeryczne wykazaty
jednak, ze przy przyjeciu temperatury zaktualizowanej, jak w (3.47) czas obliczen poje-
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dynczego kroku przyrostowego, mierzony liczba iteracji potrzebnych do spetnienia warun-
ku zbieznosci, jest krotszy.

Nalezy ponadto zaznaczy¢, ze z identycznych powodéw, jak w przypadku sterowania ob-
ciazeniowego nie nalezy stosowa¢ zbyt duzych przyrostow parametréw obciazenia, co
w sterowaniu parametrem tuku sprowadza si¢ do unikania zbyt duzego Al (3.40).

W procesie iteracyjnym poszukiwana bedzie para poprawek, tj. og® i "64% dla obli-
czonych w zerowym etapie przyrostéw "Aq® i "AA” . W tym miejscu nalezy zastosowaé
odpowiednie kryterium decydujace o Kierunku poszukiwan rozwiazania. Do najbardziej
znanych kryteriéw naleza:

— kryterium Crisfielda, zgodnie z ktérym rozwiazanie poszukiwane jest na okregu (cisle
sferze) o srodku w punkcie sciezki odpowiadajacym konfiguracji aktualnej;

— kryterium Riksa-Wempnera, wedtug ktérego poszukiwanie rozwiazania odbywa si¢ na
kierunku prostopadtym do wektora stycznego (3.45) do sciezki w aktualnym punkcie
[169].

Zaznaczmy tu jednak, ze istnieja jeszcze inne kryteria [129, 170], jak rowniez szereg
réznych wariantéw wymienionych wyzej kryteriow (por. [23]). W niniejszej pracy stoso-
wany jest warunek Riksa-Wempnera-Ramma, ktory ponizej przyblizymy.

Poszukiwane poprawki zmiennych sq® i "04Y sa interpretowane jako sktadowe
pewnego wektora poprawki:

"0 =["oq", "5A) . (3.49)
Zgodnie z klasycznym kryterium Riksa-Wempnera, rozwiazania sa poszukiwane na kie-

runku prostopadtym do wektora "¢© (3.45). Kierunek poszukiwan jest wiec narzucony
warunkiem ortogonalnosci wektoréw (3.45) i (3.49), co mozna zapisac:

"¢ T =0. (3.50)
Po podstawieniach (3.45) i (3.49) do (3.50) otrzymujemy:
("aq®) ("5q" )+ AL "D =0, (3.51)

W algorytmie Riksa-Wempnera-Ramma warunek (3.50) jest zmodyfikowany, jak ponizej
[23]:
""" =0, (3.52)

co oznacza zachowanie warunku prostopadtosci miedzy poszukiwanym wektorem popraw-
ki "6A® a aktualnym wektorem stycznym do $ciezki, a wiec wyznaczonym w iteracji (i-1)
(por. [79]). Przyjmujac, ze sktadowe aktualnego wektora stycznego sa nastgpujace:

nt(ifl) =[ﬂAq(i*1), ”Aﬂtﬂ’l):| , (353)
zalezno$¢ (3.52) mozna zapisa¢ w postaci:
("aq")" ("6q")+"a4 ™ "5 =o0. (359

Warunek (3.52) moze by¢ interpretowany jako pewien posredni wariant migdzy kryteriami
Crisfielda a klasycznym warunkiem Riksa-Wempnera. Algorytm z modyfikacja Ramma ma
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istotna zalete z punktu widzenia obliczen numerycznych, tj. nie wymaga zapamigtywania,
obok sktadowych wektora "Aq"Y, wspétrzednych wektora "Aq® w procesie iteracyjnym
[79]; poza tym jest na og6t szybciej zbiezny niz wariant klasyczny.

Kryteria narzucajace kierunek poszukiwan rozwiazania stanowia w istocie dodatkowe
rownania, tzw. rdwnania wigzow, ktére moga by¢ bezposrednio wprowadzane do przyro-
stowego uktadu réwnan. Macierz takiego rozszerzonego uktadu przestaje by¢ jednak syme-
tryczna, co komplikuje algorytm jego rozwiazania [169]. Tego problemu mozna uniknaé
wykorzystujac technike zaproponowana przez Batoza i Dhatta® i wykorzystana takze np. w
[79], bazujaca na zatozeniu, ze poszukiwana poprawka przemieszczen moze by¢ zdekom-
ponowana nastepujaco:

n5q(i) _ naﬂtﬂ) né‘q(Fi) + ncgqgi)_ (3.55)

Skiadniki poprawki wystepujace po prawej stronie réwnania (3.55) wyznaczane sa z dwéch
ukfadéw réwnan o symetrycznej macierzy:

K( nq(iil)v rI/21§1i71)1A-|—|RE|: ) n5q(Fi) =F, ( nq(iil) ATeer )1

, , ' ' (3.56)
K("q", 207 AT ) "6q) = 3, ("q“ Y AT ).
Mozna fatwo sprawdzié, ze po pomnozeniu pierwszego réwnania przez "3A4% i nastgpnym
dodaniu stronami obydwoch réwnan w (3.56), otrzymamy rownanie (3.48) z poszukiwana
poprawka w postaci (3.55).
Po rozwiazaniu (3.56), z (3.54), przy wykorzystaniu (3.55), wyznaczana jest poprawka
przyrostu parametru obciazenia:

né‘ﬂt(i) _ _(nAq(i_l) )T(né‘qg))
h (nAq(i-1))T(n5q(Fi))+ nAﬂtﬂ_D '

W tym momencie znane sa zatem wszystkie poprawki, tj. "oq® , "oq{’ i "64), co przy
wykorzystaniu zwiazku (3.55) pozwala wyznaczy¢ catkowita poprawke przyrostu wektora
przemieszczen "oq" w iteracji i. Nastepnie zgodnie z (3.46) aktualizowany jest przyrost
parametru obciazenia oraz wektora przyrostow przemieszczen i wektor przemieszczen
catkowitych, identycznie jak w sterowaniu obciazeniowym, a wiec zgodnie z (3.33)
i (3.34). Proces iteracyjny konczy spetnienie warunku (3.35). Obliczone wartosci prze-
mieszczen i parametru obciazenia pozwalaja na wyznaczenie nowego punktu sciezki.

(3.57)

Warunek odciagzania

Istotng role w algorytmie sterowania parametrem tuku odgrywa warunek decydujacy
o znaku parametru "AA{” wyznaczanego z (3.43). W poczatkowej fazie analizy znak ten
jest przyjmowany jako dodatni. Za punktem granicznym obciazenia, na $ciezce niestatecz-
nej, konieczna jest jednak jego zmiana na ujemny. Potrzebny jest zatem odpowiedni waru-
nek, ktérego spetnienie bedzie decydowato o zmianie tego znaku. Warunek ten nazywamy

% Batoz J.L., Dhatt G.: Incremental displacements algorithms for non-linear problems. Interna-
tional Journal for Numerical Methods in Engineering, 14, 1979, 1262-1266. Praca cytowana za [23]
i [113]. Warto jednak nadmieni¢, ze propozycje te przypisuje si¢ takze E. Rammowi [60, 79].
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tutaj warunkienvkryterium odcigzania. W stosowanym w pracy programie dostepne sa dwa
kryteria.

Pierwsze kryterium, stosowane bardzo czesto w wielu programach, takze komercyj-
nych, zaktada, ze 0 zmianie znaku przyrostu parametru obciazenia decyduje zmiana znaku
wyznacznika globalnej macierzy sztywnosci uktadu, tj.:

sgn("AAY ) =sgn ‘K( Vg, "IL ATeer )| (3.58)

Trzeba jednak podkresli¢, ze powyzsze kryterium ma pewna wadg, mianowicie znak
wyznacznika macierzy sztywnosci zmienia si¢ zarowno w punkcie granicznym obciazenia
jak i w punkcie bifurkacji. Kryterium to niejako nie rozrdznia tych dwoch punktéw i jesli
na sciezce wystapi punkt bifurkacji, to zastosowanie tego warunku moze powodowac oscy-
lacje rozwiazania w otoczeniu punktu rozgatezienia [155].

Warunek (3.58) nie jest jedynym mozliwym kryterium; istnieja inne, czesto jednak
takze o ograniczonej zastosowalnosci (por. [44, 45, 113, 155]). Z uwagi na fakt, ze $ciezki
rownowagi badanych w pracy powtok poddanych obciazeniu termicznemu charakteryzuje
obecnos¢ punktéw bifurkacji, konieczne stato sie zaimplementowanie innego warunku
odciazania. Wykorzystano tu kryterium zaproponowane przez Fenga [44], opisane takze
w [113, 155]. W niniejszej pracy wykorzystuje si¢ bezposrednio posta¢ tegoz warunku
podana w pracy [113], zgodnie z kt6ra musi zachodzi¢ zwiazek:

((n—l)A)T ("e?)>0, (3.59)
gdzie
(DA — [(n—l) Aq, ™ Aﬂm} (3.60)

jest wektorem, ktorego sktadowe stanowia wyznaczone w poprzednim kroku przyrostowym
(n—1) wektor przyrostu przemieszczen i przyrost parametru obciazenia, a "¢ jest wektorem
stycznym w przyroscie n wg (3.45). Wyrazenie (3.59) mozna wigc zapisaé:

(“9aa) ("aa)+ "4, "a%0 >0 @81

Wykorzystujac (3.37) i rozpisujac operacje iloczynu skalarnego w (3.61), po elemen-
tarnych przeksztatceniach otrzymujemy warunek:

nA//itij) (( (n_l)Aq)T (nAqREF ) + (n_l)Aﬂth) >0, (3.62)
ktdrego réwnowazna postaé jest nastgpujaca:
n n- T n n-
sgn("AAY ) =sgn ((( VAq) ("Aqe )+ VAR, ) (3.63)

W praktyce w programie prawa strona (3.63) jest obliczana na koncu kroku przyro-
stowego (n-1). Wektor "Aqrer, ktory winien by¢ obliczony w kroku przyrostowym n
z rownania (3.38), jest przyblizany poprawka Vg™’ obliczona z (3.56a) w ostatniej
iteracji kroku przyrostowego (n—1). Jesli bowiem przyja¢, ze dla ostatniej iteracji w kroku
(n-1) w (3.56a) "Vgqlee) = Vg i PRl = 7 1o (3.56a) odpowiada réwnaniu
(3.38) i "PoqiEe) = "Aq . Podkresimy ponadto, ze istotny jest whasciwie tylko znak
(3.63), stad tez opisane przyblizenie wektora "Aqrer jest jak najbardziej uzasadnione.
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Spetnienie warunku (3.59) zapewnia, ze sciezka w kroku przyrostowym n zachowa
tendencje, albo wznoszaca albo malejaca, zgodna z tendencja charakteryzujaca krok przy-
rostowy (n—1) [155]. Kryterium pozwala efektywnie poszukiwaé rozwiazan w otoczeniu
punktéw krytycznych dowolnego typu, tj. punktu granicznego obciazenia, punktu zwrotne-
go sciezki, ale takze punktu bifurkacji, przy czym warunkiem, jaki musi by¢ spetniony, aby
kierunek wektora "¢ by poprawny, jest odpowiednio maty przyrost przemieszczen w kro-
ku poprzedzajacym ™V Aq [155], co jednak praktycznie w otoczeniu punktéw krytycznych
zapewnia sam algorytm $ledzenia.

3.5. Analiza nieliniowa z uwzglednieniem imperfekcji

W niniejszej pracy uwzgledniane sa imperfekcje geometryczne i obciazeniowe, przy
czym nie stanowia one rzeczywistych zaburzen, gdyz dla analizowanych zadan, czerpanych
z literatury, brakuje odpowiednich danych. Nawiazujac do wspomnianej w rozdziale 1
klasyfikacji, stosowane tu imperfekcje maja charakter stymulujacy. Wprowadzanie imper-
fekcji ma z jednej strony na celu oceng wrazliwosci konstrukcji na niedoskonatosci; z dru-
giej strony sa one wprowadzane w ramach tzw. techniki zaburzen stosowanej podczas po-
szukiwania $ciezek drugorzednych [34, 78, 95, 171, 177].

Jako imperfekcje obciazeniowe rozumiane sa w pracy nastepujace sytuacje:

— zdefiniowanie réwnomiernego ogrzania powloki poprzez gradient temperatury z wartoscia
parametru p (por. (2.57)) bliska jednosci,
— wprowadzenie do ukfadu obciazonego temperatura matego obciazenia skupionego.

Imperfekcje geometryczne natomiast wymagaja realizacji obliczen dwuetapowych:

— etap pierwszy obejmuje rozwiazanie problemu konstrukcji poddanej pewnemu obciazeniu
(mechanicznemu lub termicznemu) w zakresie statyki liniowej,

— W etapie drugim przeprowadzana jest geometrycznie nieliniowa analiza konstrukcji pod-
danej obciazeniu termicznemu (cho¢ zadanie obciazenia mechanicznego takze jest mozli-
we); konstrukcja posiada wstepne imperfekcje geometryczne, ktdre stanowi wyznaczona
w pierwszym etapie obliczen deformacja, ktéra moze by¢ odpowiednio skalowana.

Z deformacja wyznaczona w pierwszym etapie obliczen zwiazany jest pewien stan napre-
zenia w konstrukcji. Aby uzyska¢ model powtoki z zaburzona geometria, ale w stanie bez-
naprezeniowym, konieczna jest odpowiednia modyfikacja réwnania przyrostowego (4.28),
jak ponizej:

K((lq+qimp)' A A Teer )Aq = 2K, (( 1q"'qimp)’ATREF )_(F( 1q+qimp)_F(qirm))’ (3.64)

gdzie, obok zwigkszania aktualnych wartosci przemieszczen o wartos¢ imperfekcji, po
prawej stronie réwnania wektor sit zréwnowazonych jest skorygowany o skfadnik odpo-
wiadajacy stanowi naprezenia w konstrukcji z pierwszego etapu obliczen.

3.6. Kontrola wytezenia materiatu

Kontrola stanu wytezenia materiatu odbywa sie zgodnie z hipoteza Tsai-Wu w kaz-
dym kroku przyrostowym, po spetnieniu warunku zbieznosci (3.35) i okresleniu aktualnego
stanu deformacji. Na podstawie znanych i aktualnych przemieszczen wyznaczane sa skia-
dowe uogolnionych odksztatcen wedtug (3.3), a nastepnie, zgodnie z (2.42a) i (2.51 a,b,c)



3.6. Kontrola wytezenia materiatu 67

obliczana jest lokalna wartos¢ odksztatcen zgieciowo-membranowych w srodku wysokosci
kazdej z warstw. Ze wzgledu na zaktadane liniowo sprezyste zachowanie materiatu, mozna
do przyrostowego zwiazku konstytutywnego (2.72a) podstawi¢ wartosci odksztatcen cal-
kowitych i otrzyma¢ odpowiednio catkowite naprezenia mechaniczne. Z kolei z (2.72b) dla
znanej wartosci temperatury aktualnej wyznaczane sa naprezenia termiczne w $rodku kaz-
dej z warstw. Tak okreslone naprezenia mechaniczne i termiczne pozwalaja na wyznacze-
nie sktadowych naprezen efektywnych 2. tensora Pioli-Kirchhoffa. Przy wykorzystaniu
transformacji (C.3) obliczane sa naprezenia efektywne Cauchy’ego, ktére nastepnie trans-
formowane sa do uktadu lokalnych osi materiatu warstwy zgodnie z relacja:

O 0 Gifl
0 O-:fb 00-;2
oo':fb = [T] oo-if2 ’ (3.65)
0O 0Oa
0Oa 00-;3

gdzie [T] jest macierza transformacji (2.65). Uzyskane w ten sposéb wartosci naprezen
Cauchy’ego w gtownych osiach materiatowych podstawiane sa do (2.105) i wyznaczany
jest indeks zniszczenia. Kontrola odbywa sie w punktach Gaussa odpowiadajacych zredu-
kowanemu schematowi catkowania, co w przypadku stosowanego elementu 8-weztowego
oznacza 4 punkty kontrolne w kazdym elemencie. Wybor tych punktéw podyktowany jest
faktem, ze charakteryzuje je najlepsza doktadnos¢ wyznaczonych wartosci naprezen [187].



Rozdziat 4

PRZYKLADY NUMERYCZNE

Rozdziat zawiera wyniki przeprowadzonych za pomoca programu autorskiego analiz
kilku przyktadéw numerycznych ptyt i powlok poddanych oddziatywaniu temperatury.
Dodatkowo w dwoch zadaniach zaprezentowano takze rezultaty uzyskane programem NX-
Nastran (ver. 7.0). Do prezentacji wynikdéw wykorzystano Microsoft Office Excel oraz
post-procesor GID (ver. 7.2).

W ramach wstepnego testu poprawnosci programu wiasnego rozwazany jest ,,akade-
micki” problem izotropowego pasma ptytowego w réwnomiernym polu temperatury, dla
ktérego mozliwe jest wyznaczenie wartosci temperatury krytycznej w sposob analityczny.
Pozostate zadania dotycza dzwigaréw warstwowych. Ich kolejno$é uszeregowano wedtug
geometrii, stad poczatkowe zadania dotycza ptyt, kolejne paneli cylindrycznych, a koncowe
powtok sferycznych. Wszystkie prezentowane zadania, poza pierwszym, zostaty zaczerp-
niete z literatury. Wéréd nich, az 3 pochodza z pracy [60]. Przyjmujac, ze prezentowane
wyniki maja dowodzi¢ poprawnosci opracowanego programu wiasnego, konieczne jest, aby
wsrdd analizowanych zadan znalazty sie takie, ktérych rozwiazanie cechuje sie znaczna
nieliniowoscia. Zadania dotyczace ptyt takiego warunku nie spetniaja. Wsréd dostepnych
Autorce prac dedykowanych analizie powtok gtéwnie w trzech znalez¢ mozna oryginalne
propozycje przyktadow, dla ktérych przyjete dane zapewniaja silnie nieliniowe rozwiaza-
nie. Najwiecej tego typu zadan zawiera whasnie praca [60]. Warto wspomnie¢, ze przyktady
Z nigj sa czesto wykorzystywane do oceny modeli whasnych takze przez innych autoréw np.
[9, 85, 88, 92, 107, 153, 156].

Kontrolg wytezenia materiatu przeprowadzono w tych zadaniach, w ktérych oryginal-
nie stan naprezenia byt analizowany i podane zostaty charakterystyki wytrzymatosciowe
materiatdw. W niniejszym studium podjeto probe nieco szerszego niz w pracach, w ktdrych
przyktady zaproponowano, opisu wytezenia poprzez dodanie informacji o jego mechani-
zmie i lokalizacji.

W opisie zadan przyjmuje sig, ze numeracja warstw laminatu przebiega od dotu. Sto-
sowane sa 0znaczenia, z ktérych czes¢ pojawita sie juz we wczesniejszej czesci pracy, ale
dla wiekszej czytelnosci przytacza sie je tu ponownie:

— H - grubos¢ powtoki,

— Ta, Tg—maksymalne temperatury na powierzchni, odpowiednio dolnej i gérnej powtoki;
w celu uproszczenia zapisu wprowadzono tu ww. oznaczenia zamiast odpowiednio
Thmax 1 Temax (POr. (2.53) i (2.55)).

— Tinit — temperatura poczatkowa; jesli inaczej nie podano przyjmuje sig, ze Tinit = 0;

— T —temperatura krytyczna;

— Trw—temperatura zniszczenia materiatu okreslona zgodnie z kryterium Tsai-Wu;

— FI, SRI, URI - technika, odpowiednio petnego, selektywnie zredukowanego i jednolicie
zredukowanego schematu catkowania sztywnosci elementu skonczonego;

— Ea, E, — moduty Younga materiatu, odpowiednio w kierunku réwnolegtym i prostopa-
dtym do utozenia witokien zbrojenia (E — dla materiatu izotropowego),
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— Gap, Gae, Gue — moduty odksztatcalnosci postaciowej w ptaszczyznach, odpowiednio
a-b, a-c, b-c,

— Vg, —Wspotczynnik Poissona w plaszczyznie a-b (v — dla materiatu izotropowego),

— o, o — wspokczynniki rozszerzalnosci termicznej materiatu odpowiednio wzdhuz i w
poprzek wiokien zbrojenia (o - dla materiatu izotropowego),

— ICRIT =0 - warunek odciazania w technice sterowania parametrem tuku wg (3.58),

— ICRIT =1 — warunek odciazania w technice sterowania parametrem tuku wg (3.63).

Stosowane w opisie warunkéw podparcia sformutowanie swobodnie nieprzesuwne podpar-

cie oznacza blokade wszystkich translacji oraz obrotu wokdt normalnej do danej krawedzi.

4.1. |zotropowe pasmo plytowe

Analizowane jest pasmo ptytowe, podparte swobodnie nieprzesuwnie na dwoch kra-
wedziach, poddane réwnomiernemu ogrzaniu. Przyjeto nastepujace dane (rys. 4.1): dtugosé
L =1000 mm, szerokos¢ B = 100 mm, grubos¢ H = 10 mm. Zatozono izotropowy materiat
o parametrach: E = 210 GPa, v =0, a" =107°1/°C.

Rys. 4.1. Geometria pasma ptytowego

Traktujac rozpatrywane pasmo jako belke i wykorzystujac analogie do pretow, tempe-
rature krytyczna (wyboczeniowa) mozna wyznaczy¢ w tym wypadku analitycznie — z po-
rownania w stanie krytycznym naprezen termicznych z naprezeniami odpowiadajacymi
pierwszej sile krytycznej Eulera [16]. Konsekwentnie otrzymujemy, ze:

v
TG' =m =8,20C,
gdzie 1, Ar sa, odpowiednio momentem bezwtadnosci i polem przekroju poprzecznego
belki.

Przyjeto siatke¢ 10x1 elementdw 8URI. Na wstepie obciazono ukkad idealny réwno-
miernym ogrzaniem. Przy zastosowaniu w trakcie obliczen kryterium ICRIT =0, nieco
powyzej 8°C, a wiec w poblizu analitycznie wyznaczonego punktu bifurkacji, wystapity
typowe dla zastosowanego warunku odciazania oscylacje rozwiazania i dalsza analiza byta
niemozliwa. Zmiana kryterium na ICRIT = 1 spowodowata, ze problemy ze zbieznoscia nie
wystapity i obliczenia kontynuowano do zadanego obciazenia 10°C. Na rysunku 4.2 przed-
stawiono $ciezke rownowagi ugiecia punktu centralnego belki. W uktadzie idealnym belka
nie wygina sie i sciezka réwnowagi ugiecia analizowanego punktu pokrywa sie z osia pio-
nowa. Jej fragment powyzej punktu bifurkacji jest oczywiscie niestateczny. Aby znalez¢
sciezki pobifurkacyjne do uktadu wprowadzono imperfekcje. Na poczatku réwnomierne
ogrzanie zastapiono gradientem temperatury takim, ze stosunek temperatury na goérnej
powierzchni (Tg) do temperatury na powierzchni dolnej (Tq) i odwrotnie wynosit, odpo-
wiednio, Ta/Tg=0,999 i Tg/Tq=0,999. Wprowadzenie imperfekcji powoduje, ze obliczenia
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w badanym zakresie temperatur przebiegaja bez zadnych probleméw ze zbieznoscia bez
wzgledu na zastosowany warunek odciazania. Sciezki otrzymane przy obciazeniu gradien-
tem, jaki wyzej opisano, mozna traktowaé jako przyblizenie sciezek pokrytycznych uktadu
idealnego (rys. 4.2).

Przeanalizowano réwniez wptyw imperfekcji geometrycznych na zachowanie belki.
W tym celu w pierwszym etapie obliczen uklad obciazano centralnie usytuowana sita sku-
piona (Pinp) i deformacje, jaka ona spowodowata, przyjmowano za pole wstepnych imper-
fekcji geometrycznych w przeprowadzanej w drugim etapie analizie nieliniowej z obciaze-
niem termicznym. Wykonano serie takich obliczen, przykfadajac sity o réznych warto-
sciach i réznym znaku. Wyniki ilustruje rysunek 4.2, na ktérym w opisie imperfekcji geo-
metrycznych podano znak i wartos¢ poczatkowego ugigcia punktu centralnego (np. +0,01H
oznacza, ze na poczatku punkt centralny wychylony jest w goére o wartos¢ 1% grubosci
piyty). Mozna zauwazy¢, ze konstrukcja charakteryzuje sie symetrycznym statecznym
punktem bifurkacji.

Rys. 4.2. Plytowe pasmo izotropowe; ugiecie punktu centralnego wzgledem temperatury
we widknach srodkowych

4.2. Ptyta sandwiczowa

Przyktad zostat zaproponowany przez Noora” w niedostepnym autorce pracy zrodle
i jest tu cytowany za [70].

Analizowana jest kwadratowa ptyta sandwiczowa (rys. 4.3) o smuktosci A/H = 20.
Plyta jest swobodnie nieprzesuwnie podparta na wszystkich krawedziach. Jej oktadki sta-
nowi laminat typu cross-ply, a wypetnieniem jest struktura typu plaster miodu (ang. honey-
comb).

Y Noor AK, Peters J.M., Burton W.S.: Three-dimensional solutions for initially stressed struc-
tural sandwiches, Journal of Engineering Mechanics. 120, 1994, 284-303. Praca cytowana za [70].
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Rys. 4.3. Geometria ptyty

Uktad warstw laminatu jest symetryczny ([0°/90°]s, wypetnienie, [90°/0°]s). Wiasciwosci
materiatu warstw okladek maja nastepujaca parametryzacje: Ea./Ep =19, Ggp/Ep- = 0,52,
Gpe/Epc=0,338, v4r=0,32, af/of'=0,001, of/ef'=1; a parametry wypetnienia:
Ea/Ep- = 3,2-107°, Ep/Ep = 2,9-107, Gap/Er =2,4-107, Gao/Epr = 7,9:107%, G/ E»=6,6-107,
Vap=0,99, o /o' =0 | o =1,36. Wspdlczynnik o' jest miara normalizacji modutu
odksztatcalnosci termicznej, a Ep- jest modutem Younga materiatu warstw okfadek w kie-
runku poprzecznym do zbrojenia.

Symetria geometrii, warunkow brzegowych i uwarstwienia sprawiaja, ze konstrukcja
zachowuje si¢ podobnie do ptyty jednorodnej izotropowej i przy pewnej temperaturze kry-
tycznej (T,) dochodzi do bifurkacji stanu réwnowagi. Badany jest wptyw zmiany grubosci
okladek i wypelnienia na temperature krytyczna. Zaleta zadania jest istnienie rozwiazania
tréjwymiarowego, przy czym wyniki podawane sa w formie bezwymiarowego wspétczyn-
nika A7, gdzie it =ai" T. Zmieniajac stosunek grubosci okfadek do grubosci catej phyty
m=H,/H (H, jest gruboscia pojedynczej oktadki), rozpatrzono 5 wariantdw uwarstwienia:
m=0,025, 0,05, 0,075, 0,1, 0,15.
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Rys. 4.4. Ptyta sandwiczowa [70]; zmiana znormalizowanej wartosci temperatury krytycznej
wraz ze zmiana parametru m, rozwiazanie wiasne ($ciezki ugiecia punktu centralnego)
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W analizie wiasnej, podczas poszukiwania temperatury krytycznej, réwnomierne
ogrzanie zastapiono gradientem temperatury. Zastosowano siatke 10x10 elementow 8URI.
Sledzac $ciezke ugiecia punktu centralnego phyty, punkt wyboczenia identyfikowano
w momencie, w ktérym $ciezka ta odchodzi od osi obciazenia. W praktyce wiazalto sie to ze
wzrostem wartosci $ledzonego przemieszczenia o dwa rzedy. Aby uzyska¢ mozliwie jak
najwigksza doktadnos¢ wyniku, stosowano najmniejsza z mozliwych wartos¢ dysproporcji
pomiedzy temperatura na powierzchni gornej i dolnej, taka jednak, aby ugiecie punktu
centralnego stato sie aktywnym stopniem swobody. Dla wszystkich wartosci m, poza
m=0,025, wystarczyto przyja¢, ze Ta/Tq = 0,999999, a dla m = 0,025 konieczne byto obra-
nie nieco wiekszej dysproporcji Ta/T;=0,999995. Wyniki analizy przedstawia rysunek 4.4.

Na rysunku 4.5 przedstawiono pordwnanie otrzymanych wynikdw znormalizowanych
wartosci temperatur krytycznych, zmieniajacych si¢ zaleznie od przyjgtej wartosci parame-
tru m, z rozwiazaniami zaprezentowanymi w pracy [70].

Rys. 4.5. Ptyta sandwiczowa [70]; zmiana znormalizowanej wartosci temperatury krytycznej
wraz ze zmiang parametru m, poréwnanie z rozwiazaniami odniesienia

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze rozwiazania autoréw pracy [70] uzyskane zostaty
przy zastosowaniu modelu sformutowanego na bazie teorii scinania pierwszego rzedu (se-
ria; Kant FSDT), w ktérym narzucony byt staty wspotczynnik korekcyjny k = 5/6, oraz
modelem teorii $cinania wyzszego rzedu (seria: Kant HSDT). Autorzy zwracaja uwagg, ze
model teorii $cinania pierwszego rzedu wraz ze wzrostem parametru m zawyza wartosé
temperatury krytycznej w poréwnaniu z rozwiagzaniem Noora, co wida¢ na rysunku 4.5.
Przy m = 0,15 rozbiezno$¢ wynikéw wynosi okoto 10%. Wyniki z modelu wiasnego, wy-
chodzacego z tej samej teorii, w ktérym stosowane wspotczynniki korekcyjne jednak nie sa
narzucone z gory (seria: wiasne k13 <> k23), takiej tendencji nie wykazuja i pozostaja
w bardzo dobrej zgodnosci z rozwiazaniem trojwymiarowym.

Ze wzgledu na znaczna grubosé ptyty (A/H = 20) istotny wplyw na jej deformacje mo-
ze miec efekt poprzecznego scinania, totez rozwiazanie moze tu w istotny sposéb zalezeé¢
wiasnie od przyjetej wartosci wspétczynnika korekcyjnego k. Przeprowadzono zatem do-
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datkowe obliczenia programem wiasnym, stosujac narzucona wartos¢ wspotczynnika
k=5/6 =0,8333. Wyniki przedstawiono na rysunku 4.5 (seria: whasne k13 = k23 = 5/6).
Otrzymane w tym wypadku rozwiazania sa blizsze wynikom uzyskanym modelem teorii
scinania pierwszego rzedu zaprezentowanym w [70] niz wczes$niejsze, uzyskane ze wsp6t-
czynnikami wyznaczanymi numerycznie. Podobnie, jak w [70], wykazuja tendencj¢ do
zawyzania wartosci temperatury Krytycznej przy wzrastajacej sztywnosci ptyty. Dla po-
réwnania w tabeli 4.1 zawarto warto$ci wspotczynnikéw wyznaczonych w analizie wasnej.
Mozna zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem udziatu okladek w catkowitej sztywnosci przekroju
ptyty wartosci wspotczynnikbw maleja, odbiegajac coraz bardziej od wartosci
k = 5/6 = 0,8333. Wykazano zatem, ze zrddtem nieco zawyzonej sztywnosci modelu w pra-
cy [70] w przypadku ptyt o wigkszej wartosci parametru m jest zastosowana tam wartos¢
wspotczynnika korekcyjnego k=5/6. Rozwiazania otrzymane modelem teorii $cinania
Wwyzszego rzedu natomiast sa — podobnie jak wyniki wkasne — zgodne z rozwiazaniem tréj-
wymiarowym. Warto jednak podkresli¢, ze podwyzszenie rzedu teorii $cinania wiaze si¢ ze
zwiekszeniem liczby stopni swobody uktadu.

Tabela4.1
Plyta sandwiczowa [70]; wspotczynniki korekcyjne w analizie whasnej
Wspotczynnik _ _ _ _ _
korekcyjny m = 0,025 m = 0,050 m = 0,075 m = 0,100 m = 0,150
K13 0,8200 0,6968 0,6078 0,5412 0,4507
Ko 0,7797 0,6387 0,5414 0,4707 0,3770

4.3. Plyta warstwowa obcigzona gradientem temperatury

Przykfad zostat zaproponowany w pracy [9]. Badana jest ptyta kwadratowa A=B
(rys. 4.3), obciazana gradientem temperatury. Dtugos¢ boku kwadratu wynosi 254 mm.
Ptyta zbudowana jest z 16. warstw o grubosci H;=0,127 mm, ktérych utozenie opisuje
schemat [45°/-45°/0°/90°],s. Materiat warstw ma nastepujace wiasciwosci: E, = 130,3 GPa,
Ep=9,37 GPa, Gap=Gac=Gn.=4,5GPa, v4,=0,33, o"=0,139:10°1/°C, o =9.107°1/°C.
Krawedzie wzdtuz osi 6" (rys. 4.3) sa swobodnie nieprzesuwnie podparte, wzdtuz pozosta-
tych natomiast zablokowano ugiecie oraz obrét wokot normalnej do krawedzi.

Wspdtczynniki korekcyjne $cinania dla powyzszych danych wynosza ki3=0,8102,
k23 = 0,7955

Przyjeto dyskretyzacje 10x10 elementéw 8URI i przeprowadzono obliczenia dla kilku
przypadkow obciazenia gradientem, ktdre okresla parametr p = T,/Tq. W pracy [9] rozpa-
trzono nastepujace warianty obciazenia: p=0, 0,3, 0,6, 0,8, 0,9, 0,95 oraz odpowiednio
gradienty opisane przez odwrotnosci p, tj. 1/p. Na rysunku 4.6 przedstawiono sciezki row-
nowagi znormalizowanego ugiecia punktu srodkowego ptyty odniesione do jej grubosci
wzgledem temperatury we widknach srodkowych. Warto tu podkresli¢, ze w [9] zmienna
na osi przemieszczen oznaczono jako bezwzgledna wartos¢ ugiecia, co nalezy traktowac
jako pomyike, zwilaszcza, ze w jednostce podano metry. Rozwiazania odniesienia zazna-
czono na rysunku 4.6 czarnymi przerywanymi liniami. Jak wynika z poréwnania, wyniki
wiasne sa zgodne z rezultatami z [9]. Warto w tym miejscu wspomnieé, ze przy obciazeniu
gradientem rozwiazanie w zadanym zakresie temperatury uzyskujemy przy dowolnie wy-
branym kryterium odciazania.
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Dodatkowo w ramach analizy wiasnej rozpatrzono wariant réwnomiernego ogrzania
konstrukcji (p=1). Podobnie, jak w przyktadzie 1 przy zastosowaniu podczas obliczen
kryterium ICRIT = 0 rozwiazanie byto mozliwe tylko do pewnego poziomu, w tym wypad-
ku do okoto 220°C. W tym miejscu pojawity sie oscylacje rozwiazania, ktore nie wystapity
podczas analizy z zastosowaniem kryterium ICRIT = 1. Dodatkowe serie obliczen dla ob-
ciazenia gradientem zblizonym do réwnomiernego ogrzania, tj. p=0,999 i p=1/0,999
potwierdzity, ze w okoto 220°C wystgpuje punkt bifurkacji.

Rys. 4.6. Plyta obciazona gradientem temperatury [9]; ugiecie punktu centralnego
wzgledem temperatury we widknach srodkowych

Na rysunku 4.7 przedstawiono powiekszenie fragmentu rysunku 4.6, aby pokazac, ze
sciezki uktadaja sie symetrycznie wzgledem osi obciazenia. Pokazano tutaj tylko rozwiaza-
nie wlasne, ktére w przeciwienstwie do rozwiazania odniesienia, nie jest obarczone btedem
odczytu. Podobnie jak rozwazone w pierwszym przyktadzie pasmo izotropowe, analizowa-
na tu ptyta charakteryzuje sie symetrycznym statecznym punktem bifurkacji.

W analizie wiasnej przeprowadzono podobna serie analiz dla ptyty o identycznych
geometrii, warunkach brzegowych i materiale, ale zmienionym uwarstwieniu. W oryginale
uwarstwienie laminatu jest symetryczne. Zbadano, jaki wptyw bedzie miata zmiana na
wariant niesymetryczny, tj. [45°/-45°/0°/90°],. Wspotczynniki korekcyjne ulegaja zmianie
i przyjmuja wartosci ky3 = 0,8048, ks = 0,8399. Rezultaty przedstawiono na rysunku 4.8.
Przede wszystkim nalezy zwréci¢ uwage, ze w przypadku réwnomiernego ogrzania (p = 1)
ugiecie srodka pyty jest aktywnym stopniem swobody od samego poczatku obciazania.
Konstrukcja nie ma punktu bifurkacji. Wszystkie serie obliczen dla wariantu niesymetrycz-
nego uwarstwienia mozna zatem przeprowadzi¢ przy zastosowaniu dowolnego warunku
odciazania. Warto réwniez podkresli¢, ze sciezki w tym wypadku nie uktadaja si¢ syme-
trycznie wzglgdem osi obciazenia, co mozna zaobserwowac na rysunku 4.9.
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Rys. 4.7. Ptyta obciazona gradientem temperatury [9]; symetria rozwiazan

Rys. 4.8. Plyta obciazona gradientem temperatury o uwarstwieniu niesymetrycznym
[45°/-45°/0°/90°],, ([90°/0°/-45°/45°],); ugiecie punktu centralnego wzgledem temperatury
we wioknach §rodkowych

W przypadkach obciazenia gradientem (rys. 4.8) kierunek wygiecia ptyty jest determi-
nowany przyjetym rozkladem temperatury na grubosci. Przy réwnomiernym ogrzaniu
(p =1) wygiecie wynika z rozktadu sztywnosci w przekroju ptyty — dla przyjetego uktadu
warstw [45°/-45°/0°/90°], ugiecie srodka ptyty jest dodatnie. Sprawdzono dodatkowo, ze
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dla schematu odwrdconego, tj. [90°/0°/-45°/45°], (odwrdcenie schematu nie wplywa na
wartosci Ky i kp3) przy rownomiernym ogrzaniu znak ten ulega zmianie (rys. 4.8).

Rys. 4.9. Plyta obciazona gradientem temperatury o uwarstwieniu niesymetrycznym;
brak symetrii rozwiazania

4.4, Ptyta warstwowa o roznych schematach uwarstwienia

Za praca [156] analizie poddano przyktad warstwowej ptyty kwadratowej (rys. 4.3)
o smuktosci A/H = 100 obciazonej rownomiernym polem temperatury. Pyta jest swobodnie
nieprzesuwnie podparta wzdtuz wszystkich krawedzi. Zbudowana jest z 16. warstw, kto-
rych  materiat  ma  nastepujace  parametry: .=141GPa, E,=13,1GPa,
Gap = G = Gp = 9,31 GPa, vy =0,28, o =0,1810°1/°C, o =21,8:107°1/°C,
X; = X. = 1650 MPa, Y, =58,9 MPa, Y. =236 MPa, S;= 106 MPa. W zadaniu tym analizo-
wany jest wptyw uwarstwienia na statecznos$¢ konstrukcji oraz wytezenie materiatu. Rozpa-
trywane sa trzy schematy uwarstwienia: cross-ply [0°/90°]4, uwarstwienie quasi-
izotropowe [45°/-45°/0°/90°],s i schemat angle-ply [45°/-45°]4. Jak w [156] przyjeto, ze
temperatura poczatkowa wynosi Tiqi = 20°C.

Wyznaczone numerycznie wartosci wspétczynnikéw korekty $cinania wynosza:
ki3=0,8668, ky3=0,7808 (ptyta crossply), ki3=0,8148, k;3=0,8025 (ptyta quasi-
izotropowa), k3 = k3 =0,8333 =5/6 (ptyta angle-ply).

Zastosowano siatke 8x8 elementow 8URI. W celu znalezienia przyblizonej $ciezki
pokrytycznej konstrukcji, w analizie wiasnej réwnomierne ogrzanie zastapiono gradientem
temperatury takim, ze Tq/Tq=0,9999. Na rysunku 4.10 przedstawiono $ciezki réwnowagi
znormalizowanego ugiecia punktéw centralnych ptyt wzgledem temperatury na ich po-
wierzchniach $rodkowych. Liniami przerywanymi zaznaczone zostaty wyniki z pracy
[156], ktore otrzymano przy zastosowaniu imperfekcji w postaci matej sity poprzecznej.
Drobne réznice ilosciowe w wyzszym zakresie temperatur miedzy rozwiazaniami wtasnymi
a rezultatami odniesienia Autorka ttumaczy btedami odczytu tych ostatnich.
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W rozwiazaniu zauwazalna jest zaleznos¢ temperatury krytycznej od schematu uwar-
stwienia. Temperatury krytyczne wynosza: T, =63°C (64°C), T, =81°C (81°C), T,=87°C
(81°C) dla uwarstwien, odpowiednio, [0°/90°]4s, [45°/-45°/0°/90°],s i [45°/-45°]4. W na-
wiasach podano wartosci temperatur krytycznych stabelaryzowane w pracy [156]. Wartos¢
T =81°C dla przypadku uwarstwienia [45°/-45°],s jest tam zapewne podana mylnie (por.
rysunek 4.10).

Rys. 4.10. Ptyta warstwowa [156]; poréwnanie z rozwiazaniem odniesienia

W rozwiazaniu wiasnym wytezenie materiatu kontrolowano w srodku wysokosci kaz-
dej z warstw laminatu. W przypadku wszystkich schematéw uwarstwienia zniszczenie
nastgpuje w temperaturze znacznie wyzszej niz temperatura wyboczeniowa. Warunek
Tsai-Wu przekroczony jest w temperaturze: Tny=810°C (794.5°C), Trw=738°C (700°C),
Trw=712°C (691°C) dla schematu, odpowiednio, [0°/90°]s, [45°/-45°/0°/90°],
i [45°/-45°]4s. Wartoéci podane w nawiasach pochodza z pracy [156]. Warto podkresli¢, ze
sposréd przeanalizowanych uwarstwien, schemat typu cross-ply decyduje o najlepszych
warunkach pracy materiatu (najwyzsza temperatura niszczaca), warunkuje jednakze naj-
wigksza podatnos¢ konstrukcji na wyboczenie (najnizsza temperatura krytyczna).

Nalezy w tym miejscu wyraznie zaznaczyé¢, ze uzyskane w powyzszej analizie warto-
$ci temperatur zniszczenia sa w rzeczywistosci mato prawdopodobne, gdyz w modelu obli-
czeniowym nie uwzgledniono efektu degradacji wartosci parametréw materiatu wynikaja-
cego z oddziatywania nan tak znacznych temperatur. Mozna mimo wszystko przypuszczaé,
Z€ Zniszczenie nastapi po wyboczeniu.

Trzeba zaznaczyc¢, ze rezultaty analizy wytezenia sa zalezne od takich kwestii jak: po-
dziat na elementy, rozkiad i liczba punktéw kontroli naprezen w planie elementu skonczo-
nego oraz na grubosci warstw, takze przyrostu obciazenia w poszczegélnych krokach anali-
zy. Wplyw moze mie¢ tu réwniez zastosowane kryterium wytezeniowe. W pracy [156]
zastosowano siatke 5x5 elementéw 9-weztowych Lagrange’a z catkowaniem selektywnie
zredukowanym. Wytezenie kontrolowano wykorzystujac kryterium Tsai-Wu w wezlach
elementow, w srodku wysokosci kazdej z warstw. Lokalizacje punktéw kontrolnych w roz-
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wiazaniu odniesienia i analizie wiasnej, gdzie wytezenie badane jest w punktach Gaussa,
nie s wigc identyczne. Ponadto w [156] przy sprawdzaniu warunku Tsai-Wu uwzglednio-
no naprezenia poprzecznego scinania (zatozono, ze wytrzymatosci warstwy na $cinanie we
wszystkich ptaszczyznach sa identyczne). Mimo opisanych réznic modeli obliczeniowych,
wyniki whasne nie roznia si¢ jednak od rozwiazan odniesienia o wigcej niz 6%.

Na rysunku 4.11 przedstawiono deformacje ptyt w temperaturach zniszczenia z nanie-
siona mapa rozktadu indeksu zniszczenia Fl (2.105) w warstwie dolnej. Biata przerywana
linia oznaczono kierunek utozenia zbrojenia w tejze warstwie. Niezaleznie od schematu
uwarstwienia mechanizmem zniszczenia jest pekanie matrycy. W plycie o uwarstwieniu
[45°/-45°]4s nastepuje ono w warstwie dolnej w naroznikach lezacych na linii zbrojenia;
w ptytach [0°/90°]s, [45°/-45°/0°/90°],s matryca niszczy si¢ jednoczesnie w dwdch war-
stwach zewngetrznych — w schemacie cross-ply wzdtuz krawedzi ptyty prostopadtych do
kierunku utozenia widkien w tych warstwach, a w plycie quasi-izotropowej w naroznikach
na linii zbrojenia.

Rys. 4.11. Ptyta warstwowa [156]; deformacje w temperaturze zniszczenia z naniesiona mapa
rozktadu indeksu zniszczenia FI w warstwie dolnej; a) ptyta [0°/90°]4, b) ptyta [45°/-45°/0°/90°],s,
c) ptyta [45°/-45°]

4.5. Ortotropowa powtoka cylindryczna

Przyktad zostat zaproponowany w pracy [60] i byt badany m.in. w pracach [9, 88, 92].
Analizowana jest ortotropowa powtoka cylindryczna (rys. 4.12) poddana réwnomiernemu
ogrzaniu. Geometri¢ opisuja nastepujace zaleznosci: A= B=R¢g, RIA=5, A/H=200.
Wszystkie krawedzie sa swobodnie nieprzesuwnie podparte. Powtoka jest jednowarstwowa
i wykonana z kompozytu o parametrach: E,=138 GPa, E,=28,28 GPa,
Gay=Gac =G =6,9GPa, Vs =0,33, ot =0,18-107°1/°C, ath = 27-107°1/°C,
Xi = X:.=1263 MPa, Y; = 33,7 MPa, Y, =207 MPa, S = 57,3 MPa. Kierunek utozenia wto-
kien jest réwnoleznikowy (a = 90°).

Wspdtczynniki korekcyjne wyznaczone numerycznie dla przyjetych danych wynosza
kis = ko3 = 0,8333 = 5/6, co odpowiada klasycznej propozycji Reissnera.



4.5. Ortotropowa powtoka cylindryczna 79

Rys. 4.12. Geometria powtoki cylindrycznej

W pracach [60?, 9, 92] najprawdopodobniej réwniez w [88], wykorzystano warunki
podwdjnej symetrii zadania i przeanalizowano ¢wiartke powtoki. W biezacej analizie od-
stepuje si¢ od tego uproszczenia majac na uwadze, ze narzucanie warunkdw brzegowych
odpowiadajacych warunkom symetrii eliminuje mozliwos¢ niesymetrycznych deformacji,
ktore moga charakteryzowa¢ zachowanie catej konstrukcji.

Ze wzgledu na przeprowadzana kontrole stanu naprezen w powtoce, do obliczen przy-
jeto siatke 16x16 elementéw, cho¢ dla potrzeb globalnej analizy samej deformacji wystar-
czajaca bytaby rzadsza dyskretyzacja. Rysunek 4.13 przedstawia $ciezke rdwnowagi znor-
malizowanego ugigcia punktu centralnego powitoki uzyskana w analizie wiasnej wraz
z poréwnaniem z rozwiagzaniem odniesienia [60]. W okoto 84°C nastepuje utrata stateczno-
sci w formie przeskoku. W rozwiazaniu wiasnym zastosowano dwa kryteria odciazania, tj.
ICRIT=0 oraz ICRIT=1. Algorytm rozwiazania przy zastosowaniu warunku ICRIT=0
stracit zbieznos¢ przy obciazeniu wynoszacym okoto 80°C. Kryterium ICRIT =1 pozwolito
na efektywne rozwiazanie zadania w zakresie temperatur, jaki badano w [60] i uzyskanie
identycznego wyniku z rozwiazaniem odniesienia. Problemy ze zbieznoscia przy zastoso-
waniu warunku ICRIT =0 moga sugerowac wystapienie punktu bifurkacji na sciezce. Nale-
zy w tym miejscu podkresli¢, ze w dodatkowej analizie z wykorzystaniem warunkéw po-

2 O zastosowaniu w pracy [60] warunkéw podwdjnej symetrii w tym przykiadzie rozstrzyga po-
dana tam uwaga ogdlna, cyt.: ,,For the FE analysis of an angle-ply laminate subject to uniform ther-
mal loading, it is generally necessary to discretize on-half the panel”.

W tym miejscu autorzy odwotuja sie do niedostepnego Autorce artykutu: Noor A.K., Mathers M.D.,
Anderson M.S.: Exploiting symmetries for efficient postbuckling analysis of composite plates, AIAA
Journal. 15, 1977, 24-32. Nastepnie podaja, ,,However, only a quadrant of the panel needs to be
considered in the following two special cases: (i) laminates with fiber angle 6= 0° or 6= 90°, and (ii)
laminates having an infinite number of layers”

Uwage t¢ mozna interpretowaé jako dopuszczenie zastosowania symetrii dla potrzeb efektywnej
analizy statecznosci powtok warstwowych w réwnomiernym polu temperatury. W ogdlnym przypad-
ku, tj. dla dowolnego kata utozenia wtokien (angle-ply) uktad redukuje sie do potowy, w przypadkach
szczegOlnych do ¢wiartki.

Trzeba jednak podkresli¢, ze warunki symetrii w przypadku analizy kompozytowych powtok war-
stwowych nalezy stosowaé szczeg6lnie ostroznie. W pracy [125], ktérej autorzy powotuja sie takze
na ww. artykut Noora i wspétautoréw, w konkluzjach napisano, ze w przypadku konstrukcji o syme-
trycznej geometrii i warunkach brzegowych, ale niesymetrycznym wzgledem powierzchni srodkowej
uwarstwieniu, warunkéw podwajnej symetrii stosowa¢ nie wolno.

Bardzo istotny jest jednak fakt, ze nawet w problemie izotropowym symetria geometrii i warunkéw
brzegowych nie wyklucza niesymetrycznej formy wyboczenia, stad Autorka, jak wyzej napisano,
warunkoéw symetrii w obliczeniach nie wykorzystuje.
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dwadjnej symetrii zadania, problemy ze zbieznoscia przy zastosowaniu warunku ICRIT =0
nie wystapity.

Rys. 4.13. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; konstrukcja idealna;
poréwnanie kryteriéw odciazania

Aby ustali¢ przebieg mozliwej sciezki drugorzednej przeprowadzono dodatkowa ana-
lize z imperfekcjami w postaci matych sit zaburzajacych. Lokalizacja tych zaburzen nie jest
oczywista i zostata ustalona arbitralnie, metoda ,,préb i btedéw”. Na rysunku 4.14 przed-
stawiono deformacje¢ powtoki w temperaturze 80°C z naniesionymi punktami lokalizacji sit
zaburzajacych.

Obliczenia przeprowadzono w dwdch etapach: w pierwszym etapie obciazeniu row-
nomiernym ogrzaniem towarzyszyta mata sita skupiona usytuowana w jednym z punktéw
przedstawionych na rysunku 4.14; analiza przeprowadzana byta do momentu, w ktérym
zauwazalne bylo przejécie rozwiazania na éciezke jakosciowo® inna niz podstawowa (rys.
4.13); drugi etap obliczen rozpoczynano z punktu lezacego w bliskim potozeniu punktu,
w ktorym nastapita zmiana jakosci rozwiazania, usuwajac imperfekcje obciazeniowa, przy
zatozeniu, ze rozwiazanie ,przeskoczy” na s$ciezke drugorzedna konstrukcji idealnej.
W obydwoch etapach obliczen wykorzystano warunek odciazania ICRIT =1. Wartos¢ sity
zaburzajacej byta tak przyjmowana, aby w rozwiazaniu liniowym ugiecie punktu, w ktérym
sita jest usytuowana wynosito 0,001H (mniejsza wartos¢ imperfekcji), wzglednie 0,01H
(wigksza wartos¢ imperfekcji).

% Trzeba podkresli¢, ze sciezka réwnowagi uzyskiwana w pierwszym etapie, a wiec z sitq zabu-
rzajaca, nie jest juz $ciezka podstawowa. Przy matym zaburzeniu moze ona jednak by¢ bardzo zbli-
zona do $ciezki fundamentalnej.
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Rys. 4.14. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; lokalizacje sit zaburzajacych naniesione
na deformacje w 80°C

Sity usytuowane na osi symetrii wzdtuz tworzacej walca, a wiec w punktach A i B,
bez wzgledu na swa wartosc¢, nie zmienity jakosciowo rozwiazania do poziomu temperatury
okoto 90°C. Dalej analizy z tymi imperfekcjami nie prowadzono, gdyz spodziewany punkt
bifurkacji oczekiwany byt w okoto 80°C. Sity zlokalizowane poza osiami symetrii, a wigc
w punktach D i E (takze D”), juz przy mniejszej wartosci, spowodowaty identyczna w obu
wypadkach zmiane odpowiedzi. Uzyskana dla tych imperfekcji $ciezke przedstawiono na
rysunku 4.15. Zlokalizowane na réwnoleznikowej osi symetrii walca, a wiec w punktach C
i F, mniejsze wartosci imperfekcji nie spowodowaty jakosciowej zmiany rozwiazania do
poziomu 90°C. Zaburzenia o wigkszej wartosci wywotaty jednak przejscie na inng sciezke,
przy nieco wyzszym obciazeniu niz odpowiadajace punktowi rozgatezienia uzyskanemu dla
imperfekcji w punktach D i E. Obydwa usytuowania sity, tj. w punkcie C i F wywolaly
identyczna zmiane odpowiedzi, co przedstawia rysunek 4.16. Rozgatezienie odpowiadajace
imperfekcjom w punktach D i E (rys. 4.15) nastepuje w okoto 80°C, natomiast sitom
w punktach C i F (rys. 4.16) odpowiada rozgatezienie w okoto 82°C.

Rys. 4.15. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; sciezka drugorzedna
dla imperfekcji zlokalizowanych w punktach D, E
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Rys. 4.16. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; sciezka drugorzedna
dla imperfekcji zlokalizowanych w punktach C, F

Rysunek 4.17 przedstawia deformacje powloki w 100°C, odpowiadajace kazdej
z otrzymanych $ciezek rownowagi. Jak wida¢, formy deformacji powloki na $ciezkach
drugorzednych nie sa bisymetryczne. Wykorzystanie warunkow podwdjnej symetrii zada-
nia eliminuje z gory mozliwos¢ ich wystapienia, co ttumaczy brak pojawiania si¢ w takim
wypadku punktéw bifurkacji na sciezce i dlatego wtedy przy zastosowania warunku odcia-
zania ICRIT =0 problemy ze zbieznoscia nie wystepuja.

Dodatkowo przeprowadzono dwuetapowe obliczenia, przyktadajac w pierwszym eta-
pie sity zaburzajace we wszystkich punktach, tj. A-F. W punktach D i E przytozono mniej-
sza wartos¢ imperfekcji, a w pozostatych punktach warto$¢ wigksza. Rysunek 4.18 przed-
stawia otrzymane w wyniku tych obliczen rozwiazanie. Wida¢, ze po usunigciu imperfekcji
rozwiazanie ,,przeskakuje” na sciezke drugorzedna otrzymana dla pojedynczych imperfek-
cji w punktach D i E, o mniejszych wartosciach, mimo, ze w tej analizie obecne byty im-
perfekcje o wiekszych wartosciach w punktach A, B, C, F.

Rys. 4.17. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; deformacje w 100°C: a) $ciezka podstawowa,
b) sciezka drugorzedna (80°C; imperfekcje w D i E), ¢) sciezka drugorzedna
(82°C, imperfekcjew C i F)
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Rys. 4.18. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; sciezka drugorzedna
dla imperfekcji zlokalizowanych w punktach A-F

Sciezka drugorzedna, przecinajaca sciezke podstawowa w okoto 80°C (rys. 4.15), mo-
7e Wiazaé sie zatem z najbardziej prawdopodobnym zachowaniem konstrukcji, gdyz odpo-
wiada pierwszemu punktowi rozgatezienia. Jest to symetryczny niestateczny punkt bifurka-
cji, co ilustruje przedstawiony na rysunku 4.19 przebieg $ciezek réwnowagi jednego z tzw.
stopni pobifurkacyjnych, tj. translacji punktu G (rys. 4.14) wzdbuz tworzacej walca. Imper-
fekcje przytozone w symetrycznie utozonych wzgledem osi symetrii walca punktach D i D’
wywotuja wzajemnie symetryczne (‘blizniacze”) deformacje (rys. 4.20).
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Rys. 4.19. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; sciezki translacji poziomej punktu G;
symetryczny niestateczny punkt bifurkacji
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Rys. 4.20. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; blizniacze deformacje w 100°C
wywotane imperfekcjami w punktach D i D’; symetryczny niestateczny punkt bifurkacji

Analiza wytezenia wykazata, ze na sciezce podstawowej stan naprezenia w zakresie
badanych temperatur 0-100°C jest bezpieczny. Jej wyniki przedstawiono w tabeli 4.2,
w ktorej pierwsza kolumna zawiera dodatkowo wyniki analizy zbieznosci wyniku tempera-
tury zniszczenia dla réznych siatek elementéw 8URI. Pogrubiona czcionka zaznaczono
wynik przyjety za ostateczny w biezacej analizie, a wiec dla dyskretyzacji 16x16 8URI.

Tabela4.2

Ortotropowa powitoka cylindryczna [60]; wptyw dyskretyzacji
i lokalizacji punktow analizy wytezenia na wartos¢ temperatury zniszczenia Try

Huang siatka 6x12 siatka 16x16
8URI (symetria)
3%6 9SRI 8URI 8SRI 8URI 8SRI

siatka 12x12 104°C
siatka 16x16 102°C 94°C >110°C 104°C 102°C 96°C
siatka 20x20 101°C

Przypomnijmy, ze kontrola napr¢zen odbywa si¢ w punktach Gaussa w srodku kazdej
warstwy. W analizowanym przyktadzie wystepuje jedna warstwa fizyczna. Poniewaz po
utracie statecznosci zdominowana do tego momentu stanem membranowym praca kon-
strukcji przechodzi w stan zgieciowy, najwieksze wytezenie spodziewane jest w skrajnych
wiodknach przekroju powtoki. W obliczeniach rzeczywista pojedyncza warstwe podzielono
zatem na trzy subwarstwy, z ktérych dwie zewnetrzne miaty grubos¢ 0,01H. Pierwsze
zniszczenie pojawia sie dopiero w Trw=102°C i zwiazane jest z pekaniem matrycy dolnej
warstwy w miejscu najwiekszego zagtebienia powtoki (rys. 4.17a), podczas gdy na po-
wierzchni srodkowej jest jeszcze duzy zapas bezpieczenstwa.

W pracy [60] podano, ze warunek Tsai-Wu jest przekroczony w Try=94°C. Jak
wspomniano w poprzednim przyktadzie, wynik ten zalezy m.in. od gegstosci siatki, liczby
i lokalizacji punktéw kontrolnych naprezen w elemencie oraz w tym przypadku od podziatu
na subwarstwy. Z pracy [60] nie wynika, w jakim miejscu na grubosci kontrolowano wyte-
zenie. Wiadomo jedynie, ze do dyskretyzacji ¢wiartki powtoki zastosowano siatke 3x6
elementéw 9-weztowych z catkowaniem selektywnie zredukowanym i najprawdopodobnigj
naprezenia kontrolowano w 9 punktach Gaussa. Dla poréwnania przeprowadzono dodat-
kowe analizy wynikow naprezen dla siatki 6x12 (wiecej wzdtuz wysokosci walca) elemen-
tow 8-weztowych z catkowaniem selektywnie (8SRI) i réwnomiernie zredukowanym
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(8URI) oraz dla siatki 16x16 elementdw 8SRI. Siatka 6x12 odpowiada dyskretyzacji przy-
jetej w [60].

Mozna zauwazy¢ wyrazny wptyw lokalizacji punktdw obliczania naprezen w elemen-
cie na wynik temperatury zniszczenia. Trzeba jednak podkresli¢, ze zgodnie z [187] zaréw-
no w elemencie 8- jak i 9-weztowym najlepsza doktadnos¢ wynikow naprezen uzyskuje si¢
w 4. punktach Gaussa.

Na sciezce drugorzednej, ktorej odpowiada rozgatezienie w 80°C, zniszczenie do
100°C nie wystepuje, natomiast na drugiej $ciezce pobifurkacyjnej w okoto 100°C nastepu-
je pekanie matrycy warstwy w najwickszym zagtebieniu powtoki (rys. 4.17c).

Dodatkowo dla tego przykfadu przedstawiono wyniki otrzymane programem
NX-Nastran (ver. 7.0) (rys. 4.21, 4.22). Przy zastosowaniu sterowania parametrem tuku
(Arc-Length) (rys. 4.21) dla poczatkowe]j wartosci przyrostu obciazenia A,, =dt =0,02
oraz standardowego w tym programie skalowania dtugosci tuku, dopuszczajacego cztero-
krotne zmniejszanie lub zwigkszanie tej dtugosci (0,25/4), rozwiazanie mozna uzyskaé
tylko do poziomu 84°C. W tym miejscu pojawity sie problemy ze zbieznoscia i program
przerwat obliczenia. Po uniemozliwieniu wydtuzania dtugosci tuku (0,25/1) program za-
konczyt obliczenia w okoto 65°C, komunikujac problem zbieznosci. Przy standardowym
ustawieniu skalowania dtugosci tuku (0,25/4) i bardzo matej wartosci poczatkowej przyro-
stu parametru obciazenia A4, =0t =0,001, w okoto 83°C wystapity oscylacje rozwiaza-
nia. Program rozwiazat w tym miejscu kilkadziesiat przyrostow i obliczenia zostaty prze-
rwane wskutek wyczerpania zadanej ich maksymalnej liczby. W tym zadaniu réwniez przy
zastosowaniu sterowania obciazeniowego (LC) (rys. 4.22) nie udato sie uzyska¢ przyblizo-
nego rozwiazania w zakresie 0-100°C. Przy mniejszych wartosciach przyrostu parametru
obciazenia Ady,, =dt=0,02 i A, =0dt=0,001 program NX-Nastran przerwat obliczenia
w okoto 83°C, a przy wigkszej wartosci A4y, , = dt =0,1 w okoto 84°C.

Rys. 4.21. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; rozwiazania z programu NX-Nastran (ver. 7.0),
sterowanie parametrem tuku (Arc-Length)



86 4. Przyktady numeryczne

-
=]
(=]

I N

90
Era )
TL\ l‘@
&0 .—Ey
o 50 s
- 40 A:;EP"
36 f‘j:ﬁ?’
Huang (symetria)
26 .-EFF‘[ ©  Nastran LC dt=0.1
46 [m} Nastran LC dt=0.02
o s -EFFFH e Nalstran LC dlt=D.DD1
0,02 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0.10
wiH

Rys. 4.22. Ortotropowa powtoka cylindryczna [60]; rozwiazania z programu NX-Nastran (ver. 7.0),
sterowanie obciazeniowe (LC)

4.6. Powtoka cylindryczna cross-ply

Przykiad zostat zaproponowany przez Lee i wsp&tautorow w [88, 107]. Analizowany
jest panel cylindryczny (rys. 4.12) o wymiarach A=B=Rg¢, ¢=15°, swobodnie nieprze-
suwnie podparty wzdtuz wszystkich krawedzi, poddany réwnomiernemu ogrzaniu. Powio-
ka zbudowana jest z czterech warstw utozonych wedtug schematu cross-ply [0°/90°]s. Ma-
terial warstw jest identyczny, jak w zadaniu 4.5.

Wspdtczynniki  korekcyjne $cinania dla rozpatrywanego tu przekroju wynosza:
k13: 0,8670, k23:0,5475.

W pracach [88, 107], a takze [67] badany jest wptyw smuktosci powtoki A/H (rys.
4.12) na zachowanie konstrukcji. W niniejszej pracy analizowane sa dwa warianty:
A/H=200 i A/JH=800.

W przypadku powloki A/H=200 przyjeto dyskretyzacje 10x10 elementéw 8URI.
Na rysunku 4.23 przedstawiono $ciezke znormalizowanego ugiecia punktu centralnego
powtoki.

Przy zastosowaniu kryterium ICRIT=1 uzyskano rozwiazanie bardzo zblizone do roz-
wiazania odniesienia [88, 107]. Niezgodnosci ilosciowe moga tu wynikaé¢ z niedoktadnosci
odczytu rozwigzania odniesienia, ale rowniez z roznic sformutowan elementéw skonczo-
nych. W pracy [107] podano, ze w analizie zastosowano element typu layer-wise, przy
czym nie sprecyzowano konkretnie liczby weziéw tego elementu, podajac jedynie we
wstepie, ze moze to by¢ element 8- lub 9-weztowy.

Po przyjeciu w obliczeniach kryterium ICRIT =0 wystapity oscylacje rozwiazania
w okoto 260°C. Zaktadajac, ze zrodtem tych oscylacji moze by¢ obecnosé punktu bifurka-
cji, przeprowadzono dodatkowe analizy z matymi sitami zaburzajacymi, ktére usuwano po
przejsciu rozwiazania na inng jakosciowo sciezke niz podstawowa. Lokalizacje sit zaburza-
jacych przyjeto w punktach przedstawionych na rysunku 4.24. Wartosci sit byty tak dobra-
ne, ze ugiecia pod nimi w rozwiazaniu liniowym nie przekraczaty 0,001H.
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Sita w punkcie E nie spowodowala jakosciowej zmiany odpowiedzi konstrukcji. Przytoze-
nie pojedynczych zaburzen w pozostatych punktach oraz wszystkich tych sit jednoczesnie
(A-D) wywotato zmiane (rys. 4.25).

Sciezki drugorzedne ugiecia punktu srodkowego dla wszystkich przypadkéw zaburzen
pokryty sie. Jednakze trzeba tu zaznaczy¢, ze imperfekcja zlokalizowana w punkcie D,
lezacym po innej stronie pionowej osi symetrii walca niz pozostate punkty, wywotuje od-
powiedz w formie lustrzanego odbicia deformacji otrzymanych dla lokalizacji zaburzen
w punktach A, B, C i A-D (rys. 4.26). Konstrukcje charakteryzuje symetryczny niestatecz-
ny punkt bifurkacji, co ilustruje pokazany na rysunku 4.27 przebieg $ciezek réwnowagi
translacji w kierunku réwnoleznikowym (v) punktu centralnego powtoki. Sciezce drugo-
rzednej na rys. 4.27, przebiegajacej po lewej stronie osi obciazenia, odpowiada deformacja
przedstawiona na rys. 4.26b, a sciezce po stronie prawej deformacja 4.26c.

W badanym zakresie temperatury nie dochodzi do przekroczenia warunku Tsai-Wu.

Dodatkowo dla tego przyktadu na rysunku 4.28 przedstawiono wyniki otrzymane
programem NX-Nastran (ver. 7.0). Na $ciezce uktadu idealnego w badanym zakresie tem-
peratury nie wystepuja punkty krytyczne, totez rozwiazanie mozna uzyska¢ sterujac para-
metrem obciazenia (LC). Zastosowano przyrost A4,,=dt=0,02. Mozna zauwazy¢, ze
otrzymana w ten sposob $ciezka pokrywa sie idealnie z rozwiazaniem z programu autor-
skiego dla ICRIT =1. Fakt ten moze potwierdza¢ wczesniejsza uwage 0 wplywie sformu-
towania modelu kompozytu warstwowego na rozwiazanie, bowiem model w Nastranie,
podobnie jak podejscie stosowane w niniejszej pracy, bazuje na koncepcji pojedynczej
warstwy zastepczej. Na rysunku 4.28 pokazano takze wynik otrzymany technika sterowania
parametrem fuku (Arc-Length) dla A4, =dt=0,02. Jak we wczesniejszym przyktadzie,
algorytm stracit w pewnym punkcie zbieznosc¢ i program przerwat obliczenia.
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Rys. 4.23. Powloka cylindryczna [107] A/H = 200; poréwnanie wynikdw wiasnych
z rozwiazaniem odniesienia
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Rys. 4.24. Powtoka cylindryczna [107] A/H = 200; lokalizacje sit zaburzajacych
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Rys. 4.25. Powtoka cylindryczna [107] A/H = 200; $ciezka drugorzedna dla zaburzen
w punktach A, B, C, D oraz A-D

Rys. 4.26. Powtoka cylindryczna [107] A/H =200; deformacje w 400°C: a) $ciezka podstawowa,
b) $ciezka drugorzedna dla zaburzen w punktach A, B, C i A-D, c) sciezka drugorzedna
dla zaburzenia w punkcie D
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Rys. 4.27. Powtoka cylindryczna [107] A/H = 200; $ciezki rownowagi translacji w kierunku
réwnoleznikowym punktu centralnego powtoki; symetryczny niestateczny punkt bifurkacji

Rys. 4.28. Powloka cylindryczna [107] A/H =200; poréwnanie wynikéw wiasnych
z programu autorskiego i NX-Nastran (ver. 7.0) z rozwiazaniem odniesienia

W analizie zbieznosci podziatu na elementy skonczone w przypadku powtoki o smu-
ktosci A/H=800 obserwowano znaczne zmiany jakosciowe rozwigzania w zaleznosci od
przyjetej dyskretyzacji. Minimalnym zaggszczeniem gwarantujacym stabilno$¢ odpowiedzi
jest 20x20 elementdw 8URI i taka siatke przyjeto ostatecznie w obliczeniach.

Na rysunku 4.29 przedstawiono poréwnanie rezultatdbw wiasnych z rozwiazaniem od-
niesienia. Obserwujemy wyrazne jakosciowe réznice wynikdw. Z interpretacji rozwiazania



90 4. Przyktady numeryczne

wiasnego wynika, ze powloka traci statecznos¢ poprzez przeskok w okoto 44°C, podczas
gdy rozwiazanie odniesienia wskazuje, ze efekt ten nastepuje w okoto 60°C.

Przy tak matej grubosci powtoki jakos¢ i wartos¢ rozwiazania moze by¢ fatszowana
wptywem blokady $cinania. Aby rozstrzygna¢, czy uzyskana elementem 8URI posta¢ roz-
wiazania wiasnego nie wynika z wptywu lockingu czy tez form pasozytniczych mogacych
towarzyszy¢ technice jednolicie zredukowanego catkowania, przeprowadzono dodatkowe
obliczenia, stosujac element 16-weztowy z pelnym catkowaniem (16FI). Aby uzyskaé po-
rownywalne zageszczenie weztow jak w przypadku dyskretyzacji 20x20 elementéw 8URI,
przyjeto podziat 14x14 elementéw. Otrzymane elementem 16-weztowym rozwiazanie
potwierdzito poprzednia odpowiedz (rys. 4.29).

Rys. 4.29. Powtoka cylindryczna [107] A/H =800; poréwnanie wynikéw wiasnych
Z rozwiazaniem odniesienia

W pracach [67, 88] zastosowano siatke 5x5 elementow wykorzystujac podwojna sy-
metrie zadania, w [107] natomiast przyjeto zageszczenie 10x10 elementdw do analizy cate-
go modelu. W artykule [88] zastosowano element 9-weztowy Hellingera-Reissnera z nieza-
leznym polem odksztatcen. Z uwag wstepnych w [107] wynika jedynie, ze moze to by¢
element 8- lub 9-wezlowy wychodzacy z mieszanej zasady wariacyjnej Hellingera-
Reissnera. W [67] zastosowano element 8-weztowy, w ktérego sformutowaniu, w celu
uniknigcia lockingu, przyjgto wygtadzone funkcje interpolacyjne.

Przeprowadzono dodatkowe obliczenia stosujac wiasny element 9-weztowy z petnym
catkowaniem (9FI). Wyniki przedstawia rysunek 4.30. Dla siatki 10x10 elementéw otrzy-
mano $ciezke jakosciowo zgodna z rozwigzaniem przedstawionym w [67, 88, 107]. Nie-
zgodnosci ilosciowe moga wynikaé, jak w przypadku analizy powtoki A/H =200, z réznic
sformutowan modeli kompozytu warstwowego. Po zageszczeniu podziatu do 20x20 ele-
mentéw 9FI otrzymano juz jednak rozwiazanie bardzo zblizone do wynikdw otrzymanych
elementem 8URI i 16FI (rys. 4.30). Fakt ten pozwala zatozy¢, ze przedstawiona w [67, 88,
107] posta¢ rozwiazania jest nieprawidtowa i wynika z przyjecia tam zbyt ubogiego podzia-
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tu na elementy skonczone, ktéry nie moze poprawnie aproksymowaé skomplikowanej
deformacji tak cienkiej powtoki.

Rys. 4.30. Powtoka cylindryczna [107] A/H = 800; wptyw sformutowania elementu
i zageszczenia siatki na rozwiazanie

Na rysunkach 4.31 i 4.32 przedstawiono poréwnanie deformacji konstrukcji odpowia-
dajacych, odpowiednio, poziomowi ugiecia punktu centralnego réwnemu w/H=1 oraz
temperaturze 100°C, uzyskanych w analizie z zastosowaniem siatki 20x20 8URI i 10x10
9FI. Powtoka ze wzglgdu na mata grubos¢ doznaje licznych zafalowan na catej powierzchni
(20x20 8URI), czego nie oddaje zbyt ‘sztywna’ siatka 10x10 9FI.

Rys. 4.31. Powtoka cylindryczna [107] A/H =800; poréwnanie deformacji odpowiadajacych w/H =1;
a) siatka 20x20 elementéw 8URI, b) siatka 10x10 elementéw 9FI
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Rys. 4.32. Powtoka cylindryczna [107] A/H = 800; poréwnanie deformacji w 100°C;
a) siatka 20x20 elementow 8URI, b) siatka 10x10 elementéw 9FI

Wyniki analizy wytezenia wskazuja, ze stan naprezenia w badanych temperaturach
miesci sie w zakresie dopuszczalnym.

Powyzsze analizy powtoki A/H = 800przeprowadzono przy wykorzystaniu Kryterium
ICRIT =1. Dodatkowe obliczenia z zastosowaniem warunku ICRIT =0 bylty mozliwe tylko
do poziomu 44°C (w/H=0,55). W tym miejscu wystapity oscylacje rozwiazania, mogace
Swiadczy¢ o obecnosci punktu bifurkacji. Poszukiwania mozliwej sciezki drugorzednej dla
tego zadania nie przeprowadzono.

4.7. Powtoka cylindryczna angle-ply

Zadanie zaprezentowano w pracy [60]. Analizowany jest rownomiernie ogrzany panel
cylindryczny o identycznej geometrii i warunkach podparcia jak w przyktadzie 4.5. R6zni-
ce w stosunku do tamtego przyktadu stanowi typ uwarstwienia, bowiem tutaj rozpatrywany
jest schemat typu angle-ply [67.5°/-67.5°/...] (rys. 4.12). Badany jest wptyw liczby warstw
N na zachowanie konstrukcji. W tym celu przeprowadzono obliczenia dla dwukrotnie zwie-
lokrotnianej ich liczby, tj. N=2, N=4, N=8, itd. Przeprowadzone w ramach analizy wia-
snej obliczenia wykazaty, ze zwigkszanie liczby warstw powyzej N=8 nie zmienia odpo-
wiedzi konstrukcji, totez przypuszczalnie dlatego w [60] podano, ze badane sa liczby N=2,
N=4 oraz N=oo (N=inf.). Materiat warstw jest identyczny jak w zadaniu 4.5.

Niezaleznie od liczby warstw numerycznie wyznaczone wspotczynniki korekty $cina-
nia sa réowne ki3 =ky; =0,8333 =5/6.

W analizie whasnej przyjeto siatke 12x12 elementéw 8URI. Wybor siatki podyktowa-
ny jest m.in. koniecznoscia uzyskania identycznego potozenia weztdw, dla ktérych w [60]
przedstawiono rozwiazania. Dla potrzeb analizy wytezenia zewnetrzne warstwy dzielone sa
na dwie, z ktérych skrajne maja grubos¢ 0,01H. W tym zadaniu wszystkie obliczenia prze-
prowadzono przy zastosowaniu kryterium ICRIT =1.

W rozwiazaniu wiasnym analizowano cata powtoke, podczas gdy w [60] zostaty wy-
korzystane warunki symetrii, 0 czym wnioskowa¢ mozna z podanej tam uwagi ogolnej
(por. zadanie 4.5) oraz z poréwnania przedstawionej siatki w [60] weztow. W przypadku
powtok N=2, N=4 rozpatrywano potowe powtoki (1/2) (linia podziatu konstrukcji w po-
fowie wysokosci walca A/2, rys. 4.12). Trzeba w tym miejscu ponownie podkresli¢, ze
wykorzystanie warunkdw symetrii w zagadnieniach dotyczacych powlok warstwowych
wymaga pewnej ostroznosci. O ile bowiem geometria rozpatrywanego tu walca i warunki
brzegowe sa bisymetryczne, to uwarstwienie typu angle-ply ten typ symetrii zaburza i nale-
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zy si¢ raczej spodziewac, ze deformacja konstrukcji bedzie skosnie lub obrotowo syme-
tryczna. Niestety, w [60] nie doprecyzowano, jakie warunki brzegowe na liniach potowicz-
nego podziatu konstrukcji zostaty przyjete. Powtoke N=8=c w [60] rozwiazano analizu-
jac ¢wiartke konstrukcji (1/4), najprawdopodobniej przy wykorzystaniu warunkéw po-
dwdjnej symetrii. Postapiono zatem zgodnie z uwaga przytoczona w zadaniu 4.5. Pod-
kresimy jednak, ze rozpatrywane tu uwarstwienie jest niesymetryczne wzgledem po-
wierzchni srodkowej, co zgodnie z [125] ma wyklucza¢ mozliwosé stosowania warunkow
podwojnej symetrii (patrz uwaga do zadania 4.5).

Na rysunkach 4.33-4.35 przedstawiono poréwnanie otrzymanych wynikow z rozwia-
zaniem odniesienia. Dla powtok N=2, N=4 przedstawione sa sciezki rownowagi znorma-
lizowanych ugig¢ w punkcie (A/4; B/3), a dla powtoki N=8=o00 w punkcie (7/24A; B/2)
(por. rys. 4.12). Zgodnos¢ wynikéw z rozwiazaniem odniesienia w przypadku powiok
N=2, N=4 jest zadowalajaca, podczas gdy dla powloki N=8=o0 uzyskano jakosciowo
inne rozwiazanie. Aby sprawdzi¢, czy réznica ta nie wynika z przyjetych w [60] warunkéw
podwdjnej symetrii przeprowadzono dodatkowe obliczenia i przeanalizowano ¢wiartke
powtoki N=8=o0 z zastosowaniem warunkéw brzegowych symetrii na liniach podziatu,
ktdrych wynikiem jest przedstawiona na rys. 4.35 sciezka ,,N=8 (1/4)”. Mozna zaobser-
wowac¢, ze wynik ten jest jakosciowo zgodny z rozwiazaniem przedstawionym w [60].
Niezgodnos¢ rozwiazan uzyskanych przy wykorzystaniu warunkow symetrii z rezultatem
otrzymanym w analizie calej powtoki potwierdza, ze zastosowanie warunkow podwojnej
symetrii w obliczeniach powlok o niesymetrycznym wzgledem powierzchni srodkowej
uwarstwieniu nie jest poprawne.

Rys. 4.33. Powloka cylindryczna angle-ply [60]; N= 2, poréwnanie z rozwiagzaniem odniesienia
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Rys. 4.34. Powloka cylindryczna angle-ply [60]; N =4, poréwnanie z rozwiazaniem odniesienia

Rys. 4.35. Powtoka cylindryczna angle-ply [60]; N=8 = (=inf.), poréwnanie
Z rozwiazaniem odniesienia

Analiza wytgzenia wskazuje, ze zniszczenie nastgpuje w kazdym przypadku w dolnej
warstwie konstrukcji i jest skutkiem sciecia warstwy. W powloce N=2 zniszczenie naste-
puje w Tqw=247°C, w powloce N=4 w Tny=282°C, a w powloce N=8=w
w Trw=288°C (wynik z analizy catej powtoki). W [60] podano, odpowiednio,
Tmw = 255°C, Trw = 250°C, Trw =230°C. Rdznice pomigdzy wynikami wiasnymi a przed-
stawionymi w [60] moga wynika¢ z przyczyn opisanych w przykfadzie 4.5. W przypadku
powloki N =8 = oo roznica ta jest zdecydowanie konsekwencja ogolnej rozbieznosci roz-
wiazan, wynikajacej z zastosowania w [60] warunkdéw podwdjnej symetrii. W analizie
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wiasnej przeprowadzonej dla ¢wiartki konstrukcji otrzymano bowiem temperature niszcza-
ca rowng Tny = 222°C.

Rysunek 4.36 przedstawia deformacje powtok w temperaturze zniszczenia materiatu.
Zniszczenie nastepuje w zagtebieniach konstrukcji. Jak wida¢, wszystkie postaci sa obro-
towo symetryczne, co ponownie potwierdza, ze wykorzystanie warunkdw podwojnej syme-
trii w tym zadaniu jest biedne.

Rys. 4.36. Powtoka cylindryczna angle-ply [60]; deformacje w temperaturze zniszczenia: a) powtoka
N=2, Trw=247°C, b) powtoka N=4, Tryy=282°C, c) powtoka N =8= oo, Tr\y=288°C

Warto w tym miejscu doda¢, ze takze w pracy [60] przedstawiono deformacje powtok
w temperaturze zniszczenia, ostatecznie dla catej konstrukcji. Autorzy komentuja, ze de-
formacja dla N=2, N=4 jest obrotowo symetryczna, a dla N=8=o0 wydaje sie symetrycz-
na (,,is seen to be symmetric with respect to the center lines”). Komentarze te wydaja si¢
nieco zaskakujace w swietle zatozenia, ze w pracy tej deformacje catej konstrukcji otrzy-
mano przez odpowiednie odbicia deformacji otrzymanej dla potowy powtoki (N=2, N=4)
i ¢wiartki (N=8=o0), i ze sama analiza wymagata przyjecia odpowiednich, zgodnych
z przewidywanym zachowaniem konstrukcji, warunkow brzegowych na liniach podziatu.

4.8. Ortotropowa powioka sferyczna

Zadanie zaproponowano w pracy [85]. Badane jest nieliniowe zachowanie réwno-
miernie ogrzanej powioki sferycznej (rys. 4.37) o wymiarach A= B, A/H=200 oraz roz-
nych wyniostosciach: RIA=8, RIA=6, RIA=5, RIA=4. Krawedzie konstrukcji sa swobod-
nie nieprzesuwnie podparte. Powtoka jest jednokierunkowo zbrojona, co w pracy [85] opi-
sano schematem uwarstwienia [-90°/90°],. Wiasciwosci materiatu sa nastepujace:
E.=130GPa, E,=7,0GPa, Ggp=G4=475GPa, Gy,=2,375GPa, v;=0,3,
oh=-0,3-10°1/K, ofh=28,1-10"° 1/K. Wartosci wspdtczynnikéw korekcyjnych w tym
zadaniu wynosza ki3 = kp3 = 0,8333 = 5/6.

W obliczeniach przyjeto siatke 12x12 elementéw 8URI. Na rysunku 4.38 przedsta-
wiono $ciezki znormalizowanego ugiecia punktu centralnego powloki dla poszczegdlnych
wyniostosci RIA. Reprezentacje rozwiazan odniesienia stanowia na rysunku 4.38 linie prze-
rywane. Nalezy zaznaczy¢, ze podana w pracy [85] normalizacja przemieszczen w formie
W/H determinuje inny rzad wartosci niz przedstawione tam na wykresach. Ustalono, ze
najprawdopodobniej do normalizacji wynikdw zastosowano w [85] mnoznik 0,01-A/H.

Rezultaty wtasne sa zgodne z rozwigzaniami odniesienia. Bez wzgledu na wartos¢ pa-
rametru R/A uzyskano nieliniowa odpowiedz konstrukcji. Wszystkie obliczenia dla tego
zadania przeprowadzono stosujac kryterium ICRIT = 1. W badanym zakresie temperatur
punkty graniczne obciazenia nie wystepuja. Punktéw bifurkacji nie badano.
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Rys. 4.37. Geometria powtoki sferycznej

Rys. 4.38. Powtoka sferyczna [85]; poréwnanie wynikdw z rozwiazaniami odniesienia

W analizie whasnej przeprowadzono serie obliczen jak powyzej, modyfikujac sposéb
obciazenia powtok, tj. rownomierne ogrzanie zastapiono dwoma wariantami gradientu
temperatury: Tq=0,5Tg oraz Tg=0,5T4. Wyniki dla poszczegdlnych wyniostosci przedsta-
wiono na rysunkach 4.39-4.42. Sa to $ciezki znormalizowanego ugiecia punktéw central-
nych powtok wzgledem temperatury na ich powierzchni srodkowej.

W przypadku paneli bardziej wyniostych RIA=5 i R/A =4 spos6b obciazenia wywo-
tuje jedynie ilosciowe réznice rozwiazan. Powloki o wyniostosci RIA=8 i R/A = 6 reaguja
silniej na zmiane rozktadu temperatury na grubosci i tu widoczne jest jakosciowe zrézni-
cowanie odpowiedzi. Powtoka z geometria RIA =8 przy obciazeniu Tq=0,5Ty traci sta-
tecznos¢ w formie przeskoku w okoto 80°C, natomiast powtoka R/A =6 w okoto 110°C
przy obciazeniu Tg=0,5Ty,
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Rys. 4.39. Powtoka sferyczna [85]; R/A=8, wplyw sposobu obciazenia na zachowanie konstrukcji

Rys. 4.40. Powtoka sferyczna [85]; R/A=6, wptyw sposobu obciazenia na zachowanie konstrukcji
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Rys. 4.41. Powltoka sferyczna [85]; RIA=5, wplyw sposobu obciazenia na zachowanie konstrukcji

Rys. 4.42. Powtoka sferyczna [85]; RIA =4, wplyw sposobu obciazenia na zachowanie konstrukcji

Na rysunkach 4.43-4.46 przedstawiono deformacje powtok w 120°C odpowiadajace
poszczegblnym wariantom obciazenia, tj. réwnomiernemu ogrzaniu oraz gradientom
Ty=0,5Ty i Ty=0,5T,. Posta¢ deformacji jest w zdecydowanej wiekszosci przypadkow
bardzo podobna. Zdecydowanie wyroznia si¢ tu powtoka najbardziej wyniosta R/A = 4 oraz
mato wyniosta R/A = 6 w przypadku obciazenia Tq = 0,5T.



4.8. Ortotropowa powtoka sferyczna

99

Rys. 4.43. Powtoka sferyczna [85]; R/A=8, deformacje w 120°C; a) rbwnomierne ogrzanie,
b)T4=0,5T, ) T;=0,5Tq

Rys. 4.44. Powtoka sferyczna [85]; R/A=6, deformacje w 120°C; a) réwnomierne ogrzanie,
b) T4=0,5Tg, c) Ty=0,5Ty

Rys. 4.45. Powloka sferyczna [85]; R/A=5, deformacje w 120°C; a) réwnomierne ogrzanie,
b) Tg=0.5Tg, c) Ty=0.5Ty

Rys. 4.46. Powloka sferyczna [85]; R/A=4, deformacje w 120°C; a) rownomierne ogrzanie,
b) T4=0,5T,, ¢) T;=0,5Tq
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4.9. Powtoka sferyczna o niesymetrycznym uwarstwieniu

Oryginat tego przyktadu pochodzi z pracy [60]. Przedmiotem analizy jest mato wynio-
sta powtoka sferyczna, swobodnie nieprzesuwnie podparta na krawedziach, poddana réw-
nomiernemu ogrzaniu. Geometri¢ powtoki opisuja nastepujace dane (rys. 4.37): A=B,
R/A=10, A/H=100. Powioka wykonana jest z czterech warstw o wiasciwosciach:
E.=76 GPa, E,=5,5GPa, Gy = Ga=2,3 GPa, Gy =1,5GPa, Va4, =0,34, o= -4-10°1/°C,
o = 79-107°1/°C, X, = 1400 GPa, X, = 235 MPa, Y, = 12 MPa, Y, = 53 MPa, S, = 34 MPa.
Uwarstwienie jest niesymetryczne [0°/90°/0°/90°].

Wartosci wspétczynnikdw dla przyjetych danych wynosza kis = ks = 0,6502.

W biezacej analizie zastosowano siatke 12x12 elementéw 8URI dla catej konstrukcji.
Sciezke rownowagi znormalizowanego ugiecia punktu centralnego wraz z poréwnaniem
z rozwiazaniem odniesienia przedstawiono na rysunku 4.47. Mozna zauwazy¢, ze dla przy-
jetych danych powitoke charakteryzuje niemalze liniowa odpowiedz i zjawisko utraty sta-
tecznosci w badanym zakresie temperatury nie wystepuje. Zaprezentowana na rysunku 4.47
sciezke uzyskano dla kryterium odciazania ICRIT =1, jakkolwiek w tym przypadku, ze
wzgledu na stabilnos¢ konstrukcji, efektywne obliczenia mozna takze przeprowadzi¢ przy
zastosowaniu warunku ICRIT =0.
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Rys. 4.47. Powtoka sferyczna [60]; poréwnanie wynikéw z rozwiazaniem odniesienia

Przeprowadzono dodatkowa analize parametryczna, badajac wptyw utozenia widkien
w warstwach na zachowanie konstrukcji. Sprawdzono, jakim zmianom ulegnie odpowiedz,
jesli oryginalny schemat uwarstwienia cross-ply [0°/90°/0°/90°] zastapiony zostanie ukfa-
dem typu angle-ply. Przeanalizowano nastepujace schematy: [45°/-45°/45°/-45°],
[30°/-30°/30°/-30°], [15°/-15°/15°/-15°] oraz przypadek szczegblny, tj. powitoki ortotro-
powej [0°/0°/0°/0°]. Dla wszystkich dodatkowo analizowanych przypadkéw uktadu warstw
wspotczynniki korekcyjne rowne sa ki3 =ky; =0,8333 =5/6. Wyniki przedstawiono na ry-
sunku 4.48.
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Z rysunku 4.48 wynika, ze ukfad zbrojenia warstw bardzo istotnie wptywa na zacho-
wanie konstrukcji. Sciezki ugiecia $rodka powtoki dla uwarstwien [45°/-45°/45°/—45°]
i [0°/90°/0°/90°] pokrywaja sie. Jak zostanie dalej wykazane, zachowanie catej konstrukcji
nie jest jednak w tych dwdch przypadkach identyczne. Pozostate typy uwarstwienia charak-
teryzuje zdecydowanie nieréwnomierny rozktad sztywnosci w dwaéch kierunkach ¢!, 62
(rys. 4.37) i wraz ze zmniejszaniem katem a wzrasta sztywnos¢ powtoki w kierunku o* .
Konstrukcja w miarg wzrostu ortotropii wchodzi w wyraznie nieliniowy zakres pracy, a w
przypadku uwarstwien [15°/-15°/15°/-15°] oraz [0°/0°/0°/0°] traci statecznos¢ w formie
przeskoku w temperaturach, odpowiednio, Ty = 47°C i T = 38°C.

Rys. 4.48. Powtoka sferyczna [60]; analiza wptywu uwarstwienia na zachowanie konstrukcji

Sciezki przedstawione na rysunku 4.48 zbadano przy zastosowaniu dwdch kryteriow
odciazania. We wszystkich przypadkach poza [0°/0°/0°/0°] przy zastosowaniu kryterium
ICRIT =0 nie pojawialy si¢ zadne problemy ze zbieznoscia rozwiazania, co sugeruje brak
punktéw bifurkacji w badanym zakresie temperatur. W przypadku uwarstwienia
[0°/0°/0°/0°] przy wykorzystaniu warunku ICRIT =0 nastepowaty oscylacje rozwiazania
w temperaturze okoto 38°C i dalsze rozwiazanie nie bylo mozliwe. Moze to swiadczy¢
o0 obecnosci punktu bifurkacji. Wszystkie proby poszukiwania mozliwych $ciezek drugo-
rzednych poprzez technike zaburzen nie spowodowaty jednakze przejscia na inna jako-
sciowo $ciezke niz podstawowa. By¢ moze wiec problemy oscylacji rozwiazania nie sa
zwiazane z punktem bifurkacji lub tez identyfikacj¢ $ciezek pobifurkacyjnych utrudnia tu
bliskie sasiedztwo punktu granicznego obciazenia.

W biezacej analizie zniszczenie kontrolowano w $srodku wysokosci warstw fizycz-
nych, bez podziatu na subwarstwy. W tabeli 4.3 przedstawiono temperatury zniszczenia dla
wszystkich przeanalizowanych uwarstwien wraz z informacja o0 schemacie i lokalizacji
zniszczenia. Zniszczenie powlok o uwarstwieniach [15°/-15°/15°/-15°] i [0°/0°/0°/0°]
nastgpuje za punktem granicznym obciazenia. Otrzymana temperatura niszczaca dla sche-
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matu [0°/90°/0°/90°] jest nieco wigksza od podanej w [60], réwnej Trw=115°C. Réznica
jednak nie jest znaczna i mozna ja thumaczy¢ podobnie, jak w zadaniu 4.5. Widoczne jest,
7e wraz ze wzrostem ortotropii powloki temperatura zniszczenia maleje. R6znica tempera-
tur niszczacych dla schematéw uwarstwien [0°/90°/0°/90°] i [45°/-45°/45°/-45°] jest nie-
znaczna i miesci si¢ w zakresie bledu numerycznego. Zmiana utozenia zbrojenia
z [0°/90°/0°/90°] na ukiad [45°/-45°/45°/-45°], jak i na pozostate schematy uwarstwienia,
wptywa jednak na zmiang lokalizacji zniszczenia materiatu.

Tabela4.3
Powtoka sferyczna [60]; temperatury zniszczenia dla poszczeg6lnych schematéw uwarstwienia
Uwarstwienie Eirizgg;aet:i? 'z\ﬂrﬁzh(?zrgﬁg Lokalizacja zniszczenia

[0°/90°/0°/90°] 121°C | pekanie matrycy \Fl)vsé}s%vﬁ (;j;’ Egrmﬁ%r&?ﬂ?ﬁ 2 prosto-
[45°/-45°/45°1-45] 123°C | pekanie matrycy ‘r’]":rlisrﬂ’ivgb‘:g}gﬁia”a“ﬁ””“
[30°/~30°/30°/-30°] 102°C | pekanie matrycy ‘F’)"gﬁg‘ﬁf‘(?g”j 435)‘9*‘?“9”‘9 na srodku
[15°/-15°/15°/-15°] 44°C pekanie matrycy ggﬁg"ﬁ(?}zhii :E?)glebienie na srodku
[0°/0°/0°/0°] 36°C pekanie matrycy gg\/ﬁgﬁﬁ?ﬂhii :E)a)giebienie na srodku

Na rysunku 4.49 przedstawiono deformacje powtoki dla poszczegélnych schematéw
uwarstwienia w temperaturze zniszczenia materiatu z naniesieniem map indeksu zniszcze-
nia FI w warstwach najbardziej wytezonych (tab. 4.3). Na siatce powtok zaznaczono do-
datkowo punkty A-H. Poszczeg6lnymi symbolami zastosowanymi do oznaczen punktow
rozrézniono pary (grupy) punktéw o identycznych $ciezkach réwnowagi ich ugigé. Mozna
zauwazy¢, ze w przypadkach powtok ortotopowej [0°/0°/0°/0°] i cross-ply [0°/90°/0°/90°],
mimo niesymetrycznego utozenia warstw w tej ostatniej, ciezki ugie¢ w punktach (A, B,
C, D) oraz parami (E, G) i (F, H) pokryly sie, co swiadczy o podwaojnej symetrii deformacji
wzgledem osi dzielacych krawedzie na potowe. W przypadku powtoki [45°/-45°/45°/-45°]
zgodnos¢ ugigc¢ zachodzi w punktach (E, F, G, H) oraz parami w (A, D) i (B, C), co dowo-
dzi podwojnej symetrii skosnej. Obserwacje te ponownie potwierdzaja, ze zachowanie
powtok [0°/90°/0°/90°] i [45°/-45°/45°/-45°] nie jest identyczne. W pozostatych przypad-
kach uwarstwien, tj. [30°/-30°/30°/-30°] i [15°/-15°/15°/-15°], rownos¢ ugieé¢ zachodzi
parami w punktach (A, D), (B, C), (E, G), (F, H), co potwierdza obrotowa symetrii defor-
macji.

Warto w tym miejscu powrdci¢ do przywotanych w przykladzie 4.5 uwag o wykorzy-
staniu warunkéw symetrii w analizie. Zgodnie z [60] przy dowolnej orientacji wiékien
w warstwach dopuszczalna jest redukcja uktadu do potowy, a w szczegdlnych przypadkach,
tj. dla katow 0° i 90° lub nieskonczonej liczby warstw, do ¢wiartki. W [125] napisano jed-
nak, ze niesymetryczne uwarstwienie wzgledem powierzchni srodkowej wyklucza mozli-
wos¢ redukcji do ¢wiartki. Przeprowadzone w przykfadach 4.7 i 4.9 analizy wskazuja, ze
istotnie, niesymetryczne uwarstwienie w ogolnym przypadku warunki podwajnej symetrii
zaburza (przykfad 4.7, 4.9), jednak rzeczywiscie w przypadku katéw utozenia zbrojenia 0°
i 90° (przykfad 4.9) warunki te pozostaja spetnione. Nie udato si¢ jednak potwierdzi¢, ze
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podwdjna symetrie deformacji gwarantuje nieskonczona liczba warstw (przyktad 4.7). Nie
mozna jednak wykluczyé¢, ze wariant nieskonczonej liczby warstw w przykladzie 4.7 zostat
przez Autorke pracy zle zinterpretowany i w analizie wlasnej przyjete zostaty btedne dane
i zatozenia, prowadzace do uzyskania innej odpowiedzi niz rozwiazanie odniesienia.

Rys. 4.49. Powtoka sferyczna [60]; deformacje w temperaturach zniszczenia z naniesiona mapa
indeksu FI warstw najbardziej wytezonych wedtug tabeli 4.3; 0§ 6* wyznacza kierunek odniesienia
dla orientacji zbrojenia warstwy



Rozdziat 5

PODSUMOWANIE

Znajdujace coraz szersze zastosowanie w réznych dziedzinach przemystu kompozy-
towe plyty i powtoki warstwowe pracuja czesto w warunkach temperatur, ktére moga by¢
zrédtem znacznych naprezen i deformacji. Ze wzgledu na charakterystyczna dla tych lek-
kich struktur smuktos¢ efekt termiczny moze prowadzi¢ nawet do utraty statecznosci.
Zjawisko to musi by¢ wiec czesto uwzgledniane w ocenie zachowania konstrukcji np.
w trakcie projektowania. Ze stosowanych najczesciej w badaniu statecznosci metod najtraf-
niejszym wyborem w przypadku lekkich konstrukcji kompozytowych, ktore podlegaja
niejednokrotnie duzym deformacjom jeszcze w zakresie przedkrytycznym, zdaje sie by¢
analiza przyrostowa z uwzglednieniem nieliniowosci geometrycznej. Ponadto podejscie to
pozwala bada¢ zachowanie pokrytyczne powtoki, ktére coraz czesciej dopuszczane jest na
etapie zatozen projektowych.

Charakterystyczne cechy konstrukcji warstwowych, takie jak niejednorodnos¢ prze-
kroju i ortotropia oraz znaczna odksztatcalno$¢ postaciowa sprawiaja, ze ich analiza wyma-
ga zastosowania innych podejs¢ niz w przypadku osrodkéw jednorodnych izotropowych.
Zaleznie od natury rozpatrywanego zjawiska, w badaniu kompozytéw warstwowych wyko-
rzystuje sie modele o mniej lub bardziej ztozonym sformutowaniu. Problem statecznosci
konstrukcji nalezy do tzw. zjawisk globalnych, do ktérych analizy wystarczajace sa sformu-
towania najnizszej klasy, tzw. zastepcze modele jednowarstwowe, w ktérych laminat trak-
towany jest jako pojedyncza warstwa 0 sztywnosci rownowaznej sztywnosci przekroju
warstwowego. Do opisu tej warstwy moga by¢ stosowane teorie sformutowane dla phyt i
powtok jednorodnych, przy czym preferowane sa te, w ktérych uwzgledniony jest efekt
poprzecznego $cinania. Moze to wiec by¢ tzw. teoria $cinania pierwszego rzedu
z odpowiednia, charakterystyczna dla niej technika korekcji sztywnosci zwiazanej z po-
przecznym scinaniem.

Istotnym aspektem w analizie wptywu obciazen, w tym temperatury, na konstrukcje
jest kontrola poziomu wytezenia materiatu. Podobnie jak w przypadku osrodkoéw jednorod-
nych izotropowych, w ocenie stanu naprezenia w materiatach warstw kompozytéw wyko-
rzystuje sie odpowiednie Kkryteria wytrzymatosciowe. Z szeregu znanych hipotez duza
zgodnoscia z wynikami eksperymentalnymi odznacza si¢ kryterium Tsai-Wu. Okreslony
zgodnie z kryterium wytrzymatosciowym poziom wytezenia dotyczy materiatu warstwy,
ktdrej ewentualne zniszczenie nie jest, rzecz jasna, rwnoznaczne z wyczerpaniem nosnosci
catego przekroju. Takie zatozenie jest jednak czesto przyjmowane, gdyz dalsza analiza
wymaga uwzglednienia postepujacej degradacji materiatu, tzn. redukcji sztywnosci i wy-
trzymatosci, co od strony obliczen numerycznych stanowi dos¢ ztozony problem.

Znane Autorce pracy oprogramowanie komercyjne NX-Nastran umozliwia przepro-
wadzenie analizy statecznosci kompozytowych powtok warstwowych w ramach geome-
trycznie nieliniowej analizy przyrostowej. Laminowana struktura jest tu modelowana zgod-
nie z koncepcja pojedynczej warstwy zastepczej. Program pozwala takze bada¢ poziom
wytezenia materiatu, m.in. zgodnie z kryterium Tsai-Wu, przy czym informacja z tej anali-
zy pozostaje pasywna, tj. w modelu nie uwzglednia si¢ wptywu procesu degradacji materia-
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tu na sztywnos¢ i wytrzymatos¢. Oprogramowanie to zostato przez Autorke wykorzystane
do szeregu analiz duzych deformacji i statecznosci kompozytowych powtok warstwowych
obciazonych mechanicznie. Obliczenia te przebiegaty bez wickszych trudnosci. Istotne
problemy pojawiaja sie jednak, gdy obciazeniem jest pole temperatury. W tym wypadku
bowiem najistotniejsza z punktu widzenia analizy statecznosci technika $ledzenia sciezki
rownowagi — metoda sterowania parametrem tuku — traci z nieustalonych przyczyn zbiez-
nos¢ i program przerywa obliczenia.

Problem ten wzbudzit zainteresowanie Autorki i powstat pomyst opracowania wiasne-
go programu, ktéry umozliwiatby przeprowadzenie efektywnych obliczen w oméwionym
wyzej zakresie dla przypadku obciazenia temperatura. Oprogramowanie wiasne powstato
dzigki rozszerzeniu programu udostepnionego przez dr. hab. inz. Ireneusza Kreje, prof.
nadzw. PG. Wczesniejszym przeznaczeniem tego oprogramowania byta nieliniowa analiza
obciazonych mechanicznie kompozytowych powtok warstwowych w zakresie duzych prze-
mieszczen (i obrotéw), lecz ograniczonym do matych odksztalcen. Laminat modelowany
jest tu pojedyncza warstwa zastepcza, do ktérej opisu, podobnie jak w pakiecie NX-
Nastran, zastosowano teorie $cinania pierwszego rzedu z numerycznie wyznaczanymi
wspotczynnikami korekcyjnymi. Zadaniem Autorki byto rozszerzenie przypadkéw obcia-
zenia 0 wptyw temperatury oraz opracowanie procedury analizy wytgzenia materiatu we-
dug kryterium Tsai-Wu. Przeprowadzone po wstgpnym rozbudowaniu programu pierwsze
analizy wskazaty na koniecznos¢ modyfikacji warunku odciazania w algorytmie Riksa-
Wempnera-Ramma. Charakterystyczna dla obciazenia temperatura obecno$¢ punktow
bifurkacji na $ciezce réwnowagi sprawia bowiem, ze zastosowanie tradycyjnego warunku
bazujacego na ocenie znaku wyznacznika globalnej macierzy sztywnosci jest nieefektywne,
poniewaz warunek ten w poblizu punktéw rozgatezienia wywotuje oscylacje rozwiazania,
co uniemozliwia dalsze prowadzenie analizy. Wprowadzone nowe Kryterium, zgodnie
z ktérym znak przyrostu parametru obciazenia ustalany jest na podstawie Kierunku rozwia-
zania w poprzedzajacym kroku przyrostowym, pozwala na unikniecie opisanego wyzej
problemu.

Przedstawione w rozprawie wyniki obliczen przyktadow numerycznych przeprowa-
dzonych za pomoca opracowanego programu swiadcza o poprawnosci i efektywnosci przy-
jetego sformutowania. Zmodyfikowany warunek odciazania w algorytmie Riksa-Wempne-
ra-Ramma pozwala $ledzi¢ $ciezki podstawowe konstrukcji bez stosowania uproszczenia,
jakim jest wykorzystanie warunkéw symetrii, a ktérego zastosowanie nie zawsze jest moz-
liwe.

Pewnym mankamentem niniejszej pracy jest brak szerszego odniesienia do wynikow
badan eksperymentalnych, ktorych Autorce nie udato sie zdoby¢, a przeprowadzenie wia-
snych badan doswiadczalnych nie miescito si¢ w skromnym budzecie. Zakres pracy ograni-
czono zatem do analizy numerycznej. Wskazano jednak, ze na tym polu moga pojawiac si¢
problemy, nawet w znanym oprogramowaniu komercyjnym. Pokazano takze, ze rozwiaza-
nia niektdrych z dostepnych w literaturze przyktadéw moga by¢ btedne.

Wydaje sig, ze waski cel pracy, obejmujacy jedynie opracowanie modelu numerycz-
nego, zostat osiagnicty. Nalezy jednak podkresli¢, ze zaproponowane i przetestowane
w pracy sformutowanie ma dos$¢ ograniczony zakres przeznaczenia. Nie uwzglgdniono
w nim bowiem m.in. jednoczesnego dziatania obciazenia mechanicznego i termicznego,
zmiennosci statych sprezystych w funkcji temperatury, degradacji sztywnosci i wytrzyma-
tosci zwiazanej z procesem niszczenia materiatu, mozliwosci rozwarstwienia laminatu,
a takze tak istotnych w analizie statecznosci imperfekcji danych rozktadem losowym. Moz-
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na zatem przyja¢, ze dalsze analizy i zwiazane z nimi odpowiednie modyfikacje modelu

powinny wiaza¢ si¢ z takimi kwestiami jak:

— wplyw imperfekcji geometrycznych o rozktadzie losowym,

— zmiana statych sprezystych w zaleznosci od temperatury,

— jednoczesne oddziatywanie obciazenia termicznego i mechanicznego,

— implementacja kryterium wytezeniowego identyfikujacego mechanizm zniszczenia
woprost (np. kryterium Hashina),

— aktywna degradacja sztywnosci i wytrzymatosci materiatdw warstw odpowiadajaca
postepowi zniszczenia, ocenianego na podstawie wybranego kryterium wytezeniowego,

— uwzglednienie mozliwosci delaminacji warstw.

Autorka ma nadzieje, ze rozszerzenie modelu 0 co najmniej czes¢ z wymienionych
wyzej punktow nastapi w najblizszej przysztosci. Oczekuje réwniez, ze zaistnieje mozli-
wos¢ przeprowadzenia whasnych badan doswiadczalnych, ktérych wyniki w istotny sposéb
wspomoga opracowanie modelu zniszczenia kompozytu warstwowego.
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ANALIZA STATECZNOSCI POWLOK WARSTWOWYCH
OBCIAZONYCH TERMICZNIE

Praca dotyczy numerycznej analizy kompozytowych powtok warstwowych poddanych
wplywom termicznym w postaci rownomiernego ogrzania lub gradientu temperatury. Ce-
lem pracy jest opracowanie efektywnego algorytmu numerycznego umozliwiajacego anali-
ze statecznosci paneli wielowarstwowych. Poniewaz lekkie konstrukcje warstwowe podle-
gaja dos¢ czesto duzym deformacjom jeszcze w zakresie przedkrytycznym, przeprowadza-
na jest geometrycznie nieliniowa analiza w ramach stacjonarnego opisu Lagrange’a.
W kazdym kroku przyrostowym kontrolowany jest stan wytezenia konstrukcji zgodnie
z kryterium Tsai-Wu, co poszerza informacje o globalnej nosnosci uktadu.

Kompozyt warstwowy modelowany jest zgodnie z koncepcja pojedynczej warstwy za-
stepczej, w ramach ktérej uktad warstw zastepowany jest pojedyncza, statycznie réwno-
wazna, jednorodna warstwa. W opisie kinematyki tej warstwy zastosowano teorie $cinania
pierwszego rzedu. Typowy dla tego podejscia brak rdwnowagi naprezen na granicach
warstw rekompensowany jest odpowiednia technika korekcyjna scinania. Wspdtczynniki
korekcyjne nie sa narzucane arbitralnie, ale obliczane numerycznie przy zatozeniu cylin-
drycznej deformacji powtoki.

Zaprezentowane wyniki uzyskano w zdecydowanej wigkszosci za pomoca autorskiego
programu metody elementéw skonczonych. W obliczeniach stosowano najczesciej element
8-weztowy Serendipity z technika jednolicie zredukowanego catkowania w celu uniknigcia
efektu blokady membranowej i §cinania, a takze 16-weztowy element Lagrange’a z peinym
catkowaniem. Podczas $ledzenia $ciezek réwnowagi wykorzystano metode sterowania
obciazeniowego oraz algorytm Riksa-Wempnera-Ramma (RWR). Ze wzgledu na charakte-
rystyczna dla konstrukcji obciazonych termicznie obecnos¢ punktéw bifurkacji, algorytm
RWR z klasycznym kryterium odciazania, bazujacym na znaku wyznacznika globalnej
macierzy sztywnosci, traci zbieznos¢ wskutek oscylacji rozwiazania. Aby tego problemu
unikna¢ zaimplementowano kryterium zaproponowane przez Y.T. Fenga, zgodnie z ktérym
znak przyrostu parametru obciazenia jest zalezny od kierunku rozwiazania obliczonego
w poprzedzajacym kroku analizy.

Efektywnos$¢ programu zaprezentowano na podstawie kilku reprezentacyjnych dla
analizowanego problemu przyktadéw numerycznych. Pewne z nich przeanalizowano réw-
niez komercyjnym programem NX-Nastran (ver. 7.0). Pokazano, ze zaimplementowane
tam algorytmy numeryczne moga traci¢ zbieznos¢, jesli w obliczeniach zastosowana bedzie
metoda sterowania parametrem fuku. Z drugiej strony, program autorski pozwala na uzy-
skanie zadanych rozwiazan i moze by¢ traktowany jako efektywne narzedzie do oceny
nosnosci powtok warstwowych obciazonych termicznie.

W wigkszosci zadan wyniki uzyskane programem autorskim sa zgodne z rozwiaza-
niami odniesienia zaczerpnigtymi z literatury. W przypadkach niezgodnosci Autorka argu-
mentuje, ze rozwiazania literaturowe moga by¢ obarczone btedami, co potwierdzaja przed-
stawione wyniki analiz dodatkowych.



STABILITY ANALYSIS OF THERMALLY LOADED
MULTILAYERED SHELLS

The work concerns the numerical analysis of composite multilayered shells subjected
to the influence of a uniform temperature field or a thermal gradient. The main goal of the
study is to establish an efficient numerical algorithm capable to perform a comprehensive
stability analysis for composite multilayered panels. Since composite panels undergo usu-
ally large deformations in the pre-buckling range, the geometrically nonlinear analysis
within the framework of Total Lagrangian description is carried out. To study the bearing
capacity of the construction, in each step of the analysis the stress state is controlled in the
accordance with the Tsai-Wu hypothesis.

In the modelling of the multilayered shell the Equivalent Single Layer (ESL) approach
is employed, in which the multilayered medium is treated as a statically equivalent homo-
geneous material. The kinematics of the resulting single layer corresponds with the First
Order Shear Deformation theory’s (FOSD) assumptions. In order to compensate the charac-
teristic absence of equilibrium conditions at layer surfaces within this formulation, appro-
priate shear correction factors have to be used, which are evaluated numerically utilizing
the assumption of a cylindrical bending of a shell.

The presented computations were, in general, performed with the use of the author’s
own finite element program. An 8-node Serendipity element with the uniform reduced
integration technique as a remedy for shear and membrane locking phenomena and/or a
fully integrated 16-node Lagrange element were applied in the analysis. The equilibrium
paths were traced by making use of the load control strategy or Riks-Wempner-Ramm
(RWR) algorithm. Owing to the typical presence of bifurcation points on the paths of ther-
mally loaded thin shells, the RWR method with the traditional unloading criterion based on
the global stiffness matrix condition usually fails due to characteristic oscillatory problems.
As a remedy the criterion proposed by Y.T. Feng was implemented in the author’s pro-
gram. This condition makes the load parameter sign dependent on the direction obtained in
the previous step and enables to pass the bifurcation points.

As an examination of the proposed approach several numerical examples are pre-
sented. Some of them were also analysed with the use of the commercial code NX-Nastran.
It is shown that the numerical algorithms implemented there may fail, if the arc-length
strategy has to be employed. On the other hand the author’s program resolves the problems
successfully and can be treated as an effective tool in the analysis of stability and load ca-
pacity of multilayered shells.

The solutions obtained with the author’s program in most cases were consistent with
the reference results known from the literature. In cases of discrepancies, the author argues,
that the solutions given in the literature can be incorrect, what is supported by the results of
additional computations.



Dodatek A

ZALEZNOSCI PRZEMIESZCZENIA-ODKSZTALCENIA
W RAMACH TEORII 6-PARAMETROWEJ

Dodatek zawiera szczegétowe wyprowadzenia sktadowych tensora odksztatcenia
w funkcji sktadowych przemieszczen (por. 2.43) dla przypadku ogolnego, tj. z uwzglednie-
niem wszystkich 6-sktadowych przemieszczen.

Na podstawie (2.35) jak i z rys. 2.2 zapisujemy:
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_m y, m

¢a3 - v/’L ba + 03,0{’

(n) (n) (n)

m _m m o4
Vyp = Upp— U, Faﬁ.

m

m

(A3)
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Przyjmujac nastepnie reprezentacje wektoréw bazowych:

0 © 0,0 © 0
m m m
aa = a‘a5 + ¢5a a + ¢zx3 n,

(0) (0)
m 0 m 04 m 0
I A L R

iloczyn "a, - "a,; doprowadzamy do postaci:

(A4)

(0) (0) (0) (0)
m m _|o0 0 m 0 0 m m m 0,0 0,4
a,- aﬂ_( Qs Byt P Qg t 8 Pt O %ﬂj a’ -‘a +

(0) (0) 0 0
m m
T O Py M M=
1

0 0 (0) 0 0 (0) (0) (0) o (0) (0)
_ m m m m m m _
=| " Byt " Ps Byt By Pt 05, "0y | AT+ "0, " s = (AD)

0 0cs (0) 0es  0cd 0) 0) (0)5 (0) (0)
m m m m m m
s §ﬂ + Qs 5,8 +°0, Ot Pso P |t Poz Ppz =

0 (0) (0) (0) (0)6 (0) (0)
m m m m m m
aaﬁ + ¢ﬁ(x + q’aﬂ + ¢50( ¢ﬂ + ¢a3 ¢ﬁ’3 ’

gdzie:

o o Q) T L o
m _m _|m m _m m

@y ="¢, a" = vl|/,— v, by, |Ta” =", - "y, "y,
(A.6)
) @)

(n)
m,.J _m,d m, A0 d
v |ﬂ— V't l“m.

Zaleznos¢ (2.43a) dana jest wiec przez:

(0) o o (0) (0) (0) (O)s (0) (0)
m m m m m m m m m
2 0 E(zﬂ =a, az—a,ag= (/)/ia+ (/’,x/z+ Pse. ¢ﬁ+ Doz Ppa- (A-7)

Na podstawie (2.35) jak i rys. 2.2 direktor mozemy zapisac:

(6]
"d="n+"V. (A8)

Jego pochodna "d,, w funkcji sktadowych przemieszczen wyprowadzi¢ mozna jak poni-
Z€j:
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®
"d, = ‘m+"V |, =

R R I
= "m+"v;"a’+"v,"n |, =

0 m(l) 0,0 m(l) 04 m(l) 0 m(l) 0
=m,,+ v, a+ v a,+ v, nt v, n
_( ORBO m(l) osm(l) 014 0. f , OWA O
=(=°0 *a, }+ "y, "a’+ ", (-T2, *a’ + ] “m)+

’0!:

Vsl
@ 0 (€Y} 0 o s (€] i @ o
_|m m m m —
=| "vy],— bz, "3 =y, [Pa’H "v, 0+ "0y, |'m=
| S ———
1) 1)

Psce a3

m(l) 0 0,0 m(l) 0
= s bsaj a -+ ¢, n
(A.9)

Wykorzystujac (A.9) i (A.4.b) obliczamy:

@ o ) (0) o o o (0 0 50 2
m m m m m m
d,"a,= "0, 8+ 05 "0, By, g — Dy, Q| @ A+

(0) 1) o o
m m _
T Ppz P M M=
1

(€] @) (0) (0)
_|m 0 0,04 | m m 0,04 0 0 0,04 0 m 0,0
—( Pse Az " Qs, "R =0y, s AT =T, T @ ]"' (A.10)
(0) (€N}
m m
t Ops Ppz=
(€] s ) (0) 5 o 5 oa (0) (0) 1)
_m m m m m m _
= ¢$a5ﬁ+ Psa P~ b§a5ﬂ_ by OiptT Pps Poz=

(€N} @ 0) 5 o i (0) 0) @
m m m m m m
R P A P M e S A /e

Analogicznie:

®

@ (0)5 0 - (0) (0) ()
m m m m m m m m
d'ﬂ ’ aa = ¢a/]+ ¢5,B ¢a_ ba,B - bﬁ ¢/7.a+ ¢a3 ¢ﬂ3 . (All)
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Wykorzystujac (2.22c) mozna wykazacé, ze

m,,-"a, == a, a, =-0 "a, =-"b,,, (A.12)
zatem:
0 0 0
-'m, - a,="b,,
0 aoﬂ_oaﬂ_o (A.13)
- mgoa,=Db, ="b,

Zaleznos¢ (2.43b) sprowadzamy wiec do postaci:

)
20E,="d,,-"a,+"a, "d, " n,, ‘a;-"a,  ‘n, =
@) (6] (0) (0) (1) (0) (1) ( )
= m¢,@a+ m¢aﬂ_ °; m(”/w_ Ob,; Piat " P ¢p+ (psﬂ ¢a (A.14)
(0) (6] (0) @)
+ m(pﬂs " Pt "0, m¢/}3'

Przyjmujac kolejno nastepujace reprezentacje pochodnych direktoréw przy wykorzystaniu
(A.9):

@ @
md,az m(pﬁa_ Obﬁa 0a5+m¢a3 Oll,
m m(l) 0 01 m(l) 0 (Als)
d,ﬂ =| "@— bﬂﬁ a’+"gym,

iloczyn "d,,-"d, ; sprowadzamy do postaci:

© o @ ®
"d,,"d,; ( " 05— 05 " 0,5= 05 " P+ by, bja a'+

(O] ) o o
m m
1 Op Py M M=
1

(6] (1) (€] (6]
0,61 0 0,00 O m.. 0.0 ,0n O 0.6
( Dse ("/w a By, " I N PR /M W S N TPl j"‘ (A.16)

1) @)
m m _
t 0y ¢[)‘3 =

@
m

(&) @ [©)]
Obﬂ m

) ) (6]
l m 06 M 044 0 m m
("1/3 Dip— bﬁ Pset 1, b/w"' Pos Pps-

Jesliiloczyn °m,, - On,ﬁ przy wykorzystaniu (2.22c) ma ostatecznie postac¢
“m,,-°m,,=(="b a,)-(-"b; "a,) = %) °; °a;, = %0 %o, = %0, %;, (A7)

to (2.43c) zapisa¢ mozna jak ponizej:
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(2)
m m 0 0 _
20E0,ﬂ "d,,-"d,;-"n,, - n;=

1B or
m(l)/l m Opy A m(l) () m(1 Opy4 0 @ (1) 0 Op A
= @, %ﬂ by (9/1,5 b +h b + "0, (p/is b, b (A.18)
0 Am 0pyd M m()/i m(l) m(l) m(l)
b ¢ﬂ/]_ b ¢§a+ O, Pt Py Pps-

m

Zakladajac nastepnie reprezentacje wektora bazowego
direktor od przemieszczen zgodnie z (2.35):

a, jak w (A.4a) i uzalezniajac

0 oo o
"d="n+V="n+"p, ‘a’+"y,'m="v, a’+| "0,+1|°nm, (A.19)

iloczyn "a, - "d doprowadzamy do postaci:

. @) © 0N . O @) o o

m m m m m m m —

a, "d as v+ e v, a’a’+ e, "o+l n n=
1

=8 U@t @ Ut @, Ut @, = (A.20)
@) @ O (OO (0)

=", 50/} + m(”i R R
(1) 0 @ o @ (0

m_.A m

m m m
U + q’a v/i—"_ ¢a3 vS+ ¢(13'

(2.43d) ma zatem nastepujaca reprezentacje:

(0) @ (0) (0) B () (0) @
m m m m m m m m
20E,;; = A ="0,+"0+ "0, v+ "0, ", . (A21)

lZ

Wykorzystujac teraz (A.9) i (A.19), iloczyn "d,,-"d przedstawiamy w postaci:

@ @ 0 ] 0 50 1 @ 6] o o
m m m m m _
Do "V Dy " AT AT+ T T+l M=

1

"d,, -"d

o o w00 &
m m m m m m

05, v, a” ="by, "v,"a” + ", "+ ", = (A.22)
o o ® ® W

m__A m OpyA m m m m
2 =0 "0+ ", Ut T,

Zaleznos¢ (2.43e) ma wigc postac:

) o o v oo 0 o
m m m m m m m m
20E,="d,,-"d="¢.-"0 "v,+" "¢, "v, @, "V, (A.23)

Przyjmujac teraz "d jak w (A.19), iloczyn "d - "d sprowadzamy do postaci:
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o @ 2
"d-"d=| "v, "v, |‘a*’a’+| "u,+1| ‘mn’n=
1

OO @ 2

_m m m _

="v, "v;"a" +| "+l =
QI @ 2

=" "o+ "o+l = (A.24)

IO ®
=" v+ "u, "0, +2 "0, +1=
o &)

=" "y +2"u,+1.

Ostatecznie zatem (2.43f) zapisujemy:

(0) ® o @

27E,(64,6°)="d-"d-1="0" "y +2 v,

(A.25)
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WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKOW KOREKCYJNYCH
SCINANIA DLA POWLOK WARSTWOWYCH

W tym dodatku zaprezentowano szczegéty wyprowadzenia wspotczynnikéw korek-
cyjnych scinania przyjetych w zastosowanym modelu powtoki warstwowej za praca [164].
Jak sugeruje tytut [164], artykut ten odnosi si¢ do ptyt i powtok. Warto jednak podkresli¢,
ze przyjmuje si¢ tu pewne uproszczenie, pomijajac efekt krzywizny dzwigara. Zaznaczmy
réwniez, ze zaproponowany sposéb okreslania wspdtczynnikdw korekcyjnych w [164] jest
uogélnieniem na przekroje warstwowe podejscia stosowanego dla osrodka jednorodnego
przedstawionego np. w pracy [58]. Jakkolwiek, zarys tegoz podejscia znalez¢ mozna juz
W znacznie wczesniejszej pracy [173].

Zaktada si¢ tzw. cylindryczne zginanie ptyty, oddzielnie dla dwdch kierunkdw, tj. raz
tworzaca walca jest réwnolegta do osi " (rys. B.1), a raz do osi ¢, i okresla si¢ wspétczyn-
niki korekcyjne, odpowiednio k3 i ki3, indywidualnie dla kazdej z ptaszczyzn scinania.

Rys. B.1. Cylindryczna deformacja ptyty warstwowej

W [178] wykazano, ze przy cylindrycznej deformacji ptyty mozna dobra¢ moduty $ci-
nania poprzecznego tak, ze rezultaty otrzymane z dwuwymiarowej teorii ptyt z ich zasto-
sowaniem odpowiadaja z duza doktadnoscia wynikom podejscia trojwymiarowego. Co jest
istotne: zgodnos¢ ta zachodzi dla przekrojow izo- i ortotropowych oraz dla dowolnych
przypadkow gtadkich obciazen, tj. np. harmonicznych czy rdwnomiernych. Zatozenie cy-
lindrycznego zginania mozna traktowac¢ jako redukcje zagadnienia ptytowego do problemu
belki Timoszenki o szerokim przekroju prostokatnym [178], czego wynikiem jest prostota
ponizszych wyprowadzen.

Kazda z warstw charakteryzuje parametr sztywnosci membranowej okreslony w glo-
balnych osiach (¢, &7, 6°):
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D, =D,(¢)=c,,, (B.1)

gdzie ¢,, wg (2.68).
Potozenie osi obojgtnej przekroju niejednorodnego o jednostkowej szerokosci wyzna-
czamy ze Wzoru:

D, (6°)6°d#’

— [T

(B.2)

na

D, (¢°)dé’

N‘II'—""‘I N|T

Licznik wyrazenia (B.2) interpretowa¢ mozna jako uogo6lniony moment statyczny, zas
mianownik jako uogoélnione pole niejednorodnego przekroju o jednostkowej szerokosci
(przy czym pojecie niejednorodnosci wiazemy tu ze sztywnoscia materiatu, a nie jego ge-
stoscia). Dla przekroju o symetrycznym rozktadzie sztywnosci, w tym jednorodnego, po-
wierzchnia obojetna jest powierzchnig srodkowa.

Z lokalnych réwnan rownowagi oraz zaleznosci rézniczkowych wynikajacych z zato-
zenia cylindrycznego zginania plyty/powtoki wynika nastepujaca formuta na naprezenie
poprzeczne:

QD!3
R,

gdzie Q,; jest sita tnaca w plaszczyznie o3, a pozostate sktadniki wzoru (B.3) dane sa
przez:

S, =—=29,(6%), (B.3)

D, (6°)(6°-6:,)*de’, (B.4)

— [T

R, =

N[ T

z

9,(6°)=— [ D,(6°)(6° - 63,)d6". (B.5)

H

2

W [58] wielkosci dane wzorami (B.4) i (B.5) nazwano, odpowiednio: sztywnoscia
zginania ptyty oraz funkcja naprezen $cinania.

Energia odksztatcenia postaciowego przypadajaca na jednostke powierzchni srodko-
wej wyraza sie wzorem:

H

2
(Sa3}/a3 + S\m?/&z)deg = J- Sa37/a3d63' (BG)
H

2

— |

o

u, ==
2

N T

gdzie 7,; to odksztatcenie postaciowe w dowolnym punkcie przekroju, ktore z prawa
Hooke’a dane jest przez:
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Sa
}/(13 = G : : (B7)

a3

Gys jest modutem odksztatcenia postaciowego materiatu przetransformowanym (patrz
(2.68)) do uktadu globalnego ptyty/powtoki, zatem Gy = Css, @ Gz = Cya.
Wykorzystujac (B.3) i (B.7), energig (B.6) zapisujemy:

Uaz(%) TMM? (B.8)
R, ) W Gu,(6)

2

Z drugiej strony energie zgromadzona w odksztatceniach poprzecznych catego przekroju
0 jednostkowej szerokosci mozna réwniez wyrazi¢ jako prace przekrojowej sity tnacej na
usrednionym odksztatceniu:

« 1 P “ .
Uzz = EQQSyOIS +§Q3a73a = Qa37a3 ! (Bg)
gdzie y,, jest usrednionym w przekroju katem odksztatcenia postaciowego okreslonym
poprzez:

"
2
Vs = Qa :jGa3(93)d63. (B.10)

W (B.10) pojawia si¢ poszukiwany wspotczynnik korekcyjny k,z. Stosujac (B.10), wyraze-
nie (B.9) mozemy przepisac:

U’ = . (B.11)

o3 Y3

=~
o

Po wprowadzeniu wspotczynnika korekcyjnego mozna zapisac, ze:
u,=u,, (B.12)

z czego dalej wyprowadzana jest formuta na wspdtczynniki korekcyjne dla obydwoch
ptaszczyzn:

K, = . (B.13)

(9.(6%) &
G (6"

a

d

a3

|
N‘I'—'N‘I

Mozna fatwo sprawdzi¢, ze dla przekroju jednorodnego warto$¢ wspotczynnika korek-
cyjnego obliczona zgodnie z (B.13) wynosi ky3 =ky3 =k=5/6, co odpowiada powszechnie
przyjmowanej wartosci za Reissnerem [63].

Zauwazmy, ze ewentualne uwzglednienie zakrzywienia powtoki polegatoby na wpro-
wadzeniu wyznacznika tensora przesuniecia (por. (2.32) do kazdego wyrazenia catkowania
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po grubosci. Jak wspomina si¢ w zasadniczej czesci pracy, bardzo czesto zaktadane jest
w tym zakresie uproszczenie i stosowana jest przyblizona wartos¢ wyznacznika °u =1.
W $wietle takiego uproszczenia powyzsze rozwazania nie ulegltyby zadnej zmianie.
W poréwnaniu z podstawowym zatozeniem upraszczajacym opisanej metody korekcyjnej,
polegajacym na rozprzezeniu dwukierunkowej pracy ptyty/powtoki, dodatkowe pominigcie
wptywu zakrzywienia wydaje si¢ mato istotne, totez zupetnie uzasadnione.

Wyrazenie (B.13) jest formuta na dwa wspétczynniki, tj. dla dwoch rozprzezonych
ptaszczyzn $cinania. Umozliwiaja one korekte modutéw na gtownej przekatnej podbloku
macierzy konstytutywnej zwiazanego z poprzecznym $cinaniem. Nieznany pozostaje
wspdtczynnik przy wyrazie poza gtdwna przekatna, tzw. mieszany wspétczynnik korekcyj-
ny. Zaprezentujmy zatem sposob jego przyjecia w niniejszej pracy.

Dla wigkszej czytelnosci dalszych rozwazan przedstawmy tu bezposrednia relacje
migdzy modutami odksztatcalnosci postaciowej w lokalnych osiach materiatowych a mo-
dutami w uktadzie osi (6%, %, 6°) warstwy, wynikajaca z transformacji (2.68):

|:C44 c45}_|:Gbc cos’ (¢,)+ G, Sin*(¢4,) | (G, — G, )sin(ey ) cos(ex,)

G G| | (Gu—Gi)sin(er)cos(c) | Gy sin® () +G, cos’ ()

}. (B.14)

W przypadku, gdy warstwy laminatu wykonane sa z materiatu izotropowego lub, gdy
ich wiékna sa zgodne z kierunkami uktadu globalnego &* lub ¢* dwa kierunki $cinania
pozostaja rozprzezone, gdyz zajs¢ wtedy moze jeden z ponizszych wariantéw (por. (B.14)):

sin(e)=0 = cos(e)=1 = [C““ C45}=[930_. 0}’

0 Gac
Gy G . ’ (B.15)
. Cu, C -
om0 = )=t = Lﬁi csHo‘a‘}

Dwa wspotczynniki korekcyjne wedtug (B.13) sa zatem w tym wypadku zupeinie wystar-
czajace i ostateczny podblok macierzy konstytutywnej zwiazany z poprzecznym $cinaniem
dla catego przekroju ma posta¢ (por. (2.92)):

[S.] —{k“a““ 0} (B.16)
e T T W | '

Wspotczynniki ks i kps wyznaczono przy uwzglednieniu cylindrycznego zginania catego
przekroju. Ostatecznie jednak ich obliczona w ten spos6b wartos¢ moze by¢ wprowadzona
do macierzy konstytutywnej pojedynczej warstwy:

{C‘:‘* ?}{kmc“ ° } (B.17)
0 ¢ 0 kG
gdzie gwiazdka oznaczono moduty skorygowane.

W przypadku materiatu, ktdrego widkna sa dowolnie zorientowane wzgledem osi glo-
balnych ¢ i &% podblok macierzy konstytutywnej pojedynczej warstwy zwiazany z po-
przecznym $cinaniem w uktadzie (6", 6%, #°) ma jednak petna strukture (por. (2.68)) i nie-
wiadoma pozostaje wspdtczynnik, ktory nalezy wprowadzi¢ przy modutach poza gtéwna
przekatna, tj.:
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|:CAE4 C55:|=|:k23044 XC45:|, (B.18)
Gy Gy XG,  KiyGs

gdzie przez X oznaczono poszukiwany, mieszany wspotczynnik korekcyjny. Ze wzgledu na

symetrie macierzy konstytutywnej, tj., C45 = Cs4, Wprowadzony do (B.18) i poszukiwany jest

tylko jeden wspdtczynnik mieszany.

Postepowanie w wyprowadzaniu wspotczynnika X jest nastepujace:

— mozna bardzo fatwo sprawdzi¢, ze migdzy modutami pojedynczej warstwy w ukladzie
(6", %, 6°) zachodzi zaleznos¢ (por. (B.14)):

Cu G5 = (G, — Gy )’ sin? (o) €08% (%) + G, Gy, = Ce” + G, G » (B.19)

— skad otrzymujemy, ze:

Cis =/Cus *Css ~GuGe ; (B.20)
w (B.19) i (B.20) nie uwzgledniono korekty;
— przy uwzglednieniu korekty, mamy:
Cy — CZA = kzs Cyq»
Gs — C;S =K, s
— iloczyn skorygowanych modutéw, zgodnie z (B.19) i (B.21) sprowadza si¢ do postaci:
Cas *Cos = KigKpy - Cps” + KKy - G Gy (B.22)

— skorygowana wartos¢ modutu poza gtdwna przekatna, zgodnie z (B.20), moze by¢ wy-

razona przez:
C:S = VCZ4 'C;5 _G;CG;C' (B.23)

Przyjmujac dalej, ze raz ustalone dla catego laminatu wspétczynniki kis i ko3 koryguja war-
tosci modutdéw scinania na gtownej przekatnej macierzy kazdej z warstw, niezaleznie od
ukfadu odniesienia, w ktérym te macierz wyznaczamy (wspétczynniki korekcyjne nie pod-

legaja transformacjom), mozemy zapisa¢, zeV:

G;c = kG,
G;c = kl:SGac'

(B.21)

(B.24)

Podstawiajac (B.22) i (B.24) do (B.23), otrzymujemy:

CZS = \/k13k23 'C452 + k13k23 ‘GG — k13k23 GGy = \/k13k23 ’ C452 =4 k13k23 -Cy5- (B.25)

Poszukiwany mieszany wspétczynnik korekcyjny ma zatem formutle:

X = KiK. (B.26)

D Zwiazek (B.24) zachodzi tylko i wylacznie w przypadku rozprzezenia dwukierunkowej pracy po-
wioki. Pokreslmy jednak, ze to wiasnie zatozenie jest podstawa przyjetej w pracy metody korekcyjne;.
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Wspotczynnik ten zostat wyprowadzony na poziomie pojedynczej warstwy. Jest on jednak-
ze identyczny dla kazdej z warstw, gdyz zalezy od globalnych wspdtczynnikdw kjs i ks,
totez mozna go wprowadza¢ do globalnej macierzy konstytutywnej (2.92) jak ks i Kos.
Podblok macierzy konstytutywnej pojedynczej warstwy zwiazany z poprzecznym $cina-
niem mozna ostatecznie przedstawi¢ w nastepujacej formie:

{c; c;}[ KosCus x/klakzaczts}_ (B.27)
VKK Gy KisCs

Coo s
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TRANSFORMACJA WEWNETRZNEJ PRACY WIRTUALNEJ

W dodatku przedstawiono transformacje wewngtrznej pracy wirtualnej opisanej row-
naniem (2.75), ktore tu, dla wigkszej czytelnosci, przytoczymy:

OW = [ joiole "dV, (C.1)
2y

Opisywana transformacja dotyczy przejscia w wyrazeniu (C.1) z miar naprezen i od-
ksztatcen, odnoszonych do konfiguracji poszukiwanej, t= 2, oraz obszaru catkowania w tej-
ze konfiguracji, na miary adekwatne dla stacjonarnego opisu Lagrange’a, tj. tensora od-
ksztatcen Lagrange’a-Greena i drugi tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa oraz obszar cat-
kowania w konfiguracji poczatkowej, t=0. Przeksztalcenia zwiazane z transformacja
przedstawiono w zapisie absolutnym i wskaznikowym.

Przypomnijmy, ze:

— 2F - jest materialnym gradientem deformacji, a 2F,,, sa jego sktadowymi,

— IF - jest odwrotnoscia materialnego gradientu deformacji, a JF,,, sa jego skfado-
wymi,

—J — jest wyznacznikiem materialnego gradientu deformaciji,

— 30« — jest tensorem naprezen efektywnych Cauchy’ego, a 304" to jego sktadowe,

— 3e - jesttensorem odksztatcen Eulera-Almansiego, a e, to jego sktadowe,

— 284 - jest drugi tensorem naprezen efektywnych Pioli-Kirchhoffa, a ¢Si" to jego
skfadowe,

— 3E - jest tensorem odksztatcen Lagrange’a-Greena, a 2E,,, sa jego sktadowymi.

Wykorzystujac, ze:
— element objetosci transformuje sig jak w (2.76):

v = 3%V, (C.2)
— zwiazek pomigdzy tensorami naprezen jest nastepujacy [77]:
204 =37 F S, (F b Jog =37 R, oF, oS, (C3)
— relacja migdzy tensorami odksztatcen zachodzi jak ponizej [77]:
0= FTEF lub g =F, JF B, (C4)
wyrazenie (C.1) mozemy zapisaé:

[0, +5%e’dv = [ (I 3FIS, JFT )eo(JF T EIF )%V (C.5)
R o

Wykorzystujac nastepnie wiasnosci operacji petnego nasuniecia [77]:

A+(BC)=(AC")B=(B'A)-C, (C.6)
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sprowadzamy (C.5) do postaci:

[(I7 S o sFT )5 (FF T IBIF ) %V =

Oy

= [| SF S SF 26| ST IEIF %AV =
R A B C

= [| iFiS, oFT EFT}-ﬁ{SFTSE]OdV= [(F:8,)-6(;FTIE) vV =
8y - = —_— &y

A c’

RS, ]-5{3]3” SE]OdV = j[gF-l 228, ]-6(§EJ°dV =
e — —_ ——
X B C v\ gT X C

Il
S

= [ 1840 E AV
OV
(C.7)
lub
_[20';5261] 24V = j (37 2R, 2F, eS| 5F SF 006, |daV =
_J. 71‘] 0 |m2 )(OFJnZ )zsm§ E OdV J.§ 6n| OZSrmé‘ E 0dV—
mk 6n|
j zs"“a“ =
Wykazalismy zatem, ze:
[ 0,557V = [ 38, +5 AV
2y dy
lub (C.8)

[ f0h6%e %V = [ 876K, AV
Y

oy
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UOGOLNIONE MIARY NAPREZEN POWLOKI

W tym dodatku przedstawione jest wyprowadzenie uogolnionych miar naprezen
w powtoce, tzw. sit przekrojowych.

W dwuwymiarowym opisie powtoki wymagane jest sprowadzenie wszystkich wielko-
$ci opisujacych jej deformacje do powierzchni odniesienia. Konieczne jest wiec zastapienie
naprezen odpowiednimi sitami przekrojowymi. Sity te wynikaja wprost ze scatkowania po
grubosci w wyrazeniu opisujacym wariacje pracy wewnetrznej (patrz (2.86)), ktore tu, dla
wigkszej czytelnosci, powtorzymy:

oW = [ [{(oSmn+ oSmn) = S} 8o By "a2°dH °dQ. (D.1)

0 ~mech
OQ OH

Rozdzielajac stan poprzecznego $cinania od membranowo-zgieciowego i wykorzystujac
(2.42) oraz (2.51), (D.1) zapisujemy:

@) (2)
oW = | j EJOEW+9 S Eu+(6°) JOEWJ *ude’ °dQ +
°Q %H
(0)
+2[ [ 052,68 4E,; "ud6®°dQ+
"t (D.2)
© o , @
+ j ,S%, (50Eaﬁ+9350Eaﬂ+(93) 5, aﬁ] °ud6* °dQ+
°Q °H

(0)
+2[ [ 480246 oE,s ‘ud6*°dQ.

OQ OH

Nalezy przeprowadzi¢ nastepujace catkowanie:

_j g i )[5 E/,+9350 o+ (93)250% ) yd93+2josgech50 - oude’ +

0) ) (D-3)

+ [ (oS%) (50Eaﬂ+63§oEaﬂ () 5OEaﬁj "ude®+2 | OS?;hJOEas udé®.
°H °H

Wykorzystujac fakt, ze miary odksztatlcen w (D.3) sa zwiazane z powierzchnia srodkowa
i w konsekwencji mozna je wytaczy¢ poza catki, wyrazenie to mozna rozpisa¢ jak ponizej:



Dodatek D 133

(0)
I, =5,E,, j 15 Oﬂd03+5oEaﬂj o g Oﬂd93+§oEa,,j 'S%(6°) ud6® +

0 “~mech Omech

%,—/
1 1
N P oM Bt

(0) @ )
~00Ey [ IS ude’ 5, [ (S0 ude’ 6 ,E,, [ S(6°) ud’+
OH OH OH

%/—/
oNflﬁ oMaﬁ %gﬁaﬂ
(0)
+20,E,, _[ o Sian 14d&° + (D4)
1Q0(3

(0)
+8,Ey j OS”ﬁhO,ud93+50Eaﬁ j ,S%,6°°udd*+5, Eﬂ j 2L, (6°) Cude® +

%—/
oN P oM 0Bl

6 © 3 0 d 3
+2 oEas_[ n MAO".
OH

a3
Oarnech

W (D.4) Wprowadzono oznaczenia uogdlnionych miar naprezen. Skiadniki (AN 2, ,
oML IBEL Q% sa aktualnymi (zréwnowazonymi, skumulowanymi) mechanicz-

nymi sitami wewnetrznymi, ktére mozna interpretowa¢ jako, odpowiednio, sity membra-

nowe, momenty zginajqce sity wyzszego rzedu w ptaskim stanie naprqzenia oraz si+y tnace

[79]. N %, MP,, BEL,, Q% saprzyrostami tychze sit. 2N %, SMP, 28

Sa adekwatnymi, do wyzej opisanych, sitami termicznymi.

W celu uproszczenia i uporzadkowania dalszych zapiséw wprowadzmy nastepujace ozna-

czenia zrownowazonych sit mechanicznych:

1 (0)11 1 (1)11 1 (2)11
L 0 L mech 0 L mech
1 1 (0)22 1 1 @ 22 1 1 (2)22
{ONmech}= OLmech ! {OMmech}= OLmech ' {OBmech}= OLmech !
1 E)ZLZ 1 E)J.Z 1 1)12
0 = mech 0 = mech 0 = mech

(k)

ogélnie ;L% . k=012,
(D.5)
1 (0)23
L
1 _J ol meen
{0 QmeCh} RO !
1, 13
OL mech

©
og6lnie ;L% ;

ich przyrostow:



134 Dodatek D

(O)ll (l)ll (2)11
0 L mech 0 L mech 0 L mech
(0)22 (1)22 (2)22
{ONmech}: OLmech ! {OMn‘ech}: OLmach ! {OBmech}: OLmech !
(0)12 (1)12 (2)12
0 L mech 0 L mech 0 L mech
(k) s
o
oL s k=012,
(D.6)
(0)23
L
_ ) 0= mech
{OQmech} - (0)13 ’
0 L mech
(O] s
A H o .
ogolnie L ;o
oraz sit termicznych:
2 (0)11 2 (1)11 2 (2)11
ol ol ol
2 2 (0)22 2 2 (1)22 2 2 (Z)zz
{on}z oL (s {th}= oL (s {oBm}z oL
© @ @) (B.7)
R 2| w2 2) 12
obth obth obth

®)
ogolnie 2L, k=0,1,2.

Przyjmujac, ze zrbwnowazone sity mechaniczne sa znane, zajmiemy sie dalej opisem jedy-
nie ich przyrostéw oraz sit termicznych, ktére wyznaczymy ze zwiazku konstytutywnego
(2.72).

Przechodzac na notacje macierzowa, oddzielmy cze$é zgieciowo-membranowa od czesci
Zwiazanej z poprzecznym scinaniem w (2.68):

Ci G G e e
[CB] =Gy Cyp Cyp s [CS] = |:C:4 C:5:|. (D.8)
Cy Cp Cy v

Woprowadzmy takze zapis wektorowy dla przyrostow odksztatcen, jak ponizej:

(k)

OE'll (0)
(k) 2,E,

{06¥}=1 By, k=012 {7} =771 (D.9)
(9 20E13

20E12
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Wykorzystujac zwiazki (2.72), (2.57) oraz (D.8) i (D.9), przyrosty mechanicznych sit we-
whnetrznych i wewnetrzne sity termiczne w notacji macierzowej dane sa nastepujaco:

Non = DI oS 1 SN} | (G o+ (o} 4(6) {6} uce?
M~ j 0S8 ude® S{M, Hj [cs]{{oe<°>}+93{og<1>}+(93)z{Ogm}}.gsoﬂdgs,
Bt =] oS¢ ) A6 B )= jcB]{ [ H6 {6 {oe P e°) “ue”
QL = j 0S8 S Q= jcs]{oy‘”} "ude’,
N = ojHés;ﬂ “ude? SN} j{q (TO+TO.¢°) udé?,

t

(D.10)V
M= jc;}T<°>+T“e3)93 “udé’,

My =] 0ST6 ude®

°H

By =[i57(0) we {38} I [C)rOTOENe) ude.

°H

Rozpisujac (D.10) i wytaczajac spod catek uogdéinione miary odksztatcen, otrzymujemy:

(| JlT 7} 100 o} [l 0 ), @22

(Al (Bl [Pk
i o i o ) o) 022
(Bl [Pk (Els
10 e )| [l 1 [1 ) e ) 020
[Pk (ks (Fls

b Nalezy zwréci¢ uwage, ze naprezenia poprzecznego $cinania S, liczone przy wykorzystaniu
macierzy [C4] podanej w (D.8) (por. (D.10d)), sa obarczone bt¢dem wynikajacym z upraszczajacych
zatozen teorii $cinania pierwszego rzedu, w ktdrej odksztatcenia $cinania poprzecznego sa state na
wysokosci przekroju. Na etapie obliczania sztywnosci ukfadu btad ten moze by¢ skorygowany po-
przez zastosowanie odpowiednich wspotczynnikéw korekcyjnych (por. (2.92)). Warto jednak podkre-
sli¢, ze przy okreslaniu rozktadu naprezen poprzecznego scinania moga byé wykorzystywane inne
podejscia niz bezposrednie zastosowanie zwiazku konstytutywnego. Pewne sformutowania mieszane,
jak wspomniano w rozdziale 2 pracy, daja mozliwos¢ przyjecia narzuconego rozkiadu, np. spetniaja-
cego warunki réwnowagi na granicach warstw [24, 25, 136]. Inna metoda jest obliczanie sktadowych
poprzecznego $cinania na podstawie sktadowych PSN przy wykorzystaniu lokalnych warunkéw
réwnowagi — takie podejscie prowadzi w modelach ESL do najlepszej zgodnosci z rozwiazaniem
tréjwymiarowym, czy tez quasi-trojwymiarowym [24, 134].
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{oam}{ | [Cs]°ud03](o¢°)}, (D.14)
e

{m}{ j{qh}wdes}w{ [ w}ﬂn .15

{Athlaa {Binlzq

{im,} f TS ﬂdﬁng“”’{f fcley °ﬂd6'3JT‘”, (D.16)
{Bth}m {Dth}M

(.4 J{e)f o )] e o)

{D th}3>4

{Eth}gxl

Ostatecznie mozna zapisac¢ finalng posta¢ macierzowa prawa konstytutywnego na poziomie
catego przekroju, odpowiadajaca zwiazkowi w punkcie osrodka (2.72):

{oNen}

{oMen}| _

{oBent |
oGt ]

(oSm]

[(0,0) (0.1) (0,2) b

[Al,, [Bl,, [DL, [0,

(1,0) 1 1,2)

[B,, [Pl [El,, [0],,

[DL,, [EL,, [FL. [0,
(0,0)

[O] [0]2><3 [0]2><3 [SA]ZXQ

[oH ]

{oe”)
{

1)
o€

o7

H A

{0 mean}

J
{oe®})
}

[N

[ (0,0) oy ]
{Ankie {Bnkse
(1,0) (11)

— {Bitsa {Piksa
(2,0) (22)

{BiJaq (Bt
0 10|
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