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PRZEDMOWA.

Ksigzka wychodzi obecnie w wydaniu trzeciem. W po-
réwnaniu z drugiem poczyniono w niej pewne uzupetnienia,
a tem samem powiekszono objetos¢. Uzupetnienia dotycza
gtébwnie nauczania t. zw. algebry w klasie 3-ej i georaetrji. Ze
wzgledéw praktycznych podzielono jg na 3 czesSci: pierwsza
poswiecono nauczaniu liczby catkowitej, drugg — wymiernej,
a trzeciag — geometrji. Z powodu uzupetnien wspomnianych
tytut ksigzki réwniez ulegt zmianie, odpowiadajacej rozszerze-
niu sie zakresu spraw, jakie porusza.

Doswiadczenie pouczylo, ze dwa pierwsze wydania byty
potrzebne. Wobec tego autor sadzi, ze to trzecie réwniez od-
powiada¢ bedzie pilnej potrzebie i speini role swojg z pozyt-
kiem. Rola ta nie polega na udzielaniu drobiagowych prze-
piséw, lecz na wyjasnieniu zagadnienn zasadniczych. Rzeczg
jest nauczyciela wycigganie z zasad gtdwnych wnioskéw po-
mniejszych, w praktyce nauczania potrzebnych. Zostawi mu
to duzo swobody, da pole do myslenia i twérczosci. Od tej
twoérczosci plynacej z zywego, bezposredniego doswiadczenia
zalezg w przysztosSci w ogromnej mierze losy nauczania i szkoty
narodowej. Ksigzka niniejsza pragnie do tego nauczyciela pol-
skiego pobudzi¢.

Tak ptodna w nastepstwa i tak dzi§ poglebiona zasada:
learning by doing znang jest autorowi, a pomimo to wskazania
swoje przystosowat on do praktyki dzisiejszego nauczania i po-
ziomu przygotowania pedagogicznego nauczycieli. Motoda nau-
czania rosnie i rozwija sie razem z nauczycielem i postepem
wychowania. Nie jest ona $rodkiem medycznym, lecz orga-
niczng czescig catosci zycia...

Przyjda szczes$liwsi i bedg mogli zrobi¢ lepiej.



ROZDZIAL |

Arytmetyka obecnie nalezy do gtdwnych przedmiotéw
nauczania w szkole elementarnej i $redniej. Przyczyny tego
zjawiska sg dostatecznie zrozumiate: dziatalty tu wzgledy
w pierwszym rzedzie praktyczne. Précz nich jednak niematg
role odegraty réwniez wyrobione sposoby rachunku, wykony-
wania dziatan, ktére zastgpily dawne zmudne metody mecha-
niczne. Oddawna juz, a szczegOlniej od czaséw Pestalozzego
ta wiec przez caty wiek XIX) usilnie pracowano nad metoda
nauczania arytmetyki poczatkowej; literatura tej gatezi dydak-
tyki w tym czasie wzrosta imponujaco. Zrobiono juz w tej
dziedzinie duzo, a z calag pewnoscia zaznaczy¢ nalezy, iz gtow-
ny impuls do tej pracy dato powstanie szkoty ludowej, demo-
kratyzacja oswiaty. Rozszerzony teren doswiadczenia, rozra-
stajgce sie potrzeby wpiynelty ogromnie na praktyke naucza-
nia, na ustalenie pewnych sposobéw traktowania rzeczy. Ale
jesli obecnie w poréwnaniu z wiekiem XV Il zrobiliSmy bardzo
duzy krok naprzéd w tej wiasnie praktyce nauczania, to pod-
waliny teorji metodyki sg jednakze chwiejne i nieraz zgota
niejasne.

Dla kazdego chyba jest rzecza zrozumiata, ze zdawanie
sobie sprawy z tych elementarnych proceséw mysli, z tych
poje¢, na ktérych opiera sie gmach arytmetyki, to kwestja
nie tylko ciekawa dla teoretyka, ale wazna tez i dla praktyk;:.
Stad nieustanne poszukiwania w tej dziedzinie, ciggta praca
zarébwno pedagogoéw z zawodu, jak filozoféw i matematykow-
specjalistow. Najgtéwniejsza jakosScig elementarng, na Kktorej
opiera sie arytmetyka, jest sama liczba catkowita, czyli t. zw.
naturalna. Czem jest ta liczba? W pytaniu tern (jak zreszta
w wielu innych) schodzg sie drogi niezaleznego badania nau/
kowego i praktyki nauczania. Dos$¢ zajrze¢ do wielu dziet,
szczeg6lnie w literaturze niemieckiej, poswieconych specjalnie
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nauczaniu poczatkéw arytmetyki, aby sie przekonaé, ze kazdy
autor przedewszystkiem na to pytanie zwraca uwage.

Nie miejsce tutaj zastanawia¢ sie nad réznemi teorjami
o pochodzeniu i jako$ci pojecia liczby. Takie badania zapro-
wadzityby nas zbyt daleko od tych kwestyj praktycznych,
z ktéremi zwigzane jest nauczanie, od tego celu skromnego,
ktory postawiliSmy sobie w tej ksigzce. Postaramy sie jednak-
ze zwrdéci¢ tu uwage na pewne wazne momenty, zwigzane
blisko z powstawaniem pojecia liczby.

Gdy liczymy jakie$ dane przedmioty konkretne, przecho-
dzimy od jednego przedmiotu do drugiego w pewnej kolei.
Aby taka kolejno$¢ wytworzyé, potrzeba pewnego wysitku za-
réwno wyobrazni, jak uwagi. tatwo to zrozumiemy, jezeli
zechcemy dla sprawdzenia przeliczy¢ faktycznie pewnag grupe
przedmiotéw, np. grupe drzew w jakim$ niewielkim gaju. Im
wiecej jest przedmiotdw do przeliczenia, tern wieksze sg trud-
nosci, gdyz trudniej jest wtedy w rozpatrywanych przedmio-
tach utworzy¢é pewien porzadek, kolejnos¢. Pomagamy sobie,
dzielac dane przedmioty na grupy, tatwe do spamietania, albo
tez na grupy specjalnie przez nas mechanicznie $réd przed-
miotéw wytworzone. Jezeli zechcemy obserwowaé osoby li-
czace, bez trudnosci spostrzezemy, ze w takich razach naj-
czesciej licza one dwodjkami (parami) lub tréjkami, rzadziej
czwoérkami, a jeszcze rzadziej pigtkami. Takie niewielkie grupy
przedmiotdw chwytamy liczbowo jakby jednym rzutem oka,
a robimy to tem fatwiej, im odpowiedniejsze sg po temu warunki,
w jakich przedmioty sg dane; rzecz bowiem zalezy w duzej
mierze od odlegtosci przedmiotéw, od ich potozenia wzajem-
nego i t. p. Gdy np. przedmioty znajdujg sie w wiekszej licz-
bie i bardzo blisko, albo tez bardzo daleko jeden od drugiego,
wtedy trudniej chwyta¢ owe pary i trojki jednym rzutem oka;
bo w pierwszym przypadku musimy mozolnie oddziela¢ jedng
trojke od drugiej, wysila¢ uwage, w drugim za$ gatka oczka
musi wykona¢ pewien ruch, by od jednego przedmiotu przejs¢
do drugiego, fiksacja bowiem, czyli ustawienie danego przed-
miotu w jasnem polu widzenia, nioze by¢ zrobiona dla sto-
sunkowo niewielkiej grupy przedmiotéw i zalezy réwniez od
odlegtosci oka od tych przedmiotéw. Wobec tego jest rzecza
wazng, by narzedzia pogladowe przy nauczaniu arytmetyki
bytly ustawione w klasie na odpowiedniej odlegtosci i miatly
okre$long, zalezng od warunkéw wielko$¢. Zdarzyto mi sie
widzie¢ w jednej z klas szkoly elementarnej liczydto, z kto-
rego nie usunieto niepotrzebnych gatek, liczona grupa gatek
nie mogta by¢ wskutek tego dla wszystkich uczniéw wyrazna;
samo za$ liczydto byto przysuniete zbyt blisko do tawek. Sa
to rzeczy, na ktére nalezy baczy¢ przy nauczaniu.
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Liczymy jednak nie tylko przedmioty konkretne, dane
nam w polu widzenia, lecz i oddzielne powtarzajagce sie dzwie-
ki, np.uderzenia zegara, spadajace powolnie krople wody i t. p.
Liczy¢ mozemy réwniez oddzielne dotkniecia do powierzchni
naszego ciata, oddzielne ruchy wykonywane przez nas samych.
Czy mozemy w tych razach z réwna, jak poprzednio, fatwoscig
ujmowaé wrazenia grupami po dwa, po trzy i t. p.? Otoéz
skonstatowa¢ tu nalezy duzg i wazng réznice. W polu wi-
dzenia dane mamy przedmioty jednoczes$nie, tu nastepujg no
sobie kolejno; tam mozemy wracac¢do przeliczonych i spraw-
dzac¢ rachunek, tu tego zrobi¢ nie mozemy. Mozemy i wzro-
kiem ujmowacé zjawisko, np. gdy obserwujemy ruchy wahadta
zegarowego. Ale jedno wahniecie mija i nie powtérzy sieg;
a wiec nieudolny rachmistrz nigdy nie ma pewnosci, czy do-
brze porachowalt, jezeli nie jest obeznany z jakiemi innemi me-
todami sprawdzania swego rachunku.

Z powyzszego wynika, ze liczymy przewaznie dwa rodzaje
przedmiotéw: |-o takie, ktore sg nam dane wszystkie jedno-
czeSnie w przestrzeni, 2-0 takie, ktére nastepujg po sobie
w czasie. Liczenie w pierwszych jest jakby wygodniejsze, bo
mozemy nasze liczenie sprawdzi¢ bezposrednio, przeliczajac
powtérnie. Na tern miedzy innemi przyczynami polega war-
tos¢ t. zw. Srodkéw pomocniczych do poglagdowego nauczania
arytmetyki poczatkowej. Srodki te majg jeszcze inne znacze-
nie, o czem jednak pOzniej. Ta wilasno$¢ specjalna przedmio-
tow pierwszego rodzaju jest zarazem powodem, dla ktérego
wiele ludzi sadzi, ze samo pojecie liczby powstato z dos$wiad-
czenia przez obserwowanie takicTi przedmiotéw Gdyby takie
roziTi7TT/TiTe rzeczy nie szkodzito przy nauczaniu, moznaby zu-
petnie nie zwraca¢ na nie uwagi; ale nieraz moze ono.bi™
szkodliwe. Taki poglad jest to co$ takiego, gdyby kto, wi-
<lzac¢',"'ze tawka w izbie pomaga dzieciom przy nauce chodze-
nia, chcial wyprowadzi¢ stad wniosek, ze niektére przedmioty
zewnetrzne ucza dzieci chodzi¢. ZaznaczyliSmy powyzej, ze
liczac dane przedmioty, tern samem zaprowadzamy $réd nich
pewien porzadek, tad. Ot6z gdy liczymy, biorgc przedmioty
pojedynczo, czy tez parami lub tréjkami, tatwo zaobserwowac,
ze porzadek, jaki wybraliSmy, wcale nie wptywa na rezultat,
o ile tylko rachunek byt dobrze wykonany. Gdybysmy np.
przeliczali 12 przedmiotéw pojedynczo,'to takie uporzagdkowanie
moznaby byto utworzy¢é tyloma sposobami, ile jest jednosci
w iloczynie: 1. 2. 3. 4"5. 6. 7. 8 9. 10. 11. 12; gdyby przed-
miotéw byto 5, to uporzadkowan réznych byloby: 1. 2. 3. 4.
5it. d. Przy wszelkiem uporzadkowaniu rezultat liczenia
bedzie ten sam, otrzymana liczba bedzie taka sama, a wiec
liczba nie zalezy od uporzgadkowania. Ale gdy
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nam chudzi nie o kolejne liczenie, lecz o dorazne odczy-
tywanie z danej grupy przedmiotéw odpowiadajacej im liczby,
wtedy zestawienie tych przedmiotéw musi byé¢, jakesmy to
zaznaczyli, mniej lub wiecej wygodne. Moznaby zadac¢ sobie
pytanie, jakie ustawienie przedmiotéw bytoby najwygodniejsze
do doraznego odczytywania z nich liczby. Wykonywano na-
wet w tym celu rézne doswiadczenia z dzieémi. Wiemy zresz-
ta, ze dorazne odczytywanie liczby nawet dla nas starszych
przedstawia duze trudnosci, jezeli ta liczba jest wieksza, niz
4 lub 5. Musimy przy takich liczbach dokonywac liczenia,
bedzie sie ono odbywatlo predzej lub powolniej, zaleznie od
wprawy, ale faktycznie, jak to nietrudno sprawdzi¢, obserwu-
jac samego siebie lub rozpytujac ludzi, bedzie.

Liczba z drugiej strony nie zalezy nie tylko od porzad-
ku, ale i od jakosci przedmiotobw. Wszystko jedno, czy
liczymy stalki, czy kamyki, czy patyczki i t. p.; jezeli liczba
ich bedzie ta sama, rezultat liczenia bedzie ten sam. Fakt ten
zwykle wyzyskuja przy nauczaniu, usitujac wytworzy¢ w dzie-
ciach pojecie liczby. Wszak wszyscy dobrze rozumiemy,
ze liczba nie jest przedstawieniom jakiego$ konkretnego przed-
miotu, ze nie zawiera w sobie zadnych cech zmystowych, ze
jest wytworem psychicznym, ktéry nalezy do klasy t. zw.
poje¢, tak samo jak np. dobro, sprawiedliwos¢ i t. p. Kazde
pojecie poza wszystkieini innemi cechami posiada przedewszyst-
kiem dwie: 1) reprezentuje cala klase przedmiotéw i 2) stuzyé
moze do porozumiewania si¢ ludzi miedzy soba. Przedstawienia
roznych konkretnych przedmiotéw u réznych ludzi moga by¢
i sg r6zne. Kazdy z nas, przypominajagc sobie pewien przed-
miot konkretny, uswiadamia sobie inaczej jego szczegdly, ina-
czej go zabarwia uczuciowo, przedstawia go sobie wiecej lub
mniej doktadnie. W pojeciu te szczegdly indywidualne zni-
kaja, mamy przed sobg wytwér specjalny, co$ w rodzaju mo-
nety papierowej, reprezentanta catej masy przedmiotéw kon-
kretnych z wzajemnie sprzecznemi i pokrywajgcemi sie cecha-
mi indywidualnemi. Nie ulega jednakze watpliwosci, ze po-
jecie nie zjawia sie odrazu, ze musi ono by¢é Wypracowane
i zdobyte, ze przedewszystkiem pojawienie sie jego musi po-
przedza¢ uswiadamianie sobie przez <cztowieka
potrzeby tego wytworu. Nie ulega réwniez watpli-
wosci, ze pomiedzy przedstawieniem oddzielnego przedmiotu
a reprezentantem klasy, do ktérej on nalezy, istnieje caly szereg
stopni przej$ciowych. Zaznajomienie sie z historjg rachunku
i z jego stanem obecnym u ludéw pierwotnych ma przede-
wszystkiem znaczenie ze wzgledu na liczne i bardzo poucza-
jace przyktady tych stopni przejsciowych.



Jezeli nas kto$ zapyta, co sobie wyobrazamy, gdy usty-
szymy stowa: ,system planetarny"”, kazdy z nas odpowie, ze
w wyobrazni jego zjawia sie pewien catoksztatt przedmiotéw
skoordynowanych ze sobg w taki sposéb, jak np. storce i pla-
nety. Kto widziat tellurjum, przypomni sobie, jak ten przy-
rzad wyglada, inni postugiwaé sie beda innemi przedstawie-
niami. Wszystkie te przedstawienia nie beda jednakze odpo-
wiadaly rzeczywistosci, a to -ze wzgledu na jej ogrom i na nie-
mozliwo$s¢ bezposredniego ogladania wilasciwego przedmiotu.
Wiemy, ze kazda gwiazda moze by¢ rozpatrywana jako osro-
dek jakiego$ systemu planetarnego, ze nasze storice jest tylko
jedng z takich licznych bardzo gwiazd. Tak wiec wspomniane
wyzej rézne u réznych ludzi przedstawienia beda niejako re-
prezentantami calej klasy jednorodnych przedmiotéw. Kazde
takie przedstawienie posiada jedng z tych cech zasadniczych
pojecia, o ktérych wyzej méwiono. Nie jest jednakze we wia-
Sciwem tego stowa znaczeniu pojeciem. Jezeli cztowiek pier-
wotny zamiast uzywanego przez nas wyrazu .pie¢” powiada
.reka", czyz nie uzywa tez pewnego przedmiotu, ktéry mu
zastepuje nasza liczbe odnosna? Bez watpienia tak jest. Ba-
danie rachunku ludéw pierwotnych i historja tegoz z calg
pewnoscig pouczajg, ze podobne .przedmioty zastepcze" od-
grywaty w rachunku duza role. Przy nauczaniu niektérzy
nauczyciele postugujg sie monetami lub odpowiednio przygo-
towanemi markami, ktére maja to samo znaczenie, eo np. kulki
na liczydle. Im bardziej przedmioty zastepcze odbiegajg od
jakiegokolwiek konkretnego zbioru przedmiotéw, tern wiecej
sie zblizajg do pojecia ze wzgledu na swoja role.

Ciekawa i nie pozbawiong gtebokiego znaczenia psycho-
logicznego jest rzecza, ze reka ludzka i wogdle czesci ciala
byly ,przedmiotami zastepczemi”, a ich nazwy byly pierwsze-
mi liczebnikami, ktére pézniej stopniowo usamodzielnialy sie,
przerabiaty, aby sta¢ sie tem, czem sg obecnie. Jak Scisle
umyst ludzki byt zwigzany z konkretnemi przedmiotami do-
wodzi chociazby ta okolicznos¢, ze $réd ludéw pierwotnych
spotyka sie nieraz cztery np. r6zne nazwy dla oznaczenia czte-
rech réznego rodzaju przedmiotéw. Inaczej sie nazywaja np.
przedmioty zywe, inaczej okragte, podiuzne i t. p. (réznica
moze byc¢ catkowita, albo tylko w koncéwce stowa czy przy-
stawce).

Nietrudno zrozumieé, iz przy powyzszym sposobie re-
prezentacji liczb niemozliwe sg nasze metody rachunku, np.
nasze mnozenie, niemozliwe jest przedewszystkiem rozsze-
rzenie zakresu liczbowego poza ograniczonag sfere, zwigzang
z mozliwoscig takiej konkretnej reprezentacji. Pomimo tego
w tym okresie rozwoju matematycznego wystepuje na widow-
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nie jedna z bardzo waznych, dla matematyki zasadniczych
metod.

Ta metodg duzej wagi jest metoda odwzorowywania. Je-
zeli mamy dwa zbiory jakich przedmiotéw (np. ziaren grochu
czy kamyczkéw). t0 nawet wtedy, gdy nie posiadamy jeszcze
nazw liczebnikéw, gdy obce nam jest samo pojecie liczby, mo-
zemy okre$li¢, czy zbiory te sg liczebnie réwne, czy toz ktéry
z nich jest wiekszy. Nazwijmy, nasze zbiory dla skrécenia
Z, i Z., a kazdy przedmiot nalezacy do jednego lub drugiego
zbioru* nazwijmy, réwniez dla krétkosci, jego elementem. Je-
zeli teraz kazdemu elementowi pierwszego zbioru % podpo-
rzadkujemy jeden i tylko jeden element Z, i okaze sie, ze
przytem zbiér Zt wyczerpuje sie wczesniej, to powiadamy, ze
Z, jest mniejszy, niz Z,; jezeli obydwa zbiory wyczerpujg sie
jednoczesnie, méwimy, ze sg sobie réwne, ze posiadajg te samg
zawartosc¢.

Taki proces podporzadkowania nazywa sie wiasnie pro-
cesem odwzorowywania. Pomiedzy zbiorami réwnemi istnieje,
jak powiadamy, doskonata odpotciednio$é, to zn. kazdemu ele-
mentowi jednego zbioru odpowiada jeden i tylko jeden ele-
ment drugiego i odwrotnie. Proces odwzorowania nic zalezy
od jakosci elementéw obu zbioréw, nie zalezy réwniez od upo-
rzadkowania ich — w tem znaczeniu, ze kazdorazowo
mozemy uwzglednié¢ takie Ilub inne uporzad-
kowanie.

Liczenie, jak widzieliSmy, réwniez nie zalezalo (we wia-
Sciwem znaczeniu tych wyrazéw) od porzadku i jakosci liczo-
nych przedmiotow. Rzuca sie jednakze w oczy ta réznica po-
imiedzy liczeniem a odwzorowywaniem, ze przy liczeniu ele-
lmenty liczonego zbioru podporzadkowujemy 1i-
Iczebnikom, wyrazom t zw. ciggu naturalnego
'liczb: 1. 2. 3. 4. 3. i t. d, a przy odwzorowywaniu przed-
miotom, elementom innego konkretnego zbioru. Pozatem wszyst-
ko pozostaje tem samem, przynajmniej na pierwszy rzut oka.
Nietrudno zrozumieé¢, ze pierwszem dalszom odkryciem na
drodze przejSciowej od odwzorowania do liczenia bedzie od-
powiedni wyboér jednego ze zbioréw Z, i Z,. Ten wybd&r musi
by¢ tak dokonany, aby jeden ze zbioréw byt tatwo przenosny,
aby w razie potrzeby stale mégt towarzyszy¢ poczatkujacemu
rachmistrzowi. Dziecko, liczac, odruchowo postuguje sie pal-
cami, ktoére posiadaja te cechy, ale nie moga stuzy¢ do wiek-
szego zakresu liczbowego, niz 10. To tez nasz karbowy, liczac
kopy zboza czy sztuki drzewa w lesie, albo co innego jeszcze,
jezeli nie jest biegly w rachunku (co sie czesto zdarzato,
a i teraz nierzadko sie zdarza), wycina sobie kozikiem na
kijku znaki, odpowiadajagce kopom; pani ekonomowa znowu,



jezeli nie jest biegta w rachunku, stawia weglem na deszczutce
kreski, odpowiadajgce garncom mleka; modlacy sie przesuwa
paciorki rézanca, ktéry dawniej odgrywal wieksza role, bo
ludzie czesciej nie umieli liczy¢ i t. p. Przyktady te wskazuja,
ze tu wykonywany jest proces odwzorowywania i przytem na
przedmiotach dosy¢ tatwo przenosnych.

Wobec tego owe przedmioty zastepcze nabierajg innego
znaczenia: sg to zbiory przedmiotéw obranych do wykonywa-
nia procesu odwzorowywania, ale poniewaz te przedmioty sa
indywidualne, moga wiec stuzy¢ do sprawdzenia, przeliczenia
tylko okreslonych zbioréw. Przedmioty takie wziete byly
z otoczenia najblizszego. Nadawata sie do tego szczegodl-
niej reka ludzka, jako przedmiot bezposrednio, organicznie
zwigzany z ciatlem cztowieka: to tez mamy w historji arytme-
tyki dane, ze t. zw. rachunek na palcach odgrywat dawniej
duzg role. Teraz jeszcze bilgkajg sie t. zw. sztuczki z dzie-
dziny starozytnego rachunku na palcach. Rachunek na pal-
cach, jak sadzag stusznie pedagogowie, moze mie¢ zawsze nie-
mate znaczenie, a szczegdlniej przy nauczaniu dzieci niedo-
rozwinigtych. Nadaje sie on gtéwnie w zakresie pierwszego
dziesigtka, gdzie moze mie¢ duza warto$¢, psychologicznie
uzasadniona.

Jezeli zwrécimy uwage na to, ze przy wigkszych liczbach
proces odwzorowywania wymaga pomigtania porzadku, w ja-
kim uszeregowane sa przedmioty zbioru odwzorowywanego,
nietrudno zrozumieé, ze proces ten moégt najpierw dotyczy¢
tylko bardzo niewielkich zbior6w. Pamietanie porzadku ele-
mentéw wiekszego zbioru jest zwigzane z wiekszym wysitkiem
uwagi, a wiec wiekszg pracg umystowg Okreslone zbiory
przedmiotéw, stuzgce najpierw do odwzorowywania [jak np.
reka (5), caty cztowiek (20)], jako przedmioty zastepcze, byty
state i tem samem ograniczone. W taki sposob proces rozwoju
mys$li arytmetycznej nie moégt posuwac¢ sie ualej, zakres licz-
bowy nie madgt rosngé, gdyz inaczej trzebaby bylo posiadac¢
liczne tego rodzaju zbiory, co zbytnio utrudniatoby liczenie,
a wilasciwie odwzorowywanie. Dlatego stadjum owych zbio-
row stalych mogto sie utrzymac—dotad tylko, poki potrzeba
praktyczna nie zmusita cztowieka do udoskonalenia swego apa-
ratu odwzorowujgcego. Karbowy, ktéry wycina znaczki na
kiju, jest juz na wyzszym szczeblu rozwoju, bo moze w ten
spos6éb znacznie wieksze liczby odwzorowywaé. Po6ki praktyka
zycia zwigzana byta z niewieikiemi liczbami, $rodki powyzsze
jako tako wystarczaty; ale p6zniej musialy ustgpi¢ innym: aparat
odwzorowujgcy musiat sie ciaggle wydoskonalaé. Podobne zja-
wisko spotykamy w sposobach pisania, ktére najpierw zwig-
zane byly, jak to widzimy np. w hieroglifach egipskich, z ry-
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sunkiem. Aparat odwzorowujgcy I>edzie tem doskonalszy, im
tatwiej da sie przenosi¢, im wiekszy zakres liczb objg¢ potrafi;
wtedy dla wszystkich przypadkéw bedzie stosowny. Pisanie
zwyczajnych kresek, ktérego pozostatosci widzimy np. w cy-
frach rzymskich, pozwala zapisywaé¢ nawet wigksze liczby przy
odpowiedniej cierpliwosci, ale ma inne braki, ktére tatwo zro-
zumie¢: wymaga duzo miejsca i duto czasu, niewygodne jest
do porozumiewania sie i dziatan.

Ostatnim szczeblem rozwojowym w tej dziedzinie jest
wytworzenie ciggu naturalnego, wytworzenie stéw odpowiada-
jacych liczbom stale zwigkszajgcym sie o jedno$¢. Ten ciag
naturalny jest uniwersalnym aparatem odwzorowujgcym, naj-
wygodniejszym, bo kto go raz posiadl, — zawsze z nim po-
zostanie. Liczenie jest to odwzorowywanie zapomoca ciggu
naturalnego liczb, podporzadkowywanie kazdego kolejnego ele-
mentu przeliczonego zbioru kolejnemu elementowi ciggu, ktory
przytem daje odpowiedZ na pytanie: ile przedmiotow
policzylismy? Utworzony ciag naturalny ma nadto
wiele innych cech. Np. odrazu rzuca si¢ w oczy, ze nie mozna
kazdej nastepnej liczby ciggu nazywa¢ oddzielnem stowem bez
zadnej prawidiowosci: mys$l zgubitaby sie napewno w tym le-
sie stow.

Podczas gdy przedmioty liczone mozemy przestawia¢ do-
wolnie i przez to liczba ich sie¢ nie zmieni, wyrazy ciagu na-
turalnego przeciwnie: — nie moga by¢ przedstawiane; w ich
uporzadkowaniu zawiera sie co$ wigcej, niz w zwyczajnym sze-
regu znakéw lub tez jakichkolwiek innych przedmiotow. Wy-
razy ciggu sa reprezentantami wszelakich zbioréw o tej samej
zawartosci, a kazdy wyraz nastepny jest reprezentantem
zbioréw o zawartosci wiekszej (t. j. przy odwzorowywa-
niu 2 zbioréw jakichkolwiek, ktérych reprezentantami sg 2
nastepujagce po sobie wyrazy ciggu naturalnego; po wyczerpa-
niu jednego z tych zbioréw w drugim pozostanie jeszcze jeden
element). Kazdy wyraz ciaggu naturalnego przedstawia jakby
symbol, znak wykonanej pracy odwzorowy-
wania czyli liczenia. Ta ostatnia uwaga ma wielkie
znaczenie dydaktyczne, bo bardzo czesto uczymy najpierw,
np. w zakresie pierwszego dziesiagtka, liczy¢, uwazajgc to za
rzecz konieczng przy nauce poczatkéw. Jest to mniemanie
Iniestuszne: dziecko moze zapamieta¢ szereg kolejnych liczeb-
nikbw, moze stosowa¢ to do liczenia przedmiotéw, ale takie
liczenie bedzie procesem czysto formalnym, bo dla dziec-
ka w takim razie nazwy kolejne liczebnikéw nie beda posia-
daly nic précz zwyczajnych dzwiekéw, szeregowanych w po-
rzadku kolejnym, utrwalonym tylko przez pamie¢ (patrz np.
S. Jankowski; ,Jak prowadzi¢ nauke rachunkéw. Czes¢ 1"
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Warszawa 1903). W niektérych przypadkach taka znajomosé),
szeregu liczebnikéw moze nawet zaszkodzi¢, a wogdle przygo-
towaniem do nauki by¢ nie moze.

Jest faktem, znanym z obserwacji rachunku u ludéw pier-
wotnych, ze samo nauczenie liczebnikdw nie prowadzi do sto-
sowania ich w rachunku praktycznym. Cztowiek pierwotny
pamieta nieraz wyuczone stowa, ale w praktyce swego zycia
stosuje wiasne pierwotne metody, obywajace sie¢ bez tych stow.
Dopiero zmiana warunkéw jego zycia, rozw6j odpowiedni sto-
sunkéw gospodarczych, handlu i przemystu jest tym motorem,
ktory prowadzi jego mys$l matematyczna, na wyzszy szczebel

rozwoju. /
Tak samo postepujemy zbyt ryczattowo i nieoglednie, gdy/
pokazujac rézne przedmioty i przeliczajgc je, sadzimy, ze

w ten spos6b wytwarza gie pojecie liczby. (Np. patrz W. Tra->
czynski: ,,Przewodnik metodyczny do nauki rachunkéw”. Ja-
rostaw 1910). Juz z powyzszego krotkiego szkicu czytelnik
widzi, ile to momentéw mysSlowych potrzeba uwzglednié¢, by
mozna mowi¢ o pojeciu liczby, z drugiej zas strony pojecia
musza sie stopniowo wytworzy¢, wyrosngé, a do tego nie dos¢
samych tylko pokazéw i krotkiego zwrécenia uwagi. Uczenh
musi przej$¢ przez wszystkie stadja przygotowawcze, a wiec
musi zauwazy¢ niezalezno$¢ liczby od uporzadkowania, od ja-
kosci przedmiotéw, musi odwzorowywacé zbiory jedne w dru-
gich zapomoeg stalych przedmiotéow, np. galek na liczydle,
kresek stawianych u siebie w tabliczce (arytmetyka bez stéw
w ochronkach), obrazkéw, nastepnie liczy¢ rézne przedmioty,
uzywajgc stéw. Nie dos¢ jeszcze na tem: pojecie danej indy-
widualnej liczby wtedy sie zjawia, wtedy jest w posiadaniu
dziecka, gdy ono niem operuje, co jest mozliwe tylko przy wy-
konywaniu réznych z liczbg dziatan i zadan, gdy dziecko uiiciu-
damia sobie swoje procesy psychiczne. Wobec tego, ze jezyka
dzieci uczg sie zwykle dos¢ wczesnie, pojecia, jakie wyraza
mowa, zdajg sie nam juz by¢ gotowemi; gdy tymczasem blizsze
zbadanie rzeczy wykazatoby duze braki w tej dziedzinie. Mozna
przelicza¢ rozne przedmioty, ale nie mie¢ pojecia liczby, przy-
najmniej samo takie przeliczanie nie moze by¢ spraw-
dzianem tego. Najlepszym sprawdzianem jest samodzielne
zastosowanie liczby przez ucznia w zadaniu. Jezeli dziecko
powie do kolegi: ,,dam ci cztery stalki, a ty daj mi obsadke, bo
swojg zgubitem”, to tutaj najlepiej sie przejawia wartos¢ zdo-
bytych poje¢. Zadanie, jak wszedzie w matematyce, ma row-
niez w tym razie kapitalne znaczenie. Na tem polega wartosé
tak zwanego praktycznego kierunku w nauczaniu wogole. Je-
zeli dziecko stosuje pewne pojecia do zagadnieh znajdujacych
sie w sferze jego zainteresowan, jezeli operuje pewnemi po-



jeeiami, tem samem musi je posiada¢. Inne sprawdziany s3
o wiele ryzykowniejsze i nie dajg uczacemu pew-
nosci.

Zazwyczaj sadzimy, ze pojecie liczby rozwija sie na tle
doswiadczenia. Ale powiedzie¢, ze co$ powstaje na tle do-
Swiadczenia, jest to czesto prawie nic nie objasni¢. W naszem
zagadnieniu mamy do czynienia z bardzo zawitym procesem.
Jednym z wybitnych rzecznikéw doswiadczalnego powstawania
poje¢ liczbowych jest mysSliciel angielski John Stuart Mili.
Stawia on sprawe najjasniej i najkonsekwentniej. Przytoczymy
tu stowa samego Milla: ,Wyrazenie ,dwa krzemienie i jeden
krzemien” oraz wyrazenie ,trzy krzemienie” w rzeczywistosci
oznaczajg ten sam zbiér krzemieni, a bynajmniej nie ten sam
fakt fizyczny. Sa to nazwy tych samych przedmiotéw, lecz
tych samych przedmiotéw w dwoéch stanach odmiennych: cho-
ciaz nazwy oznaczajg te same rzeczy, lecz towarzyszgce im
pewne cechy sg rézne. Trzy krzemienie w dwodch réznych
zbiorach i trzy krzemienie w jednym zbiorze oddzialywajg na
nasze zmysty nie jednakowo, a twierdzenie, ze przez zmiane
miejsca i rozkiadu tych krzemieni mozna osiggng¢, aby te
krzemienie wywotywaly ten iub inny szereg czu€, jakkolwiek
bytoby banalnem, nie jest jednakze tautologja. Twierdzenie
to jest prawda, znang z bardzo wczesnego i statego doswiad-
czenia: jest ono prawda zdobyta indukcyjnie, a takie wlasnie
prawdy stanowig podstawe nauki o liczbach. Wszystkie praw-
dy podstawowe tej nauk: opierajg sie na Swiadectwie zmystow;
dowody czerpiemy, wykazujagc oczom lub palcom naszym, ze
dana liczba przedmiotéw, np. dziesie¢ kul, moze przy rozmai-
tym ukladzie przedstawia¢ sie¢ naszym zmystom jako rézne
szeregi liczb o sumie réwnej dziesieciu. Wszystkie udoskona-
lone metody nauczania dzieci arytmetyki oparte sg na znajo-
mosci tego faktu. Wszyscy, ktérzy pragna uczy¢ arytmetyk:,
wptywa¢ na umyst dziecka, dawaé¢ wiedze o liczbach, a nie
0 cyfrach - wuczg teraz na podstawie Swiadectwa zmystow, jak
wskazano powyzej”. (System Logiki. T. I, ks. Il, roz. VI,
wydanie 5-te).

Mili stusznie twierdzi, zc dwa rdézne ugrupowania tych
samych przedmiotéw stanowig rézne fakty fizyczne. Skadze
tedy dowiadujemy sie o tem, ze liczba przedmiotéow jest ta
sama? ,, Twierdzenie to jest prawda znang z bardzo wczesnego
1 statego doswiadczenia” - moéwi Mili. Lecz czy takie obja-
$nienie cokolwiek rzecz ttumaczy? Jest to dogmat i nie po-
nadto. Dlaczego doswiadczenie nie poucza nas bez zmudnego
liczenia, ze rézne ugrupowania tych samych 60 np. przed-
miotéw dajg te sama liczbe? Dlaczego ogranicza sie do nie-
wielkiej bardzo liczby przedmiotéw, jakkolwiek ogarnaé¢ wzro-



kiem wyraznie mozemy czasem bardzo znaczne ich liczby?
Gdyby liczba byta cecha, ugrupowan przedmiotéw, ktdérg moz-
na ujmowa¢ zmystami, odczytywanie liczby nie zalezaloby od
liczno$ci grupy. Aby odczyta¢ liczbe, trzeba poréwnywac
ré6zne ugrupowania, albo miedzy sobg w pamigci, albo ze sta-
tem innem ugrupowaniem (co jest latwiejsze), a tem samem
wykona¢ proces odwzorowania. Konhcowe uwagi powyzszego
ustepu z dzieta Milla sg stuszne niezaleznie od jego teorji
filozoficznej. Dziecko moze mysle¢ tylko o konkretnych przed-
miotach, tylko takie moze poréwnywaé, ale robimy to, uwzgled-
niamy te rzecz dlatego, by to dziecko pézniej mogito mysle¢
0 wytworach, wiasnej mysli, bo to jest zasadniczg wasciwoscig
nauki arytmetyki i matematyki wogdéle. Konkretne przedmioty
pomagajg do wytworzenia pojecia liczby, alt? nfe tworza tego
pojecia: jest ono produktem czystej mysli. Mys$l dziecka po-
woli odrywa sie 6d konkretnych przedmiotéw, staje, ze tak
powiem na wigsnych nogach, a wtedy robi wprost ogromnej
doniostosci krok naprzéd. Nie mysimy, ze to tak predko sie
odbywa: czesto nawet w wyzszych klasach szkoty Sredniej jesz-
cze sie do tego nie dochodzi. Ale wréémy do Milla.

Sam on czuje, ze czego$ jegoteorji brakuje, bo oto da-
lej powiada: ,Sad ,trzy jest dwa i jeden"™ musimy nazwa'
okres$leniem tréjki: natomiast oparto na tym sadzieliczenie
wyptywa nie z samego okreslenia, lecz na zasadzie zalozenia
zawartego w niem twierdzenia arytmetycznego, mianowicie:
istniejg zbiory przedmiotéw, ktére, oddzialywajac na nasze
zmysty w postaci wrazenia: °0°, moga by¢ podzielone na dwie
czesSci w ten sposéb: oo o. Poniewaz zaktada sie tego rodzaju
twierdzenie, nazywamy wszystkie takie ugrupowania: trzy,
a stad i sam zawarty w zatozeniu tem fakt fizyczny bedzie
mogt by¢ poczytywany za okres$lenie liczby trzy . Mili chce
tu powiedzie¢, ze niezaleznie od ugrupowania przedmiotéw
poznajemy w doswiadczeniu te, w ktérych liczba jest ta sama,
1 ze ta wiasnie niezalezno$¢ od ugrupowania stanowi -twier-
dzenie" arytmetyczne; nie wykazuje natomiast, jak juz wyzej
zanotowalismy, w jaki to sposéb w doswiadczeniu dochodzimy
do podobnego zasadniczego ,twierdzenia”, dlaczego mamy
pewnos$é, ze ré6znym grupom przedmiotéw odpowiada ta sama
liczba. W dalszych swych wywodach Mili wskazuje na jeden
jeszcze ,element hipotetyczny"”. Jest nim zatozenie identycz-
nosci liczonych jednostek. Wszak wiemy z doswiadczenia, ze
niema dwoch zupetnie jednakowych przedmiotéw. Skad w ta-
kim razie zalozenie, ze liczone przedmioty sag identyczne? Na-
wet w tej drobniejszej sprawie widac¢ specjalng funkcje naszej
mys$li, ktéra musi sobie sama tworzy¢ rzeczy i pracuje nad
niemi. Prdécz 'tego powyzsze wywody Milla wcale nie doty-
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czg przedmiotéw zjawiajgcych sie jeden za drugim kolejno
w czasie ‘I

Mysli, ktére wypowiedziane zostalty w powyzszych roz-
wazaniach, dadzg sie stresci¢ narazie w takim ogdélnym wnios-
ku dydaktycznym: Nalezy baczniejszg zwraca¢ uwage na wy-
twarzanie sie pojecia liczby, a dlatego précz odliczania rot-
ih/ch przedmiotow uwzglednia¢ nastepujace czynniki: 1* pro-
ces odwzorowania, 2° niezaleznos$¢ liczby od uporzadkowania.
Najlepszym za$ sprawdzianem w kwestji posiadania pojecia
liczby jest samodzielno$¢ stawianych przez ucznia zapytjyi
treSci arytmetycznej i samodzielne stosowanie poje¢ liczbowych
do bezposrednio nasuwajacych sie zagadnien otaczajgcego zy-
cia, zwigzanych ze sferg jego zainteresowan.

Swojag droga czytelnik zapyta nas: a czemze jest liczba,
jak ja okreslic? Okreslenia takiego niema, odpowiadamy, bo
liczba catkowita jest pierwotnym faktem arytmetycznym. Je-
zeli co chcemy okresli¢é, musimy odwota¢ sie do poje¢ cle-
mentarniejszych lub za elementarniejsze uwazanych. W nau-
ce niema zgody co do tego. ROzni metodycy podajg rézne
okreslenia liczby, ale wszystkie one bez wyjatku grzesza nie-
logicznosciag. Dawniej (a nawet i teraz czasem) podawano
w podrecznikach okreslenie liczby w rodzaju nastepujgcego:
liczba jest to rozultat liczenia albo mierzenia. Jasna rzecz
jednakze, ze w samem pojeciu liczenia i mierzenia juz sie za-
wiera pojecie liczby, popetnia sie tu tedy btad logiczny, ktéry
nazywajg ,btednem kotem” (circulus ritiosus). Jedna rzecz
jest wyrazna i powinna by¢ dobrze rozumiana: moéwigc o licz-
bie, mamy do czynienia z pojeciem, abstrakcjg, ktéra nie zja-
wia sie w gtowie dziecka odrazu, ale musi by¢ przygotowana.
Przygotowanie to stanowi najwazniejsze zadanie metody nau-
czania pierwszych poczatkéw.

Bezposrednio z zagadnienia istoty liczby wyptywa na tle
tej lub innej odpowiedzi na to zagadnienie gtéwna kierujgca
zasada nauczania. W ogromie literatury i chaosie pogladéw
wytaniajg sie gtéwnie 2 takie zasady. Jedna z nich to zogpdp
liczenia, druga t. zw. obrazéw liczbcncych. Przyjrzymy sie po
kolei kazdej z nich.

Giébwng rzeczag w powstawaniu pojecia liczby jest licze-
nie, Jako szeregUMZw uwagi, ktére majg miejsce przy zatrzy-
mywaniu sie kolejnem nad kazdym oddzielnym liczonym przed-
miotem, bez wzgledu na, to jakiej ten przedmiot bedzie natury.
Proces liczenia nie zalezy od jakosci liczonych przedmiotéw
ani od ich uporzadkowania, wyraza pewng ,sume” pracy psy-

>) ZrobiliSmy tu dygresje dli Mili*, jtdft chodr.ito nam o pewne wy-
jasnienie popularnych pogladéw.



- 13 -

chicznej. Ta praca bedzie jednakowa, czy liczymy kenie na
pastwisku, czy tez uderzenia zegara albo gwiazdy w pewnem
miejscu niebios. Jednakowo$¢ rezultatu i niezalezno$¢ od na-
tury przedmiotéw jest gtbwnym powodem, ze liczba oddziela
sie niejako od przedmiotéw konkretnych, a gdy to oddzielenie
nastgpi, mamy juz pojecie liczby gotowe. Dlatego, uczac dzie-
ci, nalezy wymaga¢ od nich, by przeliczaty r6zne przedmioty
w najrozmaitszych potozeniach i postaciach; przez to staje Sie
dla nich jasne, ze liczba wcale od tych wtasciwosci nie zalezy.
Tak samo jak w powstawaniu pojecia liczby, proces liczenia
odgrywa zasadniczg role w dziataniach. Np. w jakiz sposo6b
wykonywamy i sprawdzamy dodawanie? Mamy, dajmy na to,
doda¢ 5 do 3. Liczymy od jednego do 5, a nastepnie w dal-
szym ciggu od 1 do 3, ale to ostatnie liczenie zastepujemy
potem przez odpowiednie przediuzenie szeregu naturalnego
poza 5. Schematycznie to przedstawi¢ mozna tak:
1, 2, 3, 4, 5,
1.2, 3
1, 2, 3, 4,6, 6, 7, 8

Przy dodawaniu trzeba wiec wiasSciwie wykona¢ 3 pro-
cesy liczenia. Przy odejmowaniu liczymy w odwrotnym po-
rzgdku w drugim wierszu. Zapomoca liczenia sprawdzamy
rezultaty tych dziatan elementarnych. Stad sprawne i szyb-
kie liczenie jest konieczne dla dobrego, $wiadomego opano-
wania dziatan. Takie pojmowanie rzeczy, wiecej lub mniej
doktadne, jest popularne. Pochodzi stad fakt, ze uczacy naj-
pierw wprawia dzieci w liczenie, sadzac, ze w ten sposob
zdobywa podstawe do dalszej nauki. Nie wyplywa to z samej
zasady nawet. W niej gtéwny nacisk kladzie si¢ na proces
psychiczny przechodzenia od jednego przedmiotu do drugiego,
na wspomniany szereg aktow uwagi, przyczein nie ma znacze-
nia, czy kazdy taki akt, uSswiadomiwszy go sobie, nazywamy,
czy tez obchodzimy sie bez stow. W kazdym jednakze razie
ta strona zasady liczenia jest bardzo niejasna i budzi¢ mozej
powyzsze nieporozumienie. Jezeli wymieniam kolejne liczeb-
niki, to moge to robi¢ mechanicznie, a w takim razie réwnie
dobrze moge powtarza¢ szereg nazw chinskich albo jakich in-
nych dzwiekéw. Coé6z z takiego powtarzania mi przyjdzie?
Jaka tres¢ psychiczna jest w niem zawarta? Wypowiadam
stowo ,,pie¢”, c6z przez to rozumiem? Stowo to skojarzone
jest z nastepnem ,sze$S¢” i poprzedniem ,cztery”, ale skoja-
rzenie to jest czysto przygodne, formalne, bo zadnemu z tych
stéw nie odpowiada zadna tre$¢ psychiczna. Nie wytwarzamy
w ten spos6b szeregu naturalnego, ale wypowiadamy szereg
dzwiekéw bez znaczenia. Wytworzy¢ szereg naturalny jest to
zrobi¢ to, do czego dazymy: da¢ pojecie liczb i zwigzek mie-
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dzy niemi. W jakiz sposéb taka bezduszna rzecz, jak zapa-
mietanie szeregu kolejnych dzwiekdéw, moze by¢ podstawg dal-
szej nauki? Nawet w nauce jezyka obcego pamietanie nazw
réznych przedmiotéw jeszcze nie wystarcza: a tu mamy jesz-
cze mniej. Jezeli wiec stuszna jest zasada liczenia, to nie moze
by¢é mowy o takim procesie liczenia, jaki zwykle wykonywajg
ci, ktorzy sie arytmetyki troche nauczyli. Jedng z waznych
zasad dydaktycznych jest pamietanie o tem, ze przynajmniej
w rzeczach podstawowych — a o takich tu mowa — nie mozna
uzywac¢ stéw, ktérym nie odpowiada zadna tres¢. Oddzielne
liczebniki muszg by¢ najpierw poznane, musi by¢ uchwycony
zwigzek miedzy kolejnemi liczbami, musi by¢ gotowe pojecie
liczby, aby proces liczenia w tej formie, o ktérej mowimy,
moégt mie¢ miejsce i znaczenie. W takim razie upada moze
cala zasada? Nie, bo zwykty proces liczenia nie jest zjawiskiem
pienrotnem, lecz pochodnem. Zasada liczonia osta¢ sie moze, ale
trzeba opiera¢ sie w niej nie na ostatniej formie procesu li-
czenia, lecz na pierwotniejszej. Takg pierwotniejszg formg jest
odwzorowywanie. /. niego tez nalezy wychodzi¢ w nauczaniu.
Przez odwzorowywanie uczeh poréwnywa 2 zbiory przedmio-
téw, odpowiada na zapytania dotyczace poje¢: mniej, wiecej,
réwno (brakuje, przewyzsza) i t. d. Tu niema jeszcze i nie
moze by¢ pojecia liczby, ale jest pierwsze stadjum poréwny-
wania, jest odczuwanie wielkoicil). W jaki sposéb posuwac
sie dalej w nauczaniu, o tem bedzie mowa nizej; teraz zazna-
czamy tylko takie nasze stanowisko wobec zasady liczenia. Nie
miejsce tu na diuzsze rozwazania, przypuszczam jednakze, ze
tego, co powiedziano, wystarcza do zrozumienia potrzebnej do
dalszych wywodéw rzeczy.

Zasada druga, czyli zasada obrazéw liczbowych, jest o wiele
miodsza, niz poprzednia. Wyrosta ona pod wplywem psycho-
logji doswiadczalnej i cata jest owiana jej miodzienczym du-
chem. Nie przemawia to jednakze na jej korzy$¢. Zwolennicy
tej zasady, gtbwnie w Niemczech, krytykujg zasade liczenia
przewaznie z dwodch stanowisk: |-o ze jest oparta na zaloze-
niach a priori, niemal dowolnych, 2-0 ze nie ma znaczenia tam,
gdzie nie moze byé mowy o pojeciu liczby, gdzie, jak u dziec-
ka, istniejg tylko konkretne wyobrazenia; wiec jezeli sie ja
stosuje w tym czasie, to obcigza sie pamie¢ tylko, a nie od-
dzialywa na inne witadze psychiczne. Juz w zakresie pierw-
szego dziesigtka, méwi Lay, jeden ze zwolennikéw tej zasady,
musi dziecko spamieta¢ rezultaty blisko 200 réznych dziatanh.

') Stad wtasciwie nic powinno sie nazywa¢ powyiszoj zasady ,zasada
liczenia”, ale ,odwzorowywania” (nie Zahlpriitzip, ale Abbildungsprinzipi
Rzecz ta wyraznie wystepuje w matematyce wyiszej w tak zw. teorji mnogosci.



Tak, spamieta¢, bo ten fakt. ze zapomoca liczenia moze ono
te rezultaty sprawdzi¢, nie wystarcza, gdyz dziatania musza
by¢é zmechanizowane, a w jakiz to sposéb mozna zrobi¢, jak nie
zapomocag pamieci? llez trudu w tem sie miesci, ile pracy
psychicznej, ktérg moznaby na co$ lepszego zuzytkowac, gdy-
by sie inaczej do rzeczy zabra¢! Skoro dziecko, zaczynajace
sie uczyé, mys$li obrazami, wyobrazeniami konkretnemi, czy
nie moznaby byto wynalezé, jako odpowiednikéw liczb przy-
najmniej pierwszego dziesiatka, takich wyobrazen, ktére uta-
twityby przez uprzytomnienie ich sobie dziatania z liczbami
i tem samem zekonomizowaty wysitki pamieci? Np. w razie
dodawania 3 i 4 moégtbym, jak i w innych przypadkach po-
dobnych, podsuna¢ dzieciom takie obrazy:
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Potgczenie ich o o o datoby nowy obraz liczby 7.
W ten sposéb dziatania wykonywalyby sie w wyobrazni, o ile
tylko kazdej liczbie pierwszego dziesigtka (nawet do 12) pod-
porzadkowany byt podobny obraz i obraz ten utrwali! sie
przez powtarzanie w pamieci wzrokowej dzieci. My$I taka siega
drugiej potowy XVIll-go wieku t), ale dopiero niedawno rézne
projekty obrazéw liczbowych, podawanych przez réznych me-
todykéw, poddano doswiadczalnemu badaniu. Z tych doswiad-
czen (ktbrym mozna to i owo zarzuci¢) zwyciesko wyszedt
szereg Borna (metodyka niemieckiego z drugiej potowy XIX-go
wieku):
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Jedng z gtéwnych rzeczy w zrozumieniu tej zasady jest
fakt natychmiastowego niemal odczytywania liczby z danego
ugrupowania. Badajac rézne ugrupowania punktéw doswiad-
czalnie, wybrano to, przy ktérem takie odczytywanie dawato
najmniej omytek. Przyzna¢ nalezy, ze zwolennicy tej zasady
nie wypracowali jeszcze dokladniejszej metody praktycznego
nauczania. Ksigzki np. Walsemanna i Laya zawieraja duzo
rzeczy ciekawych, ale wyrobionej metody praktycznej tu jesz-
cze niema. Przytem postawiono wspomnianej zasadzie zaréwno
ze strony teoretycznej, jak praktycznej szereg zarzutéw po-
waznych, na ktére nie mozna sie nie zgodzi¢. Dorazne chwy-
tanie liczby z danego ugrupowania, jak to wiemy z wilasnego

® Wpadt na ten pomyst Busse, profesor filantropinum w ltesau.



doswiadczenia my starsi, nie jest rzeczg tatwag. Odrazu od-
czytujemy przy prawie dowolnem ugrupowaniu 2, 3, czasem
4, ale dalej juz napotykamy trudnosci. Czy zadanie, aby
dzieci chwytaty liczbe z powyzszego, choéby najwygodniej-
szego, ugrupowania, nie jest wygérowane? Czy nie jest za trudne
i nie obcigza ze swej strony zbytnio wzrokowej pamieci
ucznia, zwilaszcza tego, ktéry wzrokowcem nie jest albo jeszcze
sie nim nie stal przez nauke ksigzkowg? Dalej, dziatania
z takiemi obrazami nie sg bynajmniej tatwe, bo np., gdy do-
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dajemy , ' 0 wsz>'st'co idzie gtadko, ale, gdy mamy
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dodac q do , potrzebna jest pewna modyfikacja

obrazéw, potrzebne jest ich naruszenie albo wykonanie w wyo-
brazni obrotu jednego z nich o 180°. Czy mozna sie przy-
tem uwolni¢ od liczenia? Uczen posiada np. obrazy 7 i 8, ale
dodawanie tych liczb juz bez liczenia uskutecznione by¢ nie
moze; nie moze tez wtedy, gdy niema pod rekg odpowiednich
konkretnych obrazéw; niema réwniez pewnosci, czy dane dzia-
tanie wykonane jest dobrze. W jakiz sposob dalej przejdziemy
do pojecia liczby? Droga pozostaje ta sama, co poprzednio,
a zdobyte utlatwienie jest problematyczne. Zawiera sie jednak-
ze w tym pogladzie zdrowe, zdaniem mojem, ziarno prawdy,
a dotyczy ono przedewszystkiem tego waznego metodycznie
faktu, ze obok rozmaitosci liczonych przedmiotéw musi by¢
pewien staty przyrzad, na ktérym dzieci widzg pewne state,
jednakowe ugrupowania tych przedmiotéw o danej, odpowia-
dajgcej im liczbie. Istnienie takiego przyrzadu utatwia spraw-
dzanie dziatah. Dzieci przyzwyczajaja sie do jego wygladu,
uwaga ich nie jest zajeta szczegé6tami konkretnemi i dlatego
tres¢ arytmetyczna tatwiej tu wystepuje, co ma niematg war-
tos¢ przy wyjasnianiu. Wezmy przykiad. Po zaznajomieniu
sie z liczbg 6, uzmystowieniu jej, ré6znych przyktadach kon-
kretnych i t. d. wystepujg dziatania z liczbami oderwanemi.
Ille bedzie 4 a 2? Moze sie zdarzy¢ (a przy pospiesznem, u nas
zwyczajnem, nauczaniu zdarza sie czesto), ze uczen nie umie
na to odpowiedzieé, tern bardziej wtedy, gdy powtarzamy i gdy
o 6 niema ciggle mowy. Na przyrzadzie statym latwiej nie-
udolnemu matematykowi rzecz wyjasni¢. To samo moze sie
zdarzy¢, gdy rozwigzujemy zadanie, ktérego fabula omawia
przedmioty nie znajdujgce sie w klasie. Jak te rzecz w nau-
czaniu wyzyskaé¢, o tern bedzie mowa w rozdziale nastepnym.

Nie moze ulega¢ watpliwos$ci, ze zasada obrazéw liczbo-
wych réwniez opiera sie na odwzorowywaniu. Kazdy obraz
liczbowy jest swojego rodzaju aparatem odwzorowujgcym, kt6-



rym sie postukujemy czy to w wyobrazni, czy tez na przy-
rzadzie dla utatwienia mysli. Jednostajnos¢ tworzenia obrazéw
liczbowych w szeregu Borna jest tg dodatnig jego strong, ktéra
pomaga do wykonywania dziatan i pamietania tych obrazow.
Zwolennicy tej zasady, tak samo jak i poprzedniej, nie zwra-
caja na to uwagi, chociaz to fakt wazny i Swiadczy o jednoli-
tosci podstaw obu zasad, a wiec i o jednolitosci metody nau-
czania.

Przytaczajgc tutaj gtdwniejsze poglady na niektore za-
sadnicze kwestje, a takze uwzgledniajgc niektére uwagi kry-
tyczne, pragne tylko wyjasni¢ te mysli, ktére stanowia pod-
stawe niniejszej ksigzki.

Reasumujgc powyzsze, twierdze: 1-o zasada liczenia jest
stuszna, ale tylko wtedy, gdy przez liczenie nie bedziemy ro-
zumieli zwykle uzywanego procesu, lecz zaczniemy w nauczaniu
od formy pierwotniejszej, od odwzorowywania; 2-0 zasada
obrazéw liczbowych nie przeczy, jak sadza niektdrzy, zasadzie
liczenia, a stanowi nowy przyczynek do wilasciwej metody
nauczania, bo w kazdym razie waznym jest fakt istnienia przy
nauczaniu statych ugrupowan przedmiotéw na statym przy-
rzadzie.

iw OKREGOWNM
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Nauczanie kazdego przedmiotu opiera sie na kilku gtow-
nych zasadach, wspdlnych dla wszystkich przedmiotéow i roz-
patrywanych przez og6lna dydaktyke. Kazdy przedmiot do
tych zasad dotgcza, oczywiscie, inne, ptyngce z jego natury
i zadan nauczania. Bardzo waznem jest dla jasnego zdawania
sobie sprawy z wielu wskazah metodycznych dobre rozumie-
nie tych wiasnie ogoélnych zasad. Dydaktyka ogdlna podaje
4 takie zasady: zasade pogladowos$ci, samodzielnosci, ciggtosci
i indukcji. Poniewaz omawianie tych zasad nie nalezy do za-
gadnien, ktére sa celem niniejszej ksigzki, nie bede tu dtuzej
nad niemi sie zastanawiat; pomimo to z réznych wzgledow,
a miedzy innemi ze wzgledu na witasciwe rozumienie nastepu-
jacego wyktadu, nie od rzeczy bedzie poswieci¢ tej sprawie
tutaj kilka uwag.

Zasada pogladowosci nalezy do najbardziej popularnych.
Dzi$ kazdy nauczyciel wie o koniecznosci jej stosowania, a kaz-
dy inteligentny cztowiek, nawet najmniej obeznany z nauka
wychowania, ma o niej pewne pojecie. Zastuga jest wielkiego
pedagoga czeskiego, Jana Amosa Komenskiego (1592 1*70),
ze pierwszy w formie dokladniejszej i umiejetniejszej wpro-
wadzit jg do swej teorji nauczania. rPoczatek poznania za-
wsze powinien wychodzi¢ od zmystéw (albowiem niemasz nic
w rozumie, coby przedtem nie istnialo w zmystach); dlacze-
g6zby wiec i poczatek nauki nie miat rozpoczynaé sie raczej
od spostrzezenia rzeczy, niz od roztrzgsania wyrazéw. Potem
za$ dopiero, skoro rzecz zostanie pokazana, niechaj przytaczy
sie mowa do dalszego jej objasnienia” pisze Komenski (Wielka
Dydaktyka, Warszawa, 1883 r., przektad H. Wemica, str. 146—7).
Usitowal on wprowadzi¢ pogladowos¢ we wszystkie dziedziny
nauczania, ale gtéwnie zrobit to dla nauki jezykéw i podkres-
lat wszedzie najbardziej oddziatywanie na zmyst wzroku. Od
czasOw Pestalozzego zaczynamy rozumie¢ pogladowos$¢ giebiej,
jako oddziatywanie nie tylko na zmyst wzroku zgodnie z samag



nazwa, alo na wszystkie zmysty, a w szczegdélnosci na dotyk
i stuch. Rozumiemy teraz, ze dla dziecka to jest najbardziej zro-
zumiatem, co jest wykonalnem, co umie zrobi¢. Rzeczywistos¢,
Swiat nasz wyjasniajag sie nam nie tylko przez bierne patrze-
nie, stuchanie i wogéle ujmowanie zmystowe, ale przez nasz
czyn, przez tworzenie ich wlkasnym wysitkiem. Dlatego praca
reczna nie tylko jest pozytecznem zajeciem rzemie$lniczem,
ale wielka dzwignia nauki i poznawania; dlatego to zagad-
nienie, zwigzane z zainteresowaniem wiasciwem wiekowi, jest
najodpowiedniejsza pobudka poznania. Tenze Komenski, jak-
kolwiek nie tak wyraznie, podkreslat i trzy inne zasady dy-
daktyczne. Juz w maksymie naczelnej wspomnianej powyzej
ksigzki, ktéra jest. niestety, wyczerpana, powiada, ze gwiazdg
przewodnig jego dydaktyki ma by¢ wynalezienie reguty, .we-
ditug ktérej nauczajacy mniejby nauczali, a uczacy sie wiecej
sie nauczyli*. Formutuje tu wielki pedagog wyraznie zasade
samodzielnosci. Nauczanie nie polega na tem, aby ,wlewaé
do gtowy pustej” madros¢, ale na stworzeniu przez nauczycieli
i wogoble przez starsze pokolenie takich warunkéw, w ktérych
dzieci moglyby poznawaé¢ zgodnie z naturg swego umystu.
Tylko ten, co wilasnym wysitkiem co$ zdobyt, co przeszedt
wiasciwg umystowi ludzkiemu droge zmudng od faktu, spo-
strzezenia i czynu wilasnego do pojecia, tylko ten moze sie
.hauczy¢”. Ta mysl nie tylko jest gwiazda przewodnia Ko-
menskiego, ale kieruje réwniez poteznym umystem Bacona
w jego rozwazaniach o metodzie indukcyjnej.

Zasada ciagtosci byta znana jeszcze przed Komenskim
i wyrazana przez wielu pisarzy pedagogicznych w postaci for-
muty: ,od tatwiejszego do trudniejszego" Ilub tez: ,natura nie
czyni skokéw”. Wszakze wiasciwg jej treS¢ moze zrozumiec
tylko ten, kto zdaje sobie sprawe, jak sie rozwija umyst ludzki.
Im glebsza bedzie nasza w tej dziedzinie wiedza, tem lepiej
potrafimy samg zasade rozumiec¢ i stosowaé. Dzi$ jasnem jest
kazdemu, ze w nauczaniu nie mozna przeskakiwaé¢ bez tadu od
jednego szczeg6tu do driigiego, ze trzeba nowe wyobrazenia
i pojecia wprowadzad, liczac sie z tem. co uczacy sie juz ma.
Z zasada ciagtosci jest w zwilazku S$cistym bardzo wazne poje-
cie dla dydaktyki - pojecie apercepciji, t. j. procesu przyswa-
jania sobie nowego materjatlu naukowego i zwigzanej z nim
umiejetnosci nawigzywania tego materjalu do poprzednio zdo-
bytego. Zasada ciggtosci ma znaczenie nie tylko na oddziel-
nej lekcji, ale i w programie klasy, szkoty, catym programie
nauczania i nawet catej organizacji szkolnej. Nieumiejetne
jej stosowanie moze czasem wywota¢ nude, jak wilka z lasu.
Dlatego to od nauczyciela wymagang jest umiejetnos¢ obser-
wowania dzieci i liczenia sie¢ z ich stanem umystowym. O za-
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sadzie indukcji powiem wiecej w dalszym ciggu w zastosowa-
niu do nauczania arytmetyki, gdyz ma ona tutaj specjalne
cechy. Dlatego obecnie nie bede sie nig zajmowal — nawet
pokrétce, jak poprzedniemi zasadami.

Stosowanie kazdej z tych zasad w praktyce nastrecza
rézne zagadnienia, zalezne od natury przedmiotu. Z tego wy-
nika, ze to samo powinniémy zrobi¢ przy omawianiu naucza-
nia arytmetyki. Dlatego w rozdziale niniejszym pos$wiecimy
gtébwna uwage stosowaniu zasady pogladowosci.

Spopularyzowane sg juz, jak powiedzieliSmy, pojeciao po-
gladowos$ci w nauczaniu. Gdy sie jednakze obeznamy
z literaturg przedmiotu, a tern bardziej z realizowaniem owej
pogladowosci w praktyce, znajdziemy wiele zdan réznych co
do $rodkéw i zakresu pogladowego nauczania, znajdziemy
réwniez w owej praktyce nieraz pozory pogladowosci, a nie
samg jej tres¢. Wyliczymy i rozpatrzymy tu po kolei wszel-
kie mozliwe Srodki do nauczania pogladowego.

a) Przedmioty i zjawiska $Swiata otaczaja-
cego- _— - N . .

Bez watpienia, bliskie zetknigcie sie¢ z rzeczami codzien-
nego doswiadczenia nadaje nauce, zwlaszcza oderwanej, zy-
wosé, a dla umystow niorozbudzonych wartos¢ realng. Tak
jest wszedzie, w kazdej dziedzinie wiedzy; ma to tez znaczenie
swoje, nie podlegajgce watpliwos$ci, w nauczaniu arytmetyki.
W pierwszych poczatkach nauki, na tern stadjum rozwoju umy-
stowego dziecka, gdy nie operuje ono jeszcze wyrobionemi po-
jeciami, bliska styczno$¢ z przedmiotami dos$wiadczenia zwyk-
tego ma warto$¢ podwodjng: daje materjat pogladowy, dostepny
dla umystu dzieciecego i nadaje przez zastosowanie wspo-
mniana wartos¢ realng. Przedmioty i zjawiska otaczajgcego
Swiata moga by¢ uzywane w nauczaniu albo przez pokaz, albo
tez przez nadmienienie. Im wiekszg rozmaito$cig przedmiotéw
konkretnych nauczyciel rozporzadza, im wiecej pokazac¢ ich

moze, przyczepiajac do nich liczbe, — tern lepiej. Nie bdéjmy
sie zbytnio, aby uwaga dziecka za bardzo sie rozpraszata;
owszem, Barwno$¢ i rozmaitos¢ podtrzymuja jej napiecie,

a wprawny nauczyciel potrafi przytem podkresla¢ to,
o co chodzi, co jest wazne. W nauczaniu indywidualnem na-
wet przechadzka moze by¢é w odpowiedni sposéb wyzyskana.
Nie mys$imy, aby tylko urzechiwe godziny nauki robily swoje:
zwykle potowa ich idzie na marne — tak moéwi przecietne do-
Swiadczenie. My$l trzeba fapa¢ na goragcym uczynku, in statu
nascendi, te bowiem chwile sg najcenniejsze: w nich czasem
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rodzi sie pomyst twdérczy artysty, albo cztowieka nauki, w nich
tez odbywa sie owa tajemna a niezbadana dotad praca samo-
dzielna duszy dzieciecej, odbywa sie jakby blyskami, przelot-
nie, jak go$¢ pozadany przychodzi niespodzianie. Uczgcy niech
chwyta te chwile, niech umie je wyczuwac.

Tak barwnos$¢ i rozmaito$¢ nauczania sg potrzebne; one
sa jak stonce, pod ktérem rosnie dusza dziecka. Kto rozczy-
tywat sie kiedy w poetycznie skomponowanych zadaniach in-
dyjskich, gdzie pszczoty, kwiaty, perty i t. p. sa przedmio-
tami, do ktérych matematyk pierwotny przyczepia liczby i kom-
binacje, ten rozumie, ze barwnos¢ wyktadu moze mie¢ duza
wartos¢. Tylko w dojrzatej umystowosci wyrézniczkowuja sie
odrebne dziedziny duchowe, ktére nabierajg wartosci jakby
same przez sie; u dziecka wszystko jest razem. Wielu uwaza,
ze nadmienianie w zadaniach o przedmiotach dziecku znanych
(w najlepszym razie!) juz wystarcza do pogladowosci, i ze dos¢
ogranicza¢ sie na niewielu obrazach. Potrzebne tu jest stop-
niowanie: wychodzimy zawsze od tego, co mozna widzie¢, sty-
sze¢ w danej chwili lub wogéle czué, potem mozemy mowic
o rzeczach znanych dzieciom z doswiadczenia, nakoniec o ta-
kich, ktére widziaty na obrazku, o ktérych styszaly z opo-
wiadania. Najgtéwniejszg jednakze role zawsze odgrywaé¢ winno
to, co jest bezposrednio dane. Oszczedzanie ,,okazéw” jest po-
zostatoScig z czas6bw mnemonicznego formalizmu, ktéry wiecej
cenit paragrafy ksigzki, niz zywa rzeczywistosc.

Nauczyciel powinien stara¢ sie o zachowanie w zadaniach
rzeczywistych stosunkéw zycia. Nieraz sie zdarza, ze dzieci
rozwigzuja zadania, do ktérych wchodzg ceny np. towardéw
znanych, nie majace nigdzie zastosowania, albo tylko w od-
legtych miejscowosciach kuli ziemskiej, lub w przesztej albo
przysztej dobie historycznej. Zadan nie moze uktadacé ten, kto
nie poznat w rzeczywistosci stosunkéw, jakie stanowig tres¢
zadania. O tern pomoéwimy jeszcze poézniej; tu wspominamy
dlatego, iz rzecz ma blizszy zwigzek z pogladowoscia.

Do przedmiotéw naturalnych nalezg tez organy naszego
ciata, a przedewszystkiem palce, ktére, jak to stwierdzono nie-
zbicie, odegraty w historji rozwoju cztowieka, w powstaniu
pierwszych poje¢ liczbowych duzg role. Jak wiadomo, tak
zwane cyfry rzymskie wyraznie wskazujg na swe pochodzenie
z rachunku na palcach. Przytrzymujac duzym palcem maty pa-
lec i 2 Srednie i pozostawiajagc otwarty tylko wskazujgcy, mamy
uzmystowienie jednosci; podnoszac do tego Sredni wiekszy - -
uzmystowienie dwodjki; 2 Srednie — trojki; a jezeli podniesiemy
wszystkie cztery précz duzego, mamy uzmystowienie czwarki.
Wszystkie palce uzmystawiajg piatke, i jezeli teraz zlgczymy
cztery palce, poczynajagc od wskazujgcego, otrzymamy obraz,
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przypominajacy piatke rzymska. W ten sposéb moznaby ko-
rzysta¢ z jednej reki przy nauczaniu; ale poniewaz w pierw-
szym dziesigtku trzeba bedzie wzig¢é na uwage reke druga,
nauczyciel, obréciwszy obydwie dtonie w strone klasy, moze
zaczyna¢ od matego palca na rece prawej; széstym palcem
bedzie duzy palec na rece lewej. Wazne, jest aby dzieci tez
operowaly tym przyrodzonym przyrzadem i dlatego nalezy
zaczyna¢ rachunek od malego palca u reki lewej, przyczeni
obydwie rece znajdujg sie na pulpicie, z dtorimi skierowanemi
ku dotowi. W taki sposéb, co jest ciekawe, uzywajg rak przy
rachunku wszystkie niemal ludy pierwotne. W podobnych na-
wet drobnych pozornie rzeczach nalezy kazdy szczegét obmy-
$li¢, gdyz nieporzadne uzywanie jakiego$ Srodka gorsze bywa
czesto, niz zupeine zaniechanie go. Do tego ostatniego spo-
sobu nauczyciel musi sie tez przystosowaé, jak zaznaczyliSmy
wyzej, przez ztozenie rak na krzyz i zwrécenie dioni ku sobie.
Nalezy jeszcze zwr6ci¢ uwage, ze dotykanie pulpitu jest bar-
dzo pozadane dla dzieci, poniewaz nawet cztowiek starszy ma
palce za mato nieraz postuszne, aby mégt otworzy¢ tylko ten
palec, ktéry jest potrzebny.

b) Przyrzady rachunkowe.

Od wiekéw juz wynajdywano rézne przyrzady rachunko-
we do utatwienia rachunku i notowania liczby oraz wykony-
wania dziatan. Tak zw. liczydto rosyjskie -szczoty* np. jest
udoskonaleniem tablicy rachunkowej (suanpana), uzywanej
przed wiekami przez Chinczykéw i Tataréw. Niemieckie ,re-
ehenbanke* i ,abakus” tez nalezg do przyrzadéw bardzo daw-
nych. Juz w XVII wieku wielki filozof Leibniz rzuca mysl
i daje wskazowki co do urzadzenia maszyny rachunkowej,
ktéra dzi$ w udoskonalonej formie tak wybitne oddaje ustugi,
a w przysztosci jeszcze wieksze znajdzie rozpowszechnienie
i zapewne w szkole znajdzie sie w reku ucznia. Nauczanie po-
czatkowe ma oprécz dokltadnego i szybkiego rachunku na celu
gtébwnie unaocznienie. Stad wynika, ze przyrzady ra-
chunkowe nie moga by¢ ztozone; nie moze to by¢é ma-
szyna bardziej skomplikowana, gdyz samo jej urzadzenie nie
do uzmystowienia elementarnych operacyj stuzyéby mogto, ale
do zagmatwania. Trudno tu wylicza¢ wszelakie pomysty przy-
rzgdow, jakie w ciagu wieku XIX do unaocznienia poczatko-
wych operacyj arytmetycznych wynaleziono. Nie przechodzi
rok jeden, aby kilka podobnych przyrzadéw nie zapropono-
wano z tej lub innej strony, jako narzedzi pomocniczych przy
nauczaniu. Wszystkie te przyrzady wszakze posiadajg jedna
kardynalng wade: jezeli usituja uzmystowi¢ dziatania, nie dajg
dobrego unaocznienia liczby (z r6znych wzgledéw; i naodwrot.
W razie za$, gdy udaje sie jako tako zrobi¢ jedno i drugie,
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przyrzad jest tak skomplikowany i czesto drogi, ze o szer
szem jego rozpowszechnieniu trudno moéwié. Wypada nam
wiec zatrzymac sie na dwoch przyrzadach.

Pierwszy z nich jest skonstruowany w celu odtworzenia
szeregu Borna. Jest to podiuzna deska (1 metr diugosci i 4
~decymetry Szerokosci), na ktérej zrobiono z jednej strony 20
okragtych wydrazen w 2 szeregach poziomych (diuzsze brzegi
deski ustawiajg sie poziomo), przyczem kazde wydrazenie ma
okoto 41* cm. w $rednicy, a srodki owych wydrgzen, zaréwno
nalezacych do tego samego szeregu poziomego, jak i do sa-
siedniego, znajdujg sie¢ od siebie w odlegtosci 9 cm. W $rodku
deska przedzielona jest pionowo przyklejong listewka na dwie
czedci, z ktérych kazda posiada po 10 wydrazen (wydrazenia
te nie przechodza na wylot). U dotu do deski przymocowane jest
korytko, w ktérem sktadajg sie krazki drewniane, wchodzace
tatwo w owe wydrgzenia (ale nie catkowicie, bo nie moznaby
byto ich wyjmowaé¢). U goéry do deski przymocowuje sie li-
stewka, na ktérej mozna ustawia¢ rézne przedmioty. Krazki te
sg pomalowane z jednej strony np. na kolor ciemno-niebieski,
z drugiej na czerwony; deske calg tez mozna pomalowaé, daj-
my na to na ciemniejszy kolor zielony. Liczby uzmystawiamy,
wktadajac w wydrazenia krazki w ten sposéb, jak to wynika
z tworzenia szeregu Borna. Kolor dwojaki kragzkéw stuzy do
tego, by uzmystawia¢ dziatania, np. dopetnianie liczby lub roz-
ktadanie jej. Gdy mowa o danej liczbie, znajduje sie ona stale
na przyrzadzie; na nim odbywajg sie réwniez stale (na po-
czatku) te same operacje rachunkowe, jakie nauczyciel wyko-
nywa z klasg. Uczen, ktéry w kursie wstgepnym zapoznal sie
z szeregiem Borna, znajdzie go tu znowu, ale dalej juz doko-
nywaé¢ bedzie dokladniejszej analizy przedstawionych obrazéw.

Opisany przyrzad pomocnym moze by¢ tylko w pierw-
szym roku nauczania. Dobrze jest wspomnie¢ tu przy spo-
sobnos$ci, ze deska przyrzadu moze by¢ podzielona cienkiemi
linjami koloru czarnego na decymetry kwadratowe. Obraz
tego podziatu utkwi¢ moze w pamieci uczni i potem przy spo-
sobnosci tatwo go przypomnie¢. Dla dalszych stadjow naucza-
nia najwygodniejszym przyrzadem jest liczydto (rosyjskie)
w duzym formacie, pozbawione, oczywiscie, niepotrzebnych
kulek. Kulki powinny mie¢ znaczng wielkos¢, aby oko fatwiej
je oddzielnie chwyta¢ mogto. Dla przecietnej klasy wystarcza
3 cm. S$rednicy. Poniewaz przejscie od jednego przyrzadu do
drugiego nie powinno by¢ raptowne, nauczyciel powinien stop-
niowo juz w pierwszym roku przechodzi¢ od jednego do dru-
giego, pokazujagc na liczydle te same operacje, szczegO6lniej
w dziesigtku drugim, co i na pierwszym przyrzadzie. Nalezy
przytem na liczydle uwzgledni¢ udoskonalenie, jakie wprowa-
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dzit nauczyciel szwajcarski Szneider, polegajace mianowicie na
tem, ze kulki na liczydle sg pomalowane 2 barwami: jedna
potkula na jasno-zotty kolor, druga na czerwony, pomalowane
w ten sposob, ze kazdg kulke mozna przesuwaé¢ wzdiuz dru-
cika, pokazujac tylko jeden jej kolor. W razie dzialan, np.
jak powyzej dopetniania i rozktadania, odpowiednie kulki obra-
camy dokota drutu i wystepuje kolor odmienny. Liczydio to
ma duze braki, np. po wykonaniu dziatan z wiekszemi liczbami
nie wida¢, z jakiemi liczbami dziatanie byto wykonane, wy-
razny jest tylko rezultat. Pomimo to prostota, cechujgca ten
przyrzad, przemawia za jego wprowadzeniom. W praktyce za
granica, we Francji, uzywajg czasem liczydta zmodyfikowanego,
w ktéorem druty biegng pionowo. Komplikuje to przyrzad, ale
ma te wygode, ze lepiej uzmystawia system pozycyjny.

Zwréce tu uwage czytelnikéw, na jednag rzecz, ktéra moze
wywotaé pewne nieporozumienie. W kursie wstepnym zatrzy-
maliSmy sie na szeregu Borna dla nadania okreslonym zbiorom
pewnych pogladowo ujmowanych cech charakterystycznych.
Dalej w pierwszym roku polecam uzywanie liczydta rosyjskiego
obok pierwszego przyrzadu, jakkolwiek jest ono w swej kon-
strukcji oparte na zwyczajnym szeregu, t. j. kulki nastepuja
jedna za drugg. Ten szereg poprzedzal obrazy Borna we wstep-
nym kursie, a tu znowu nastepuje po nich. Stad witasnie nie-
porozumienie mozliwe, a jednakze pozorne. Nie chodzi mi
o wdrozenie w pamie¢ ucznia owych obrazéw liczbowych i o ra-
chunek w wyobrazni na ich tle; ale jezeli obrazy te sie wdroza
(ile ze bedzie na to czas) i, co wazniejsza, pomoga ktéremu
z uczniéw, tem lepiej. W kursie wstepnym przejScie od sze-
regu zwyktego do szeregu Borna byto wywotane potrzebg uwy-
puklenia zapomoca wyraznej jakosci geometrycznej jednako-
wej zawartosci zbioréw réwnych. Tylko w ten sposéb mozna
byto te rzecz w poczatku zaznaczyé. P6zniej, gdy celem na-
szym jest pojecie liczby, owa forma geometryczna ma tylko
znaczenie pomocnicze, a nie zasadnicze, i dlatego nalezy obok
niej uzywac¢ innych konfiguracyj.

c) Zapisywanie liczb.

Uwazam to za $rodek paglagdowy, gdyz sadze, ze reka ucz-
nia przej$¢ musi te same stopnie rozwojowe, jak i mysl przez
oko. Moze sie Zle wyrazitom, ale chodzi o podkres$lenie zna-
czenia pracy recznej jako srodka pogladowego i o jednolitos¢
w traktowaniu réznych czué. Jezeli oko ujmuje — sit venia
verbo — ,liczbe konkretnat, to reka wtedy pisze zwyczajne
cyfry. Doskonalsza odpowiednio$¢ pomiedzy szeregami czug,
z jednej strony wzrokowych, z drugiej miesniowo-ruchowych,
jest konieczna dla naturalnosci, rbwnowagi, wzajemnego wspie-
rania sie i harmonji rozwojowej. Na to zwykle nie zwraca sig



uwagi. Z drugiej strony organizm miody, rosngcy, o maito
rozwinietej woli i koncentracji uwagi, szybko sie, ze tak po-
wiem, dezorjentuje. Fala energji nerwowej przelewa sie z jed-
nego pola pracy do drugiego, a jezeli dzieci nie majg rgk za-
jetych jaka czynnoscia, trudniej skupiaja uwage. Jako Srodek
zaradczy widziatem stosowane zaktadanie rgk z tytu nakrzyz,
przyczem nauczycielka, watkujgc w nudny sposéb jakies liche
zadanie, chciata przez calg godzine niemal w takiem potozeniu
utrzymywacé dzieci. Jako Srodka do skupiania uwagi uczniéw
przy rachunku Pestalozzi uzywal poprzednio dostatecznie zme-
chanizowanej pracy recznej. Oczywiscie, Srodek ten moze by¢
w szkole stosowany, ale do tego taka zmechanizowana praca
reczna jest potrzebna. Précz niej, albo jezeli jej wogéle nie-
ma, niestety, nalezy uzywac¢ innych $rodkéw, mianowicie, odpo-
wiedniego zapisywania liczb. Przedmiotowi temu tu kilka stow
poswiecimy.

Pisanie w nauczaniu elementarnem wogodle nalezy do zaje¢
bardzo waznych, a metoda nauczania tego przedmiotu pozo-
stawia u nas bardzo wiele do zyczenia. Jezeli powyzej okazy-
waliSmy ostrozno$¢ w stosowaniu wyrazu—liczebnika, to tutaj
ta ostrozno$¢ wskazang jest réwniez. Pismo jest réwniez wy-
razem tresci psychicznej i takim samym znakiem, jak stowo.
Rzeczy te tgczg sie z sobg nierozerwalnie i dotad jest kwestja
nierozstrzygnietg zasadniczo, czy lepiej jest nauke poczgtkowg
zaczyna¢ od pisania, czy tez od czytania, czy stosowaé przy
pisaniu metode analityczng na poczatku (t. j. zaczyna¢ od pi-
sania stéw), czy tez syntetyczng (od pisania sylab i liter).
Faktem jest w historji rozwoju cztowieka, ze pisanie przecho-
dzito, jak to zaznacza C. J. Taylor (nie Tylor, autor przeto-
zonych na nasz jezyk, a bardzo pozytecznych w tym wzgledzie
ksigzek: Cywilizacja pierwotna i Antropologja), cztery stopnie
rozwoju. Najpierw wystepowato ono w postaci mnemonicz-
nej, t. j. w postaci pewnych $srodkéw do zapamietania pewnych
faktbw waznych. Np. gdy zawigzujemy wezet na chustce od
nosa, aby nie zapomnie¢ czego$,— uzywamy najpierwotniejszej
metody pisania. Karby wyciete na kiju, kreski postawione na
deseczce albo wezly zawigzane na sznurku przy procesie od-
wzorowywania, sg to znowu przyktady pisania mnemonicznego.
W Peru istniat caly system notowania w ten spos6b waznych
zdarzen zycia panstwowego (E. Clodd. The story of the alpha-
bet. Str. 40 1, 1900). Istniat tam specjalny diugi sznur,
do ktérego przywigzane byly inne sznury kolorowe. Kazdy
z tych ostatnich odpowiadat pewnemu okreslonemu zakresowi
zycia panstwowego, a na nim zapomocg weziow specjalny
urzednik notowal wybitne zdarzenia tego zycia. W ten spo-



s6b tworzyta sie historjografja, uprawiana rdéwniez przez od-
dzielne rody.

Obok mnemonicznego pisania uprawiane byto obrazowe,
w ktérem rzeczy i zjawiska przedstawiane byty zapomoca
narysowanych obrazéw. Jezeli te obrazy ilustrowaty zdarzenia
lub fakty psychiczne, pisanie przybierato charakter t. zw. ideo-
graficzny. Np. liczby u Egipcjan starozytnych byty oznaczane
symbolami, niczem nie przypominajacemi rachunku; zabka ozna-
czata 100.000, a cztowiek z podniesionemi w goére rekami
miljon. Nasze dzisiejsze pismo jest fonetyczne i przytom
oparte jest na oznaczaniu oddzielnych prostych dzwiekow,
z ktérych sie skitadajg wyrazy, a nie jak chihskie na oznacza-
niu wyrazow.

Poniewaz dziecko poczatkujgce mys$li obrazami, jak to
stwierdza badanie psychologiczne, metoda pisania poczatkowego
przy nauce arytmetyki musi sie z tem liczy6é i nie wprowa-
dza¢ odrazu oznaczania cyfr zwyczajnych, ale uzywaé innych
Srodkéw pomocniczych. Tylko przy takiem stosowaniu metody
pisania mozemy zado$¢uczyni¢ zasadzie pogladowosci. Cyfra
jest koncowym aktem procesu pisania i odpowiada wyrobio-
nemu pojeciu liczby. Mozna przy nauczaniu uzywaé réznych
srodkéw, jak uktadania klockéw, krazkéw, pisania znaczkow
na tabliczce szyfrowej i t. p. Wogdle nie nalezy nigdy zapo
minaé, ze w nauczaniu poczatkowem jak najwiecej wskazanem
jest taczenie mys$lenia z pracag reczna, wykonaniem, odbiciem
obrazowem proceséw myslenia. Pozyteczne jest, jezeli naucza-
nie posiada tu pewng organiczng jednolitos¢ i jezeli sposéb
zapisywania, uprawiany przez dzieci, zgadza si¢ z uzywanym
przez nauczyciela w klasie, a wiec jezeli jest zasadniczo jedno-
rodny z przyrzadom gtéwnym, stosowanym do pogladowego
nauczania.

Odpowiednio do pierwszego ze wspomnianych przyrzadoéw,
dzieciom mozna rozda¢ tabliczki tekturowe, na ktérych, tak
jak na desce wydrazenia, wykreslone sa koétka. Précz tego
dzieci posiadajg krazki tekturowe, pomalowane odpowiednio
do wspomnianych krazkéw drewnianych, i to krazki w taki
sam sposoéb, jak na tablicy, naktadajg. Poniewaz przy rachunku
ciagle odbywajg sie zmiany liczb, dzieci muszga by¢ ciagle za-
jete. To pierwsza faza.

Dalej na tabliczkach szyfrowych lub otéwkiem na papie-
rze moga dzieci stawia¢ kreski w szeregu zwyczajnym, albo
kéteczka. Tutaj nalezy podkresli¢ niestosowno$¢ np. podobnego
oznaczenia:



»Plus" zjawia sie wtedy, gdy wystepuje cyfra i jest zna-
kiem dziatania. W danym przypadku nie mamy liczb, lecz
grupy kresek, oznaczenie takie moze wiec wprowadzaé zamet
w pojeciach. Wogo6le doktadnos¢ i ScistoS¢ nie przeszkadzajg
tatwosci.

Koéteczka moga by¢ stawiane w postaci obrazéw Borna,
albo w szeregu, a zmiana barw oznacza sie tern, ze jedne Kko-
teczka sg zakreskowane, a drugie nie.

Nastepnie moznaby przejs¢ do uktadania z kresek nie-
ktérych chociazby cyfr, jak to pokazano wyzej, nakoniec do
zapisywania ich linjg ciggta.

d) Obrazki i ryciny.

Jedng z zalet dobrego nauczania jest umiejetnos¢ korzy-
stania z kazdej okolicznosci, a tern bardziej takiej, ktéra nasuwa
sie sitg rzeczy. Wczesniej czy pdzniej uczen dostaje ksiazke
do reki, a stad wynika potrzeba, by ta ksigzka zawierata naj-
wiecej pouczajacego materjatu, by ukiadem swym odpowiadata
naturze umystu dziecka. Ksigzki arytmetyczne, szczegdlniej
nasze, sg suche i nudne, przepetnione kolumnami przyktadéw
liczbowych, zadan czesto nieumiejetnie dobranych albo peror
teoretycznych, ktére zdradzajag mate przygotowanie do tego
rodzaju twoérczosci. Jezeli popularyzowanie wiedzy jest jakby
stwarzaniem jej na nowo, to dobry podrecznik zawsze jest pi-
sany, jak dzieto gtebszej nauki i Sztuki, przez ludzi talentu,
ludzi zywych i umiejacych niejako wczué sie w jazn duchowg
dziecka. Dobra ksigzka jest zywa. Zywos$¢ te jej wzmagajg
dobre ilustracje, obrazki, rysowane reka artysty, a nie byle
rysownika. Taki obrazek moze przedstawia¢ nawet jaka$ scene
z zycia, jednag chwile, jeden moment kalejdoskopowej jego
zmiany, ale moment tak uchwycony, tak utozony, by mata po-
moc uczacego wystarczata uczniowi do znalezienia w nim
treSci arytmetycznej. Czy to jest szkodliwe? Nikt chyba tego
powiedzie¢ nie moze. W takim razie obojetne? Roéwniez nie,
bo obrazek taki uzmystawia liczbe, wdraza sie tatwo w pamiec,
ozywia nauke, niejako nawotuje do szukania liczby nawet w da-
lekich pozornie od niej oklicznosciach. Budzi on mys$l, obser-
wacje, a z tej racji czyz moze by¢ obojetnym? Ksigzeczki
francuskie i amerykanskie do nauki rachunku dla dzieci sg
przepetnione tego rodzaju ilustracjami; jest tu pole bardzo
wdzieczne dla wiadcoéw otdwka. Nasze wydawnictwa dla dzieci
w ostatnich czasach ozywily sie i ulepszyly miedzy innemi
przyczynami dzieki temu, ze produkcji tej dotkneta sie reka
artysty. Niechze to dotkniecie rozszerzy sie i pogtebi, a wnie-
sie ono nawet w szary Swiat liczb barwe i zycie.

Powyzej nadmienione zasady dydaktyczne przenikajg gte-
boko w kazdy przedmiot nauczania, s ze sobg organicznie
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zwigzane i stosowanie ich wymaga pilnej uwagi i umiejetnosci
ze strony nauczyciela. W tym rozdziale nadmienimy jeazcze
o jednej bardzo waznej sprawie, bezposrednio zwigzanej z za-
sadami powyzszemi.

Do waznych rzeczy przy nauczaniu rachunku poczatko-
wego nalezy réwniez uzywanie stowa terminologja. Ra-
cjonalna dydaktyka musi utrzymywac¢ doskonalg odpowied-
nios¢ pomiedzy stowem a myslag. Stowo musi by¢ wyktadni-
kiem faktu psychicznego, a nie pustym dzwigkiem, jak to, nie-
stety, nieraz bywa przy panujagcym tu i owdzie werbalizmie.
Nadzwyczajnie trudno ustrzec sie tego pierworodnego grze-
chu dydaktycznego. Nauczyciel, cztowiek starszy, majacy inne
pojecia, operuje odruchowo stowami, ktére dla niego sg peine
tresci, a jakze czesto o sto mil sie znajdujg od mysli dziecka.
Nawet wtedy, gdy uczacy zdaje sobie sprawe ze swego poste-
powania i usituje przystosowaé sie do poziomu dzieci, nawet
wtedy czesto biadzi, bo przeciez nic dziwnego: tak trudno jest
zda¢ sobie sprawe z tych rzeczy przy naszej matej znajomosci
natury dziecka i przy wadach naszej wlasnej natury. Wszak
wiemy, ze przystosowywanie sie wymaga wysitku, a tu trzeba
je robi¢ z uSmiechem, naturalnie i przytem nie strzela¢ w pustg
przestrzen. Dlatego tez potrzebna jest wielka w tej dziedzinie
ostroznosé.

Poniewaz na poczatku mamy do czynienia z t. zw. aryt-
metyka zmystowa, wigc w niektérych wyrazeniach stownych
zupetnie jest zrozumiatla i dozwolona pewna swoboda, zalez-
na od charakteru nieraz rozpatrywanych kon-
kretnych zbioréw. Jezeli np. na przyrzadzie zwiekszamy
liczbe krazkéw lub kulek, mozemy powiedzie¢ ,,doktadamy*,
opiszemy bowiem w sposéb wyrazny ten fakt, jaki zachodzi.
Inne znowu wyrazenia, jak np. mniej, wiecej, réwno, wiele,
nic, o ile, zmniejszy¢, zwiekszy¢, ile razy, nazwy liczebnikéw—
zmianie nie ulegaja; konkretne przyktady wyjasniaja tylko ich
tres¢. Nawet zaleca sie w pierwszym przypadku uzywanie
rozmaitych wyrazéw, znanych z praktyki codziennej, w odnie-
sieniu do przedmiotdw konkretnych, ujmowanych zmystowo
lub omawianych w zadaniach. Tak samo jak rozpatrywanie
najrozmaitszych zbioréw o pieciu przedmiotach prowadzi do
pojecia liczby 5, wspomniane nazwy prowadza do terminu uzy-
wanego przy dzialaniach na liczbach t. zw. oderwanych. Liczba
nazw si¢ zmniejsza, gdy mysl wykryje identycznosc¢ ich tresci
logicznej; ale ta my$l musi to wykry¢, i w tem jest powazne
zagadnienie dydaktyczne. Wezmy kilka przykiadow.

Kazdy wie, ze réwnania b= x—a i a= b+ x nie
wymagajag zadnych innych dziatan dla wykrycia x précz do-
dawania i odejmowania, ale dla poczatkujacego matematyka



w jego konkretnych zadaniach nie jest to jasne. Wykonywamy
wiec z nim razem np. dziatania dopetniania i rozktadania,
poki nie zrozumie ich identycznosci z poprzedniemi dziata-"
lliami. Znany jest rowniez dwojaki charakter dzielenia, ktéry
wyrazajg stowa; ,dzielenie” (na réwne czesci) i ,mierzenie"”
albo ,,mieszczenie". Taka dwoisto$¢ jest znowu dotad potrzebna,
poOki uczacy sie nie zrozumie tu formalnej jednakowos$ci. Mamy
w danym przypadku przyktady wnioskowania, ktére poprzedza
drobiazgowy, na konkretnych przyktadach wsparty proces in-
dukcyjny.



ROZDZIAL 1.

Powyzej zaznaczyliSmy, ze jedng z gtdwnych zasad dy-
daktycznych jest zasada indukcji. Tej wiasnie zasadzie i wy-
jasnieniu zwigzanych z nig poje¢ dydaktycznych poswiecimy
w tym rozdziale naszg gtdbwna uwage, uprzedzajac czytelnika
ze nalezyte zrozumienie tej zasady ma w stosunku do naszego
przedmiotu pierwszorzedne znaczenie.

Jedna z gtébwnych kwestyj, o ktérych zawsze nauczyciel
pamieta¢ winien, jest dobra znajomo$¢ tego przedmiotu, kto-
rego uczy¢ zamierza. Jezeli sie przyjrzymy dzisiejszej nauce
w seminarjach nauczycielskich, to tatwo zauwazy¢ mozemy,
ze w tych zakiadach przez dobrg znajomo$¢ przedmiotu zwy-
kle rozumie sie praktyczne jego opanowanie. Nader wazng
jest rzecza, gdy nauczyciel potrafi szybko, wprawnie i do-
ktadnie rachowa¢ sam, ale nie jest to jeszcze dobrem przygo-
towaniem. Maszyna rachunkowa daleko predzej, wprawniej
moze wykonaé¢ wszystko, czego rachmistrz od niej zada. Tak,
moznaby powiedzie¢, ale maszyna nie rozwigzuje zadan, ma-
szyna nie rozumie, dlaczego tak robi, a nie inaczej. Stusznie;
ale co to znaczy rozumie¢ to, co sie robi? Co to znaczy np.
rozumie¢ dodawanie? Coz tatwiejszego, niejeden powie —
jak odpowiedzie¢ na to pytanie: rozumie¢ dodawanie znaczy
t° samo, co zdawaé¢ sobie sprawe z kazdego kroku w tern
dziataniu. Ludzie zwykle nie zastanawiajg sie¢ nad tern, ze
stowko ,,rozumiem' u réznych ludzi miewa rdézne znaczenia.
Jezeli dziecko lub cztowiek mato inteligentny uchwyci pewien
spos6b postepowauia (np. przy dodawaniu podpisywanie, do-
dawanie jednosci i t. d.), wydaje mu sie, iz rzecz rozumie: on
wie. jak sie robi, i to mu wystarcza. ,Mtodo$¢ chce przede-
wszystkiem tworzy¢” — moéwi llerbart; ale mtodo$¢ réwniez
powinna mys$le¢. Ot6éz czesto to ,zdawanie sobie sprawy"”
z kazdego kroku jest niczem innem, jak tylko znajomoscia
tego, co trzeba robi¢. Czyz to jest rozumienie? Nie, jest to
ten sam niemal stan umystu, jaki np. znajdujemy u cztowieka



kierujagcego subtelna maszyng, dajmy na to, rachmistrza
w biurze. Moze on sobie wcale nie zdawaé¢ sprawy ze szcze-
go6téw  konstrukcji, ale umie uzywaé maszyny w praktyce.
Rozumiem dodawanie, jezeli moge wykaza¢ przestanki, na kt6-
rych proces ten sie opiera, i jezeli umiem z tych przestanek
(pewnikéw) konsekwentnie i logicznie wyprowadzaé¢ wnioski,
starajagc sie przytem, aby liczba owych przestanek nie byta
niepotrzebnie za wielka, a takze, aby nie byly one od siebie
zalezne. Rozumiem zjawisko przyrody, jezeli potrafie przy-
czyny jego wyeliminowaé¢ i nastepstwa przewidzie¢. Umyst
mniej wytrawny, mniej krytyczny postuguje sie zwykle wiek-
szg liczbg podstawowych przestanek, uzywajgc ich czesto nie-
Swiadomie; krytyczniejszy z kazdego kroku swego zdaje sobie
sprawe i stara sie zrobi¢ zen jedno z ogniw logicznego ciggu
mys$li. Naukowy, $cisty wykiad arytmetyki wymaga wiasnie
takiego ciggu mys$li, w ktérym wszystkie przestanki podsta-
wowe sa jasno wyznaczone, a wszystkie ogniwa znajdujg sie
ze sobg w $cistej spoéjni logicznej. Rzecz jasna, ze taki wy-
ktad nie moze by¢ przystepny dla dzieci; ale, pytam teraz,
czy znajomos$C€ jego nie jest potrzebna nauczycielowi, czy nie
ma znaczenia dla metody wyktadu? Na to odpowiem stanow-
czo twierdzgco. Kto nie zna naukowego wyktadu, nie potrafi
odré6zni¢ blednych ,utatwien” metodycznych od utatwien do-
puszczalnych i potrzebnych, a co wazniejsza, moze sie zgubic¢
w réznych sztucznych sposobach, zamiast szuka¢ tych mo-
mentéw, ktére, po odpowiedniem ich przedstawieniu dzieciom,
majg istotng wartos¢ zarébwno metodyczng, jak naukowg. Jak
moze jasno przedstawi¢ rzecz ten, kto sam nie odréznia tego,
co zastuguje na wiekszag uwage, od tego, co jest tylko pod-
rzednym szczegétem? Teorja Scista nas uczy, ze do tego, aby
dodawanie sta¢ sie mogto jasnym procesem mys$li, potrzebne
sg prawa przemiennosci i tgcznosci, potrzebne sg twierdzenia
o dodawaniu sumy i réznicy, o dodawaniu do sumy. Jezeli
nauczyciel, pomimo calego pogladowego aparatu, pomimo
wszystkich badan psychologicznych, na te rzeczy uwagi nie
zwroci, czy moze by¢, pytam, proces dodawania zrozumiatym?
Rachunek elementarny, czyli arytmetyka poczatkowa, jak to
wskazuje historja, zwigzany byt $ciSle z pewnemi zagadnie-
niami zycia. Pietno to wyraznie dla wszystkich pozostato
w t. zw. regutach dzialu trzeciego, pozostalo réwniez w inter-
pretacji rozumienia, gdzie ujecie samego procesu dziatania
stanowi rzecz gtébwng, a nie te logiczne pierwiastki mysli,
z ktérych proces ten konsekwentnie wynika. Poznanie regutly
dziatania zgodnie z tradycja dydaktyki mnemotechnicznej
stanowi punkt gtéwny nauczania. Caty aparat metodyczny
jest przystosowany do tego, pomimo ze wielu metodykéw juz
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tak znacznie przerosto owa. dawng metode nauczania. Naj-
czesciej metodycy ci nie sa matematykami, w seminarjach
uczg ich matematyki ,,praktycznej”, i oto nie potrafig sobie
zda¢ sprawy, co w tem wszystkiem jest najgtéwniejsze. Prak-
tyka wykazuje, jak dalecy sa nasi uczniowie od rozumienia
rzeczy, poucza nas, ze owtadniecie praktyczne dziataniem jest
wogole gtéwnym rezultatem i poniekad celem nauczania. Mysl
dzieci ksztatci sie przez dobre prowadzenie zadan, ale i tutaj
sg czesto wady, z ktérych wynika, ze cata nauka arytmetyki
staje sie nie tyle organem rozwijania samodzielnej mysli, ile
narzedziem, mys$| te tamujacem.

Naturalnie, mozna mi zarzuci¢, iz wymagam od uczni
takiego rozumienia, jakie jest dostepne dojrzatemu umystowi.
Wiem jednakze, ze to jest niemozliwe, ale wobec tego nie
upada stuszno$¢ poprzednich uwag. Nie mysSle zadaé¢, by
dzieci bytly w stanie konstruowa¢ w mysli ciggi logiczne, wy-
chodzace z pewnych przestanek, bo wiem, ze do tego potrzeba
mys$lenia sprawnego i wyrobionego, operujagcego ogo6lniejszemi
symbolami liczbowemi; lecz za rzecz pozadang i potrzebng
uwazam, aby zwracano w nauczaniu giéwnag uwage na to, co
gra role pierwszorzedna, a nie na kombinacje tego lub inne-
go pomystowego metodyka. Dzieci powinny poznawaé prawdy
podstawowe, jak np. prawo rozdzielnoSciowe przy mnozeniu,
nie jako twierdzenia w rozumowaniu dedukcyjnem, ale réw-
niez jako prawdy przemawiajgce przez poglad do wyobrazni,
a przez nig dopiero do mysli. Psychologja nie moze naru-
szy¢ wartosci logicznej danych poje¢, moze ona natomiast dac
geneze ich rozwoju, da¢ sposoby wprowadzenia ich do mysli
ucznia. Psychologiczne nauczanie musi by¢ zawsze naucza-
niem czego$. Zeby za$ wiedzieé, czego mamy uczyé, musimy
mie¢ cel jasny, obraz wypukty nauki, calg jej konstrukcje
logiczna. Inaczej bedziemy bitgdzili po omacku i nie bedzie-
my wiedzieli, o co tu witasciwie chodzi. Te rzecz uwazam za
bardzo wazna, jakkolwiek niemal stale omijang i nierozumiana.

My$l ucznia dojrzewa powoli, a poznanie pogtebia sie
i systematyzuje, rézniczkujac sie jednoczesnie. Podobnie jak
embrjon ludzki zawiera w sobie wszystkie dane po temu, by
sie rozwing¢ na przedstawiciela rodzaju ,cztowiek”, tak samo
w nauczaniu, jezeli chcemy, by mys$l dzieci dojrzewata, by
sie rozwijata, trzeba jej dac¢ te wszystkie pierwiastki, ktore
dojrzewa¢ moga. Dojrzato$¢, wyrazajagca sie w sprawnosci
wnioskowania dedukcyjnego, musi wiec by¢ rezultatem dtuz-
szego procesu rozwojowego. WidzieliSmy wyzej, ze jednem
z zadah nauczania jBST~wytworzenie pojecia liczby. To pojecie
przychodzi powoli, rozwija sie od wyobrazen zmystowych. Tak
samo powinny by¢é poznawane prawa wigzace liczby. Uczen



spostrzega na oddzielnych przedstawionych przez nauczyciela
przyktadach jaka$ wilasnos¢ liczb, zastosowuje te wiasnos$¢ do
nowego przykiadu, na ktérym réwniez moze sie przekonac,
ze jest stuszng, i powoli zaczyna ja uwaza¢ za prawo ogolne.
Uczen w tym wypadku rozumuje indukcyjnie.

Dobrze bedzie w kilku stowach scharakteryzowaé¢ blizej
wiasnosci indukcyjnego rozumowania, gdyz w tej materji nie
zawsze panujg jasne pojecia. Zaczniemy od przyktadow.

Chcemy, dajmy na to, udowodni¢ ceche podzielnosci
przez 3. Na kilku kolejnych przykitadach liczb konstatujemy,
ze ,suma cyfr” daje przy dzieleniu przez 3 taka sama reszte,
jak cata liczba. Sprawdza sie to bez zaprzeczenia na liczbach
jednocyfrowych, dwucyfrowych w drugim dziesiatku i nawet
dalej (zbyteczne bra¢ wiele liczb, wystarcza wiasciwie bodaj
jedna). Powiadam, gdyby ta wlasnos¢ byta stuszna dla jakiej-
kolwiek liczby ciggu naturalnego, bedzie natychmiast stuszna
dla liczby nastepnej. Istotnie, przypusémy, ze obrana liczba,
zaréwno jak jej ,suma cyfr”, daje przy dzieleniu przez 3
reszte 2. W takim razie nastepna liczba w ciggu naturalnym
bedzie dawata reszte 0, t. j. podzieli sie przez 3. Wytwarza
sie ona z poprzedniej przez dodanie jednosci. Co sie sta¢
moze z jej ,sumg cyfr’? Jezeli obrana liczba kohczy sie na
0,1 3, 4, 5 6, 7, 8 to dodanie jednosci zwieksza te sume
o 1, co sprawdza twierdzenie powyzsze. Jezeli liczba konczy
sie na 9, to dodanie jednosci zmniejsza jej sume cyfro 8=2 . 3+2,
a wigc nowa suma cyfr podzieli sie rodwniez przez 3. Gdyby
druga od konca cyfra byta dziewigtkg, suma cyfr zmie-
ni sie o0 17==3 .5+ 2. Wog6ble suma cyfr zmieni si¢ o pew-
na liczbe razy po 9 mniej 1. | w tym przypadku twier-
dzenie jest stuszne. Stad stuszne jest zawsze. Z tego wnio-
sek, ze wszystkie liczby posiadaja wspomniang wiasnosé¢, bo
sprawdziliSmy, dajmy na to, rzecz dla 12 pierwszych liczb,
bedzie wiec ona stuszna dla 13-u, a jezeli dla 13-u, to i dla
14-u i t. d., wiec zawsze.

Z jakich czesci sktada sie podobne rozumowanie? Z dwdch:
w pierwszej dostrzegamy wilasno$¢ na kilku liczbach poczat-
kowych, w drugiej wykazujemy, ze jezeli jest ona stuszna dla
jakiej$ liczby N, to bedzie stuszna dla N+I1. Ta druga czes¢
rozumowania jest trudniejsza. Ciekawy jest fakt, ze podob-
nym sposobem mozna udowadniaé wszystkie twierdzenia
z arytmetyki liczby catkowitej. To tez jest on w uzyciu
W teorji Scistej ).

*)  Patrz ksigzke prof. S. Zaremby: «Zarys pierwszych zasad teorji
liczb catkowitych*. Naki. Akad. Um. w Krakowie. 1907.

racbunkn poczatkowego. *



— 34 —

Jaki stad wyptywa wniosek dla nauczania? Azeby rzecz
jeszcze jasniej przedstawi¢, wezmy znowu przykiad. Wezme
znane zadanie. Mam n kulek jednakowych i uszeregowanych
jedna za druga. Nazwijmy te kulki po kolei K,, K, Ks K.,,.
Rozpatrywane razem stanowig one pewne ugrupowanie. Prze-
stawiam 2 z nich. Znowu otrzymam ugrupowanie z tych sa-
mych kulek ztozone, ale inaczej uporzadkowano. Pytam sie
teraz, ile takich réznych ugrupowan z tych Kkulek otrzymac
mozna. Nazwe te liczbe przez Il ,,.

Prébuje zaczyna¢ od malej liczby kulek. Jezeli jest jed-
na, to takich ugrupowan jest réwniez tylko 1. To jasne.
Jezeli mamy 2 kulki, np. K, i K,, to ugrupowan jest 2: K, Kt
i K, K,. Jezeli wezZzmiemy 3 kulki: K,, Kj, K, to ugrupowan
bedzie 6: K, Kt K,, K, K, K?, K, K, K,, K, K, K,, KsK, K,,
K2 K, kj. Wiecej niema. Zapiszmy teraz otrzymane liczby tak:

2 — &-— i .6
ase=1.2,8.

Moznaby jeszcze sprébowaé utworzy¢ wszystkie ugrupo-
wania dla 4 kulek, otrzymalibysmy nt = 1 .2 .3 . 4.

Widoczne jest prawidio tworzenia szukanej liczby. Ale
czy matematyk rozumujgcy $cisle moze na tern poprzestac?
Nie, bo czesto mogitby sie omyli¢c. Np., gdyby na zasadzie
spostrzezeh na liczbach: 7, 14, 21 powzigt mys$l, ze te liczby
dzielg sie przez 7, ktérych ,suma cyfr" jest liczba pierwszg,
toby byt w btedzie, bo zaraz nastepna liczba 28 nie sprawdza
twierdzenia. WzieliSmy tutaj przyktad oczywisty, ale sg mylne
twierdzenia, ktére sprawdzajg sie dla bardzo wielu liczb. Do
takich np. gglezyz t. zw. twierdzenie chinskie, wedlug ktérego

wyrazenie — — jest liczba catkowita, gdy n jest pierwsza

liczbg, a utamkiem, gdy n jest liczbg ztozong. Twierdzenie
to sprawdza sie dla wszystkich wartosci w od 1 do 341. To
tez matematycy chinscy ztapali sie na tym przyktadzie. Ale
wréémy do naszego rozumowania.

Jezeli nie mozna poprzesta¢ na powyzszych spostrzeze-
niach, to trzeba wykaza¢ o0g6lng stusznos¢ prawa tworzenia
zadanej liczby Il,,. Gdyby powyzsze prawo byto stuszne dla
jakiej$s liczby m kulek, bedzie stuszne, powiadam, dla »»+I.
Niech IIm= 1.2 .3 ..m. Nowa kulke Km+i moge dotaczyé
do kazdego z otrzymanych |Ilj, ugrupowan, i przytem dotaczyc¢
w»+| sposobami, bo moge te kulke postawi¢ przed pierwsza
kulka w tern ugrupowaniu, przed druga i t. d. i nakoniec po
ostatniej. Z tego wynika, ze z kazdego z poprzednich flmugru-
powan moge otrzymaé m+1 nowych, nalezacych do liczby fTm ,.
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Ale w ten spos6b wszystkie mozliwe ugrupowania po *n-t-l
wyczerpie, bo kulki K, KX K, ... Kmw ugrupowaniach po m
stoja na wszystkich mozliwych miejscach, a nowg kulke po-
stawiliSmy tez na wszystkich mozliwych miejscach. Z tego
wynika, ze jezeli flm= 1.2 .3 ... mtollmi=1.2.3 ...m
(m+1). Przez m oznaczamy dowolng liczbe catkowitg, wiec m
moze sie réwnac¢ 1, 2, 3, 4 i t. d., ale twierdzenie byto stusz-
ne dla 4, wiec bedzie stuszne dla 5, a jezeli dla 5, to dla 6 itd.
Jest wiec stuszne zawsze.

Rzecz jasnha, ze pierwsza cze$¢ powyzszego dowodu moze
by¢ nawet pokazana dzieciom, — jest prosta, sktada sie z jas-
nych spostrzezen; ale druga wymaga juz rozumowania wiecej
skomplikowanego, trudniejszego. Takie rozumowanie nie jest
dostepne dla dziecii W podobny sposéb mozna wykazaé, ze
jezeli znany proces dodawania jest stuszny dla liczb o m cy-
frach, to bedzie stuszny dla liczbo m+1 cyfrach. Tego rozu-
mowania dzieciom nie podajemy. A w jaki spos6b dochodzag
one do przekonania o stusznosci tego twierdzenia? Oto na
zasadzie spostrzezen, zrobionych na liczbach dwucyfrowych,
trzycyfrowych i t. d., po uogélnieniu na wszystkie. W tem
uogo6lnieniu tkwi brak $cistosci, bo niema dowodu. Co go
zastepuje? Zastepuje go przekonanie, zdobyte niejako do-
Swiadczalnie, ze istota procesu dodawania nie zalezy od liczby
cyfr, ze wszystko bedzie sie odbywalo tak samo, jak na licz-
bach poznanych. Takie przekonanie opiera -sie wigec na pe-
wnem zatozeniu o jednorodno$ci procesu dodawania.

Wezmy teraz przykiad z innej dziedziny. Przekonywamy
sie doswiadczalnie, ze wszystkie dane nam w doswiadczeniu
naszem ciata spadajg: spada kamien, spada kawatek drzewa,
spadamy my sami i t.d. Czy to dosSwiadczenie moze wyczer-
pac¢ kiedykolwiek wszystkie istniejace na kuli ziemskiej ciata
mate i duze, lekkie i ciezkie, tworzace sie na nowo, jak gwiazd-
ki $niegu lub krople deszczu i t. p.? Rzecz jasna, ze nie:
a tymczasem twierdzimy, ze ,wszystkie ciata spadajg”. Jakiem
prawem? Oto zakltadamy jednostajnos$¢ dziatan przyrody, nie-
zmienne powtarzanie sie zjawisk, jezeli powtarzajg sie te same
warunki. Zaktadamy to uprzednio i na tem opiera sie nasz
wniosek o0gélny, na tem opiera sie wnioskowanie przez in-
dukcje.

tatwo widzie¢ analogje pomiedzy tym przykiadem a po-
wyzszem rozumowaniem ucznia w arytmetyce. On tam tez
rozumuje indukcyjnie. Nauczyciel wie, ze dzieci czasem
zbyt pospiesznie robig uogélnienia, ale na to jedyna rada da¢
przyktad, w Kktéorym twierdzenie sie nie sprawdza. Jedna,
druga taka korekta - a mtody matematyk poczuje, ze potrzeb-
na jest wieksza ostroznos$¢ i cierpliwo$¢é przy wnioskowaniu.
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Z drugiej strony rozumiemy, ze indukcyjne rozumowanie nie
jest dla arytmetyki wiasciwe; a zZ tego rozumienia wyptywa,
iz trzeba stopniowo doprowadzi¢ ucznia do tego, aby mu
indukcja stuzyta tylko do odkryé¢, do préb, ale stwierdzenia
prawdy ma szuka¢ na drodze dedukcyjnej. To jest zadaniom
dalszych stopni nauczania matematyki; dla nas wystarcza po-
znanie samego charakteru dopuszczalnego i mozliwego rozu-
mowania ucznia. Nie bede sie tu wdawat w szczegoély; nauczy-
ciel, ktéry zrozumiat istote rzeczy, da sobie tatwo rade z kaz-
dym oddzielnym momentem. Jedno tylko nadmienie: — po-
niewaz proces indukcyjnego rozumowania stosuje sie do po-
szczegolnych liczb, musi by¢é powtarzany w miare ich wzrostu,
a tem samem rzecz kazda musi sie rozkiada¢ na diluzsze
okresy czasu, jak to juz nieraz wyzej wspominaliSmy.

» Jezeli nauczyciel zrozumie, ze rzecz dana jest juz dobrze
przez uczni przetrawiona, moze wyraznie i $cisle sformutowac
prawidto, dac¢ okresSlenie. Bez tego niemozliwe bytoby przej-
Scie od rozumowania indukcyjnego do dedukcyjnego. Tu sie
znajduje jedna z czestych omytek w naliczaniu. Mianowicie
zapominamy, przechodzgc do zupeinie odmiennego traktowania
przedmiotu, przerzuci¢ mosty, ktére pozostawiamy domys$inosci
uczni. Mozna pozostawi¢ tej domysIinosci wiele rzeczy ta-
kich, o ktérych szeroko sie nieraz moéwi, ale wspomnianej
sprawy nie mozna. Sformutowanie moze by¢ stowne, jesli
nie jest za diugie i nie nastrecza trudnosci stylistycznych.
Legern brevem esse oportet.... Moze by¢ tez, i to wiasnie
w tych przypadkach, gdzie sg powyzsze trudnos$ci, z pozytkiem
zastosowana formuta t. zw. algebraiczna. Niech sie czytelnik
tem nie przestrasza. Tam, gdzie jest pewnos$¢ zrozu-
mienia, taka formuta nie utrudnia rzeczy, lecz utatwia Np. pra-
wo rozdzielnosci mozna przedstawi¢ tak: (a+ 6)Xc=«Xc+06Xc.
P&zniej mozna znak mnozenia opusci¢. Takie formuty z po-
zytkiem stosuje prof. Dewey w nauczaniu elementarnem,
a wilasne doswiadczenie moje wykazato ich pozytek. Sag one
razem z formutami stownemi tem naturalnem przejSciem od
rozumowania indukcyjnego do dedukcyjnego. Mozna je stoso-
wac¢ juz w 3-im roku nauczania, ale dobrego nauczania, kiedy
nauczyciel wie, czego nauczyt.

Dedukcyjne rozumowanie przejawia sie zwykle w zada-
niach o charakterze oderwanym i nawet w takich nieraz, gdzie
fabuta ma tres¢ konkretng. Trzeba wielkiej ostroznosci, zeby
nie przesadzi¢ i nie liczy¢ zbyt pochopnie na sprawno$¢ my-
Slowg ucznia. Czesto sie w praktyce zdarza, ze zadania dawane
sg za trudne. Rodzice i korepetytorzy (oby ich byto naj-
mniej!) nazywajg je tamigtéwkami. Wiasciwie nie sg to tami-
gtowki, ale zadania takie, w ktérych liczymy na wyzszg zdol-



nos$¢ dedukcyjnego ruzumowania, niz uczniowie faktycznie
posiadajg. Zadania czesto dzielg na typy, przyczem principium
divisionis jest: albo zakres rzeczowy (t. zw. matorjalistyczny
poglad), albo powody natury formalnej. Czesto tez, szczegol-
niej tam, gdzie zadania wilasciwie sg .powyzej uczniowskich
gtéw’, wchodzg w gre czynniki natury sztucznej, np. zadania
na tworzenie nowej jednostki i t. p. Zakres rzeczowy trudno
faktycznie wyczerpac¢, ale idea wspomnianej zasady dzielenia
na typy jest stuszna, bo zadania muszg by¢ bliskie otoczenia
ucznia i rozmaite, jak to juz wspominaliSmy. Podzial, oparty
na powodach natury formalnej, bierze pod uwage nastepstwo
i zwigzek réznych dziatan. Np. zadania typu: X +v=e. Tego
rodzaju podzial ma réwniez swoje znaczenie, szczegdlniej tam,
gdzie w gre w-chodzg juz wszystkie dziatania; np. mozna po-
stugiwaé sie niem w roku drugim i dalej. Tak zw. dopetnia-
nie i rozkladanie przy dodawaniu i odejmowaniu wigze sie
z tem. Ukladanie zadan wedtug takiego podziatu musi uwzgled-
nia¢ nastepujace 2 momenty: 1* wyczerpanie wszelkich pytan
co do danego dziatania, 2° stopniowe tgczenie kilku réznych
dziatan.

W arytmetyce poczatkowej zadanie ma bardzo duze zna-
czenie: nie stuzy ono tylko do zastosowania wiedzy, z niego
nieraz wiedza ptynie. W literaturze naszej mamy nawet pod-
recznik (Arytmetyka w zadaniach prof. Dicksteina), w ktorym
stopniowo rozwijajacy sie szereg zadan zapoznaje ucznia
z wilasnosciami liczb, uczy rachunku I).

Wobec wielkiego znaczenia jakie, ma dla nauczania za-
sada indukcji, bedzie pozytecznem przytoczenie tutaj Kkilku
miejsc ze znakomitej ksigzki prof. J. Deweya p. t. .Jak my-
Slimy” (How we think). W ksigzce tej znakomity pedagog
amerykanski, profesor filozofji w uniwersytecie kolumbijskim
(w New Yorku) porusza i rozpatruje szczeg6towiej wspomniane
wyzej zagadnienie procesu rozumowania naszego w réznych
dziedzinach zycia i nauki. Przytaczamy tu najpierw jeden
z przyktadéw podanych w tej ksigzce, zeby p6zniej jasniej
wystgpita podana przez Deweya charakterystyka ogdlna rozu-
mowania.

»Z gornego poktadu promu, na ktérym codziennio prze-
jezdzam rzeke, wystaje — podnoszac sie prawie pionowo —
diugi, biaty drag z poztocong kulg na wierzchotku. Gdym
pierwszy raz go zobaczyt, zdawalo mi sig, ze jest to drazek
do choragiewki. Jego kolor, forma i poztocona kula zdawatly

'Y Sprawy tu omawiane nieco obszerniej poruszytem w N-rze 1-yro
Z r. 10U czasopisma matematycznego p. t. «Wektor- (wychodzi w Warszawie).
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sie sprzyja¢ temu przypuszczeniu i z tego powodu pozornie
utwierdzalty mnie w mem przekonaniu. WKkrétce jednakze
trudnosci zjawity sie same przez sie. Drag sterczal prawie
poziomo, w pozycji niezwyktej dla drazka z flaga; co wiecej,
nie byto przy nim ani bloku, ani pierScienia, ani sznurka do
przyczepienia choragiewki; nakoniec, w innem miejscu znajdy-
waly sie dwa pionowe Kkije, na ktérych okolicznosciowo powie-
waly choragiewki. Wydawato mi sie prawdopodobnem, ze
drag nie byt przeznaczony do wywieszania choragiewki.

-Wtedy staralem sie wyobrazi¢ sobie wszelkie mozliwe
zastosowania podobnego drazka i rozpatrze¢ z nich najodpo-
wiedniejsze: a) By¢ moze byto to upiekszenie; lecz z racji,
ze wszystkie promy i nawet statki holownicze posiadaly po-
dobne drazki, ta hipoteza byta odrzucona, b) By¢é moze, byto
to zakonhczenie potrzebne do telegrafu bez drutu; lecz powyz-
sze rozwazanie czynito i to réwniez nieprawdopodobnem.
Z drugiej strony, o wiele odpowiedniejszem miejscem dla po-
dobnego zakonczenia bytaby najwyzsza czes¢ t6dki, na wierzchu
budki sternika, C) By¢ moze, drazek byt ustawiony w celu
wskazywania kierunku, w ktérym t6dka miata sie poruszac.

.Na poparcie tego wniosku odkrytem, ze drazek byt
umieszczony nizej, niz budka sternika, tak aby sternik mogt
tatwiej go widzie¢. Précz tego koniec byt o tyle wzniesiony
ponad podstawe, zeby moégt sie wydawacé¢ wystajacym poza
t6dke z miejsca sternika. Dla sternika, znajdujgcego sie w po-
blizu przedniego brzegu 1t6dki, potrzebna bytaby podobna
wskazéwka kierunku. Dla statkbw holowniczych takze po-
trzebneby byty podobne drazki. Ta hipoteza o tyle byta
prawdopodobniejszag od innych, ze przyjatem jg. Wywniosko-
watem, ze drgzek ustawiony byt w celu pokazywania sterni-
kowi kierunku, w ktérym sie posuwa t6dka i pomagania mu
w dobrem jej kierowaniu.” (Str. 69 70).

PrzytoczyliSmy ten przykiad dlatego, zeby pézniej jas-
niejsza byta podana przez Deweya charakterystyka procesu
zwyktego mysSlenia. Wezmy teraz przyktad z dziedziny ra-
chunku, w ktérym przedstawimy podobnyz proces rozumo-
wania.

Dajmy na to, mamy przed sobg zagadnienie: jakie liczby
dzielg sie przez 5? Przypusémy, ze zagadnienie to rozpatru-
jemy na razie w zakresie pierwszej setki.

Dzieci widzg z przyktadéw, ze jedne liczby dzielg sie
przez 5, drugie — nie, przyczem stosujg (0 czem nizej) metode
rozktadania dzielnej na 2 skladniki sposobem oddzielania jed-
nosci od dziesigtkow.

Spostrzezenie pi er wsze. Takie liczby, jak 20, 30
i t. d, t. j. sktadajgce sie z samych dziesigtkéw, dziela sie
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przez 5. Spostrzezenie to popieramy réznemi przykiadami
z zakresu 100.

Spostrzezenie drugie. Takie liczby, jak 34, 26
i t. d.,, przez 6 sie nie dzielg, to znaczy, ze po przylaczeniu
jednostek do dziesigtkéw, otrzymanej liczby nie mozna po-
dzieli¢ przez 5.

Pierwsza hipoteza. Tylko liczby, kohczace sie naQo,
dzielg sie przez 5.

Sprawdzanie hipotezy. Nauczyciel podaje przy-
ktad 15, 25 i t. d., to jest liczb konczacych sie na 5 i dzieoi
przekonywaja sie, ze te liczby przecza poprzedniej hipotezie.

Spostrzezenie trzecie. Razem z uczniami nauczy-
ciel sprawdza, ze wszelka liczba z zakresu 100, kohczaca sie
na pie¢, dzieli sie przez 5.

Hipoteza druga i ostatnia. Liczby, zakonczone
na 0 i 5 dzielg sie przez 5 Hipoteza zostaje sprawdzona
w calym zakresie.

Rzecz jasna, ze teraz moznaby rozumowo wyjasni¢’ dla-
czego ona jest stuszna, przez zwrdcenie uwagi uczniow, ze
na to, aby liczba sie dzielita, potrzeba, by kazdy jej sktadnik
sie dzielit, t. j. oddzielnie dziesiatki i jednosci, a z jednosSci
tylko 5 sie dzieli.

Przy zwiekszaniu sie zakresu liczbowego prawidto zmia-
nie nie ulega, gdyz zasadniczy podzial na dziesigtki i jednosci
pozostaje stusznym. O tem moéwimy w nauczaniu we wilasci-
wem miejscu.

Nie zawsze rozumowanie jest tak proste i np. Dowey
podaje inny przyktad, w ktérym dlatego, zeby sprawdzi¢ hi-
poteze, trzeba wykona¢ eksperyment, co w Swiecie liczb pole-
ga na obiorze dowolnej liczby.

,...kazdy przyktad — powiada Dewey (str. 72) — przyj
rozpatrzeniu wykazuje mniej lub wiecej jasno 5 logicznie
réznych stopni: 1° poczucie trudnosci; 2° umiejscowienie tej;
trudnosci i jej okreslenie; 3" przypuszczenie mozliwego roz-
wigzania; 4° wysnuwanie wnioskéw oraz rozumowanie nad wy-
nikami przypuszczenia; 6° obserwacja i eksperyment, prowa-
dzace do przyjecia lub odrzucenia, a tem samem do wnioski)
przekonywajacego lub nie”.

Widzimy tutaj pewien naturalny cykl rozumowania, kt6-
ry wychodzi ze spostrzezen faktow i do nich ostatecznie wra-
ca z osnutg na nich i sprawdzong hipotezag. Dobre nauczanie
powinno zarébwno w swej catosci, jak w kazdym oddzielnym
momencie, z zastosowaniem tego cyklu sie liczy¢é. Dzieci
moga sie uczy¢ in verba magistri, ale w ten sposéb zdoby-
wajg tylko ciezka, urzedowag wiedze, tak matlo potrzebng za-
rowno jednostce, jak spoteczenstwu, wiedze, ktdra nie rozwija
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ich umystu, nie budzi dla siebie szacunku i nie podnosi wiary
jednostki we wilasne sily, a wiec nie daje woli cztowieka tego
poparcia, jakie da¢é moze i powinna. Nalezyte ksztatcenie
wiadz umystowych to wielka sita wychowawcza, to pierwsze,
zasadnicze zadanie wychowania, wobeo ktérego fakty wiedzy
sa tylko S$rodkiem, ktéry staé sie moze walorem pierwszo-
rzednej wartosci spotecznej, jezeli bedzie w posiadaniu czto-
wieka silnego charakteru i silnej woli. Watpliwg jest wielce
rola nauczyciela w szkole elementarnej i $redniej przeniknie-
tego tylko szacunkiem dla nauki, a pozostawiajgcego na ubo-
czu swe zadania wychowawcze. Nawet tego szacunku do nauki
nie potrafi on dzieciom udzielic. C6z dopiero powiedzie¢
mozna o tych ludziach, ktérzy bodaj tej jednej wilasnosci do-
brego nauczyciela nie posiadajg?

~Wyrobionym umystem jest ten, ktdry najlepiej potrafi
uchwyci¢ stopien doktadnosci obserwacji, tworzenia pomy-
stéw, rozumowania i sprawdzania doswiadczalnego w kazdym
oddzielnym przypadku; to ten umyst, ktoéry potrafi dla my-
Slenia przysziego najlepiej korzysta¢ z omytek zrobionych
w przesztosci.” (Str. 78).

W tych kilku wierszaoh tkwi cata rewolucja dydaktyczna.
Wszak my nie pozwalamy naszym uczniom myli¢ sig, a naj-
lepszym nazywamy tego, Kktéry najmniej sie myli, t. j. naj-
czesciej, najlepiej odtwarza nasze pouczenia i podane prawi-
dta. Nieraz juz zastanawiano sie nad tem, dlaczego tak czesto
dobrzy uczniowie w szkole sa takimi niedotegami w zyciu.
Jedng z przyczyn jest wiasnie to, ze uczac, nie uczyliSmy
dzieci mys$le¢, nie pozwalaliSmy im myli¢ sie tam, gdzie te
omytki ucza. TTfezen bat sie omytki nie dlatego, ze to jest
omyitka, ale ze spotka sie ze zlg oceng; nie interesowata go
sama rzecz, ale zewnetrzne warunki nauczania. Stad wynik—
stabos¢ myslenia, nieumiejetno$¢ korzystania ze swych omytek.
Tu wiasnie tkwi réwniez jedna z podstaw przedstawionej po-
przednio zasady samodzielnosci.

W powyzej~~zaznaczonym cyklu mys$lenia mozna wyeli-
minowa¢ 2 strony: pierwszg — opierajaca sie o0 pierwszg
obserwacje i postawienie pierwszej hipotezy; drugag—o spraw-
dzenie tej hipotezy przez zastosowanie jej znowu do spo-
strzezen. Pierwsza ma oliarakter indukcyjny, druga — de-
dukcyjny. Jednostronno$¢ nauczania przecietnego wiasnie po-
lega na tem, ze tak czesto te pierwszg czes¢ omijamy albo
traktujemy zbyt powierzchownie. Z tego wynika, ze proces
indukcyjny jest normalnym poprzednikiem dedukcyjnego, ze
te dwa procesy stanowig dwie strony jednego i tego samego
normalnego biegu myslenia. Zdobyte na zasadzie pierwszych
spostrzezeh prawidio stosuje do rzeczywistosci, sprawdzam
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przez to zastosowanie i stad albo sie umacniam w przekona-
niu, albo odrzucam przyjeta hipoteze.

Indukcja i dedukcja przeplatajg sie zo sobg w procesie
mys$lenia, sg jak dwie strony tego samego medalu, jak dwa
korrelaty pojeciowe. Zdobyte indukcyjnie prawidto arytme-
tyczne jako wilasnos¢ ogodlng, stosujemy w zadaniu, wyciggajac
z niej wnioski dedukcyjnie. Dlatego to, osobliwie w poczat-
kach nauczania, tak wazne znaczenie posiada zadanie, uzupet-
niajace proces myslenia matematycznego bardzo waznem ogni-
wem, jak réwniez przygotowujgce grunt do witasciwego mate-
matyce rozumowania. W poézniejszej, dojrzalszej formie nauki
zjawia sie dedukcja w wyktadzie t. zw. teorji i stad zadanie
ma znaczenie dla ¢éwiczenia samodzielnosci mys$lowej i opano-
wania przedmiotu, ale mniejsze, niz w pierwszych poczatkach
nauczania.

Metoda wyktadu poczatkowego ,zapomocag zadan”, ,aryt-
metyka w zadaniach” opiera sie na stusznej mys$li, ale nie da
sie przeprowadzi¢ systematycznie w praktyce i w podreczniku
z powodu niemozliwosci dokladniejszego przystosowania tegoz
do danych konkretnych warunkéw. Natomiast zwyczajny zbior
zadan powinien sie liczy¢ z kolejnem nastepstwem giéwnych
elementéw nauczania. Dedukcja nie zalezy od czasu i miejsca,
gdy tymczasem indukcja w duzym stopniu jest z niemi w zwigz-
ku, a nawet z wilasciwosciami indywidualnemi ucznia. Stad
niemozliwy jest podrecznik, jako .arytmetyka w zadaniach”,
poniewaz w nauczaniu poczgtkowem tak wazng role odgrywa
indukcyjne mys$lenie. W kazdym razie zadanie jest doniostym
elementem nauczania i powinno sie wielkg zwréci¢ uwage za-
rowno na jego fabute, jak na tres¢ istotna.



ROZDZIAL V.

YV niniejszym rozdziale zajmujemy sie kilkoma zagadnie-
niami metodycznemi, ktére szczegdlniej w nauczaniu pierwszych
poczatkéw odgrywajg bardzo wazng role. Rozwigzanie tych
zagadnien mniej lub wiecej doktadne wyptywa z umiejetnego
stosowania poprzednio wytuszczonych zasad dydaktycznych.
Nie przemawia przeze mnie skionnos$¢ do matematycznego spo-
sobu myslenia, jezeli sadze, ze calo$¢ nauczania da sie wy-
wnioskowa¢ z tych zasad, ktére nie powstaty odrazu niby Mi-
nerwa z gtowy Jowisza, lecz sg wynikiem wysitku mysSli
w dziedzinie pedagogiki catego szeregu wielkich jej przedsta-
wicieli, sg rezultatem doswiadczenia pokoleh. Takie doswiad-
czenie co najmniej jest tyle warte, co naukowo i ze znajomoscig
rzeczy skonstruowany eksperyment pedagogiczny. Ta wartos¢
tem wiekszg sie staje, im wiecej ten eksperyment stwierdza
swojg zgodnos¢ z temi zasadami. Zapewne, sa to zasady zywe,
wymagajgce gietkosci w zastosowaniu, ktéra ptynie z inteli-
gencji, wiedzy i nawet talentu nauczyciela, jako dobrego ob-
serwatora dzieci. Tej ostatniej zdolnosci witasnie potrafi go
nauczy¢ pedagogika eksperymentalna. Dlatego nauczyciel musi
mie¢ obustronne wyksztalcenie pedagogiczne — z dziedziny
historji i z dziedziny badah doswiadczalnych, dlatego to zwra-
camy w niniejszej ksigzce taka uwage na historje mysSlenia
arytmetycznego, dlatego nie zgadzamy sie z Meumannem i wie-
loma innymi autorami, ktérzy jednostronnie rozumiejg proces
nauczania i jego podstawy. Tak samo jak madros¢ zyciowa
wspiera sie 0 znajomos$¢ tego co jest i o wiedze historycznag,
tak tez i madro$¢ nauczania, jako zywego procesu obcowania
z dzieé¢mi, ma te same podstawy. O sprawie fachowego przygo-
towania nauczyciola rachunku nalezatoby gruntowniej pomyslec,
obecnie nadmieniamy o tem, aby wyjasni¢, dlaczego w specjalnej
metodzie tak czesto poruszamy sprawy ogoélnodydaktyczne. Dy-
daktyka nie zna przepiséw, ale ma zywe zasady, przeznaczone
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dla stosowania ich przez zywych ludzi. Na nic wszelkie prze-
pisy, jezeli nauczyciel nie dorést do wykonania swego zadania.

Jednem z gtéwnych zagadnien, ktére teraz mamy zamiar
poruszyé, jest sprawa monograficznego czyli oddzielnego i ko-
lejnego traktowania liczb pierwszych szeregu naturalnego.

Monograficzne traktowanie liczb stanowi
w metédyce wazng i trwalg zdobycz, ktéra zawdzieczamy
gtéwnie Grubemu. Niema obecnie kierunku w metodyce, kto-
ryby przynajmniej w gtéwnych zasadach nie uznawat, ze mo-
nograficzne traktowanie liczb pierwszego przynajmniej dzie-
sigtka jest potrzebne i celowe. Rzecz ta i u nas jest dos¢ roz-
powszechniona, co w niematej mierze zawdziecza¢ nalezy $. p.
Jeskomu. Poniewaz znajomos$c¢ liczb pierwszego dziesiatka sta-
nowi podstawe dalszego rachunku, gruntowne poznanie ich
jest niezbedne; a takie poznanie mozna osiggna¢ tylko w ten
spos6b, ze kazdg z liczb bedziemy dokladnie rozpatrywali
zosobna, gdyz zjawia sie ona przed umystem dziecka jako fakt
oddzielny. Tutaj warto zwréci¢ uwage na jedng rzecz wiel-
kiej doniostosci. Na czom polega, précz innych rzeczy, nasza
pewnosc¢ i tatwos¢ w wytwarzaniu liczb szeregu naturalnego
i w dzialaniach? Na zrozumianych i stosowanych niemal auto-
matycznie pewnych jednostajnych, staltych prawach, rzadzacych
w Swiecie liczb. Wiemy, jak sie wytwarzaja nastepne liczby
szeregu naturalnego, zrozumieliS$my prawidlowo$¢ tu panujaca,
poznaliSmy sposoby wykonywania dziatan, stad nasza pewnos¢.
Tego wszystkiego dziecko nie ma: kazda liczba wystepuje
wobec tego jako zjawisko oddzielne, nalezy wiec powigzac ja
z sasiedniemi liczbami, wykry¢ pewne prawidlowos$ci i t. d.
Ciekawe jest, ze gdy cztowiekowi, wtadajgcemu doktadniej ra-
chunkiem zwyczajnym, a nawet wyzsza teorja liczb, napiszemy
bardzo duzg liczbe i zapytamy go o jej wiasnosci, trudno sobie
z tem radzi: musi wykonywaé¢ caly szereg badan, aby ozna-
czy¢ np., czy liczba jest pierwsza, czy nie. W takiem samem
potozeniu, a nawet jeszcze trudniejszem, jest dziecko wobec
liczb pierwszego dziesigtka.

Nie watpimy o znaczeniu monograficznego traktowania
liczb, ale powinniSmy sie zastanowi¢, w jakiej formio to pro-
wadzi¢. Tu wiasnie wystepuja u réznych metodykéw réznice
i niezgodnos$¢ pogladéw, wobec czego nalezy stanowisko nasze
wyraznie zaznaczyc.

Co to znaczy poznac¢ liczbe? Przedewszystkiem wytworzy¢
sobie pojecie tej liczby. Ale jakze mozna wytworzy¢ to po-
jecie w oderwaniu od innych liczb, bez zwiazku z niemi i po-
réwnania? O ile z historycznych danych mozemy wnioskowac,
cztowiek najpierw posiadat trzy pojecia: jednego, dwéch i wielu.
Przejawia sie¢ to np. w t. zw. liczbie podwdéjnej, ktérg spoty-
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kamy w jezykach starozytnych. Pojecie jednego nie mogtoby
sie najpierw samo wytworzyé¢, gdyby brakowato tu poréwna-
nia z innym, bodaj jednym objektem tej samej kstegoriji.
Gdyby sSwiat byt jednokolorowy, czy mielibysmy pojecie ko-
loru? Czy fizyk stwarzatby swoje teorje wibracyjne? Ten
fakt przejawia sie réwniez u dzieci. Bez watpienia, przeciw-
stawienie poczatkowe: ,jeden i wiele*, jakkolwiek nawet nie
wyrazane stowem, odgrywa tu swojg role. ZaznaczyliSmy wy-
zej, ze niestuszne jest twierdzenie Sterna, iz dzieci posiadaja
najpierw pojecie liczby porzadkowej. Takie pojecie bytoby
zupetnie jednoznaczne z pojeciem liczby wogdle. Niewatpliwg
natomiast jest rzecza, ze na dnie pojecia lezy proces odwzo-
rowania, a wiec podstawowy moment liczenia, w ktérym wy-
stepuje zawsze rozpatrywanie zbioréw ziozonych z wigkszej,
niz jeden, liczby przedmiotéw. Ten witasnie fakt da sie wy-
razi¢ zapomocg powyzszej interpretacji, a mianowicie: nieinasz
pojecia liczby powyzej jednego bez pordwnania.

A jezeli tak, to w czem te zwigzki miedzy liczbami sie
wyrazaja? Wyrazajg sie one w dziataniach, w sposobach przej-
Scia od jednej liczby do drugiej. Poznanie liczby niemozliwe
jest bez dziatan. Wobec tego Grube radzit odrazu stosowac
do kazdej niemal liczby wszystkie dziatania arytmetyczne. Py-
tanie teraz polega na tem, czy nalezy stosowaé wszystkie dzia-
tania odrazu, czy tez réwniez wprowadzi¢ tutaj stopniowos$é
i dawac¢ tylko to, co jest istotnie wazne. Historja daje wska-
zOwki, ze ,wszystkie dziatania” nie odrazu sie rozwinety. Sa
Slady nawet w pracach takiej miary matematykéw, jak np.
znany autor wiekopomnego dzieta ,,Elementy* — Euklides, ze
t. zw podwajanio uwazane byto jakby za dzialanie osobne.
Zresztg czytelnik wiecej z rzeczg obeznany zrozumie, ze liczba
dziatan jest kwestjg poniekad wzgledna, zew arytmetyce
jest wiecej dziatan, niz cztery, np. pierwiastkowanie, logaryt-
mowanie. Odgrywa tu wielkg role znaczenie praktyczne
(w szerszym stylu) danej operacji arytmetycznej. Znano jest
stare i stuszne twierdzenie dydaktyczne: od prostego do wie-
cej ztozonego. Jest ono wynikiem umiejetnego stosowania za-
sady ciggtosci w nauczaniu, jakkolwiek moze by¢ nieraz w nie-
dbatem nauczaniu powodem jednostronnego stosowania syste-
matycznej metody. Odejmowanie i dodawanie sg dziataniami
prostemi, bez ktérych pojmowanie i uzywanie mnozenia oraz
dzielenia jest utrudnione, a wiec powyzsze twierdzenie mozna
i trzeba tu zastosowac.

W arytmetyce poczatkowej chodzi, méwigc ogdlnie,
o wytworzenie szeregu naturalnego. Gdybysmy abstrahowali
od znaczenia praktycznego dziatah takich, jak mnozenie i dzie-
lenie oraz od systemu pozycyjnego (t. zw. zwyklego pisania
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liczb}, od opartego na tem udogodnienia w wymawianiu tych-
te liczb, — do wytworzenia szeregu naturalnego potrzebne
bytoby tylko jedno dzialanie — dodawanie, a w rachunku
wstecznym — odejmowanie.

Te witasnie dwa dziatania stanowiag podstawe, szczegdl-
niej w pierwszym dziesigtku, gdzie sam charakter liczb nie
wymaga innych dziatan. Z tego bynajmniej nie wynika, abys-
my w konkretnej formie w zadaniach lub pytaniach nie poru-
szali pozostatych dwéch dziatan; ale nalezy tu zachowaé stop-
niowanie. m Mnozenie zjawia¢ sie¢ winno, ze wzgledéw ekonomji
pracy, jako skrécone dodawanie, np 34-3+3 = 9= 3 razy 3,
ale oprze¢ sie musimy na poprzedniem dodawaniu. Tak samo
odejmowanie gruntownie poznane poprzedza t. zw. mierzenie.
Nauczyciel sam wyczuje, kiedy dostateczna znajomos$¢ doda-
wania i odejmowania pozwoli mu na tego rodzaju rozszerze-
nie. W tem wiec z Grubeni nie mozemy sie zgodzi¢; dziata-
nia réwniez wymagaja stopniowego traktowania, nie sg wszyst-
kie niczem pierwotnem, lecz wyrastajg na tle dojrzewania
mys$li arytmetycznej. To jedno.

Po drugie: nie mozemy sie zgodzi¢ z tem, jak to sie
zwykle robi, ze po wykonaniu szeregu pewnych operacyj:
liczenia, dodawania, odejmowania i t. p., przy kazdej oddziel-
nej liczbie dochodzimy do jej pojecia. Np. zadajemy szereg
pytan, przyktadéw i t. p. i oto dochodzimy do pojecia jed-
nosci, potem tak samo dwéch i t. d. Wydaje mi sie wiecej
racjonalnem podzielenie pierwszego dziesigtka na 2 czesci, od
1do 6 i od 5 do 10.

Zakresy liczb od 1— 5 i od 5— 10 posiadajg bardzo
wazne i znaczne réznice. W gre wchodzi nic tylko réznica
wielkosci liczb tych zakreséw, ale réwniez pewnych cech na-
tury o wicie glebszej. Ze stosowania zasady pogladowosci
wiadomo, ze liczby poczatkowe staramy sie przedstawi¢ pogla-
dowo zapomocag zbioréw przedmiotéw widzialnych, zjawisk
nastepujacych w czasie i t. p. Ot6éz bardzo wazny jest sto-
sunek nasz do tych zbioréw, stosunek zalezny od ich zawar-
tosci, a wiec od reprezentowanej przez nich liczby. Zbiory
ilustrujgce liczby pierwszego zakresu moga by¢ przez nas
ujmowane jakby za jednym zamachem, t. j. ujmujemy jedno-
czesnie cato$¢ zbioru i odrézniamy w nim jego oddzielne ele-
menty. Tymczasem zbiory ilustrujgce liczby drugiego zakresu
tej wilasnosci nie posiadajg: przy ujmowaniu ich mimowoli
dzielimy rozpatrywany zbiér na dwie czesci, z ktérych kazda
nalezy do pierwszego zakresu. Np. gdy mam przed sobg
cztery jednorodne kulki, blisko siebie potozone, z tatwoscia
odczytuje liczbe i widze w catosci zbioru oddzielne elementy.
Tymczasem, gdy mam przed sobg 7 kulek, dziele ten zbiér
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na 4 i 3 (lub odwrotnie), albo na 5 i 2 (ew. 2 i 5); moga tez
wchodzi¢ 3 skitadniki. 'Pozornie prosty ten fakt ma dzieki
temu dla nauczania poczatkowego, tak bardzo zwigzanego
z bezposredniem oglagdaniem przedmiotéw konkretnych, duze
znaczenie. Zjawisko zanotowane nie tylko dotyczy czué¢ wzro-
kowych, ale z tatwoscia da sie przenies¢ na stuch i dotyk,
zapewne tez dotyczy¢ musi wyobrazen odtwérczych czyli
obrazéw przedmiotéw, ktére bytly ujmowane. Np. stuchem nie
mozemy odrézni¢ wiecej, niz 8 rytmicznych uderzen podwdj-
nych metronomu, a Braille — wynalazca liter dla Slepych —
nie uzywa do oznaczenia ich z tego samego powodu wiecej,
niz 6 punktéw wypukitych. Zjawisko poddane byto badaniu
doswiadczalnemu. ,Przy tych badaniach okazato sie — pisze
Wundt (Grundzuge der physiologischen Psychologio, T. 3,
str. 325, 1911)—ze mozna jeszcze ujmowac jasno jednoczes$nie
od 4 — 6 niezaleznych od siebie wrazen (linij, liter, cyfr),
przyczem mniejsza z tych liczb odpowiada obserwatorom
mniej wprawnym, a wieksza — wiecej”. Wspomniana szo6stka
stanowi maximum najwygodniejszego jednoczesnego ujmowa-
nia, ktére nie moze by¢ przekroczone nawet przy wiekszej
wprawie. Tak samo, jezeli dzwieki nastepujg po sobie aryt-
micznie, mozemy ujmowac¢ tylko 6 oddzielnych dzwigekow,
przy rytmicznem nastepstwie, jak wspomnieliSmy, 8 podwoj-
nych. To ciekawe zjawisko psychiczne w potgczeniu ze wspo-
mntanem juz zastosowaniem reki w pierwszych poczatkach
rachunku, jako jednego 2z podstawowych aparatéw odwzoro-
wujgcych, jest réwniez powodem, ze przy zapisywaniu liczb
u réznych ludéw przewaznie pierwsze 4 liczby oznaczone
sg kreskami oddziclnemi, a dopiero przy piagtej zjawia sie
osobny znak. Wezmy kilka przyktadow.

T. zw. cyfry rzymsKie ...ninnen \um mv MV Z
Hieratyczne znakiliczbowe egipskie: >y «& ~ 7
Znaki liczbowe fenickie.......ccoceeeene "1 mnuy jy
Cyfry palmirskie. ... 1 a mis Hisu-
Cyfry SYyryjskie .. 1 r M Fr- 7

Cyfry induskie (szryftKharosthi) I) 11m * IX*x1

Te przyktady wystarczg, aby wyprowadzi¢ z nich po-
wyzszy whniosek:

Pierwsze 4 liczby maja te wiasciwosé, ze odpowiadajgce
im zbiory sa wyobrazalne, przyczem kazdy z elementéw jest
jakby odczuwany oddzielnie zaréwno w spostrzeganiu, jak
w wyobrazaniu.

m) hoffler. I. c.
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Jak widzimy, zgadza si¢ to z wymienionem powyzej pra-
wem psychologicznem: fakty spoélczesnego doswiadczenia psy-
chologicznego i fakty historyczne sg z soba w zgodzie. Czyz
taka razgca zgodno$¢ nie daje wiele do mys$lenia o powstawa-
niu pierwszych poje¢ liczbowych? Wyobratalne sa tylko zbio-
ry, odpowiadajace pierwszym czterem liczbom, dalsze liczby
tworzymy juz na podstawie dzielenia odpowiednich zbioréw
na grupy, sktadajace sie z poprzednich.

W tym fakcie tkwi podstawa rozszerzenia zakresu licz-
bowego i stanowi on jedno z najwiekszych odkry¢é matema-
tycznych. GdybySmy nie byli w stanie ujmowac jednoozes$nie
niewielkich grup przedmiotéw, gdybysmy wiekszego zbioru
nie potrafili uymowac¢ jako catosci ztozonej z mniejszych, nie
bytoby ciaggu naturalnego, istniatoby’ tylko ogélne ,poczucie
wielkosci, jak u ludzi pierwotnych. W. powstawaniu wigk-
szych liczb tkwi akt twérczy i z niego tylko wynika nasza
pewnos$¢ logiczna, nasza swoboda ruchéw w tej dziedzinie.
W tym akcie twérczym, w zaraniu dziejow cztowieka powsta-
tym, jest podstawa poézniejszej definicji dojrzalszego mate-
matyka.

Wszystko to dobrze — mogg nam powiedzie¢ zwolennicy
monografji Grubego ale ujmowanie liczby wiekszej w za-
kresie pierwszego dziesigtka mozliwe jest réwniez, jezeli juz
nie przez jednoczesne ujmowanie poszczeg6lnych elementéw,
to grup tych elementéw, a w takim razie c6z stoi na prze-
szkodzie kolejnemu ich rozpatrywaniu? Rzecz jasna, odpowie-
my, ze tam, gdzie powstanie liczby zalezy od pewnego sposo-
bu jej tworzenia, tam rozpatrywanie kolejne kazdej liczby
oddzielnie ma mniejsza znacznie warto$¢, niz mogtoby miec,
gdyby kazda liczba wieksza od pieciu byta niezalezna od tego
sposobu tworzenia. Monografja Grubego jest wylgcznie pro-
cesem analitycznym, gdy tu wchodzi w gre synteza, bez
ktoérej ta liczba wieksza nie moze by¢ nam dana. Stad wyni-
ka, ze poniewaz proces tworzenia wszystkich liczb drugiej
piatki jest ten sam, nie r6znig si¢ one miedzy soba tak znacz-
nie, aby nalezato stopniowo i kolejno je rozpatrywaé¢, mozna
natomiast przechodzi¢ je razem, co nie przeszkadza blizszemu
poznaniu kazdej z nioh *). W poznawaniu liczb pierwszego
dziesigtku, jak réwniez dalszych, nie tyle odgrywajg role po-

rt Patrz Dr. E. W ilk. Da» Rechnen der Volk8«chule t. l.ehrerheft.
Dresden - Blaschwitz 1909. Bleyl & Kacmorer. Inne prace tegoi.autora:
«Das Werden der Zahlen und des Rechnens im Menschen® und m der
Menschheit auf Grund von Psychologie und Geschichte* 1905 i #Neue Rechen-
methode gegrdndet auf das nattirliche Werden der Zahlen und des Rechnens
2-e wyd. 1911. Na fakcie tym nadmieniony autor, idgc droga posrednig pomie-
dzy teorig liczenia i obrazéw liczbowych, buduje sw6j system metodyczny *
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szczegOlne liczby, ile uswiadomienie sobie i wyjasnienie pro-
cesu ich tworzenia, a wigc ujmowania grupami, systemu dzie-
sietnego i pozycyjnego.

Lecz pierwsza pigtka nietylko tem sie odrdznia od liczb
pozostatych. Posiada ona jeszcze inng wazng wlasnosé, opartg
na obserwacjach nad dzieé¢mi, wstepujageemi do szkoty w wieku
okoto 6 lat.

Okazuje sie, ze zakres liczbowy, znany dokiadniej tym
dzieciom z wilasnego zyciowego doswiadczenia, nie przekracza
przecietnie 5 — 6. Przy 6 zatrzymuje sie¢ w tym wieku roz-
woj rachunkowy, jezeli nie bra¢ pod uwage klepania liczebni-
koéw, ktére moze by¢ posuniete znacznie wyzej. Nadmieniong
znajomos$¢ rachunku posiadajg dzieci z wtasnego doswiad-
czenia, ale tam, gdzie zajmowano sie ich nauczaniem przed
6-ym rokiem, moga .posiada¢ o wiele szerszg sprawnos$¢ aryt-
metyczng. Czy ta sprawno$¢ pomaga do pdzniejszego rozwoju
matematycznego — mozna bardzo watpi¢, jak réwniez, czy
istotnie jest prawdziwa wiedzg az do 1000 (z relacji jednego
z badaczy, cytowanych w dziele wspomnianem Meumanna)
rozciggajgca sie znajomos$¢ liczb. Duzo zalezy od stosowa-
nych przy ocenie kryterjow. Poniewaz w zwyktej szkole
wiejskiej i miejskiej nauczyciel nie moze liczy¢ na przygoto-
wanie dzieci w rachunku, wiec powyzszy zakres jest dla niego
niejako sprawdzianem, a zarazem moze odda¢ ustugi przy za-
znajamianiu sie z dzie€émi na poczatku nauczania. Tutaj zgod-
nie z zasadg ciagtosci, ktéra wymaga znajomosci tego, co
dzieci juz umieja, aby oprze¢ umiejetnie na tem dalsze na-
uczanie, powinien nauczyciel zadawa¢ pytania tresci arytme-
tycznej wilasnie z tego zakresu. Bedzie to materjatem do
przedwstepnego badania umystowosci dzieci, w czasie ktérego
zdobywa nauczyciel nie tylko pojecie o ich przygotowaniu,
ale moze zapamieta¢ ich imiona i nazwiska oraz pewne po-
trzebne okolicznosci i warunki zycia. Wszystko to jest dla
dobrego nauczania potrzebne.

Pierwsza pigtka ma jeszcze jedng wazng ceche. Po skon-
czeniu jej uczacy powinien stara¢ sie wytworzy¢é o niej
w umys$le dzieci pojecie, jako o pewnej catosci. Oczywiscie,
to samo moznaby zrobi¢ z 3 i 4it. p., ale piatka ze wzgledu
na to, ze pogladowo tatwo bardzo i przejrzysScie ilustruje ja
wiasnie reka, do tego szczegdlnie sie nadaje. Celem jest tu
pierwsze rozbudzenie zasadniczej mysli systemu pozy-

cyjnego pisania i tworzenia liczb, t. j. takiego systemu,
w ktérym pewna grupa jednosci nizszego rzedu tworzy jednosé
wyzszego i odréznia sie od niej miejscem zapisywania. Bez

jasnego uswiadomienia sobie tej idei nie beda zrozumiate do-
statecznie wszystkie p6zniejsze dziatania z liczbami wiekszemi.
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Dlatego to nauczyciel podkrosla piatke jako cato$¢ i bedzie
sie staral pozniej te catos¢ stosowacé do tworzenia liczb i dzia-
tan z liczbami drugiej piatki. W ten sposéb przygotuje sobie
na liczbach mniejszych grunt do zrozumienia 10, jako zasad-
niczej grupy naszego systematu liczenia. Musze tu nadmienic,
ze dziesietny systemat liczenia nie jest jedynym, ze u réz-
nych ludéw istniejg systematy liczenia: 2-wy, 5-wy, 20 wy
i nawet 60-ny, ze sg jasne wskazOwki natury filologicznej, iz
u ludéw indoeuropejskich, do ktérych nalezg réwniez Stowia-
nie, byt w uzyciu w odlegtych czasach systemat liczenia '2-wy,
a nawet sa pozostatosci, jak np. u Francuzéw, systematu
20-wego, a nawet 60-nego, co np. niotylko u nas wyraza sie
w specjalnem stowie na oznaczenie 60 — ,kopa”.

Précz powyzej zaznaczonych kwestyj, pierwsza piatka
dotyka jednej istotnej cechy samej metody monograficznego
traktowania liczb, uzywanej przez Grubego. Grube tworzy
liczby ciagu naturalnego w zakresie pierwszej setki, na ktérg
rozcigga swoja monograficzng metode, przez dodawanie jed-
nosci. Zapewne ze wzgledu na uporzadkowanie tych liczb
z punktu widzenia logicznego jest to rzucajgca sie w oczy
wilasciwosé, ale przeciw niej, jako podstawowej metodzie roz-
szerzenia zakresu liczbowego w pierwszym dziesigtku, prze-
mawiaja wzgledy natury psychologicznej, ktére decydowac
musza o sprawie. Fakt ujmowania wiekszych zbioréw zapo-
mocag grupowania mniejszych jest tu catkiem pominiety. Jak
widzieliSmy, ten fakt ma za sobg racje natury psychologicznej.
Daleko tatwiej trafi¢c moze do $wiadomosci poczatkujacego
matematyka 7 jako 5+ 2, niz jako 6+1 i stad, jezeli chodzi
o punkt wyjscia, wygodniejsze J¢Est To" "pierwsze, niz drugie
postepowanie. Poza pierwszym dziesiatkiem zjawi sie nowa
podstawowa grupa, ale przedewszystkiem zjawi sie nowy
zasadniczy moment w mys$li matematycznej, ktory decy-
duje o przysztosci— moment mys$lenia, oderwania sie od
konkretu, a wtedy wielko$¢ zbioru przestaje odgrywac¢ role,
stanie sie stopniowo rzeczg prawie obojetng. W pierwszym
dziesigtku tego oderwania sie jeszcze niema, bo ten zakres
do tego gitéwnie przygotowuje. Stad takie znaczenie przed-
stawiania liczb w formie uchwytnej. To jedno. Z drugiej
strony, jak powiedzieliSmy wyzej, piorwsza pigtka ujeta jako
catlos¢ moze stuzy¢ za dobre przygotowanie do podobnego
postepowania z dziesigtkiem, a wiec do wytworzenia gtéwnej
idei tworzenia i pisania liczb ciggu naturalnego, do zrozu-
mienia systemu pozycyjnego. Ciekgwem jest. i tu znowu wi-
dzimy zgodno$¢ pomiedzy obserwacja psychologiczng a wia-
domosciami z etnografji, ze w rachunku plemion pierwotnych
pierwsza pigtka wtasnie wspomniana role bardzo czesto

Nauczanie matematyki poczatkowej. 4
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odgrywa. Np. Pott *) przytacza, $r6d wielu innych, taki przy-
ktad nazw liczebnikéw u pewnego plemienia afrykanskiego:

1 enory,

2 kookaba,

3 sisaje,

4 sibakeer,

5 footuk,

6 footuk — enory,

7 footuk — kookaba,
8 footuk — sisaje,

9 footuk — sibakeer,
10 sibankonjem.

Zapewne przyczyna tego zjawiska jest zwigzek pierwot-
nego rachunku z reka, dzieki czemu nawet sama nazwa piatki
byta taka sama, jak reki; tem niemniej jednakze fakty po-
dobne, jezeli sie zgadzajag ze spostrzezeniami psychologa,
wzmacniaja nasze przekonanie o ich waznem dla naturalnego
rozwoju mys$li ludzkiej znaczeniu.

Tak samo jak indukcja i dedukcja, w nauczaniu splataja sie
ze sobg dwa inne wazne procesy: analityczny i syntetyczny. Nie
jest tatwy proces analityczny w mys$leniu rozwinietem, w za-
gadnieniach oderwanych, ale synteza jest nieraz o wiele trud-
niejsza, zupeinie tak samo, jak krytyka pewnych sposobéw
postepowania jest czesto tatwiejsza, nawet gdy jest uczciwa,
niz samo tworzenie, sama praca krytykowana. W poczatku
nauczania proces analityczny koncentruje sie na przedmiotach
i zjawiskach obserwowanych, dotyczy danych zmystowych.
Pézniej przechodzimy do wytworéw wyobrazni i mys$li, do
zjawisk wytworczych. Analiza prowadzi do zrézniczkowania,
do elementéw, gdy tymczasem, jezeli chcemy, by proces ana-
lityczny posunat sie wyzej do wspomnianych zjawisk wytwor-
czych, musi on bydé poparty przez synteze, przez powstanie
tych samych zjawisk. Stad wspétzaleznos¢ tych dwéch pro-
cesbw. Z drugiej strony wieksza trudno$¢ syntezy wymaga
utatwienia, a takie utatwienie przyjdzie, jezeli damy ni¢ prze-
wodnig dla syntezy, pewng wewnetrzng jednostajnes$¢ poste-
powania. Dlatego tworzenie wszystkich liczb drugiej piatki
przez odwotanie sie do pierwszej, jako catosci, utatwia proces
syntetyczny i tem samem powstanie poje¢ liczbowych. W ten

') Cytuje wedlug wskazan Dr J. Eisenstildtera w jego: Elementar-
gedanke und Uebertragungstheorie in der Yélkerkunde. Stuttgart. 1912. Stron. 188.
Samego Potta dotgd nie udalo mi sie mie¢ w reku wobec wyczerpania
ksiaiki, ktéra wyszta w r. 1817 p. t.. Die guinale und vigesimale Zahlmetbode
bei YtUkem aller Wellteile. Halle.



spos6b nawet dziatania nalezy oprze¢ na tej podstawie w za-
kresie drugiej 6. Te rzeczy Grube w swej monograficznej
metodzie przeoczyt, wobec czego jego metoda wymaga w tem
miejscu, jak i w wielu innych, powaznego uzupetnienia.

Grube za daloko posunat swoja metode, radzac nawet
liczby pierwszej setki traktowac¢, co prawda, predzej, ale mo-
nograficznie. Nawet juz w drugim dziesiatku duzo rzeczy sie
powtarza takich, ktére znane byly i przerobione w pierw-
szym, a dziatania wogo6le z liczbami dwucyfrowemi wymagaja
stopniowan, ale opartych na innych zasadach. Wobec tatwo
dostrzegalnej jednostajnosci tworzenia liczb i powtarzania sie
przy dziataniach znanych proceséw, monograficzne traktowa-
nie wedtug Grubego jest tu zbyteczne. Co je zastapi, zoba-
czymy nizej.

Nalezy sie przytem zastrzec wogé6le co do pedanterji
w monografji oddzielnej liczby. Uczen, styszac czesto te sa-
ma odpowiedz, odruchowo, nie mys$lac, gotéw jg dawac; i dla-
tego nalezy pytania urozmaica¢ przez powtarzanie dawnego.

Przy praktycznem wykonaniu metody monograficznej
wielkg role odgrywaja zadania konkretne i przy-
ktady liczbowe. Przecietne podreczniki poczatkowej aryt-
metyki sg wprost przepetnione catemi drabinkami przyktadéw
liczbowych. To wyglada tak, jakbysmy doradzali wykonywa-
nie kunsztownych skokéw tym ludziom, ktdérzy nie umiejg
chodzi¢. Przyktad liczbowy jest zakonczeniem catego procesu
poznawania liczby, a stad wynika, ze powinien zjawia¢ sie po
unaocznieniu, po zadaniach na przedmiotach obserwowanych
i wogoéle zagadnieniach z trescia konkretng. Uczen, ktéry
przerabia przyktad liczbowy, musi juz mie¢ gotowe pojecie
liczby, a to przeciez jest zadaniem giéwnem. W jakiz sposdéb
zapomoca przyktadéw liczbowych samo to pojecie zdobyé
mozna?

Rzecz jasna, ze kwestja tu poruszona dotyka jednego
z podstawowych zagadnienn metodyki rachunku poczatkowego,
mianowicie — przejscia od konkretu do owej pozadanej ab-
strakcji. Czytelnik z tatwos$cig zauwazyt juz z poprzednich
wywodow, ze w wielu miejscach to zagadnienie w ksigzce ni-
niejszej wystepuje, ze przy kazdej sposobnosci staraliSmy sie
da¢ bodaj pewien przyczynek, rzucajgcy cho¢ drobne $wiatto
na istote tego zagadnienia. Teraz staje ono przed nami zno-
wu, ale juz w formie wiecej ryczattowej, kategorycznej, zada-
jac odpowiedzi.

Dlatego zmuszeni jesteSmy nieco blizej w te trudng
sprawe wejrze¢, przyczem to, co tu powiemy, nie wyczerpie
jeszcze kwestji catkowicie, ale dla nauczania w zakresie pierw-
szego dziesigtka wystarczy.



Grube i jego nasladowcy nie zwrdcili uwagi na wewnetrz-
ny, gruntowny podziat kazdej monografji oddzielnej liczby.
Kazda taka raonografja dzieli¢ sie winna na dwie czeSci:
konkretngag, w ktoérej wystepuje tylko t. zw. ,liczba miano-
wana” i oderwang, — w ktérej mamy do czynienia z ,licz-
ba oderwang.” W pierwszej przerabiamy zadania i przyktady
konkretne, w drugiej — wystepuja zadania i przyktady z licz-
bami oderwanemi. Te dwie czesSci wigza sie ze sobg szere-
giem przejs¢ stopniowych, ktére majg bardzo wazne znaczenie.
Poda¢ te przejscia, wypetni¢ luke pomiedzy ,liczbg konkret-
na” i ,oderwang”, jest to da¢ odpowiedZz na powyzsze zagad-
nienie.

Wundt (Vélkerpsychologie. T. Il, cz. 2-ga, Lipsk 1912,
str. 27 — 28) tak pisze o nauce rachunku dziecka wspoétczes-
nego a pierwotnego cztowieka: ,Nie bytoby rzecza odpowied-
nig przenosi¢ bez zastrzezen fazy rozwoju indywidualnego
na rozwoj rodzaju ludzkiego. Istnieje miedzy niemi zgodnos$¢
pod tym wzgledem, ze pojecia oderwane powoli rozwijajg sie
z konkretnych wyobrazen. Sposéb natomiast, w jaki to sie
odbywa, jest zasadniczo rézny, co wida¢ z tego, ze dziecko
bardzo wczes$nie przejmuje liczebniki ze swego otoczenia, gdy
u cztowieka pierwotnego liczebniki powstajg dopiero z oddziel-
nych wyobrazen konkretnych i ich nazw, przyczem nazwe
pewnego przedmiotu, np. ,palce strusia”, przenoszono na ja-
kiekolwiek inne skladajace sie z 4 elementéw przedmioty,
a obraz tych palcéow za kazdym razem kojarzono z nowym
objektem”. (str. 27). ,,W pierwszym przypadku proces polega
na wykluczaniu zmiennych, konkretnych wyobrazen rzeczy
z ich zwigzku z liczebnikiem, w drugim na przenoszeniu da-
nego wyobrazenia konkretnego na inne przedmioty i kojarze-
niu z niemi”, (str. 28). Zapewne roéznica tu jest; ale w jaki
spos6b dziecko moze poréwnywac¢ dwa zbiory ze sobg, ktore
przekraczaja site jego spostrzegania doktadnego i wyobraza-
nia? Tylko w taki sposéb, jak to robit cztowiek pierwotny.
Poréwnywanie takie za$ jest konieczne, gdy chcemy owo ,wy-
kluczanie” wykona¢ i nie zalezy wcale od togo, czy mamy
nazwe, liczebnik, czy tez nie. Wtasnie dzieki takiemu po-
rownaniu nastgpi¢ moze eliminacja. W kazdym razie proces
odwzorowania wskazuje, ze nawet nie znajgc liczby w sensie
Grubego, mozemy wytwarza¢ zbiér o tej samej, co dany, za-
wartosci, a to znowu podkopuje jego pojecie o liczbie poczat-
kowej ciggu naturalnego jako o oddzielnym fakcie. Moznaby
na to wszystko odpowiedzie¢, ze proste przeliczenie kazdego
zbioru wystarczy do przekonania sie, ze odpowiada mu ten
sam liczebnik, poczem nastepuje wspomniany powyzej przez
Wundta proces wytwarzania sie pojecia liczby. Zapewne



stanowisko zasady liczenia jest najmocniejsze, to tez na tem
stanowisku stata i stoi najwieksza liczba metodystéw. Lecz
proces liczenia wobec nazywania kolejnych liczebnikéw jest
zjawiskiem wtérnem: opiera sie on na procesie odwzorowa-
nia, a cigg naturalny jest tylko ostatnim szczeblem w rozwoju
t. zw. aparatobw odwzorowujgcych. Czy dobrze jest odrazu ko-
rzysta¢ z liczebnika i poming¢ proces odwzorowania? Pomi-
jajac juz wielce w dzisiejszej pedagogice rozpowszechniong
t. zw. zasade biogenetyczng, nalezy tu przedewszystkiem zano-
towac¢, iz wobec zaznaczonego powyzej faktu rozwijania sie
ciagu naturalnego dzieki tworzeniu wyzszych jednosci, powsta-
waniu grup, zasada liczenia nie moze mie¢ wyjagtkowego i je-
dynego stanowiska. System dziesietny, dzieki ktéremu po-
wstata i rozwineta sie arytmetyka, nie opiera sie na zasadzie
liczenia i jest zjawiskiem sui generis, faktem odrebnym. Po-
mimo to liczenie znaczenie i warto§¢ swa ma i mieé¢ musi.
Mie¢ musi dlatego, ze sg wtasnosci liczb niezalezne
od zadnego systemu, np. prawa rozdzielnosci, przemien-
nosci i tacznosdci, twierdzenie o wilasnosciach dziatanh wogoble
z sumami i réznicami i t. p.

Wedtug zdania Grubego (a tem bardziej wszystkich jego
mniej lub wiecej gorgcych zwolennikéw), monografja kazdej
liczby ostatecznie doprowadza do jej pojecia. Bardzo jest
trudne pytanie o przejsciu od wyobrazenia do pojecia, od kon-
kretnych zbiorow do Symbolu zawartosci, i przytem nie tylko
trudne i skomplikowane, ale wprost czasem nieuchwytne.
W praktyce nauczania poczatkowego bardzo czesto sie zdarza,
ze po dos¢ krotkiej monografji na przyktadach konkretnych
przechodzi sie do przyktadéw oderwanych i uczacy ma to prze-
konanie, ze pojecie danej liczby jest juz gotowe. Jakie sg po
temu kryterja? Prdécz niejasnego nieraz poczucia mozliwosci,
najczesciej w praktyce nauczania przecietnego zadnych kry-
terjow Scistych niema. To, ze uczen odpowiada na pytania,
czesto nie moze by¢ sprawdzianem dostatecznym. Przecietny
uczen odpowiada na pytania takie, na ktére odpowiedziat juz
jego kolega albo nauczyciel. Bardzo truduo jest wyeliminowac
element pamieciowy, ktéry z drugiej strony popiera przewaz-
nie cala praktyka przeciethego nauczania. / pojeciem liczby
dzieje sie to samo, co z samodzielnosScig ucznia, ktéra jest
u wielu na ustach, a tak rzadko spotyka sie w rzeczywistosci.
Tu, jak tam, brak kryterjow do odpowiednich wnioskéw, brak
znajomosci mechanizmu duchowego, jakby powiedziat Pe3ta-
lozzi. Dlaczego, dalej, przerobienie z dang liczbg wszystkich
operacyj, ktére wskazuje Grube, ma wystarcza¢ do wytworze-
nia jej pojecia? Witasciwie operacyj z dang liczbg jest nieskon-
czenie wiele. Wezmy np. 7. Kiedy mamy pojecie siedmiu, czy
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wtedy, gdy wykonamy wszelkie rozktady 7 na elementy, czy
gdy dowiemy sie, ze jest to liczba pierwsza, ze taka a takg
ma ceche podzielnosci, ze dostajemy peiny cykl przy zamianie
utamkoéw zwyczajnych, o mianowniku 7 na dziesietne, ze sied-
miokagtéw foremnych jest 3, ze réwnanie 7-go stopnia nie da
sie rozwigza¢ ogo6lnie i t. p., i t. p. Kiedy mamy pojecie 7?
Przypusémy, ze pewna okreslona zupetnie liczba dziatan dobrze
wykonywanych wystarczy, aby to pojecie praktycznie, t. j. do
stosowania rachunku zwyklego w zadaniach wytworzy¢: w ta-
kim razie powstaje kwestja, jaka to ma by¢ liczba dziatan i czy
nie zalezy ona od wiasciwosci indywidualnych ucznia. Wszyst-
kie granice sa tu niepewne, a w takim razie, czy wiemy, co
moze nam daé w tej dziedzinie monografja? Ze tu musi cho-
dzi¢ o co$ innego, niz o zwyczajne oderwanie nazwy od tresci
konkretnych zbioréw, o tem przekonywa nas nieskonczono$é
ciggu naturalnego. W dalszych jego dziedzinach obracamy sie
swobodnie nie na zasadzie monograficznego poznania poszcze-
goélnych liczb, lecz na zasadzie uswiadomionych sposobéw two-
rzenia tego ciggu, t. j. wiasciwosci systemu dziesietnego licze-
nia, jak to slusznie zaznacza D-r W ilk we wspomnianych
pracach. To samo prawo tworzenia, jak zaznaczyliSmy, istnieje
juz w pierwszym dziesigtku i uchwycenie jego stanowi kapi-
talny moment w powstawaniu pojecia liczby. Pojecia nie tworza
sie, gdy nie sag potrzebne. GdybySmy, jak moéwi Galileusz,
posiadali boska swiadomosé, moglibysmy w dowolnie wielkim
zbiorze konkretnym odréznia¢ poszczegdlne przedmioty, Swiat
przedstawiatby sie nam naprawde pluralistycznie. My tej Swia-
domosci nie posiadamy, a gdybysmy nawet jg posiadali, wyraz
moze bytby nam potrzebny ze wzgledéw spotecznych, a mo-
ze nawet dla nas samych. Byilby moze potrzebny wyraz,
nazwa, ale nie byloby potrzebne pojecie liczby. Boska $Swia-
domos$¢ ma tez nieskonczong pamieé, nie robitaby jej trudnosci
nieskonczona liczba nazw, a wiec niepotrzebne bytyby dla niej
zarowno tworzenie liczb przez grupowanie, jak system liczenia
i wszelkie prawa dzialan. Bos”™a swiadomos$¢ nie mogtaby sie
zajmowa¢ geometrjg, jak sadzit Plato. Geometrja, jak i aryt-
metyka jest systemem pojeciowym, odrebnym <$Swiatem idei,
w ktérym potrzebne jest prawo tworzenia, jakby powiedziat
Wronhski. To ,prawo tworzenia” wyrasta z potrzeby praktycz-
nej, najpierw elementarnej, p6zniej coraz wiecej ztozonej.

W ostatnich czasach podniesiono sprawe badan ekspery-
mentalnych nad rozwojem poje¢ liczbowych u dzieci. Wyko-
nano juz caly szereg doswiadczen, ale z tych doswiadczen, jak
dotad, pozytku dla nauczania, jak réwniez dla poznania tej
sprawy bardzo mato. Przyczem nieudolno$¢ eksperymentu lezy
nie w samej mys$li eksperymentalnego badania, ktéra w zasa-



dzie jest stuszna, raczej w niewiadomosci, tego, co chcemy przez
eksperyment sprawdzi¢, o czem wiasciwie sie przekonaé¢. Je-
zeli kto$ robi doswiadczenie nad momentalnem odczytywaniem
liczby ze zbioréw punktéw odpowiednio uksztaltowanych, moze
tylko wnioskowaé o tem, ze ze zbioru takiego lub innego
ksztattu dzieci, ktére juz znajg liczby poczatkowe, najpredzej
te liczby odczytujg i... nic wiecej. O genezie poje¢ liczbowych
nie moze tu by¢ mowy. W badaniu eksperymentalneny wazna
jest hipoteza, ktérg sprawdzi¢ lub obali¢ chcemy, wazng jest
interpretacja otrzymanych danych cyfrowych przy metodzie
ankietowej. Zaréwno jedna, jak druga postulujg juz pewne
okre$lone pojecia o rozwoju liczby; a stad czesto dany ekspe-
ryment lub zesp6t danych cyfrowych moze by¢ dowolnie in-
terpretowany. W jednym z zeszytow powaznego czasopisma nie-
mieckiego: Zeitschrift fur padagogisclie Psychologie und expe-
rimentelle Padagogik (Zesz. 1), pewien autor') zajmuje sie
sprawg wyeliminowania tych zasadniczych elementéw mys$li,
ktére sie daja wyprowadzi¢ z faktu istnienia ciggu natural-
nego i nastepnie proponuje kazdy z tych elementéw poddac
eksperymentalnemu badaniu.

Autor znajduje nastepujace wiasnosci: 1° Reihenform,
2° Ordnungsbedeutung, 3° Zusammenfassen mehrerer Glieder,
4® gegenseitige Beziehung des ,grésser und kleiner® zweier
Zahlen i 5® jedes folgende Glied der Zahlenreihe ist um eins
grésser ais das vorausgehende.s Kazda z tych wilasnosci pod-
dana ma by¢ specjalnemu badaniu dos$wiadczalnemu, z dzie¢mi
zupetnie nie umiejgcemi rachowad, aby stad wywnioskowac, jak
sie ona rozwija. To samo stosuje sie do dziatah. Juz pierw-
szy rzut oka wystarczy, aby powiedzie¢, ze ten powierzchowny
czysto opis wilasnosci moze nie doprowadzi¢ do celu chociazby
dlatego, ze te wilasnosci moga by¢ od siebie zalezne lub od-
grywac role podrzedng, a wtedy wnioski z doswiadczenia nie
beda mialy wartosci. W kazdym razie jest to pewien postep
w poréwnaniu z metodami Lay’a, Walsemanna, Nanu i t. p.
Nalezy najpierw wysegregowa¢ na drodze logicznej, na pod-
stawie innych badan elementy niezalezne od siebie, przekonac
sie o ich istotnej wartosci, a potem umiejetnie eksperymen-
towa¢ nad tem, jak sie¢ moga rozwija¢ w umys$le dziecka. Z tego
pierwszego stanowiska metoda Grubego nie wytrzymuje Kkry-

‘Y G. Deuchler. Psychotogische Yorfragen des erstcn Recbenun-
terrichts. _

') Wiedza nasza jest dotad pod wzgledem znajomosci tajnikéw pro-
cesu abstrahowania niewielka, w praktyce nauczania jednakze musimy po-
suwacé sie¢ droga celowego postgpowania. Dla tego potrzebne sa bodaj ogéine
wskazowki.



tyki, czy wytrzyma ze stanowiska psychologji dziecka, mozna
watpi¢, ale trzeba sie o tem przekonaé. IdZmy jednakze dalej.

Jezeli przypominam sobie jakis dobrze mi znany przed-
miot, np. piec w moim pokoju, to mimowoli powstajg przy
dluzszem skupieniu uwagi w mojej s$wiadomosci szeregi wspo-
mnien, dotyczacych tego pieca, t. j. szeregi poprzednio otrzy-
manych wrazen. Te wrazenia byty otrzymywane w réznych
okolicznosciach: przy innem potozeniu raem wzgledem pieca,
przy innem os$wietleniu, wobec innego ogdélnego nastroju psy-
chicznego i t. p. Kazde z tych wrazen posiada z innemi cechy
wspolne i ré6zne. Tloczg sig one w mojej $Swiadomosci jako
wspomnienia i dzieki temu, ze posiadaja réznice, coraz bardziej
zaczynajg wytania¢ sie ich podobieAstwa. Ro6znice wzajemnie
sie znosza, zaciemniajg i w ten spos6b calos¢ wspomnienia
sktada¢ sie zaczyna z dwoéch czesci: 1° z cech podobnych, za-
wsze identycznych we wszystkich wspomnieniach i 2° z cech
réznych. Moje wspomnienie pieca da sie tedy przedstawi¢ sym-
bolicznie jako zespét: P -j- R, gdzie P symbolizuje cechy po-
dobne, a R — r6zne.

Nietrudno zrozumieé, ze im wieksza jest rozmaito$¢ wra-
zen otrzymanych przeze mnie, a wywotanych przez piec w da-
nych warunkach, tem wiecej zmniejsza sie zakres cech podob-
nych, zmniejsza sie P, a wzrasta R.

To samo, co dotyczy kazdego oddzielnego przedmiotu, roz-
patrywanego z réznych stanowisk, moze by¢ przeniesione na
kazdy szereg jednorodnych przedmiotow. Je-
zeli stowo: ,piec* symbolizuje wszystkie przeze mnie widziane
piece, to moje o nich wspomnienie da sie réwniez przedstawi¢
jako zesp6t dwoéch czesci: P + R, gdzie w P beda zawarte
wszystkie cechy podobne tych piecéw (np. istnienie otworu do
wktadania paliwa, podtuzna forma i t. p.), aw R — cechy rézne
(np. ksztatt okragty lub prostopadtoscienny, kolor kafli lub
blachy zelaznej i t. d.). Gdy skupimy nasza uwage na wspo-
mnieniu pieca, w Swiadomos$ci naszej narazie niejasne i ze-
spolone zjawisko psychiczne dzieli¢ sie zaczyna i rozpada¢ na
wspomnienia oddzielnych piecéow lub fantastyczne ich obrazy.

Powyzsze schematyczne przedstawienie rozpatrywanego
zjawiska, przedstawienie do$¢ grube, gdyz samo zjawisko jest
bardzo skomplikowane, ma jednakze warto$¢ dla nas i moze
poméc przy przejsciach od t. zw. ,liczby konkretnej” do ,,ode-
rwanej.” Rzecz jasna, ze nastgpi¢ tu musza pewne modyfi-
kacje, zalezne od natury samej rzeczy.

Przypusémy, ze mamy do czynienia z monografjg 7.

Wychodzgc z podstawowego dziatania 5-j-2 = 7, przed-
stawiamy 7 na przyrzadzie, ilustrujemy te liczbe zapomoca
palcéw i réznych przedmiotéw, znajdujagcych sie w klasie albo



bezposrednio obserwowanych, niezaleznie od tego, czy to beda
przedmioty widziane, styszane, dotykane lub tez ruchy czton-
kéw naszego organizmu. Mamy tu zawsze przed sobg odpo-
wiednio ugrupowany zesp6t konkretnych rzeczy w rodzaju:
5 kulek i 2 kulki wynosi 7 kulek. Z jakich elementéow skiada
sie caly ten zespot? Przedewszystkiein z konkretu w postaci
kulki, potem stéw ,pie¢,” ,dwie” i ,siedem,” dalej tacznikow:
,i” albo ,a,” ,razem" oraz ,wynosi” lub ,jest" i nakoniec
towarzyszacego zawsze temu wszystkiemu procesu szybkiego
przeliczania, w danym razie, jezeli opieramy sie na piatce jako
catosci, zaczynajagcego sie od dotgczania kolejnych 2 jednosSci.
W szeregu réznych przykitadéw o tej samej tresci liczbowej
zmienia sie konkret, zmieni¢ si¢ moga w pewnych granicach
taczniki, zmienia sie koncéwka wyrazu ,,dwie” (moze by¢ ,,dwa”),
ale reszta pozostaje bez zmiany. W ten sposéb po przerobie-
niu catego szeregu przyktadéw z przedmiotami, znajdujgcemi
sie w klasie, wytwarza sie wspomniany zespét: P -f- R, w kt6-
rym w P pozostaja liczebniki, nadmieniony proces liczenia oraz
cecha istotna dodawania, jako pewnego taczenia dwoch zbioréw.
Pozostaje jeszcze jedna wazna rzecz, ktérg moznaby wyrazi¢
w postaci sadu: dla wszystkich przedmiotéw pokazywanych
w Kklasie istnieje zaleznos¢, ze 5 tych przedmiotéw i 2 takie
same przedmioty stanowig 7 tych przedmiotow.

W dalszym ciagu przechodzimy do konkretéw, znanych
dzieciom z doswiadczenia, ale nie znajdujgcych sie w klasie.
Przytem sad powyzszy przedstawia sie tak: dla wszystkich
przedmiotdw znanych nam istnieje zaleznos$¢, ze 5 takich przed-
miotéw i t. d.

Nastepnie nauczyciel przerabia przyktady, w ktérych
wchodzg przedmioty nieznane dzieciom z doswiadczenia, lecz
z opowiadania, obrazka i t. p. Tutaj sad przeksztatoa sie na
catkiem ogdlny: dla wszystkich przedmiotéw istnieje zalez-
nos¢ i t. d.

Teraz mozna przerobi¢ kilka takich przyktadéw, w kto-
rych mowa o przedmiotach dowolnych, np. w jednym sklepie
kupiono 5 przedmiotéw potrzebnych do pisania, a w drugim
2 jakies inne przedmioty; ile razem przedmiotéw kupiono?
Tutaj uzywamy juz przedmiotéw niejednorodnych. Rzecz jasna,
ze nauczyciel moze zacza¢ od przyktadédw, gdzie wchodza naj-
piorw przedmioty otoczenia.

Po szeregu tych c¢wiczen stopniowych mozna wprowadzi¢
juz liczbe oderwana; znajdzie ona wtedy nalezyty grunt pod
soba.

2 Dla kazdego nauczyciela matematyki jest jasnem, ze przy-
gotowane w ten sposOb pojecie liczby jest dopiero czem$ po-
czagtkowem, ze to pojecie ksztalci sie przez caly szereg lat



nauki zarbwno w szkole elementarnej, jak Sredniej, ze pojecie
liczby catkowitej dojrzewa dopiero (a przynajmniej powinno
dojrze¢) w 4-ym roku nauczania, gdzie mozna i nawet poza-
danem jest wprowadzenie og6lnego symbolu literowego na ozna-
czenie dowolnej liczby catkowitej.

Nauczanie, jak to wszyscy wiemy, nie jest beztadng praca.
Na kazdym kroku musi tu panowaé¢ porzadek i celowos¢,
w kazdein postepowaniu winno tez zawiera¢ sie przewidywa-
nie, co z niego wyniknie i mys$l o tem, co bedzie potrzebne
poézniej. Z drugiej strony przyswajanie sobie nowego mate-
rjatltu naukowego przez ucznia czyli, jak to czesto nazywaja,
proces apercepciji jest zjawiskiem ztozonem, w ktérem rzadza
pewne prawa psychologiczne, a wiec wymagajgcom od uczgcego
przystosowania sie do tych praw wedilug starej zasady Bacona:
naturam natura vincere (przezwycieza¢ przyrode znajomosciag
jej). W popularnem nauczaniu postugujemy sie mglistemi po-
jeciami, jak ,dobrze wyttumaczy¢’, ,czesto powtarzac”, ,jasno
wyktadac” i t. p.

Mglisto$¢ tych poje¢ pochodzi stad, ze nie mozemy sobie
zda¢ sprawy rozumowo, nha czem polega jasny wyktad, dobre
wyttlumaczenie i t. p. Z tego wynika, ze, pragngc S$wiadomie
kierowaé swojem postepowaniem w nauczaniu, trzeba sobie
doktadniej odpowiedzie¢ na pytania powyzsze. Nie jest to rzecz
tatwa, ale bez pokonywania trudnosci niczego zrobi¢ nie mozna
i jakkolwiek bardzo niedoktadnie rozumiemy jeszcze proces
poznawania ludzkiego, trzeba chociaz w przyblizeniu, chociaz
zgruba narysowac¢ droge, na ktdrej nauczyciel najmniej omytek
zrobi¢ moze i ktéra go pewniej do celu doprowadzi. Przy
tem wszystkiem mocno komplikuje sprawe ta okolicznosé¢, ze
kazdy przedmiot nauczania, kazda klasa, kazde warunki od-
mienne wymagajg liczenia sie ze soba, aby nauczanie byto
dobrem. Wobec tego ogo6lne wskazéwki metodyczne muszg by¢
zawsze przystosowane do tych zmiennych okolicznosci, bez czego
najlepsze z nich moga sie sta¢ nieraz przeszkodag i nie dawac
pozadanych rezultatéow.

W zwigzku z zagadnieniem nalezytego uporzadkowania
nauczania powstata mys$l t. zw. stopni formalnych przy
nauczaniu. Niozaleznie od tresci tej nauki, ktérag podajemy,
mozemy to podawanie w ten lub inny sposéb zrobi¢, tak lab
inaczej uporzadkowa¢. Doswiadczenie, nawet przecietne, uczy,
ze rezultat, czas nauczania w duzej mierze zalezy od tego, jak
to nauczanie byto prowadzone, jakie stopniowania byty zasto-
sowane przy wprowadzaniu nowego materjatu, jak go wigzano
z poprzednim, w jaki spos6b go utrwalano i t. p.

Sprawa ta nie nalezy u nas do popularnych, kierujemy
sie tak czesto przy nauczaniu zwyczajem, wspomnieniem swo-
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ich lat szkolnych i intuicjg. Intuicja nie zawodzi ludzi talentu,
ale przecietnemu nauczycielowi nie jest tak pomocng i dlatego
dobrze jest jasniej o tych rzeczach pomys$leé¢, troche giebiej,
niz zwykle, nad niemi si¢ zastanowic.

Gtosny w Niemczech dydaktyk Ziller, rozwijajac teorje
Herbarta, przyjmuje w podstawie formalnego procesu naucza-
nia 5 gtéwnych stopni: 1° przygotowanie do ujecia przedmiotu,
2° przedstawienie tego przedmiotu, 8° poréwnanie z innemi
pokrewnemi przedmiotami, 4° uogoélnienie zwigzane z tem po-
rébwnaniem i 5° zastosowanie otrzymanej wiedzy.

Dla ilustracji tego sposobu wyktadu przytoczymy przy-
ktad.

Przypusémy, ze chcemy daé¢ dzieciom pojecie o zamku
starozytnym. Najpierw w kilku stowach charakteryzujemy po-
trzebe wznoszenia specjalnych budowli w dawnych czasach ze
wzgledu na konieczno$¢ obrony, jak réwniez z powodéw na-
tury spotecznej: istnienia nielicznej grupy wielkich posiadaczy
ziemskich i poddanych, a stad silnie zaznaczajgcej sie réznicy
stanu i réznych warunkéw zycia. Dalej pokazujemy uczniom
(co moze by¢ zrobione na wycieczce, gdzie odbywa sie po-
czatek catej pogadanki) ruiny zamku Ilub zamek w calosci,
o ile jest to wogd6le mozliwe, przyczem nauczyciel objasnia
kazdy szczeg6t zachowany, uzupetnia stowami braki. Po po-
wrocie pokazuje w klasie caly szereg obrazkéw Ilub tablic,
przedstawiajacych rézne zamki w réznych miejscach, wskazuje
na zasadnicze podobienstwa i réznice. Gdy to zostato zrobione,
systematyzuje otrzymanag wiedze, wyznaczajac gtéwne charak-
terystyczne cechy zamku dawnego, czyli stara sig, aby u ucz-
nibw wytworzyto sie pojecie tego rodzaju budowli. Nastep-
nie przedstawia na przechadzce lub na obrazku inne podobne
budowle i wypytuje ucznidéw, czem sie réznig od zamku oraz
jakie cechy majg wspdlne. Z tego oczywiscie moze wynikngc
zapytanie, dlaczego te Ilub inne cechy przechowaty sie albo
zniknety, a wiec — glebsze wejrzenie w stosunki zycia, gtebsze
pouczenie.

Niewatpliwie przedstawiony krétki obraz zastosowania
wspomnianych stopni formalnych ma swoje bardzo wazne i do-
bre strony: daje nam niezalezng od tre$ci przedmiotu metode
postepowania, ktéra porzadkuje i robi celowg prace nauczy-
ciela. W catej budowie stopni formalnych niema omyiki, sa
one naturalnem odbiciem zwyklego procesu myslenia, a po-
mimo to posiadajg wade bardzo wazng, ktéra nieraz moze za-
decydowaé¢ o tem lub innem ich zastosowaniu. Ta wadg jest
punkt wyjscia. Herbart, a za nim Ziller oraz bardzo wielu dy-
daktykéw niemieckich postugujg sie waznem dla zrozumienia
ich teorji stopni formalnych pojeciem apercepcji, rozu-



miejac przez to, po prostu, proces zasymilowania, przyswoje-
nia nowego materjalu naukowego przez umyst cztowieka. Zna-
nym jest fakt, ze wyobrazenie lub pojecie catkiem obce umys-
towosci danej jednostki nie moze by<$ nalezycie przyswojone.
Np. przypusémy, ze chcemy matym dzieciom przedstawic¢ teo-
rje okreslania podstawowych poje¢ matematycznych. Tylu jest
ludzi starszych, ktdérzy tego nie rozumiejg, ktérych mysl bieg-
nie zupetnie innemi drogami, a stgd ta rzecz nawet dla nich
wymagataby dluzszego przygotowania. Podawanie takich nie-
strawnych, obcych rzeczy jest wielkim btedem dydaktycznym.
Zasada ciggtosci wymaga, by nowy materjat miat w umysle
dziecka przedtem przygotowany grunt w postaci znanych juz
poprzednio wyobrazen i poje¢. Asymilacja czyli apercepowa-
nie nowego materjatlu wiasnie polega na tem, by te pokrewne
wyobrazenia i pojecia, ktére juz sg w umys$le, pobudzi¢, wy-
wota¢ i nastepnie dzieki temu ich pokrewienstwu potaczyé¢
z niemi nowy materjat. Ot6z pierwszy stopien wspomnianego
szeregu ma na celu gtéwnie wywotanie pokrewnych danemu
przedmiotowi wyobrazen i poje¢. W sposobie tego wywotania
tkwi gtbwna wada powyzszych stopni formalnych. Poznawa-
nie nie jest procesem sztucznym, nie mozna go ,zrobi¢” bez
zywego wudziatu samej jednostki poznajagcej.
Jezeli ta jednostka bierze zywy udziat w pracy poznawczej,
jezeli uczuciowo jest zainteresowana przedmiotem, jezeli w jej
Swiadomosci jasno staje omawiane zagadnienie, i pocigga ku
sobie zywa prace mys$li, wtedy mamy najlepszy, bo istotnie
wiasciwy grunt poznawczy, jak tego wymaga zasada samodziel-
noéci. Zagadnienie, sztucznie postawione i nawet z catlg pre-
cyzjg formalna wykonywane, jest zagadnieniem tak czy owak
obcem, robionem: w rozwigzywaniu jego gtéwnym pra-
cownikiem jest nauczyciel, nie uczen, a stad
nie ma ono dla umystu ucznia istotnej wartosci, nie rozwija
dostatecznie jego umystu.

Linja biegu poznawania nie jest tak prosta, jak to przed-
stawiajg stopnie formalne. Nieraz mys$l sie cofa, zbacza na
chwile z drogi: stawiamy rézne hipotezy i odrzucamy je wie-
lokrotnie, zanim dojdziemy do witasciwej odpowiedzi. Rzecz
ta przedstawia sie bardzo jasno szczegdlniej w arytmetyce.
NadmieniliSmy juz wyzej, ze omytka, wniosek pochopny uczy,
ze nie nalezy karci¢ zbytnio mylenia sig, aby méc wyciggnac
z niego nauke. Dawna dydaktyka mnemotechniczna podawata
odrazu bez ostonek prawde do nauczenia sie; stopnie formalne
ubierajg to podawanie w szaty zywiej pobudzajgce mys$l ucz-
nia, zgodniejsze z zasadami dydaktyki, ale jeszcze wadliwe,
jeszcze zbyt wielka role przypisujace ,,uczeniu”, zamiast ,,ucze-
niu sie”.



Jedng z waznych ;wad stopni formalnych w nauce ra-
chunkéw, jak réwniez w innych przedmiotach, jest odsuniecie
t. zw. zastosowania na sam koniec. Juz moéwiliSmy poprzed-
nio, ze w mys$leniu postawienie hipotezy wymaga jej zastoso-
wania. Ta hipoteza moze by¢é mylna, a stad trzeba jg /.mie-
ni¢ i znowu prébowa¢. Gdybysmy byli w tem szczesliwem
potozeniu, ze zawsze my$l nasza zdota wyrobi¢ witasciwag hi-
poteze, rzecz bytaby jasna i stopnie formalne miatyby bez-
wzgledng racje bytu, ale tak nie jest i stad moment zastoso-
wania jest o wiele wazniejszg rzeczg, niz sie wydaje twércom
stopni~“formalnych. Zastosowanie pobudza zainteresowanie, ktore
u dzieci moga budzi¢ witasnie tylko rzeczy, nie idee; tylko na
tle tych rzeczy moze powsta¢ poczucie wartosci idei, przez
przeniesienie na idee uczuciowego pierwiastku zwigzanego
z rzeczami, przez zrozumienie ich znaczenia faktycznego.

Sa rzeczy, ktérych bez zastosowania nauczy¢ sie nie
mozna. A takie rzeczy coraz czesciej wystepuja w polu jasnej
Swiadomosci spoéiczesnego cztowieka, zwiaszcza odkad coraz wy-
razniejsza sie staje rola, ktéra w poznaniu odgrywa doswiad-
czenie. Nie jest tu mojem zadaniem wdawac¢ sie w dalszg
krytyke stopni formalnych Zillera, zaznacze tylko jedno, ze
w rachunku poczatkowym uczy my sie, stosujgc i sto-
sujemy, uczac sie. Przez zastosowanie samodzielne ura-
biaja sie na'sze pojecia. W zasadniczym procesie poznania
liczby, w tworzeniu sie pojeeia o niej, zastosowanie odgrywa
taka sama role, jak wiasnoreczna gra na fortepianie dla tego,
kto majgc poczucie muzykalne, tej gry rzeczywiscie nauczyc¢
sie pragnie.

Zastosowanie przejawia sie w zadaniach konkretnych. Za-
dania te winny bra¢ pod uwage stosunki realne otaczajgcego
zycia. W ten spos6b daja one mocne tym stosunkom os$wiet-
lenie, poruszajag sfere naturalnych zainteresowan dziecka, budzag
jego mys$l i zdolno$¢ obserwacyjng. ,Wiec powiadasz pan, ze
nad morzem muszg by¢ inne zadania, a w gérach znowu inne?’ —
zarzuci mi zwolennik uniwersalnej nauki rachunku. — Alez
tak—odpowiem, napewno tak na kazdym stopniu elementarnego
nauczania, a tem bardziej na pierwszym. Tam, gdzie linje zy-
cia sie schodzg, tam i zadania beda te same; a przytem w tej
materji tak samo istnie¢ winno stopniowanie: rozszerza sie¢ ho-
ryzont mysli ucznia, rozszerza si¢ réwniez zakres zagadnien.
Ale najpierw zacznijmy od tego, co go otacza. Czy nauka co
straci na tem? Nie tylko nio straci, ale wygra, bo sie na
trwalszych oprze podstawach, przez zmysty niejako wejdzie do
wnetrza. Czes$¢ mam wielkg dla wielkiej nauki matematycz-
nej, ale moze dlatego witasnie widze jej znaczenie, budzace
duchowo i praktycznie na kazdym kroku zycia. Przypomina



mi sie nieraz obraz zapalonego przyrodnika-nauczyciela, ktory
w pierwocinach swej praktyki rad bytby bodaj w 3-ej klasie
rozwija¢ teorje ewolucyjna i dziwy pochodzenia gatunkéw. Te-
raz on wie, ze taki deser bylby czczy bez pozywniejszego
obiadu faktéw konkretnych.

Dobrze jest, gdy nauczyciel, znajac wspomniane stosunki
realne, sypa¢ moze zadaniami jakby z kieszeni, ale nie tatwo
tego wymagac¢. Stad potrzeba dobrych zbiorkéw dla nauczy-
ciela, poki uczen czyta¢ nie umie, a p6zniej rowniez dla ucz-
nia. Oczywiscie, jest jeszcze lepiej, jezeli zadanie wyrasta
wprost z potrzeb zycia dzieciecego, jezeli jest oddzwiekiem
nie tylko realnych zagadnien, ale i wyrazem glebszego, we-
wnetrznego zainteresowania. Trudno w ten spos6b uczy¢
w szkole dzisiejszej, ale kt6éz to lepiej powinien rozumieé, niz
przewodnik mtodziezy, niz pedagog, w ktérego rekach umyst
mitody i wiara mioda, Swieze sily zycia, najcenniejszy zywy
skarb narodu.

Pomimo zarzutéw, uczynionych przez nas powyzej stop-
niom formalnym llerbarta, moga one mie¢ i majg niezaprze-
czong warto$¢ przy nauczaniu. Te wlasnie ich strone podnosi
we wspomnianej powyzej cennej ksigzce Dewey. Je$li sam
proces nauczania nie moze by¢ tak czesto w zgodzie ze stop-
niami formalnemi, to natomiast dajg one wskazéwke wielkiego
znaczenia dla nauczyciela przy przygotowaniu sie do prowa-
dzenia lekcji. Kazdy materjat, ktéry nauczyciel ma zamiar
przedstawi¢ dzieciom, powinien by¢ opracowany przez niego
zgodnie z wymaganiami, postawionemi w stopniach formalnych.
Nauczyciel ma wtedy gotowy, przetrawiony i powigzany ma-
terjat, co wyklad jego uczyni przystepnym i wiecej wartoscio-
wym. Niema watpliwosci, ze przecietny wykiad w naszych
szkotach jest o wiele gorszym od wymaganego przez stopnie
formalne. Dlatego moga one stanowi¢ nawet w zastosowaniu
do praktyki nauczania w wielu razach postep w pordwnaniu
z zupeinym brakiem $Swiadomej metody. Dzisiejszo nasze wy-
ktady posiadaja wszystkie te wady, ktére majg stopnie for-
malne, ale procz tego wiele innych, jak brak celowosci i po-
rzadku, jak nieumiejetny rozkitad materjatu nauczania, jak brak
czesty w procesie myslowym pewnego ogniwa koniecznego
i t. p. Zapewne, nieumiejetne i przesadne stosowanie stopni
formalnych moze zepsué¢ wyktad i pozbawi¢ go zywosci i za-
interesowania, ale tam, gdzie uzywamy tych stopni umiejetnie,
elglginomizuja one znacznie prace nauczyciela i dajg lepsze wy-
niki.

Niektérzy niemieccy metodycy dla zastosowania stopni
dzielg caly kurs na t. zw. jednostki metodyczne. Kazda taka
jednostka posiada to minimum zamkniete materjatlu nowego,



ktére nalezy podac¢ dzieciom odrazu. W ten sposéb caty kurs
dzieli sie na wielkg liczbe oddzielnych czasteczek, powstaje
zawita koronkowa robota, przeciw ktérej stusznie protestowat
u nas jeszcze Estkowski. Pedanterja jest prawie zawsze rze-
cza niedobrg, a w naszym przypadku moze by¢ nawet szkod-
liwg.

Pozostaje nam jeszcze z tych kwestyj gtéwnych, ktére
w tym rozdziale omoéwi¢ zamierzyliSmy, zagadnienie trakto -
wania liczb drugiego dziesigtka. Wystepujg tu
tak wazne charakterystyczne cechy, ze opuszczenie ich bytoby
nieracjonalne. Te rzeczy teraz zamierzamy poruszyc.

Pierwszg zasadniczg cecha, odrdzniajacg dziesigtek drugi
od pierwszego, jest wystgpienie nowej jednostki — dzie-
sigtka. Z tym faktem liczy¢ sie tu trzeba przy wykony-
waniu wszelkich dziatah, prowadzacych do liczb 2-go dzie-
sigtka, a z drugiej strony jest on jeszcze z innego wzgledu
tak wazny, ze gruntowne jego przyswojenie przez ucznidéw jest
niezbedne. Wezmy najpierw jakikolwiek przykitad. Dajmy na
to, mamy wykona¢ dodawanie: 6 -f- 7. Dodawanie takie
sktada sie z nastepujagcych momentéw: 1-o skonstatowania
liczby potrzebnej do tego, by dopetni¢ 6 do dziesigtka;
2-0 roztozenia 7 na dwa skiadniki: 4 i 3; 3-0 dodania 4 do 6
i 3 do 10. Stad widoczne jest przedewszystkiem, ze do szyb-
kiego wykonania tych dziatan w pamieci konieczne jest grun-
towne wiadanie dziataniami w zakresie pierwszego dziesigtka,
t. j. konieczne jest tutaj szybkie dodawanie grupami jednosci
bez posrednictwa liczenia, ktére byto potrzebne i waz-
ne w dziesigtku pierwszym. Obecnie liczenie bytoby tylko prze-
szkoda, skutkiem wiekszych liczb. Wyseparowanie dziesigtka
jest celowe rowniez z tego powodu, ze pogladowe przedsta-
wienie liczb jest juz utrudnione dla przyczyny wspomnianej.
Na przyrzadzie jednym i drugim 2z nadmienionych mozna
z fatwoscia dziatania uzmystowi¢, idac w kolei wskazanej po-
wyzej. Wiec najpierw uktadamy 6 krazkéw (lub kulek), po-
tom uzupetniamy do 10 innym kolorem. Uczniowie widza, ile
brakuje do 7. Znéw uzupetniamy liczbe krazkéw w tym sa-
mym kolorze i nakoniec caly dziesigtek uktadamy jednym ko-
lorem. Wogdle na przyrzadzie nalezy sie stara¢ dla podkres-
lenia znaczenia dziesigtka uktada¢ go w odmiennym kolorze,
niz dotaczone jednostki. Poprzednio przez nas podkreslone
wyseparowanie pierwszej 5, jako calosci odrebnej, jest przygo-
towaniem do wyseparowania 10.

Uzmystowienie liczby jest tu trudniejsze i dla nauczy-
ciela, i dla ujecia dzieci, a dlatego traci juz na wartosci. Co6z
jest w stanie zastgpi¢ je czeSciowo? Pytanie to bardzo wazne
z tego powodu, ze w nauczaniu trzeba zda¢ sobie wyraznie
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sprawe w tej matcrji. Ot6éz uzmystowienie liczby zastepuje
tutaj moment logiczny, inaczej, rozumowanie. Bo
czyz nie jest rozumowaniem przerobienie Swiadome w mysli
wskazanych trzech momentéw przy wspomnianem dodawaniu?
Widzimy tutaj, ze pierwszy dziesigtek, w kt6rym zbieraliSmy
jakby podstawowy materjat faktyczny, musi mieé inng metode
nauczania i jakkolwiek tam réwniez kazda monografja liczby
drugiej piatki juz sie opiera na znanych poprzednio dziata-
niach, do pomocy jednakze powotujemy uzmystowienie, na niem
wiecej sie opieramy i mozemy oprze¢, niz teraz. Im wieksza
liczba, tem wyrazniej wystepuje rozumowanie. Rzecz wazna,
aby to istotnie bylo Swiadome rozumowanie. A czeg6z do tego
potrzeba? Procz szybkiego wykonywania dziatan, koniecznej
wprawy w dopetnianiu i rozktadaniu liczb, potrzebna jest jesz-
cze znajomos$¢ szeregu faktow w rodzaju: rezultat dodawania
nie zalezy od porzagdku dodawanych sktadni-
kéw. Bo czy tak nie jest? Dopetniamy 6 do 10 przez do-
danie 4, a nastepnie dodajemy 3. Stad wynika, ze zamiast
doda¢ 7 odrazu, dodajemy sktadniki 7 i przytem tak, jak nam
jest wygodniej. Pytam sie, czy ten fakt nie powinien by¢
Swiadomie przez ucznia wykonany? Wedlug mego przekona-
nia, tak; inaczej bowiem bedziemy juz na poczatku mieli
sztuczki metodyczne zamiast Swiadomego rachunku. Ciekawe
jest, ze metodycy niemieccy, ktoérzy tak lubig powotlywac sie
na znane zdanie Hentschela: ,uczen powinien mys$lac rachowac
i rachujgc mys$le¢', nie zwracajg na to wiekszej uwagi. Przy-
czyna znajduje sie w tem, ze metodycy w nauczaniu wszedzie
widzg psychologje, nawet tam, gdzie potrzebna jest prze-
dewszystkiem logika. Trudno mi to blizej tutaj wyjasniac,
a przytem czytelnik zrozumie znaczenie rzeczy bez tych roz-
wazan o przyczynach. Jestem wiec zdania, ze dlatego, aby
w drugim dziesigtku dodawanie wykonywane byto ze $wiado-
moscig, nalezy fakty: I|-o dodawania i odejmowania kolejnego
sktadnikéw zamiast catej ich sumy, 2-0 niezaleznosci sumy od
porzadku skiadnikéw, jeszcze w pierwszym dziesiatku na za-
daniach konkretnych, przyktadach konkretnych i liczbowych
podkresla¢ i wyjasnia¢. Fakty te nie sg same przez sie zro-
zumiate. Wszak dla dziecka poczatkujgcego nie jest wszystko
jedno: 4+ 3 czy 3+4. Fakt ten nazywa sie w arytmetyce teo-
retycznej prawem przemiennos$ciowem, a dodawanie
sktadnikéw zamiast odrazu ich sumy figuruje czesto jako jedno
z twierdzen. Te same uwagi stosowa¢ nalezy i do odejmowa-
nia. W tym przypadku powotujemy sie na te wlasnos¢ odej-
mowania sumy, ze mozna po kolei odejmowac sktadniki, co tez
przy nauce pierwszego dziesigtka musi by¢ przez uczacego
odpowiednio zaznaczone.



Zjawisko tu przez nas podkreslone ma niezmiernie donioste
znaczenie dla nauczania. Wszak kazdy z czytelnikbw wie, ze
w matematyce $cistoS¢ rozumowania odgrywa najwazniejsza
role, ze ten pierwiastek stanowi w kazdej nauce zasadniczy
moment. Z drugiej strony jasno zdajemy sobie sprawe, iz
dziecko nie potrafi odrazu rozumowac¢ $ciSlew z naczeniu nau-
kowem, awiec nauczyciel powinien tego uczy¢! Jest to sprawa
diluga bardzo i kohczaca sie dopiero w szkole wyzszej, ale jej
istotne poczatki tkwig w elementarnej. Nauczyciel tej szkoty
ktadzie fundamenty, pierwsze podstawy mysli ucznia, ma po-
zornie skromna, ale bez watpienia zasadniczo wazng prace do
wykonania. Zte poczatki tylko w wyjatkowych razach dadza
sie poprawi¢, a wiekszo$¢ ludzi dzigki nim nie potrafi nigdy
odczu¢ potrzeby i wartosci $cistego rozumowania, co na kaz-
dym kroku stwierdzi¢ mozemy w zyciu praktycznem, gdzie
nieraz niemniej potrzebna jest dokladnos¢ mysSlenia, niz
W nauce.

Monograficzne traktowanie liczb traci w drugim dziesiat-
ku réwniez sporo ze swej wartosci. Naturalnie, nauczyciel
stopniuje liczby, nie prowadzi rzeczy beztadnie, bo nigdzie tak
nie ma znaczenia stare przystowie tacinskie: festina lente (Spiesz
sie powoli), jak tutaj.

Ktucianie matematyki poczatkowej.



ROZDZIAL V.

W rozdziale niniejszym bedziemy usitowali wykazaég,
w jaki sposéb to, co powiedziane byto powyzej, moze by¢ za-
stosowane w praktyce nauczania przedszkolnego.

Zwykle sadza, ze nauczanie elementarne zaczynacé sie
winno od nauki czytania i pisania oraz rachunku, jak to sie
dzieje faktycznie w przecietnej szkole elementarnej i nauce
domowej. Wprowadzono tu i owdzie t. zw. pogadanki o roz-
nych rzeczach otaczajgcego dziecko $wiata. Jest to znaczny
krok naprzéd do giebszego zrozumienia zadan elementarnego
nauczania. Pogadanki te bez watpienia majg duze znaczenie:
uczg patrze¢, obserwowaé, ksztalca zdolnos$¢ uwagi dowolnej,
daja wiedze i t. p. Ale czyz istotnie rozwéj psychiczny i po-
znanie, zdobywane przez te pogadanki, sg tego rodzaju, by
mozna je byto nazwa¢ pogadankami o rzeczach? Niewiele
rzeczy poza obrazkami moze nauczyciel w szkole pokazac,
a czasem nawet obrazkdéw, choc¢by jakich takich, nie posiada.
Czyz wtedy to, O czem moéwimy, bedzie naukag o rzeczach, a nie
o stowach? Uczymy sie widzie¢ i obserwowaé faktycznie, pa-
trzac na rzeczy rzeczywiste. Dalej: nie tylko przez patrzenie
na $wiat otaczajacy nas poznajemy, ale przez przezwy-
ciezanie i odczuwanie oporu, jaki stawiaja rze-
czy otaczajgce naszym chceniom i celom. For-
malny sposéb nauczania zwraca gtéwng uwage na mowe, na
t. zw. ,peilne zdania’, na obfitos¢ i bogactwo stownictwa, nie
troszczac sie czesto o to, co istotnie w glowach dzieciecych
dzwiekom mowy odpowiada. Wprowadzane sporadycznie do
elementarnego nauczania rysunek i roboty reczne na razie
sytuacji nie ratuja, gdyz samo to wprowadzenie nie dowodzi
jeszcze rozumienia doniostosci podobnych przedmiotéw. W nich
wiasnie tkwig sity, ktoére rozsadza obecny formalizm szkoty
elementarnej i samo pojecie nauczania elementarnego prze-
obrazg, zmienig réwniez jego metode. Szkota elementarna
nie jest niczem zdeklarowanem. W réznych krajach np.
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w réznym wieku zaczynaja dzieci nauke elementarng. Zalezy
to od wielu przyczyn; odgrywaja tu role czynniki rasowe, na-
rodowe, ale niemate ma tez znaczenie samo pojmowanie ele-
mentarnego nauczania. Wiek dzieci przyjmowanych do szkoty
elementarnej waha sie pomiedzy 5 a 8 latami w réznych miej-
scowosciach kuli ziemskiej. Ciekawe jest witasnie, ze, gdzie,
jak w Ameryce, w nauczaniu elementarnem t. zw. metody
praktyczne odgrywajg wieksza role, tam przyjmowane sg dzieci
miodsze. Zwré6émy uwage dalej, ze obecnie nierzadko juz
dzieci zaczynajg sie ,uczy¢' w t. zw. np. szkotach macierzy-
stych, ochronach i t. p. znacznie wczes$niej, niz to zwykle jest
przyjete w szkole elementarnej. Naturalnie, ucza sie tu dzieci,
dla ktérych utrudnione jest normalne wychowanie domowe,
ale takich dzieci jest legjon, ktory stale wzrasta. Z drugiej
strony ,normalne” wychowanie domowe musi tez podlegac
modyfikacjom, ktérych zada czas i zycie, a tem samem niejed-
no musi sie w niem zmieni¢, na niejedng sprawe zaniedbang
i niedostrzegang trzeba bedzie zwrdéci¢ uwage. Nauczanie ra-
chunkéw musi tez ulec zmianie. Jestem zdania, ze baczne
oko wychowawcy jeszcze przed szkolg elementarng w te dzie-
dzinge wejrze¢ powinno. Wszystko, o czem dalej bedzie mowa,
dotyczy nie tylko ochronki np., ale i domu.

Czytelnik, ktéry uwaznie przeczytal poprzednie rozdzialy,
zrozumie, ze mozna podkresli€é pewne przygotowawcze mo-
menty powstawania pojec¢ liczbowych, wcale nie uzywajac stéw,
liczebnikéw. Jest to jakby ,arytmetyka bez stow”, jezeli
moge tak nazwaé to, o czem chce pisa¢. Pojecia odwzorowa-
nia, niezaleznosci zbioru konkretnego od porzadku, od formy
przedmiotéw, ich uktadu i wogéle jakosci zmystowej, mniej-
szos¢, wiekszos¢ i rownos¢ zbioréw co do ich zawartosci —
oto tre$¢ podstawowa tej ,arytmetyki”. Niestusznie zwykle
te rzeczy pozostawiane sg czasem w catos$ci wilasnemu
doswiadczeniu dziecka i jego pracy duchowej; bo, nawet gdy-
by mozna byto istotnie na to doswiadczenie liczyé, to w kaz-
dym razie uczacy powinien dba¢ o porzadek w tej dziedzinie
i wiedzie¢ dokiadniej o tem, by przystosowaé¢ odpowiednio
swe postepowanie. Jakie znaczenie ma kwestja tu omawiana,
wyrazg dobitnie stowa wybitnego matematyka szwedzkiego
S. Mittag-Lefflera: ,,Bez specjalnej zdolnosci mys$li do odwzo-
rowywania jednego objektu w drugim, t. j. bez liczenia,
matematyka nie istniataby” (Compte rendu du Congrés des
mathématiciens h Stockholm, 1909, str. 16). Jakze mato jed-
nakze na te kwestje zwraca sie uwagi! By¢ moze, ze tu nieje-
den praktyk zrobi zarzut, ze gtos matematyka mato moze de-
cydowaé w sprawie tak elementarnego nauczania. Nauka jest
jednakowo wielka wszedzie, czy w drobnych zaczatkach, czy
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u szczytu, a gieboki znawca przedmiotu wskazuje nam na te
momenty podstawowe, ktérych znaczenie dopiero on potrafi
oceni¢, psycholog za$ z rzecza nieobeznany moze tylko czasa-
mi zgadng¢. Dla stworzenia dobrej metody nauczania trzeba
wyzyskaé¢ wszystkie mozliwe dane; trzeba oprze¢ sie nie tylko
na osobistem doswiadczeniu, ktdre jest zawsze ograniczone
i z koniecznosci bardzo jednostronne i niedostateczne, lecz
i na psychologji rachunku,*na znajomosci sposobu powstawa-
nia poje¢ liczbowych w umys$le dziecka, i na historji rachun-
ku, jak réwniez na umiejetnej obserwacji metod rachunkowych,
uzywanych przez ludy pierwotne, pomimo ze E. Meumann
uwaza to za zbyteczne (patrz Vorlesungen T. Ill, wyd. 2-e,
str. 666). Obserwacja ta wymaga kontroli psychologa, ale
czesto podpowiada mu wazne fakty i jest w zgodzie z jego
badaniami. Trzeba dalej zna¢ lepiej samg nauke arytmetycz-
ng, bo tylko ten, kto panuje nad przedmiotem, moze go zro-
bi¢ bez uszczerbku dla praw mysli gietkim i przystepnym.
Jest wiec pie¢ zroédet, z ktérych pilynie wiedza potrzebna dla
nauczania rachunku. Dlatego tez nieraz staraliSmy sie odwo-
tywa¢ do kazdego z tych zrédet.

Zaznaczono powyzej, iz odrdéznienie wielkosci dwoéch
zbioréw, zasadnicze ich poréwnanie moze by¢ osiggniete bez
liczebnikbw, ze to odréznienie poprzedza powstanie tych
ostatnich w rozwoju mysli arytmetycznej. Liczne fakty sSwiad-
czg o tem wymownie. Podréznicy np. czesto zaznaczaja, ze
dzicy ludzie, nie umiejacy liczy¢ dalej niz do kilku pierw-
szych liczb, potrafiag orjentowac¢ sie szybko w zmianach, jakie
nastepuja w zbiorach przedmiotéw budzacych ich zaintereso-
wanie. Np. odrazu dostrzegajg znikniecie jednej z licznych
t6dek uwigzanych u brzegu rzeki lub tez nieobecnos¢ psa na
polowaniu w calem stadzie tych ostatnich. Niewatpliwie od-
grywa tu role nie uzywany przez nas sposob rachunku, ale
doktadna pamie¢ wzrokowa. Fakty podobne spostrzec sie
dadza nie tylko $réd ludzi. Np. John Lubbock (Conant, The
number concept, str. 3 4) opowiada o sprycie wron, ktére
nie dopuszczajg do siebie na blizszg mete mysSliwca i z trud-
noscig daly sie podejs¢. Plan polegat na tem, ze najpierw
dwoéch ludzi weszto do pewnego domu, stojagcego oddzielnie
w polu i nastepnie jeden tylko wyszedt MysSliwy sadzit, ze
wrony nie zdotajg dostrzec tej rdéznicy, poniewaz nie umiejg
liczy¢. Jednakze tak nie byto: wrony nie chcialy sie zblizy¢
do domu. Po kilku prébach ze zwiekszajacg sie stale liczbag
ludzi udato sie pomyli¢ wrony w ich kalkulacji, postawszy
5 albo 6 ludzi, z ktérych pézniej jeden pozostat. Tego ro-
dzaju fakty nieraz daja sie zaobserwowaé w Swiecie zwierze-
cym. Dowodza one pewnej orjentacji rachunkowej, oczywiscie



.bez liczebnikéw” i ,liczenia”. Nasze metody rachunkowe sg
bez zaprzeczenia wyzsze, ale nie jedyne. Obserwacja matych
dzieci nieraz wykazuje umiejetno$¢ ich orjentowania sie
w zbiorach przedmiotéw, wchodzgcych w zakres zywego zain-
teresowania, przyczem dzieci odruchowo postugiwaé sie za-
czynaja palcami, stosujgc nieSwiadomie metode odwzorowywa-
nia. Nalezyta obserwacje w tej dziedzinie utrudniaja, jak
zresztg w wielu innych, pewne przyzwyczajenia ludzi obser-
wujacych i nieumiejetno$¢ nalezytego postawienia celu obser-
wacji. Otoczenie dziecka jest przyzwyczajone do pewnego
sposobu rachowania, ktéry mimowoli usituje podda¢ temu
dziecku i w ostatecznosci najczesciej potrafi tylko zauwazyé,
jaki rezultat osiggneto to poddanie. Np. taki bystry badacz
jak Stern (Die Kindersprache, str. 248 - 51) stwierdza uzywa-
nie przez dzieci liczebnikéw' bez tresci, przyczem tudzi sie,
ze liczba porzadkowa powstaje w umys$le dzieciecym wczes-
niej niz kardynalna, jakkolwiek stowa odpowiadajgce tej licz-
bie (pierwszy, drugi i t. p.) zjawiajg sie pOzniej. Z tego, ze
dziecko odruchowo wykonywa proces odwzorowania, nie wy-
nika powyzszy wniosek, a uzywanie liozebnikéw bez tresci
przez samo powtarzanie ich oczywiscie niczego nie mowi
0 procesach rachunkowych w umys$le dziecka. Tenze Stern,
jak rowniez wielu innych badaczy, stwierdza dwa podstawowe
1 niewatpliwe fakty: I-o dzieci najtatwiej stosujg rachunek
wzgledem przedmiotéw ich interesujgcych i 2-o jezeli potrafig
liczy¢ niewielkie zbiory przedmiotéw znanych sobie, to nie
umiejg tegoz zrobi¢ z przedmiotami nieznanemi, niezwyktemi,
chociazby ich liczba byta ta sama. Te same dwa fakty moz-
na zanotowa¢ z calg doktadnoscia u cztowieka pierwotnego
i, jezeli np. pewien maty chilopiec, jak opowiada Stern, na
prosbe dziadka, by przeliczyt jego palce, odpowiedziat, ze on
moze liczy¢ tylko swoje, to u plemion dzikich nieraz sie zda-
rza, ze liczebniki odpowiadajagce tym samym zbiorom przed-
miotéw zywych sg inne niz—martwych, a okragtych inne niz
podtuznych i t. p. Ten ostatni fakt wykazuje catg koniecz-
no$¢ wprowadzenia metody odwzorowywania do nauczania,
gdyz w ten spos6b jedynie mozna osiggng¢é moznos$¢ poréw-
nania 2 zbioréw ze zobg, a wiec zdobycia zasadniczego kroku
naprzéd na drodze do pojecia liczby. Wczesne imputowanie
dzieciom nowej wyrobionej metody rachunku jest szkodliwe,
gdyz nienaturalnie przySpiesza proces abstrakcji, a w ten
sposob krzewi werbalizm juz w zaraniu rozwoju umystowego
cztowieka.

Z poprzednich uwag wytania sie my$l przedszkolnego
nauczania rachunku, ktére stworzytoby odpowiedni grunt dla
wprowadzenia liczebnika. Tu i owdzie w literaturze pedago-
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gicznej ta mys$l znajduje swe zrealizowanie, nalezy jednakze
stwierdzi¢ dotychczasowg nowos¢ sprawy i koniecznos¢ usil-
nej pracy w tym kierunku, gdyz chodzi tu o kwestje podsta-
wowg. Coraz bardziej staje sieg nam jasnem znaczenie wczes-
nego dziecinstwa i coraz baczniejszag uwage pedagoga kon-
centruje ono na sobie.

Nauczanie przedszkolne rachunku mozna podzieli¢ na 3
stopnie. Nauka calkowicie jest zwigzana z praca reczna.

Pierwszy stopien — odwzorowywanie po-
dobne.

Na tym stopniu dzieci uktadajg figury podobne do tych,
ktéore majag podane we wzorcu. Taki wzorzec powinien byc¢
przygotowany odpowiednio z klockéw, np. przymocowanych
do tektury, ustawionej na tablicy. Uktadanie odbywa sie za-
pomoca klockow takich samych, ktére, jak we wzorcu, moga
by¢ réznokolorowe. Pézniej mozna figury wyrysowywaé na
tablicy kredkami. Wzorcami moga by¢ zaréwno proste figury
geometryczne, jak schematyczne rysunki réznych przedmio-
tow otoczenia. Zajecie, o ktérem tu mowa, ma wartos¢ za-
rébwno ze wzgledu na cel swoj rachunkowy, jak i na ogdlny
rozw6j umystowy, gdyz ksztatci dokladnos¢ obserwacji i uwa-
ge, taczac sie w ten sposéb z nauka rysunku.

Wysuwajg sie nastepujgce momenty:

1-0. Uktadanie figur identycznych do podanych. Te ostat-
nie nalezy stopniowo zmienia¢, zarébwno modyfikujgc ksztah,
jak liczbe szczeg6téw i tem samem klockéw. Takie uktadanie
moze trwaé¢ dos¢ diugo, stanowi ono bowiem cEwiczenie wazne,
przy ktérem dzieci zdobywaja doswiadczalnie doktadniejsza
znajomos$¢ réznych figur i ucza sie je umiejetnie obserwowac.

2-0. Uktadanie figur odmiennych od podanych, ale o tej
samej liczbie klockéw. Np. na figurze mamy tréjkat. Dzieci
uktadaty poprzednio brame 1, wigec teraz mozemy im za-
proponowaé, by te same klocki, ktére zuzyly na utozenie tréj-
kata, byly zastosowane do utozenia bramy. Ten stopien ma
na celu kontrolowanie i wspieranie doktadnosci przedstawien
odtwoérczych, a jednocze$nie budzenie poczucia jednakowosci
dwéch zbioréw pomimo réznicy formy.

3-0. Uktadanie z tych samych klockéw, ktére sg potrzeb-
ne do zrobienia danej figury nowych, figur o mniejszej licz-
bie klockéw. Najpierw ukiadaja dzieci taka figure, jaka jest
podana, a po6zniej nauczyciel proponuje, by z tych samych
klockéw- utozyty inng. Moze sie okazaé, ze wystarczy tych
klockéw na utozenie Kkilku innych figur. W kazdym razie
wystgpi¢ tu moga stowa ,,mniej”, .wiecej" tak samo, jak w po-
przednim przypadku stowa: ,tyle samo”. Celem tego momen-
tu jest jeszcze SciSlejsza analiza figury i uwypuklenie wspo-
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mniaiiych poje¢ wielkoSciowej natury. Za analizga — moze
i powinna nastepowaé synteza, np. z kwadratu i tréjkata
uczniowie moga utozy¢ domek i t. p., przyczem nauczyciel
zastrzega, zeby przynajmniej jedna z figur nie byla zepsuta.
W tym ostatnim momencie wystepowac¢ zaczynaja réwniez po-
jecia: ,,dobierania”, ,dotgczania”, ,odlgczania” i t. d.

Podobne zajecia mogag dotyczy¢ réwniez figur przestrzen-
nych, ale to wymaga wigkszej sprawnosci technicznej od dzie-
ci i wiekszego zachodu ze strony nauczyciela. Np. mozna
uzywa¢ do tgczenia patyczkéw, kulek z plasteliny lub goto-
wanego, ale nie rozgotowanego grochu i t. p. W ten sposéb
dzieci mogtyby wyrabia¢é z 6 patyczkéw czworosciany, z 12
szeSciany i t. d.

Nasuwa sie tu przytem caly szereg réznych innych ,za-
dan"”. Np. macie tréjkat, wezcie po klocku i zrébcie kwadrat,
jeszcze po klocku i zrébcie domek i t. p. Wogdle dla figur
dobrzeby byto obmys$li¢ odpowiednie nazwy, przynajmniej dla
niektérych czesciej uzywanych, a uktada¢ nawet podobienstwo
liter, cyfr, przedmiotdw znanych i t. p. Np. mamy zbiér kloc-
kéw, w jakikolwiek spos6b utozonych (dajmy na to 6), ukia-

damy z nich takag figurg: m To samo mozna zrobi¢ dla in-

nych zbioréw nie przekraczajgcych liczb pierwszego dziesiat-

cie, dajmy na to do zabawy lub opowiadania, jest dobrze zna-
na, mozemy dzieciom powiedzie¢, by utozyly jg bez wzoru

z pamieci, co jest wazne, gdyz nadaje pewnos¢ i kontroluje
wyobraznig geometryczna.
Stopien drugi — odwzorowywanie w szeregu.

Uczacy pokazuje na tekturze figure, utozong z klockéw
w ten sposoéb, aby kazdy klocek wyrézniat sie np. barwag. Na-
stepnie, zachowujac barwe, ukiada w szeregu jeden za drugim
takie same klocki, ale inne. Zaznacza, ze klockéw tu i tam
jest ,tylez”, ,réwno". Takie przejscie od dowolnej konfigu-
racji do szeregu stanowi gtéwng treS¢ tego stopnia.

Tak samo, jak poprzednio, pozytecznem jest w tym przy-
padku wyréznienie kilku odmiennych momentéw.

I-o. Uktadanie szeregu na zasadzie danej na tablicy
figury, z zachowaniem podobieristwa barw i bez niego. W tym
momencie, jak zresztg na calym tym stopniu, winno sie mieé
gtéwnie na widoku oderwanie odwzorowania od figury geome-
trycznej, a wiec podkreslenie silniejsze samej zawartosci
zbioru. Z tego wynika, ze jest to nastepny krok w procesie



abstrahowania, prowadzgcym do pojecia liczby. Najpierw
uwzglednia¢ nalezy identycznos¢ koloru, gdyz w ten sposéb
oczywiscie, tatwiej uktadaé szereg; pézniej mozna te identycz-
nos$¢ odrzuci¢. Figury uzywane do odwzorowania powinno sie
stopniowo komplikowa¢, jakkolwiek caly ten moment nie zaj-
mie duzo czasu.

2-0. Uktadanie szeregu na zasadzie dowolnej grupy po-
danych klockoéw, bez widocznego powigzania ich i porzadku
nastepstwa, z zachowaniem podobienstwa barw i bez niego.
Tutaj ostatecznie nastepuje zerwanie z okre$long prostg figu-
rg geometryczng. Czytelnik bez trudnosci zauwazy, ze w ten
spos6b jeszcze blizej przysuwamy sie w dazeniu do celu —
wyrobienia pojecia o liczbie, jako o pewnej tresci mys$lowej
niezaleznej ani od jakosci przedmiotéw ani w danym przy-
padku ksztattu zbioru i jego uporzadkowania.

3-0. Uktadanie szeregu na zasadzie przedmiotéw otocze-
nia (jednorodnych, pd6zniej niejednorodnych), jak réwniez zja-
wisk w rodzaju uderzen zegara i nastawionego na wolne tem-
po metronomu. W przypadku niniejszym zjawiaja sie przed-
mioty odmienne od rozpatrywanych dotad, a wiec zaczyna sie
uniezaleznianie procesu odwzorowania od jakos$ci przedmiotow.
Jest to wazny moment i na nim mozna sie zatrzymac diuzej,
dopo6ki dzieci nie nabiorg nalezytej wprawy. Zajecie, tutaj
omawiane, daje im duze zadowolenie i posuwa proces anali-
tyczny o krok dalej oraz wyostrza wszechstronniej obserwacje.

4-0. Odwzorowywanie w szeregu tworzonym z innych
przedmiotow niz klocki, np. krazkéw tekturowych, palcow,
kresek stawianych kreda Ilub weglem i t. p. Nalezy tu naj-
pierw zaczg¢ od przedmiotéw znanych, a wiec figur geome-
trycznych i dowolnego uktadu klockéw, krazkéw na tekturze
przylepionych, p6zniej przechodzi¢ do innych przedmiotéw,
np. ustawionych na listewce zotnierzykéw, roztozonych orze-
chéw, pdézniej zjawisk i t. p. Moze tu powsta¢ pytanie, dla-
czego palce zjawiajg sie tak poézno, wbrew temu, co widzimy
w bezposrednich, odruchowych czynnos$ciach dzieci i w historji.
Nauczanie nie jest obowigzane niewolniczo powtarzaé¢ nastep-
stwo faktéw historycznych, jakby to wypadato ze stosowania
bezkrytycznego t. zw. zasady biogenetycznej, ktéra gtosi, ze
oddzielna jednostka w swym rozwoju powtarza w skréceniu
przebieg procesu rozwojowego rasy, do ktdrej nalezy. Obser-
wacja ludéw pierwotnych i znajomos$¢ historji rachunkéw daja
wazne wskazéwki co do istoty zachodzacych w mys$li czto-
wieka proceséw, ale nie wymagaja niewolniczego podporzad-
kowania sie nastepstwu pewnych faktéw. Waznem jest stoso-
wanie metody odwzorowania jako jednej z dzwigni w powsta-
waniu poje¢ liczbowych, ale z tego nie wyplywa jeszcze



identyczno$¢ $rodkéw. Palce jako s$rodek pogladowy maja
wielkie znaczenie, o czem byla mowa wyzej, ale nie koniecz-
nie muszg by¢ punktem wyjscia. Zresztag nalezy o nich nie
zapomniec.

Stopien trzeci — odwzorowywanie w szeregu
specjalnie skonstruowanym (szereg Borna).

Celem, ktdry sobie tu postawi¢ mamy, jest nadanie zmy-
stowo wyraznego pietna charakterystycznego zbiorom o réw-
nej zawarto$ci. Zwyczajny szereg stanowi przejscie do tego
stopnia; w nim to nie jest tak widoczne, gdyz przy dos$¢ du-
zej liczbie uszeregowanych przedmiotéw trudno odrézniéc,
ktoéry zbiér jest wiekszy, a ktéry mniejszy. W ten sposéb
zuzytkowujemy doswiadczenie zwolennikéw zasady obrazéw
liczbowych. Uktadanie w tym szeregu pozwala wygodnie po-
rownywac¢ zawartos¢ dwoch réwnych zbioréw. Uzywamy
tutaj krazkéw tekturowych. Np. mamy zbiér atalek i orze-
chéw. Odwzorowujemy zapomocg krazkéw zbiér jeden i drugi.
Okazuje sie, ze otrzymujemy np. te sarng figure szeregu Borna
w pierwszym dziesigtku. Liczenia tu jeszcze niema, ale nic
nie staje na przeszkodzie, by nazywaé¢ figury Borna: dwojka,
trojka i t. p.

Takie nazwy nie utrudnig po6zniej przejscia do stow:
dwa, trzy i t. d., natomiast majg na oku wyrazenie stowem
zrodzonego juz w mysli dziecka pierwszego ujecia zawartosci
w postaci figur Borna, a wiec w postaci pierwszych przed-
stawien, ktére reprezentuja zbiory o jednakowej zawartosci.
Do tego dazy caty tu opisany proces. Przedstawie-
nia te, jak zobaczymy nizej, nie moga zawsze siega¢ wyraznie
poza pierwsza 5, ale stanowig wazny bardzo krok naprzéd
w kierunku abstrakcji.

Zrozumiata rzecz, ze nieumiejetne prowadzenie tego ro-
dzaju operacji moze dzieci nudzi¢, ale przeplatane zabawa,
rozmowg i innemi rzeczami, przy rozmaitosci zadan, figur,
rozmaitosci przedmiotéw odwzorowywanych, nudnem nie be-
dzie. By¢ moze, ze plan, tu naszkicowany, posiada wady,
ktére praktyka poprawi¢ moze, i luki, ktére moze uzupehnic;
ale mam to gtebokie przeswiadczenie, ze istota rzeczy osta¢
sie musi i jest pozyteczna. Jest do zyczenia, by mys$l tu
wyltuszczona byta rozwijana.

Powiedziatem powyzej, ze jeszcze niema liczenia po
przejsciu ostatniego stopnia. Musze tu sprawe te blizej wy-
jasni¢, gdyz moga powstaé¢ rézne watpliwosci z tego powodu,
iz poprzednio powiedzieliSmy, ze proces odwzorowania jest
zasadniczym momentem liczenia. Liczenie w rozwinietej swej
postaci zawiera trzy momenty: 1) odwzorowanie, 2) ujecie
treSci psychicznej skonczonego danego procesu odwzorowania,
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jako szeregu aktow uwagi, w pewng psychiczng catos¢ i 3) na-
znaczenie tej catosci stowem. Wada jest pojmowania liczenia,
jezeli ono tylko ten ostatni moment bierze pod uwage odra-
zu na poczatku mys$lenia arytmetycznego. Nie jest wada, ale
nawet koniecznoscig mys$li, jezeli to z pewnemi zastrzezeniami
stanie sie¢ po6zniej. Dwa pierwsze momenty w miare postepu
nauczania i rozwijania sie logicznych funkcyj umystu zostanag
zastapione, przemienia sie w tres¢ inna, do czego potrzebnag
bedzie okreslona konstrukcja mys$lowa, wyrazajgca sie w sy-
stemie pozycyjnym i zwigzanych 2z nim funkcjach mysSlenia.
Rzeczy te poprzednio juzeSmy omawiali.

Dobre nauczanie ma to do siebie, ze w ostatecznej ana-
lizie wyzwala przedewszystkiem wigecej swobodnej energji
ducha ludzkiego, jakkolwiek moze si¢ wydawac¢ pozornie kio-
potliwem. Uwazniejsze zajecie sie umystowos$cig dziecka w kaz-
dym kierunku jest jednym z warunkéw dobrego nauczania,
a tego witasnie pragniemy w tym rozdziale.



ROZDZIAL VI.

Teraz przejdziemy do nauczania w pierwszym roku w zwyk-
tej szkole elementarnej (dzieci szescio- lub siedmioletnie), ale
zanim na przyadkach zilustrujemy sam sposéb wyktadu, za-
stanowimy sie nad kilkoma waznemi kwestjami.

Przedewszystkiem zakres nauki. Nie moze on obej-
mowa¢ wiecej, jak liczby od 1 do 20. U nas, niestety, jesz-
cze trzeba zaznaczy¢, ze nigdzie zbytni pos$piech nie jest tak
szkodliwy dla catego rozwoju umystowego dziecka, jak w aryt-
metyce. Osiggane szybko pozornie dobre rezultaty sg zwodne,
wiedza jest nietrwala i nad wyraz mglista, wyuczona, skut-
kiem czego pOzniej tyle sie zjawia dzieci .niezdolnych” do ma-
tematyki, tyle nieprzyjemnych i préznych wysitkbw kosztuje
uczniéw i uczennice posuwanie sie za ,kursem”. Nie moze byc¢
watpliwosci, ze sprawdziany sg trudne, ale tylko niedoswiad-
czony i lekkomys$iny nauczyciel bedzie sige tu $pieszyt wtedy,
gdy troche wysitku z jego strony nada¢ moze przedmiotowi
pozadana rozmaito$¢, a uczniom dostarczy¢ trwatych podstaw.
Proces6w psychicznych przy$piesza¢ nie mozna; odbywajg one
takg sama ewolucje, mniej lub wiecej powolng, w réznych
osobnikach, jak wszystko na $wiecie. Powstawanie pojec¢ licz-
bowych, 6w kapitalny moment psychologiczny nauczania po-
czatkowego rachunku, jest rzecza powolng i trudng. Sama
wszak logika poucza, ze liczby np. pierwszego dziesigtka maja
fundamentalne znaczenie dla wszystkich dalszych operacyj aryt-
metycznych. Nie chcie¢ sie z tem liczy¢ przez $pieszenie sie,
to albo nie rozumie¢ zupeinie rzeczy, albo tatwowiernie dac¢
sie zwodzi¢ nietrwatej pamieci dzieciecego wieku. Juz dosSwiad-
czenie indywidualne poucza, ze nader czesto uczen, pozornie
tatwo dajacy sobie rade z rachunkiem na poczatku, pézniej
jakby stepiat catkowicie, — nie umie wzig¢é sie do prostych
rzeczy, nie umie mys$leé, ba, nawet nie czuje tego potrzeby.
W pierwszym roku stanowczo nie mozna przechodzi¢ wiecej,
sztuka za$ nauczania powinna polega¢ na tem, aby nuda nie



wchodzita do pokoju szkolnego, aby nauczyciel umiat zrobié
przediniot urozmaiconym i interesujgcym. Po$piech jest pozo-
statoscig dawnej dydaktyki mnemotechnicznej. Wszak dawniej
jeszcze predzej dochodzono do liczb duzych, i jak opowiada
jeden z historykéw, uczniowie zapominali dodawania, gdy byli
w trakcie, dajmy na to, dzielenia, co wcale nie budzitlo po-
dziwu. Jeszcze teraz, szczegO6lniej przy zajeciach z kilkoma
oddziatami, nauczyciel daje jednemu z tych oddziatéw dla ,,zu-
zytkowania czasu” kilka liczb decymetrowej dilugosci do do-
dawania. Oczywiscie, uczniowie siedzg ,,cicho”, ale czasu nie zu-
zytkowujg i pod wzgledem umystowym nie moga sie rozwijac.

Zapewne, jak na pierwszy rok, niematy to program (u nas
wobec domniemanej genjalnosci naszych dzieci moze i za maly!),
ale stosujac sie do zasady uczenia uczniéw, a nie przechodze-
nia programoéw, nauczyciel doswiadczony i trzymajgcy dion,
ze tak powiem, na pulsie klasy, zrobi tyle, ile bedzie mozna,
t. j. moze zrobi¢ mniej, a w nauczaniu indywidualnem
czasem wiecej *). Pamieta¢ zawsze nalezy, ze to sg podstawy,
rzeczy niezmiernej doniostosci dla catego gmachu matematyki,
ze tylko trzeba umieé szukaé¢, aby znalez¢ tu tyle zagadnien
wartosci zasadniczej, ze dziwi¢ sie tylko trzeba, jak ludzie dla
Slepego, mechanicznego wykonywania dziatan, dla pozornego
rwania sie w tym kierunku mtodziezy poswiecajg kwestje
wielkiej doniostosci dla zywej mysSli i rozwoju dnehowego tej-
ze miodziezy. Wszak maszyna rachunkowa zawsze sprawniej
bedzie liczyta, bo nie zna afektéow, nie ma zycia psychicznego
ani zmystow, ktére czasem mysl odciagajg w strone i powo-
duja omytki. Dla tego, kto obja¢ jest w stanie szersza dzie-
dzine nauki, jest zrozumialem, jakag warto§¢ ma pierwszy
i drugi dziesigtek. Nie trzeba do tego powolywaé sie az na
psychologje.

Jak wielkie znaczenie ma sprawa omawiana, dowodza
chociazby réznice w pogladach r6znych metodystéw na zakres
pierwszego roku nauczania. Pomimo jednakze tych réznic tyl-
ko nieliczni metodys$ci pozwalajg sobie na przekroczenie pierw-

) Wydaje mi sie naturalnem i nie obciglajgcem kursu w normalnych
warunkach nauczania indywidualnego wprowadzenie w catej rozciggtosci
mnozenia liczb przez 2, czyli podwajania, a wiec pierwszego stopnia £ zw.
tabliczki mnotenia. Zaréwno dodawanie liczb pierwszego dziesiatka, jak
i mnozenie ich przez 2 zamykajg sie w tym zakresie, i nie widze przeszkéd
Zadnych natury dydaktycznej, ktéreby nie pozwalaly wprowadzi¢ podwajania.
Rozréznianie liczb drugiego dziesigtka wobec ostabienia pogladowosci jest
juZ wiecej sprawag formalng, a tem samem dodanie przynajmniej jednego
z takich kryterjéw odrézniania moZe by¢ potyteczne. Wprowadzenie mno-
zenia pocigga za sobag pojecie o dzieleniu, znajdywaniu potéwek, ¢wiartek,
a takZe o rozréznianiu liczb parzystych i nieparzystych.



szych 2 dziesigtkéw, wiekszo$¢ obstaje za nieprzekraczaniem,
a nawet pozostawaniem w obrebie I-go dziesigtka.

W rozdziale niniejszym omoéwimy nieco blizej liczby z za-
kresu od 1— 20, aby w ton sposéb da¢ przyktad, jak prowa-
dzi¢ nalezy nauczanie w tym zakresie. Znajdzie tu czytelnik
tylko krotki szkic; uczacy powinien sam uzupetni¢ ten wykitad,
jak roéwniez zastosowaé¢ ogdilny bieg do innych liczb pierw-
szego dziesigtku.

Wezmy na poczatek np. liczbe 4 z pierwszej piatki.

Stopien I. a) Na przedmiotach otaczajgcych
wprowadzamy liczbe 4 w zwigzku z dziataniami: 3-f-1 i |-f-3.

Przystepujac do monografji oddzielnej liczby, jezeli chce-
my by¢é w zgodzie z tem, co bylo powiedziane poprzednio,
musimy zaczg¢ od zagadnienia poruszajgcego umyst uczni, in-
teresujgcego ich. W ten spos6b najlepiej uczynimy zado$¢
wymaganiom zaréwno stopni formalnych, jak i naturalnego
procesu mys$lenia. Majac zamiar wprowadzi¢ do zaje¢ szkol-
nych nowg liczbe, nauczyciel obmys$la sobie zagadnienie, wzigete
z zycia dzieci, ze sfery ich przecietnych zainteresowan i za-
baw. Oczywiscie, powinien przynies¢ do szkoty odpowiednie
przedmioty, uzywane przez dzieci w zabawach albo tez znaj-
dujace sie w codziennem ich uzyciu lub dobrze im znane.
Do takich przedmiotow moga naleze¢ np. butki, pieniadze, kre-
gielki i t. p. Nauczyciel musi przytem obserwowaé zabawy
dzieci, a nawet sam odpowiednich zabaw nauczyé¢. Tylko taki
punkt wyjscia jest godny polecenia, poniewaz tylko wtedy
przedmiot omawiany przez nauczyciela moze mie€ realng war-
tos¢ dla ucznia, a wiec pobudzi¢ naprawde jego mys$l. Rzecz
jasna, ze najlepiej bytoby, aby zadanie nie byto ,zadane", zeby
samo niejako wyszto z zaje¢ dzieci, ale, jak to juz moéwiliSmy,
takie postawienie rzeczy moze by¢ wykonane tylko w warun-
kach szkolnych odpowiednich i daleko odbiegajacych od dzi-
siejszych. Im milodsze sa dzieci, tem liczenie sige z gtebszem ich
zainteresowaniem naturalnem jest wazniejsze. Mozna czasem
zamiast przedmiotéw uzy¢ tablicy kolorowanej, przedstawiajacej
jakas$ bliskg dzieciom scene z zycia, a wtedy nastepujgce nizej
punkty, nalezy przestawi¢, wysuwajgc d) na czoto. Przy oma-
wianiu 4 moznaby np. zacza¢ w ten sposéb: Nauczyciel przy-
nosi do klasy 2 klatki z kanarkami: w jednej 3, aw drugiej 1.
Stawia te klatki na miejscu widocznem i pyta sie, ile kanarkéw
jest razem w obu klatkach. Poruszajgce sie, zywe przedmioty
bardzo interesujg dzieci. By¢ moze, taki przyktad w danych
warunkach jest niewykonalny, wtedy, oczywiscie, mozna uzy¢
innego. Rzecz gtébwna polega na tem, by nie zaczyna¢ od
teoretycznych przyktadéw pomimo ich pogladowosci, lecz od



rzeczy poruszajacych uczuciowg strone i wogdle gtebsze struny
dzieciecej duszy.

Potem moga nastgpié inne przyktady konkretne. Np.
ile st ma n6g? Liczymy: 3 i jeszcze jedna. Razem 4. Tak
samo Np.. ile pokdj ma Scian? ile katow? ile ksigzka rogow?
ile razy uderze w stot? i t. d. Nauczyciel moze jeszcze przy-
gotowac¢ szereg przedmiotow, w ktérych wystepuje liczba 4,
np. skrzypce maja 4 struny, 4 kotki, tabliczka szyfrowa jest
otoczona 4 deseczkami i t. p. Dalej nauczyciel rysuje na ta-
blicy r6zne przedmioty, w ktérych wyraznie zaznaczy¢ mozna
liczbe 4, np. czworokat, kon, schodki i t. d. Tak samo usu-
wamy z danego zbioru 4 przedmiotéw jeden z nich. Np.: Oto
4 patyczki. Wezme jeden. Ile zostato?

b) Na przyrzadzie i palcach. lle widzicie kraz-
kéw na przyrzadzie? Dokladam (dodaje) jeszcze jeden (czer-
wony). lle razem? Wezme stad jeden, ile zostalo? A stam
tad, ile zostatlo? Uczniowie robig podobnez operacje sami na
przyrzadzie i jezeli sag odpowiednie tabliczki, uktadajg na nich
krazki tekturowe.

Schowajcie palec duzy u reki lewej. Nauczyciel poka-
zuje sam manipulacje (odwracajagc diton ku sobie). Ille pal-
coéw zostato? Schowajcie wskazujagcy. He zostalo? Uczniowie
dalej wykonywajg te rzeczy sami na zapytanie nauczyciela.

o) Rysowanie kotek i kresek. Narysujemy 3
kotka. Nauczyciel sam rysuje na tablicy w takiej postaci, jak
na przyrzadzie znajduja sie krazki. Dorysujemy jeszcze jed-
no. lleSmy otrzymali? To samo z kreskami w szeregu zwy-
czajnym.

d) Rozpatrywanie obrazkédw w ksigzeczkach.
Obrazka tu nie podaje, ale tatwo zrozumieé, ze tres$¢ jego jest
tak utozona, aby zawierata przedmioty w liczbie réwnej 4 lub
mniejszej niz 4. Przedmioty sa potaczone w catos$¢ zywa, ilu-
strujaca jaki$ moment z zycia cztowieka lub przyrody. Moga
byé réwniez oddzielne przedmioty (mate obrazki) w odpowied-
niej liczbie.

Rozrézniamy przyktady konkretne i zada-
nia. Jezeli pokazuje przedmioty i zapomoca rak Ilub przy-
rzagdu jednoczesnie moge uzmystowi¢ samo dziatanie — jest to
przyktad konkretny. Jezeli za$ daje pytanie, w ktére
wchodzg oddzielne przedmioty znane dzieciom w pewnej licz-
bie, i trzeba wykona¢ dziatanie tylko w my$li, mamy zada-
nie konkretne.

Przy kazdej liczbie w monograficznem jej traktowaniu
wystepuje szereg dziatan, ktére trzeba przerobi¢ dla catkowi-
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tego poréwnania tej liczby z poprzedniemi. Przy czwdrce
mamy nastepujace dziatania:

3+1, 4 — 1
2+ 2, 4-2,
1+ 3 =~ B8

i

Dziatania te stanowia tres¢ przyktaddéw i zadan na 4 i po
winny by¢ przechodzone w pewnym porzadku. Poniewaz uzy-
wane przez nas na tym stopniu 2 dziatania moga by¢ zrozu-
miane jasniej wtedy, gdy je poréwnywamy ze soba. nalezy na
poczatku jednoczes$nie przechodzi¢ odpowiednie przyktady z do-
dawania i odejmowania. To jedno. Dalej, dla uwypuklenia
prawa przemiennosciowego, przykitad réznigcy sie od poprzed-
niego tylko przestawieniem sktadnikéw, powinien by¢ trakto-
wany zaraz po nim. Z tego wynika, ze powyzsza tabliczka
w celu przystosowania jej do powyzszych wymagan, winna
by¢ przeksztalcona w ten sposoéb:

3+114 —1,
1+ 31 4— 3,
2+ 20 4-2,

4 — 4,

Co sie tyczy dziatania ostatniego: 4 — 4, to odpowiedzig
nan w przyktadach konkretnych jest: .nic si¢ nie zostanie’,
poézniej przez skrécenie ,nic".

W monografji liczb pierwszej 5 wprowadzamy kazda liczbe
przez dotgczenie jednosci do poprzedniej. Tem sie odréznia
ona od monografji liczb drugiej piatki, gdzie, jak to juz byto
wyzej nadmienione, uzyjemy innego sposobu, biorac za pod-
stawe 5. Tak samo, jak przerobiliSmy powyzej na kon-
kretnych przyktadach jedng paredziatan: 4+1 i 4— 1,
nalezy przerobi¢ pozostate: 1+ 8 i 4— 3, 2+ 2 i 4— 2 oraz
4 — 4. W ten sposb6b przerabiamy pierwszy moment z tych,
ktére nalezy uwzgledni¢ przy przejsciu od .liczby konkret-
nej” do .abstrakcyjnej”,) jak to byto zaznaczone wyzej. Na
tem jednakze, co powiedziane zostalo, nie konczy sie ten mo-
ment. Nauczyciel powinien sie stara¢ doprowadzi¢ ucznidéw
do tego, aby dziatania, wykonywane przez nich w obecnosci

i) Musze tu nadmieni¢, ze w matematyce takie odr6éznianie nie jest
wihasciwe, pdyz nauka ta nie posiada innych liczb,jak tylko abstracyjne. Po-
dziat powyzszy jest wywotany potrzebami natury dydaktycznej w danym
przypadku.



przedmiotéw znajdujacych sie w klasie byly wykonywane moz-
liwie predko. Dalej, winien unika¢ pewnego statego nastep-
stwa dziatan, zeby usungé niewtasciwe zastosowanie pamigci.
Np. zamiast zacza¢ od przykiadu na 2 -f- 2, moze to zrobié
wychodzagc z 4 — 2 i t. p. POzniej, gdy zauwazy, co zresztg
dos¢ predko nastepuje, ze dzieci dajg odpowiedzi pewne i do-
sy¢ szybkie, wcale nie stosuje tgcznosci wspomnianej dziatan,
lecz daje przyktady luzne. Takie postepowanie jest potrzebno,
aby przej$¢ do nastepnego momentu. Zanim sie jednakze do
niego przejdzie, dobrze jest zapozna¢ dzieci z miarami zwiag-
zanemi z dang liczbg przez bezposrednie uzywanie tych miar.
W danym przypadku moze by¢ précz zwyklego mierzenia dtu-
gosci zastosowany np. garniec i kwarta. Nie jest stratg czasu,
jezeli dzieci doswiadczalnie sie przekonajg o zawarto$ci garnca
przez bezposrednie jego wymierzenie kwartg. W ten sposéb,
chociaz potrosze, w sposéb w warunkach nauczania dzisiejszego
mozliwy, wejdzie pedagogicznie doniosty czynnik wytwa-
rzania liczby, wydostawania jej z rzeczy nie bedacych
zbiorami przedmiotéw jednorodnych, a wiec poniekad jej za-
stosowania gtebszego. Z drugiej strony, po przerobieniu przy-
ktadéw nauczyciel nie powinien zapomina¢ poréwnania doktad-
niejszego liczb wedtug poje¢ ,wiekszy”, ,mniejszy”, ,réwny”.
Te pojecia stanowig uzupetnienie ujecia liczby, sg najpierw
zwigzane z konkretem, pdOzniej réwniez wediug formuty: P+R
przeksztatcajg sie dalej i oddzielajg od bezposredniego zwigzku
z konkretem. To samo dotyczy takich dziatan, jak: .dotacza-
nie”, ,doktadnie”, ,odsuwanie”, ,odejmowanie” i t. p.

Gdy sie teraz przyjrzymy blizej opisanemu powyzej spo-
sobowi postepowania, bez trudnos$ci zauwazymy, ze rozwdj po-
stepowania tego przy nauczaniu jest zgodny ze stopniami for-
malnemi. Rzeczywiscie, najpierw zaczynamy od przyktadu,
ktéry pobudza energje umystowg dziecka, budzi jego ciekawos¢,
a wiec stanowi najlepsze przygotowanie do wprowadzenia no-
wego przedmiotu: liczby 4. Nastepnie na réznych przyktadach,
zapomocg réznych $rodkéw pogladowych przedstawiamy te
liczbe. Potem pogtebiamy jej znajomos$S¢ przez przerobienie
réznych zawartych w niej dziatan, a wiec przez wszelkie moz-
liwe poréwnanie jej z poprzedniemi. taczymy jg z poprzed-
niemi. Gdy to jest wykonane, usuwamy pewne zwigzki, czyli
stale potaczone ze sobg grupy przykiadow, a wiec uniezalez-
niamy dziatanie jako takie od innego i mozemy wprowadzi¢
systematycznie nastepujgce szeregi: 3+ 1, 2+ 2 i 1+ 3;
*— 1, 1— 2, 4 — 3 i 4— 4. Wkoncu na przyktadzie mie-
rzenia stosujemy do przedmiotéw nie bedacych zbiorami.

Powyzszy szereg rozwija sie zupeinie naturalnie i nie po-
siada nic sztucznego. Jezeli nauczyciel wspomniany schemat



bidzie jasno miat przed oczami i przygotuje odpowiednio przy-
ktady, starajac sie nie Spieszy¢, ale rzecz urozmaicaé, nie po-
peini zadnego btedu dydaktycznego, jakkolwiek, powtarzam

jeszcze raz, nalezy by¢ zawsze dalekim od pedantorji i liczy¢
sie z danemi warunkami.
Stopien IlI. Przechodzimy teraz do zastosowania zadan

konkretnych, t. j. do uzywania przedmiotéw nieobecnych w kia
sie. Zaczynamy, jak to byto wyjasnione wyzej, do przedmiotéw
dobrze znanych dzieciom z dos$wiadczenia. Rzecz jasna, ze na
poczatku znowu bierzemy takie zadania, w ktdrych bedg wcho-
dzity przedmioty interesujgce blizej dzieci. Mozna wiec uzy¢
tych samych przedmiotéw, od ktérych zaczeto w powyzszym
cyklu, ale, oczywiscie, bez pokazywania ich. W ten sposéb
z liczbg wigze sie juz nie wrazenie bezposrednie, ale wspo-
mnienie przedmiotéw znanych. Tres¢ konkretna jest, ze tak
powiem, biedniejsza. Przerabiamy w tej samej kolei, co poprzed-
nio, ten sam szereg dzialan, przyczem mozemy sie postugiwac
w rachunku przyrzgdem, a dzieci wspomnianemi tabliczkami
lub palcami. Czytelnik z tatwos$cig zauwazy ze to postugi-
wanie sie réznemi przyrzadami jest zwigzane z procesem od-
wzorowania, ale nieco zawilszym i zmodyfikowanym, bo przed-
miotéw, o ktérych mowa niema pod reka, sg tylko zastepujace
je zbiory krazkéw lub palce. Tu jeszcze raz widzimy, jakie
gtebokie znaczenie ma proces odwzorowywania. Nauczyciel sie
stara (i to jest cel tego stopnia) doprowadzi¢ do tego, by dzieci
dawaty odpowiedzi bez pomocy przyrzadéw. W ten sposéb
proces liczenia pamieciowego, wyobraznia u jednych, kolejne
powtarzanie liczebnikéw (a wiec swojego rodzaju odwzorowanie)
udrugich dzieci usamodzielniajg sie, odrywajg od konkretu. Rzecz
jasna, ze zastosowanie jest zawsze tem samem, ze moga tylko
modyfikowa¢ sie przedmioty mierzone lub wazone, ale zawsze
sg to przedmioty obecne. Z tego wynika, ze nie koniecznie
powinno ono wystepowa¢ zawsze na koncu, moze niem prze-
plata¢, tak samo jak zadaniami na liczby mniejsze, wszystkie
wykonywane w tym stopniu zadania konkretne. Tutaj czytel-
nik widzi, na czem polega brak pedanterji przy stosowaniu
stopni formalnych. Waznem jest dalej, by nauczyciel zwracat
uwage na pewne uporzadkowanie przedmiotéw, przechodzac
od wiecej znanych do rzadziej spotykanych w dos$wiadczeniu
dzieci, nawet od tatwo przystepnych dla wyobrazni do przed-
miotéw wiekszych, np. od kréw, koni i t. p. do kawatkéw pola,
do odlegtosci wiekszych od mniejszych. Takie uporzgdkowanie
pozornie zbyteczne i drobne ma tez swoje znaczenie. Ten
stopien wogéble nie zajmie tyle czasu, co poprzedni, ale nie
zawsze tak sie moze zdarzy¢. Jezeli dzieci bez pomocy przy-
rzadéw daja odpowiedzi przy zastosowaniu réznych przedmio-

Nfcakft m*Um *tyki poczatkowej. *



téw, mozna iS¢ dalej. Oczywiscie 4 jest tak matg liczba, ze
w calosci nie zajmie duzo czasu, ale zawsze pamieta¢ nalezy
0 wadach zbytniego pospiechu.

Stopien 11l. Gdy poprzednie zadania z przedmiotami
znanemi z doswiadczenia doprowadzity do postawionego po-
wyzej celu, przechodzimy do stosowania tejze drabinki dziata¢
w kolei tej samej, co poprzednio, do zadan z przedmiotami zna-
nemi nie z bezposredniego doswiadczenia, lecz z opowiadania
lobrazka lub tez takiemi, kt6re przekraczajg swemi wymiarami
zwykte przedmioty otoczenia. W razie, gdy jakie$ dzialanie
sprawia trudnos$ci uczniowi, staramy sie najpierw da¢ z teiniz
liczcbami zadanie, w ktérem beda wchodzity przedmioty po-
przedniego zakresu. Dopiero pézniej, gdy to nie doprowadzi
do rezultatu, udajemy sie do pomocy przyrzadéw lub palcy.
W kazdym razie nalezy tu zauwazy¢, ze to ostatnie wskazy-
watoby na brak gruntowego przerobienia poprzedniego, stop-
niowanie bowiem, ktérego tu uzywamy ma na celu nie tylko
przygotowanie pojecia odnos$nej liczby, ale tez danie dostatecz-
nego czasu i materjalu wszechstronnego do ¢wiczen, zmierzaja-
cych w ostatecznym celu do zmechanizowania dziatania. Ni-
niejszy stopien jest ostatni, w ktérym uzywamy jednorodnych
zbioréw. Obserwacja psychologiczna poucza, ze dzieci, ktére
umiejg wykonywaé rachunek ze zbiorami przedmiotéw jedno-
rodnych, czesto nie sg wstanie zrobi¢ tegoz z przedmiotami
niejednorodnemi. Z tego wynika, ze stopien trzeci powinien
juz da¢ dostateczng wprawe w danym rachunku, zeby poézniej
ta nowa trudnos$¢ tatwiej sie data zwalczyé. Zastuguje na tym
stopniu na uwage okoliczno$¢, ze tutaj przy sprawdzaniu ra-
chunku, w razie trudnosci tegoz dla ucznia z jakichkolwiek
powodow, proces odwzorowania odbywa sie catkowicie w mysli,
ze juz sie oderwal od konkretu, stat sie zjawiskiem wytacz-
nie wewnetrznem. Znaczenia tego faktu nie mozna niedoce-
ni¢, stanowi on bardzo wazne przej$cie do operowania liczbg
jako .rzeczg samag w sobie*. Czytelnik widzi, ze w nauczaniu na-
wet tak pozornie prostych rzeczy moze istnie¢ i istnieje do-
prawdy szereg gtebokich zagadnien psychologicznych, ktére
szczegOblniej sa wazne wtedy, gdy nauczanie jest masowe, w kla-
sie, gdy mamy uczniéw o réznych zdolnosciach, gdzie tak czy
owak trzeba sie stara¢ nauczy¢ mozliwie wszystkich. Stopnie
formalne obecnie réwniez nie majg w catej rozciggtosci swego
znaczenia, co jeszcze raz wykazuje wzgledng ich wartosé.

Stopien 1IV. Przechodzac do zadan z niejednorodnemi
przedmiotami nalezy sobie zda¢ sprawe przedewszystkiem z te-
go, ze mamy do czynienia z nowym momentem psychologicz-
nym, z usunieciem ostatniej przeszkody na drodze do tej mozli-
wej abstrakcji, ktérg osiggna¢é mozna z dzieémi w tym wieku.
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W poprzednich trzech grupach zmienialiSmy przedmioty liczone
zarobwno pod wzgledom ich tresci konkretnej jak i jasnosci tej
tresci, ale zawsze pozostawat znamiennym jeden fakt, miano-
wicie jednorodnos$¢ tych przedmiotéw. Obecnie usu-
wamy te ograniczenie, ale dlatego wiasnie, ze jednorodno$¢ po-
wtarzata sie we wszystkich poprzednich stopniach, nalezy prze-
biec w krétkosci wszystkie dziatania z usunieciem jednorodnosci
z przedmiotami nalezgcemi do katdego z 3 powyzszych stopni.
Wiec najpierw zaczniemy dawac¢ przyktady, w ktérych bedziemy
uzywali réznych przedmiotéw otoczenia, potem przedmiotéw
znanych dobrze z doswiadczenia, a nastepnie nalezacych do trze-
ciego stopnia. Niepotrzebne tu jest pedantyczne przerabianie
powtérne, w catej kolejnosci, powyzej zaznaczonej drabinki
dziatan, gdyz gtéwny cel nie polega na wprawie w rachunku,
ktéra nalezy osiagna¢ w dostatecznym stopniu poprzednio, a na
usunieciu przeszkody natury czysto konkretnej. Jak tylko na-
uczyciel sie zorjentuje, ze dzieci dajg szybkie odpowiedzi na
zadanie z przedmiotami drugiego stopnia, - przechodzi do na-
stepnego. Tu, jak i wszedzie w nauczaniu, nie mozna powie-
dzie¢, ze co$ sig ma robi¢ koniecznie tyle a tyle dni albo ty-
godni, gdyz nie mozna nigdy przewidzie¢ r6znych specjalnych
okolicznosci w jakich sie znajdzie nauczyciel, okolicznosci za-
leznych zaréwno od jakos$ci uczniéw, od licznosci klasy, jak
od catego szeregu innych warunkéw nauczania. Nieraz w ofi-
cjalnych podrecznikach metodyki na Zachodzie (u nas np.
u W. Krzanowskiego w jego ,Przewodniku metodycznym do
nauki rachunkéw?”), szczeg6lnie w Niemczech, podane sa odpo-
wiednie przeciggi czasu wyznaczone dla przejScia okreslonego
pensum kursu. Jezeli rzecz ta dotyczy wigkszych przeciagéw
czasu (np. miesigc), z pewnych praktycznych wzgledéw moze
by¢ uznana za witasciwg, gdyz daje nauczycielowi pewng wska
zo6wke, nieraz pozadang, szczegOlniej dla nauczycieli miodych
i nie umiejgcych jeszcze liczy¢ sie z czasem i wyczuwaé po-
stepébw swych uczni. Niektérzy z nich albo zbytnio sie $piesza,
albo tez zabardzo opézZniajg przechodzenie kursu, co zalezno
jest od indywidualnych wiasciwosci nauczyciela, a nawet od
umiejetnosci zadawania pytan i oczekiwania oraz wydobywania
odpowiedzi. Ale, jezeli wskazania podane dotycza dni, bardzo
czesto mijaja sie z rzeczywistoscig i dlatego sa niepraktyczne.

Z drugiej strony gtéwnag rzeczg jest zawsze uczenie ucz-
niéow, nie przechodzenie programoéw. To ostatnie moze byc¢
celem tylko w nauczaniu liozagcem gtéwnie na pamieé, nie zas
na wszechstronny rozwdj i samodzielno$¢ ucznia. Nauczyciel
musi mie¢ gwiazde przewodnig w postaci jasno rozumianych
zasad nauczania, do$¢ obycia sie praktycznego z dzie¢mi i tyle
inteligencji oraz zmystu obserwacyjnynego, zeby umieé¢ przy-
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stosowaé sie najlepiej do warunkéw i wydoby¢ z nich maxi-
mum pozytku dla ucznibw. Jest sprawa niezmiernej donios-
toSci dobre ksztatcenie nauczycieli, ktdrzy zaréwno ze wzgledu
na swo@j osobisty honor, jak przedewszystkiem na wielkos¢
sprawy, do ktdrej sa powotani, powinni dba¢ o swdj wiasny
rozwdj umystowy, o doskonalenie sie stale w swym zawodzie.
Zycie nie da sie podzieli¢ na fragmenty, nie da sie ujagé w biu-
rokratyczne przepisy. Zywy do niego stosunek, ujmowanie
syntetyczne jego drgajacej catosci wymaga zywego cztowieka,
calosci jego zywej duszy, ktéra jedynie w stanie jest te catos¢
ujg¢. Jesli do nauczyciela wotamy w imie Swietosci jego obo-
wigzku, aby nie zapomniat o ksztatceniu samego siebie, nie mniej
tez stawia¢ musimy jako naczelny obowigzek wszelkich czyn-
nikbw miarodajnych utatwienie nauczycielowi tej jego moral-
nej i rozumnej 'tendencji, bo kazda wartos¢ duchowa nauczy-
ciela zamienia sie na kapitat spoteczny nie mijajacej trwatosci
w duszach dzieci.

Czytelnik wybaczy mi te matg dygresje, gdyz nie jest
ona bez wartosci dla pojmowania zasad metody. Bylbym
w sprzecznosci z gtdbwnemi zasadami tej ksigzki, gdybym od
czasu do czasu nie wyjasniat pewnych rzeczy nie zupetnie u nas
popularnych i w ten sposéb nie usuwat mozliwych nieporozu-
mien. Pedagogika nie sklada sie z niezaleznych od siebie dzie-
dzin: zagadnienia wychowania i nauczania sa w najscislejszym
ze soba zwigzku, a zwigzek ten przedewszystkiem powinien
sie realizowa¢ w duszy nauczycielskiej.

Na czwartej grupie konczy sie stopien konkretny kazdej
monografji oddzielnej liczby. Ostatnia grupa jest przejSciem
do nastepnego stopnia—abstrakcyjnego, gdzie wystepuja przy-
ktady oderwane.

Stopien Y. Przyktady te przedewszystkiem na tym po-
ziomie stluza do ostatecznego zmechanizowania odpowiednich
dziatan, stanowig kamieh prébny calej poprzednio wykonanej
pracy. Nauczyciel winien dazy¢ do tego z cata usilnoscia, gdyz
tylko zupetnie pewne i szybkie odpowiedzi da¢ moga gwa-
rancje, ze wysitki jego nie poszty na marne. Najpierw kolej-
no$¢ wybrania oddzielnych dziatan musi by¢ taka sama, jak
poprzednio, p6ézniej za$ nastgpi¢ winny ¢wiczenia z dowolnemi
przyktadami danego zakresu, oczywiscie przeplatane przez po-
przednie przyktady z mniejszego zakresu liczbowego. Rzecz
jasna, ze przytem wszystkiem réwniez nie nalezy zupeinie za-
niedbywaé¢ zadan, miar i t. p., gdyz nie trzeba rozumieé¢, ze
tak powiem ,szufladkowo” wspomnianych grup: w ciggu pracy
nad kazda z nich majg zupetne prawo obywatelstwa nalezace
do poprzednich przyktady i zadania. Ozywia to wyktad przez



urozmaicenie, a jednoczes$nie stuzy do powtdrzenia poprzed-
niego.

Gdy nauczyciel przekonat sie, zc dzieci juz panujg nad
4, przechodzi do 5, przy ktdérej powtarzajg sie w tejsamej
kolei zarbwno wspomniane grupy, jak wogodle sposéb ich trak-
towania. Wiasciwie kazda liczba précz ogoélnych wiasnosci
posiada jeszcze swoje indywidualne, ktére w wyktadzie nalezy
uwzgledni¢. Te indywidualne wilasnosci moga dotyczy¢ kon-
kretébw zwigzanych z liczbg albo zasadniczych spraw wewnetrz-
nych. Np. liczba 5 z jednej strony wigze sie w takim waznym
dla poczatkowego rachunku konkretem, jak reka, a z drugiej
jest podstawg do 'tworzenia sie pierwszegopojecia systemu
pozycyjnego; liczba 3—z pewnemi miarami stale uzywanemi,
jak sazen i tokie¢, a 7 — z dniami tygodnia i t. p.

Konczac pigtke, nalezy przystosowac sie do jej wlasnosci
i podkresli¢ ja jako calos¢, do czego nie matlg pomoca moze
by¢ uzupetnienie w postaci takich konkretéow, jak ,pies¢”,
moneta pigeciokopiejkowa, zwigzanych razem 5 patyczkéw i t. p.

Juz powiedzieliSmy wyzej, ze sposéb uczenia liczb pierw-
szej pigtki musi by¢ inny, niz drugiej. Wobec tego musimy
tutaj wzig¢ roéwniez z tej dziedziny jeden przykitad, przyczem
zwrécimy uwage gtéwnie na te rzeczy, ktéremi sie rézni trak-
towanie liczb drugiej pigtki w poréwnaniu z pierwsza. Wezmy,
np. liczbe 7.

Dziatania z tg liczbg dadza sie utozy¢ w nastepujgce
szeregi:

6 + 1, 7- 1
5+2, 7-2,
<+ 3 7- 3
3+ 4, 7- 4
2+ 6 7-5,
1+ 6 7- 6

7- 7,

Te dziatania grupujemy tak, ze

5+ 2, 77— 2,
2+ 5 7— 5,

stanowig pierwsze dziatania, z ktérych wychodzimy;
6 1, 7= 1,

1+ 6, 7-6,
stanowig druga czworke dziatan;

4+ 3, 7-3,

3+ 4, 77— 4,

oraz 7 — 7 sa kolejno ostatniemi wykonywanemi dziataniami.
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Takie uszeregowanie, zupeinie tak samo jak powyzej, stosuje-
my we wszystkich wspomnianych (I, II, I1l, IV i V) 5 stopniscb.
Punktem wyjScia zgodnie z tem, coSmy powiedzieli na poozatku
monografji 4, powinno by¢ zadanie w ten lub inny sposéb zy-
wiej interesujgce dzieci. Np. tutaj takim punktem wyjscia
moze by¢ zadanie dotyczace dni w tygodniu, niedzieli i t. p.
Wezmiemy np. zadanie takie. Dzi$ jest piatek; ktoéry to dzien
w tygodniu? Dzieci licza - piaty. Jak sie nazywa dzien ju-
trzejszy? Sobota. Po sobocie nastepuje jaki dzien? Niedziela.
Na niedzieli konczy sie tydzien, wiec ile dni zostalo do kohca
tygodni, a ile przeszio? Teraz gtébwne pytanie: ile ma tydzien
dni? Rzecz zrozumiata, ze moze sie zdarzy¢ taki uczen (dos¢é
czesto nawet), ktdry na to pytanie nie da odpowiedzi. Na
tej trudnosci polega witasnie, miedzy innemi rzeczami, wazna
wiasciwos¢é punktu wyjscia, o czem nauczyciel winien pamietac.
Jezeli zaczynamy od zadania, w ktérem wystepuja przedmioty
nie nalezagce do pierwszego kolejnego ugrupowania, t. j. nie
bedace przedmiotami otoczenia, robimy to wiasnie celowo dla-
tego, aby wzbudzi¢ poczucie trudnosci i zwigzane z niem my-
Slenie. Rzecz jasna, ze trudno$¢ nie jest tutaj wielka i ze
wkrétce, gdy zajdzie potrzeba, bedzie pokonana przez odwo-
tanie sig do konkretow i odwzorowanie, ale wtasnie na tem
umiarkowaniu w doborze trudnosci, nie na unikaniu icb, po-
lega jedna z cech sztuki nauczania. W pierwszej 5 byto to
mniej wlasciwe ze wzgledu na mate obycie sie dzieci z liczbg,—
tutaj jest mozliwe, wykonalne i odpowiednie. Nastepnie pierw-
sza grupe przyktadéw konkretnych przerabiamy, jak powyzej,
trzymajac sie stopni formalnych, a dalej zachowujemy wska-
zania podane przy monografji 4.

Przy dziataniach w zakresie 7, jak i we wszystkich licz-
bach drugiej 5, wystepuje jeden bardzo wazny moment, na
ktéry trzeba baczng zwréci¢ uwage. Przypusémy, ze mamy
do wykonania nastepujacy przyktad (na poczatku oczywiscie
konkretny): 4 -f- 8 7. Poniewaz punktem wyjscia jest dla
nas nie 6 -|- 1, ale 5— 2, poniewaz uwazaliSmy za potrzebne
pierwsza 5 przyja¢ za pewng catos$¢, wiec i podobne przyktady,
jak powyzsze, nalezy wykonywaé¢ w odniesieniu do tej 5, co
bedzie c¢wiczeniem przygotowawczcm do podobnych d¢wiczen
w zakresie 2-go dziesigtka i nastepnych liczb. Dlatego szu-
kamy dopetnienia 4 do 5 na zasadzie znanej rzeczy: 4-j- 1= 5;
potem rozktadamy 3 na 1-f-2 i wykonywamy dopetnienie,
wobec czego 4 -j—3 zamieni sie¢ na 5-f 8, t. j. sprowadzi sie
do przyktadu zasadniczego. Moze sie wydac, ze to jest utrud-
nianiem zagadnienia, ze lepiej jest na pogladzie bezposrednim
przekona¢ sie o wartosci sumy 4 -}- 3. Jezeli jednakze jasno
sobie zdamy sprawe z tego, ze po6zniej przy dodawaniu np.



7 do 8 bedziemy musieli zastosowa¢ ten sam sposéb i ze po-
wyzsza przerébka zupetnie naturalnie da sie zilustrowaé¢ na
przyrzadzie o dwubarwnych krazkach, to sprawa ta przedstawi
sie nam wiasciwie. Na wspomnianym przyrzadzie najpierw
nauczyciel ktadzie 4 i 3 obok siebie r6znemi barwami, potem
jedng z kulek odwraca, przyczem nastepuje zmiana barwy
i mamy 5+ 2.

Potrzebne sg tu dwa dziatania w postaci dopetniania i roz-
ktadania, ktére sg dobrem ¢wiczeniem na liczby nizszego za-
kresu, a z drugiej strony patrzebna tez jest inna wilasnos¢
sumy, wyrazajgca sie w formule: zeby doda¢ sume mozna
pokolei dodawac¢ jej sktadniki. Otéz, na te dwie
rzeczy nalezy uprzednio przy 6 i nawet wczes$niej zwroécic
uwage. Np. w takiem zadaniu z nizszego zakresu fakt ten
znajdzie swoje zilustrowanie. U Janka byto 2 gruszki, ciocia
data mu 1 i wujaszek tez 1. lle ma teraz gruszek? Takie za-
danie mozna robi¢ albo kolejno dodajac sktadniki I'ii, albo
tez odrazu ich sume. Czytelnik, ktéry zdaje sobie sprawe ze
znaczenia tego faktu dla catej nastepnej nauki rachunku, zro-
zumie jego wartos$¢ tutaj i konieczno$¢ odnosnych ¢éwiczen. Bez
nich, bez zastosowania tej wilasnosci dodawania w malym za-
kresie i w ten sposéb odpowiedniego przygotowania dzieci,
poézniejsze dodawanie liczb wiekszych wisi w powietrzu. Wszak
przy dodawaniu liczb dwucyfrowych stosujemy na kazdym
kroku te wilasnos¢ sumy, a to stosowanie musi sie oprzec
o trwaty grunt ¢wiczeh poprzednich w mniejszym zakresie
liczbowym.

Takie postepowanie jest zgodne z wymaganiami zasady
indukciji, o ktérej tyle moéwiliSmy wyzej. W nauczaniu, jak
w zyciu $wiadomego cztowieka— nasze dzisiejsze postepowanie
nie tylko jest skierowane do zaspokojenia potrzeb obecnych,
ale ma w jasnem polu widzenia dzien jutrzejszy i catlo$¢ zycia.
Takie nauczanie rozwija umyst i jest jednym z czynnikéw
ksztalcagcych charakter cztowieka.

To samo, cosmy powiedzieli w odniesieniu do dodawania,
da sie zastosowa¢ w catosci do odejmowania. Tutaj toz kazdy
przykitad i zadanie mozemy robi¢ przez posrednictwo 5. Np.
mamy odjgé: 7— 4. Dopetniamy 5 do 7, rozktadamy czworke
na 2+ 2, odejmujemy dwodjke i nastepnie od 5 druga. Ale
takie postgepowanie dopiero moze mie¢ zastosowanie pdOzZniej.
Najpierw w zwigzku z przyrzadem i innomi przedmiotami odej-
mowanie wystepuje jako odwrotno$¢ dodawania, co wykonywa
sie zupetnie naturalnie. W ten sposéb nauczyciel przerabia
catg pierwsza grupe dzialan zwigzanych z przedmiotami bez-
posrednio danemi. Dopiero po6zniej, gdy praca odbywa sie
w nastepnych grupach i gdy suggestjia bezposredniego ogla-



— 88 _—

dania przedmiotow nie bedzie przeszkadzata, nalezy sie starac¢
0 wprowadzenie powyzszej rzeczy. Bez watpienia nasuwa ona
trudnosci, ale to trudnosci trzeba zwalczy¢, jezeli chcemy na-
lezycie przygotowaé nastepne stopnie nauki. Unikanie takich
rzeczy jest wtasnie jednym z dowodow, ze traktowanie pierw
szego dziesigtka nie speinia nalezytej stuzby dydaktycznej.

Wskazany wyzej sposéb wymaga zastosowania twierdze-
nia (ktérego oczywiscie dzieciom nie formutujemy, ale ilustru-
jemy na przyktadach i zadaniach): zeby odjagé¢ sume
mozna po kolei odejmowac¢ sktadniki. Tak jak
powyzej, rzecz te wyjasniamy na szeregu odpowiednich zadan.

Odejmowanie i dodawanie wymagajg jeszcze zastosowania
dwéch twierdzen: zeby odja¢ od sumy mozna odjgc
od ktéregokolwiek sktadnika i zeby dodaé¢ do
sumy mozna doda¢ do ktéregokolwiek sktadnika.
Uwypuklenie wyrazne w $Swiadomosci ucznia tych twierdzen
pozostawiamy do woli nauczycielowi, gdyz mozna odsungé¢ je
dalej do drugiego dziesigtka, a w pierwszym oprzec¢ sie tylko
na jasnem przedstawieniu 2 poprzednich. Jezeli nauczyciel
widzi, ze jego uczniowie z tatwos$ciag dajg sobie rade ze stoso-
waniem tych poprzednich, moze wskaza¢ wyraznie na ostatnie.
Naprzyktad przy odejmowaniu wedlug wskazanego schematu:
(5-j-2) — (2 4-1) mozna 2 odjg¢ od 5, a 1 od 2, jednem sto-
wem wykonac¢ dziatania inaczej.

Trzeba jeszcze tu wyraznie nadmieni¢, co rozumiemy
przez jasne uswiadomienie sobie tych twierdzen. Rozumie-
my przez to tylko $wiadome ich uzywanie jako
rzeczy nieraz wygodnych, celowych i mozli-
wych. Takie uzywanie moze by¢ rezultatem zwyktego prze-
rabiania dawanych w tym celu zadan.

WsSréd liczb pierwszego dziesigtka zastuguje na szczeg6l-
na uwage liczba 10, jako znowu liczba znajdujaca sie na po-
graniczu dwéch waznych zakreséw liczbowych i posiadajgca
w naszym systemie liczenia tak wielkie znaczenie. O niej
w $Scistem tego stowa znaczeniu powiemy pare stow nizej, te-
raz zas musimy zwr6ci¢ uwage na zwigzang z nig kwestje,
dotyczgcag dziatah i pisania cyfr.

Dotad stosowaliSmy tylko dziatania dwucztonowe, naj-
prostsze, ale po skonczeniu pierwszego dziesigtka, zaréwno
ze wzgedu na wyrobienie naleznej wprawy, jak powtérzeuio
1 przygotowanie do dalszych dziatanh wygodnie bedzie, a nawet
potrzeba zwiekszy¢ liczbe elementdow dziatan, dawacé przyktady
wiecej skomplikowane, np. 3 5 7 i t. p. Tego rodzaju
przyktady moga by¢ zarébwno konkretne jak abstrakcyjne, moga
przybiera¢ réwniez postaé¢ rozmaitych zadan wzietych z oto-
czenia.



Obok komplikacji dziatah, a wiec zwiekszenia elementow
dziatania i uzywania jednoczesnego kilku dziatan, co znalazto
swojo zastosowanie poprzednio juz w traktowaniu liczb dru-
giej 5, ale w stopniu prostszym, wazne bardzo znaczenie ma
pisanie cyfr. Poczatek pisania cyfr najwtasciwiej da sie umie-
Sci¢ w koncu pierwszego dziesigtka, gdyz tutaj przy przejsciu
do drugiego wymaga tego sama natura rzeczy, a z drugiej
strony dzieci przez jednoczesng nauke czytania i pisania do-
szty juz w pisaniu do pewnej wprawy, bez ktérej porzadne
pisanie cyfr zajmowatoby za wiele czasu, traconego na czyn-
no$¢ dla rachunku samego niepozyteczng. Trzeba sobie jasno
zda¢ sprawe, iz wczes$niejsze rozpatrywanie pisania nie ma
zadnaj wartosci dydaktycznej dla samego rachunku, cyfra bo-
wiem niczem pogladowo nie przypomina danej liczby. Zupet-
nie co innego je3t przy czytaniu, gdzie duzo powodéw prze-
mawia za tem, by rozpoczynac¢ od pisania witasciwie ztaczonego
z rysunkiem i bezposrednio zeh wyplywajacego. Z drugiej
strony cyfra jest symbolem abstrakcyjnym, znakiem, ktéry od-
powiada wyrobionemu pojeciu danej liczby. Tylko w koncu
pierwszego dziesigtka mozemy mie¢ po nalezytej pracy przeko-
nanie, ze dzieci zaczynajg nalezycie pojmowaé¢ liczbe przez
porownanie wiekszej liczby jej przejawéw, a w dru-
gim dziesigtku pisanie ze wzgledu na system pozycyjny od-
grywa juz role $rodka pomocniczego przy poznawaniu dal-
szych liozb. Dlatego tutaj witasnie ten Srodek powinien byé
wprowadzony, tem bardziej, ze dzieci przedtem majg inne
Srodki ujmowania liczby, $rodki opierajagce sie jeszcze na wa-
znym procesie odwzorowywania konkretnego, ktére stopniowo
od nauki przedszkolnej przechodzi na zwykty sposéb liczenia
z zapisywaniem.

Nie mozna dla celéw zwigzanych z przygodnemi warun-
kami zycia szkoty paczy¢ niemal kompletnie nauki, tem bar-
dziej, ze te rzeczy nie wchodza w zbytnig i niemozliwg do
usuniecia kolizje z temi warunkami. Wiadomo wszystkim, ze
nauczyciel szkotly dzisiejszej elementarnej zmuszony jest zaj-
mowac¢ sie kilkoma oddziatami jej jednoczes$nie, a dlatego
wczesne pisanie jest mu potrzebne, bo daje zajecie dzieciom
wtedy, gdy z innymi pracuje nad czem$ innem. Kwoli zado$¢-
uczynienia tej potrzebie, jak na to posiadam liczne dowody,
nauczyciele uzywajg nawet pisania ogromnych liczb, przekra-
czajacych nieraz miljardy i zmuszaja dzieci do tej zmudnej
a bezcelowej i niepraktycznej pracy. Czyz mozna istotne wy-
magania nauczania poswieca¢ dla takich celéw, tem bardziej,
gdy jest na to rada, gdy sg takie $rodki, jak: kaligrafja, prze-
pisywanie, rysunek i t. p.?



Nauczanie arytmetyki w pierwszym roku juz ze wzgledu
na samo pisanie odbywaé¢ sie winno bez zadawania do
domu, bez wyznaczania jakiego$ pensum do odrobienia po
wilasciwej lekcji. Wypracowanie domowe z arytmetyki (jezeli
nie jest po prostu krotkiem, ciekawem, ustnie zakomunikowa-
nem zadaniem) moze by¢ tylko piSmienne. Jezeli zas zwazymy,
ze poczatkujacy uczehn powinien pisa¢ przynajmniej w pierw-
szym roku tylko pod kontrolg nauczyciela, takie
zadawanie chybia celu i jest nawet szkodliwe, bo uczen w do-
mu bardzo czesto dzieki r6znym przyczynom pisze pre-
dzej, mniej ostroznie, a wiec z latwoscig niszczy cierpliwie
przez szkole urabiane przyzwyczajenia kaligraficzne. Wiemy,
ze w dziedzinie przyzwyczajen jedno odstepstwo potrafi zepsucé
diuga prace.

Rzecz jasna, ze bytoby dobrze, gdyby nauczyciel przyste-
pujac do pisania cyfr mogt wyjasni¢, chociaz sztucznie, raczej
dla celéw pamietania, sposéb zapisywania, sama forme liczby.
Np. moze by¢ z pozytkiem przy niektérych liczbach stosowany
tego rodzaju obraz dajmy na to dla czworki:

U
|

W ten sposob pogladowo da sie zilustrowaé, ze znak
sam, cyfra wigze sie ze zbiorem o czterech przedmiotach. Nie-
stety, nie mozna tego przeprowadzi¢ juz dla 2 i 3, a wigc me
moze ta metoda mie¢ zasadniczej wartosci, gdyz cyfra jest
znakiem dzwieku mowy, Srodkiem pisania fonetycznego nie
ideograficznego albo obrazowego. Taki znak odpowiada wy-
robionemu pojeciu i jest koncowym aktem sposobéw odzwicr-
ciadlania naszych mys$li. Przedtem, na lekcji, przy pracy
wspoblnej z nauczycielem dzieci mogg uzywaé¢ innych sSrodkow,
wiecej odpowiednich, konkretnych i zwigzanych ze sposobem
ich mys$lenia. Do takich naleza, jak juz méwiliSmy, kreSlenie
kresek,N krzyzykéw lub kétek, ukiadanie krgzkéw i t. p.

Wtedy kiedy zjawia sie cyfra, powinien wejS¢ tez caly
szereg znakéw dziatan i poréwnania liczb, a wigc na poczatku
nx * —e Tych znakéw nie wolno uzywac¢ swobodnie;
majg ono Scisle okreslone znaczenie i dlatego tylko Seisle
do pewnych celéw uzywane by¢é moga. Bardzo czesty jest biad
spotykany w kajetach wucznidéw, polegajagcy na ztem uzywaniu
znaku = . Np. przy wykonaniu przykiadu: 2 + 6 — 5, dzieci
nieraz tak pisza:

2+ 6= 8 - 6= 8.

Wszak tu tkwi gruby biad logiczny, ktéry jest zupeinie

identyczny z réwnos$cig nastepujaca:
2+ 6= 8.
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Poprawne zapisywanie wymaga takiego oznaczenia dziatan:
2+ 6= 8 8—6= 3

Zaniedbanie tych rzeczy jest zaniedbaniem logiki, nawet
wprost zdrowego rozsadku, a tymczasem tak czesto sie trafia.

Przy prowadzeniu lekcji pisanie w pierwszych dwbdch
dziesigtkach uzywane musi by¢ przewaznie w ten sposoéb, zeby
byto tylko odbiciem, nie pomoca w rachunku. To ostatnie ro-
zumiemy jak nastepuje. Nieraz sie zdarza spotka¢ w praktyce
nauczania tego rodzaju zapisywanie:

12
+ 7
19

Otéz tutaj ci, ktérzy radza dzieciom tak zapisywaé dzia-
tania, uzywajag odrazu takiego sposobu jaki jest stosowany
przy liczbach wigkszych, odrazu wprowadzajg pewien sche-
mat nieusprawiedliwiony zadnemi powodami natury rzeczowej.
Dziecko w tym zakresie wykonywa rachunek w pamieci, sche-
mat zadnej pomocy mu nie daje (np. przy dodawaniu 7 1-8),
a wiec zapisywanie nie ma znaczenie istotnego tylko przygo-
towawcze, jako Srodek np. do lepszego zapamigtania kolejnosci
dziatan w zadaniu. Takie zapisywanie w tym zakresie jeszcze
nie wykazuje tej szkodliwosci, jak pézniej, np. przy liczbach
dwucyfrowych, gdzie odrazu niszczy samodzielno$¢ rachunku
i ostabia rachunek pamieciowy. Nauczyciel powinien dbac¢
usilnie, zeby zapisywanie odbywato sie réwno, czysto, porzad-
nie, zeby odpowiednie znaki byly postawione na wiasciwych
miejscach. Powyzszy przykiad nalezy zapisywac tak:

12 + 7= 19

Wobec tego, ze pisanie w duzej mierze zalezy od wpra-
wy i ze wprawa ulega prawom przyzwyczajenia, $réd ktérych
jedno zasadnicze twierdzi, iz nie nalezy dopuszcza¢ zadnego
wyjatku, jezeli chcemy wyrobi¢ trwate przyzwyczajenie, dla
kazdego nauczyciela musi by¢ rzeczag jasnag, ze dzieci wogdle
muszg na lekcjach rachunku tak samo starannie pisa¢, jak na
lekcji kaligrafji. Dlatego nie trzeba pozwala¢ na niedbate za-
pisywanie, nie nalozy réwniez przesadza¢ w zapisywanie mian
przy liczbach, co tak czesto sie robi. To zapisywanie mian
odbywa sie w skréceniu i mniejszemi literami, niz dzieci zwykle
pisza, a stad na lekcjach arytmetyki psujg to przyzwyczajenie,
ktére zdobywajg w kaligrafji oraz stopniowo$¢ konieczna przy
wyrobieniu tadnego, wyraznego charakteru pisma. Mian wcale
mozna nie pisa¢ albo pisa¢ tak, jak sie pisze zwykle, t. j. lite-
rami takiej samej wielkosci, jaka uzywana jest na lekcjach je-
zyka i kaligrafji.
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W kohcu pierwszego dziesigtka nalezy wprowadzi¢ miary
metryczne, a wiec trzeba przynies¢ do klasy metr podzielony
na decymetry. Te miary odgrywajg juz takg role na calym
Swiecie, sg tak wygodne, Zze zapomnienie o nich bytoby nie-
stuszne, tem bardziej, te przeniknety one do nas réwniez w réz-
nych dziedzinach zycia praktycznego. Nauka utamkéw ma
zwykle nieuzasadniony przywilej do systemu metrycznego,
w ktorym tkwiag przecie podsta.”owe zasady naszego systemu
liczenia. Jezeli chcemy ten fakt wyzyska¢ nalezycie juz nie
tylko dla wzgledéw praktycznych, ale tez kwoli zasadzie po-
gladowosci, powinniSmy system metryczny wprowadzi¢ jak
najwczesniej. Koniec pierwszego dziesigtka jest tym momen-
tem, w ktérym da sie to zrobi¢ z pozytkiem i bez trudnosci.

Zajmiemy sie teraz drugim dziesigtkiem. WspominaliSmy
juz poprzednio o niektérych waznych szczegétach nauczania
w tym zakresie. Jedng z gtdwnych rzeczy tutaj jest wysepa-
rowanie pierwszego dziesigtka w oddzielng grupe. Takie wy-
separowanie musi by¢ réwniez unaocznione. Do tego stuzyé¢
moga przedmioty rézne, przyrzad i rysunek, t. j. te same, co
powyzej, srodki pomocnicze, pogladowe.

Nauczyciel przynosi do klasy zbiér patyczkéw dos¢ du-
zych, aby klasa cata mogta rzecz dobrze widzie¢. Oblicza dzie-
sie¢ patyczkéw, wywotuje ucznia, aby "sprawdzit, trzymajac
patyczki przed sobg i przed klasg. Dziesie¢ patyczkéw, ina-
czej dziesigtek patyczkéw, zwigzuje sznureczkiem. Na przy-
rzagdzie opisanym powyzej dziesigtek przedstawiony jest row-
niez pogladowo dzigki temu, ze zajmuje calg lewg potowe przy-
rzadu, a na liczydle mozna dlan zostawi¢ caly oddzielny drut.
Potem do tej grupy dotacza jeden (troche oddzielony od zwig-
zanych). Mamy tu jeden i dziesie¢, inaczej jedenascie patycz-
kéw. lle trzeba doda¢ do dziesieciu, zeby otrzymac jedena-
Scie? lle trzeba odjg¢ od jedenastu, zeby otrzymaé dziesiec?
To samo zaraz przerabiamy na przyrzadzie. Pot6z dziesiec
kragzkéw, dotacz jeden (czerwony). Ile razem? Dalej te same
pytania. (Nalezy tez nie zapominaé, jak i poprzednio przy
mniejszych liczbach, o pytaniach w rodzaju: co jest wieksze,
czy jedenascie orzechéw, czy tez dziesie¢? i t. d.). Potem na-
stepujg inne przyktady konkretne, aby rzecz sie nalezycie utrwa-
lita. Na pierwszych liczbach drugiego dziesigtka nalezy diuzej
sie zatrzymadé, zeby proces powstawania dobrze sie wyklarowat.
Dalej w ten spos6éb mozna przej$s¢ caly drugi dziesigtek, przy-
czem précz pisania cyfr dobrze jest uzywaé¢ uktadania kraz-
kéw tekturowych. Pisanie kresek i koétek tez trzeba stosowac,
jakkolwiek nie jest to operacja krétka. Ta zmudnos$¢ reko-
czynu daje dobre pojecie o wartosci cyfr, a po drugie, wraza
w wyobraznie budowe liczby. Przejscie podobne catego pierw-



szego dziesigtka sprawi, ze dzieci bedg umialy liczy¢ od 1 do
20. Nie nalezy swoja droga zbytniej na to zwraca¢ uwagi,
gdyz przez czeste powtarzanie dziatania i t. p. liczenie pra-
widlowe stanie sie wlasnoscig pamieci. Takie szybkie przebie-
zenie drugiego dziesigtka moze tu by¢ dozwolone, gdyz wia-
Sciwie proces sam staje sie wiecej formalnym, bo wyobraznia
odmawia juz postuszenstwa, a jezeli liczby pierwszego dziesigtka
sg dobrze znane i sam sposéb tworzenia liczb drugiego jasno
zrozumiany, trudnosci innych niema.

Nauczyciel nie omieszka réwniez zadawaé¢ pytan w ro-
dzaju: Jak sie otrzymuje trzynascie? Jest to 10i 3. Przytem,
rzecz jasna, na kilku przyktadach odpowiedz te powinien sam
podsunagé. Otrzymujac bystre i jasne odpowiedzi przy ftacze-
niu liczby z r6znemi przedmiotami i bez tego, moze nauczy-
ciel wnioskowa¢ o jasnosci przyswojenia. To pierwszy cykl
operacji w drugim dziesigtku.

Drugi cykl polega na rozszerzeniu komplikacji dziatan,
o ktérej moéwiliSmy w koncu pierwszego dziesigtka. To roz-
szerzenie polega na tem, ze jednym z elementéw liczbowych
jest stale dziesigtek, suma za$ dwodch innych nie przekracza
nigdy dziesigtka, a réznica wieksza jest od 0. lle bedzie 11
a 2? Jedenascie jest to 10 a 1. Do tego trzeba dodac jeszcze
dwa. Dwa a jeden jest 3, dziesie¢ a 3 jest 13. Rzecz ta do-
skonale jest widoczna na przyrzadzie (pierwszym lub drugim
z podanych), jezeli dziesigtek zawsze przedstawiamy krazkami
lub kulkami jednej barwy, a dodatki drugiej. Tak samo z odej-
mowaniem. Cata rzecz polega znowu na umiejetnem przejSciu
do dziatah witasciwie zawartych w pierwszym dziesigtku. Wy-
jasnienie tego stanowi tu najistotniejszg trudnosc¢ i na najwiek-
sza uwage zastuguje. Da sie to zrobi¢ tylko pogladowo. Czy-
telnik widzi, z jaka jaskrawos$ciag wystepuje tu twierdzenie
0 dodawaniu i odejmowaniu sumy. Jako jeden z dobrych S$rod-
kéw moze stuzy¢ spos6b polegajgcy na tem, ze dzieci rysuja
kétka u siebie na tabliczce i przytem tak, ze caly dziesigtek
jest narysowany z poczatku w jednym wierszu, a w drugim
liczby dodatkowe. W ten spos6b widoczne jest, jak na przy-
rzadzie, ze dzialanie odbywa sie tylko w drugim wierszu. Po
kilku takich pokazach naurzyciel zwraca uwage w ten szczeg6t
1 pokazuje skrécony sposéb dziatania, Do szeregu pytan, ktére
tutaj nasuwajg sie, nalezg, précz odnoszacych sie do odejmo-
wania, jeszcze, jak zwykle, pytania na rozktadania i dopetnia-
nie. lle trzeba doda¢ do 14, aby otrzyma¢ 16? Dwio liczby
stanowig razem 15, jedna z nich jest 13; czemu sie réwna
druga? Rozumie sig, pytania te podawac¢ nalezy najpierw w for-
mie konkretnej. Np. W dwoéch tédkach, duzej i matej, ptynie
15 os6b, w jednej z nich usiadto 13, ile usiadto w drugiej?
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Przy toin wszystkiem wprowadzamy cyfry, przechodzac kolejno
i stopniowo wszystkie liczby drugiego dziesigtka.* Nie nalezy
jednakze, jak i wszedzie, pedantycznie sie trzyma¢
szeregow wzrastajacych Ilub malejgcych, np.
12 f- 1, 12 -f- 2, 12 -+ 8, bo dla dzieci nie moze stad ptynac
nauka, ze z fatwoscig i mechanicznie z liczenia odgadujg od-
powiedZz. Lepiej na wyrywki zadawa¢ pytania, a potem ukta-
da¢ szeregi, co nie przeszkadza, zeby np. wspomniany szereg
nalezat réwniez do uzywanych. Czytelnik z tatwos$cig zauwazy,
ile w tym cyklu réznych kombinacji dziatan oraz ze gtéwnag
treS¢ stanowia dziatania w zakresie pierwszego dziesigtka. Dla-
tego nalezy ten pierwszy dziesigtek gruntownie opracowac.

Trzeci cykl dotyczy tworzenia liczb drugiego dziesigtka
z liczb pierwszego. Najtrudniejsza to bodaj rzecz w calym
tym kursie. W poprzednich cyklach dziesigtek byt niejako
dany, tu go trzeba juz wytworzy¢. Nadmienialem poprzednio
0 géwnyni sposobie wykonywania dziatan, ktéry tu stosowac
nalezy, nie bede wiec dalej sig nad tem rozwodzit, opisze tylko
jeden z wazniejszych momentéw umystowienia. Mamy dodac¢
7 i 8. Klade na przyrzadzie 7 krazkéw, a potem po kolei 8
krazkéw innej barwy. Otrzymuje odrazu w ten sposoéb liczbe
potrzebng, przyczem na pierwszym przyrzadzie musialem przejs¢
poza listewke przybita w $Srodku, a w drugim przesungé sie
po uzupetnieniu dziesigtka na drugi drut. Poniewaz odrazu
widoczne jest, ze dziesiatek sktada sie z 7 krazkéw (kulek)
jednego koloru i trzech drugiego, zaznaczam, ze moge to dzia-
tanie wykonaé¢, dodajac najpierw do 7 liczbe 3, wzietg z 8.
Otrzymam w ten spos6b dziesigtek, a potem do niego dodaje
pozostate 5. Trzeba wiec najprzéd zrobi¢ dopetnienie do 10,
potem rozktadanie 8 i nakoniec dodawanie do 10. Otrzymam
15 (krazki w liczbie trzech nalezace do pierwszego dziesigtka,
moge teraz odwrdci¢, by posiadaty te samg barwe, co reszta
krazkéw nalezacych do tegoz dziesigtka). Jak widzimy, natura
samych przyrzagdéw prowadzi do tego sposobu. Nie jest on
rzeczg dla dzieci prostg i dlatego ¢wiczenia odpowiednie w za-
kresie drugiej piatki, okaza¢ moga tutaj swojg pomoc. Trud-
nos¢ zwieksza sie przy przejsciu do zadan i przyktadéw ode-
rwanych, gdy przyrzad nie podpowiada juz wiecej samego roz-
wigzania. Te sama bowiem operacje wykonywaja dzieci przy
tablicy, a piSmiennie mozna ja przedstawi¢ tak:

7+-8 = 7-f-3-f6=10+-5=16.
Przytem dobrze jest réwniez zapisywa¢ ogniwa posrednie:
10= 34-7, 8=3+5.

Naturalnie, poprzednie réwnosci 7 +- 3= 10 i 8= 3 + 5 musza
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by¢ znane. Gdy uczniowie wprawiaja sie¢ w ten rachunek, co
niepredko przychodzi, mozna ogniwa posrednie oczywiscie wy-
taczac.

Podzielilismy caly przebieg nauczania w drugim dzie-
sigtku na trzy grupy. W pierwszej wprowadzamy liczby tego
zakresu, w drugiej cokolwiek blizej je poznajemy, a w trzeciej
wigzemy z dziesigtkiem pierwszym przez dziatania wskazujace,
jak od jednych przejs¢ do drugich. W kazdej z tych grup
nalezy przerobi¢ wszystkie ze wspomnianych wyzej stopniowan,
a wiec od konkretu bezposredniego przechodzi¢ do rzeczy
znanych z doswiadczen i t. d. az do przyktadéw oderwanych.
W ten sposéb kazda z tych grup zastepuje monografje liczby
oddzielnej w pierwszym dziesigtku. Mamy tu przed sobg wazng
i ciekawg modyfikacje monograficznej metody, ktéra, jak zresz-
ta sporo innych rzeczy w tej ksigzce, nie nalezy do spraw
Swiadomie przez metodykéw stosowanych. Idea Grubego, ktéra
w pierwszej swej postaci nie wytrzymuje krytyki, zawiera
zdrowe jadro prawdy dydaktycznej i dzieki temu da sie w od-
powiedni spos6b przeksztatci¢, przystosowaé¢ do warunkoéw, za-
chowujac swojg istote, jak wszystko zywe i mocne na Swiecie.
W drugim dziesiatku te grupy dziatan, ktére stanowig tres¢
jednej monografji sa jeszcze nieduze, p6zniej, w miare wzrasta-
nia zakresu liczbowego, grupy te beda wzrastaty, jak to zoba-
czymy nizej. Giéwna idea Grubego — #gczenia w jednag orga-
niczng calos¢ pewnego jednorodnego materjalu naukowego
i wszechstronnego poznania tej catosci, jako jednego ze stopni
uszeregowanych w kolejnem nastepstwie trudnosci i logicznej
konsekwencji, pozostaje i pozostanie stuszng niezaleznie od
wszelkich nowych badan i odkry¢ w dziedzinie poznania roz-
woju rachunkowych, zdolnos$ci u dzieci.

To jedno. Po drugie wspomniaue grupy nie wyczerpuja
jednakze calej tresci nauki w drugim dziesiatku. Pozostaje
doktadniejsze usystematyzowanie zdobytej wiedzy. Rzecz tu
gtéwnie dotyczy takich wiasciwosci, jak prawo przemiennosci,
sposéb dodawania i odejmowania sumy, dodawanie do sumy,
odejmowanie od sumy i pewne dodatkowe kwestje, o ktérych
nizej pare stébw powiemy.

Jezeli teraz dotgczymy ostatni moment do poprzednich
3 grup, stanie sie jasnem, ze mamy przed sobg jakby znowu
4 kolejne stopnie t. zw. stopni formalnych. Nie bede usilnie
tego w tem miejscu podkreslat, bo powstale uszeregowanie
momentdéw nauczania wynika raczej z samej istoty rzeczy, niz
ze Swiadomego stosowania tych stopni. Czytelnik jednakze
zwroci uwage, ze w pierwszym dziesigtku wspomniane stopnie
stosowano byly na tle zasadniczego procesu przejscia od kon-
kretu do abstrakcji w szeregu réznych grup o zmniejszajgcej



sie konkretnej tresci, a tutaj dotyczg juz pewnych zespotow
liczcbowych. Przedmiotem badania mysli staje sie powoli sama
liczba, wchodzi, jak powiedzieliSmy wyzej, logika w szerszym
zakresie. Pomimo wszystko ostatnie ogniwo stopni formalnych,
t. j. zastosowanie, jezeli rzecz dotyczy zadan i przyktadéw,
zawsze jest w uzyciu niezaleznie od kolejnosci, a jezeli jest
pewnym zespotem prawd podstawowych, dotyczy nie tyle tego
zakresu, w ktorym zostaly te prawdy wyjasnione, ile dalszych
nastepnych, gdzie liczba jest wigeksza. W ten spos6b
w réznych dziedzinach nauczania, a szczegdlniej w arytmetyce,
stopnie formalne stuza poniekad zasadom ciggtosci i indukcji—
przy odpowiedniem ich rozumieniu i stosowaniu. Nauczyciel,
pragnacy gtebiej uja¢ metode nauczania i nalezycie uporzad-
kowa¢ swoje postepowanie, zechce na to zwréci¢ wiekszg uwage.

Poprzednio nadmieniliSmy, ze sposoby odejmowania od
sumy i dodawania do sumy (wyrazajace sie w nastepujacych
twierdzeniach: zeby doda¢ do sumy, mozna doda¢ do ktérego-
kolwiek sktadnika i to samo z odejmowaniem), moga by¢ prze-
niesione wyzej. Ot6z w drugim dziesigtku jest na to miejsce.
Tutaj w zwigzku z zadaniem i przyktadami nalezy rzecz jasno
przedstawi¢. Np.: w trzech pudetkach mam staléwki: w jednem
5, w drugiem 8, a w trzeciem 3. Dostalem jeszcze 3 stalowki.
Ille mam razem? Moge robi¢ w ten sposéb, ze najpierw do-
wiem sie, ile stalébwek miatem, potem dodam nowe, albo dotacze
otrzymane staléwki do ktéregokolwiek pudetka i potem wszystko
dodam. Takie samo zadanie mozna zastosowaé przy odejmo-
waniu. Jeszcze raz tu podkreslam, ze unaocznienia i grun-
townego przygotowania wymagajg nie tylko same liczby, ale
i dziatania, nie tylko oddzielne objawy arytmetyczne w postaci
oddzielnych liczb, ale i prawa ich tgczenia. Witasciwie te ostat-
nie sa nawet rzeczg gtéwniejsza, zasadnicza, gdyz poézniej
w nauce arytmetyki ta lub inna liczba ustepuje na plan ostatni,
—gtéwng role zaczynajg odgrywac¢ zwigzki formalne pomiedzy
liczbami, np. w t. zw. algebrze. Co wiecej, te zwigzki sg istotg
mys$li matematycznej, one zachowujag sie majg ,tendencje”
do niezmiennosci pomimo coraz to innej postaci w jakiej sie
zjawia liczba, czy to jako cakowita, czy tez utamek lub ujemna
i dodatnia i t. d. Nauczyciel szkoly elementarnej, tworzac
fundamenty mysli matematycznej, musi by¢ o tyle $Swiadom
swej pracy, zeby nie popeiniat btedéw szkodliwych dla przy-
sztosci. Nie jest to pomimo wszystko trudne i niewykonalne.

Pewne kwestje dodatkowe, o ktérych wspomniatem po-
wyzej dotyczag mnozenia i dzielenia. Jezeli przyjeliSmy wyzej
zasade zatrzymania sie w pierwszym roku tylko nad dwoma
dziataniami to przemawialy z naszej strony wszelkie wzgledy
natury dydaktycznej. Pomimo to, z tego powodu, ze zasady
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nauczania nie maja nigdy charakteru doktrynerskiego, nie sa
twierdzeniami oderwanemi i jak toze Madejowe wymagajgcemi
obcinania lub gwalcgcego naturalno$¢ i realne warunki zycia
wydtuzania zywych jego organéw, poczatki, pierwsze przebtyski
mnozenia i dzielenia mogag sie juz zjawi¢ w pierwszym roku.
Np. takie pytania, jak potéwka 4, jak dwa razy dwa, jak wogodle
drobne utamki w postaci 7», V.. 7. (oczywiscie, bez zapisywa-
nia) lub podwajanie, potrajanie matych liczb tak wazne w prak-
tyce codziennego zycia, moga tu znalezé swoje miejsce bez
szkody, a nawet z pozytkiem umotywowanym wiasnie przez
realno$¢ stawianych zadan i tem samem zwigzek z zyciem.
A zwigzek z zyciem — to zwigzek z zainteresowaniem dzieci,
to oparcie sie na trwarlszym gruncie psychologicznym, czego
nauczyciel nigdy omija¢ nie powinien. Z tego wynika, ze po-
dobne z zamiarem zrobione ustepstwo nie jest odstepstwem od
regut, stabym kompromisem, ale umotywowang i przewidujgcg
czynnoscia, a takicmi by¢ muszg wszelkie dziatania wycho-
wawcze. Wprowadzenie matych utamkéw z pogladows ich ilu-
stracja, w bezposrednim zwigzku z praktyka i konkretnemi
rzeczami jest waznem przygotowaniem dla poézZniejszej nauki
utamkoéw; ma wiec niezaprzeczalne znaczenie dydaktyczne.

Nie trzeba chyba tutaj znowu usilnie podkreslaé, ze razem
z rozwojem liczby posuwac¢ sie winno zapoznawanie z uzywa-
nemi miarami, np. z takiemi faktami, jak to, ze rok ma 12 mie-
siecy i jakich, ze p6t tokcia wynosi 12 cali, ze 15 inaczej nazy-
wa sie czasem ,mendlem”, a 12 tuzinem, ze na zegarze mamy
wskazane 12 godzin, co nalezy nauczy¢ odczytywaé oraz uzy-
wac i t. p. Nie trzeba nigdy jednakze moéwi¢ o miarach bez ich
pokazania i nawet zastosowania w klasie w odpowiedni sposéb.

Zakres wiedzy rachunkowej, objetej powyzszym kursem,
w kazdym razie nie jest za maly, raczej by¢ moze za duzy;
wszystko bowiem zalezy od warunkéw, w jakich wuczymy.
Z dzie¢mi inteligentniejszemi, w nauczaniu indywidualnein przej-
dziemy wiecej, w szkole wiejskiej lub przytulonej gdzies na
przedmiesciu przej$¢ mozemy znacznie mniej. To tez nauczyciel
niech liczy sie z temi warunkami i zdaje sobie sprawe, ze
w nauce rachunku, jak nigdzie, wtasnie jakos¢ zdobytej wiedzy,
a nie ilos¢, ma najwieksze znaczenie. Jezeli potrafi w ciggu
roku w szkotce wiejskiej, wobec krétkosci czasu nauczania za-
pozna¢ dzieci dobrze tylko z liczbami pierwszego dziesigtka,
zrobit juz niemato, tem bardziej, ze wsréd dzieci tych spoty-
kajg sie r6zne. Bywajg czesto takie, ktérych rozwdj nakazy-
watby sumieniu pedagoga na Zachodzie odesta¢ je do szkoty
specjalnej, dla dzieci niedorozwinietych. A u nas takie dzieci
czesto idg pod stét zycia...

N'ancz&i>}« ni*t*m &tyki 7
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Materjat podany wyzej, jak nadmieniliSmy, jest obfity—
i moze by¢ w réznych okolicznosciach mniej lub wiecej wy-
zyskany, co zalezy od taktu pedagogicznego nauczyciela. Po-
mimo to nazwaliSmy omoéwiony zakres programem pierwszego
roku nauczania, przystosowujgc sie do wyraznych wymagan
teorji i poniekad praktyki nauczania. Z tego wynika, ze to,
o czem dalej moéwi¢ bedziemy, naleze¢ ma do drugiego roku
nauczania. Zakres liczb, nalezacych do programu roku dru-
giego, zawiera sie w obrebie pierwszej setki, ktéra stanowi
drugi stopien nauki, wazny zaréwno ze wzgledu na swoje
praktyczne znaczenie, jak zawarte w nim w wyrazniejszej
formie elementy myS$lenia arytmetycznego, ktére wystepuja
z powodu zwiekszenia sig liczby i komplikowania oddzielnych
dziatah. To zwiekszenie jest, oczywiscie, pierwszg cechg od-
rézniajacg rok drugi od poprzedniego. Sa jednakze inne
cechy, na ktére tu przedewszystkiem zwrécimy uwage czy-
telnika.

Najpierw musimy sobie zda¢ w krétkosci sprawe z pew-
nej rbéznicy charakterystycznej, jaka wystepuje tutaj w po-
réwnaniu z pierwszym rokiem. WspominaliSmy juz, ze w mia-
re wzrastania zakresu liczbowego wyobraznia odmawia¢ za-
czyna postuszenstwa, t. zw. ,wyobrazenie liczby” traci swoj
grunt i pogladowos¢ modyfikuje sie, Sciesnia, ustepuje, a na-
tomiast zjawia sie¢ czynnik inny, nader wazny: rozumowanie
oparte na dostrzezonych indukcyjnie wiasnosciach formal-
nych dziatan i podobienstwach w tworzeniu liczb. Jak wszyst-
ko w nauczaniu, tak i ten czynnik zjawia¢ sie¢ winien stop-
niowo, powoli, powinien by¢ wprowadzany z ostroznoscia
wielkg. Nic bowiem tatwiejszego tutaj, jak przesadzi¢ i nie-
mal na zawsze zabi¢ zdolnosci matematyczne dzieci. Mowi-
liSmy juz o t. zw. prawie przemiennos$ciowem przy dodawaniu,
o wilasnosciach dodawania i odejmowania sumy. W drugim
dziesigtku zrobiony byt kapitalny krok naprzéd przez wytwo-
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rzenie pojecia dziesigtka i sposobu powstawania liczb na za-
sadzie systemu dziesigtkowego i pi- ccyjnego. Pewien mysla-
cy metodyk nazywa wynalezienie pozycyjnego jednym
z najwiekszych wynalazkéw ludzkich. Czyz nie jest to stusz-
ne? Tymczasem nieraz obchodzimy sie z tem w nauczaniu
pobieznie, jakbysmy mieli do czynienia z rzecza, ktorej sie
na pamie¢ nauczy¢ mozna.

Précz wspomnianych wiasnosci dziatan nalezy zwrécic
uwage w nastepstwie miedzy inoemi jeszcze na prawo tacz-
nosciowe przy dodawaniu, polegajace na tem, ze skiadni-
ki mozna taczy¢ w rézne grupy po dwa lub kilka i przez to
suma sie nie zmienia. Tak samo na prawa rozdzielnoSciowe
i przemiennosSciowe przy mnozeniu, z ktérych wynika np., ze
(5-)-2) 3= 3.5-f3.2i 3.5= 5.3 Sg to te kapitalne kwe-
stje formalne, ktére wyjasni¢ winno indukcyjne rozumowanie
przez przyktady konkretne i zadania. Na nich oprzemy wazne
wnioski metodyczne.

Im przestronniejszym dalej sie staje zakres liczbowy,
tem czesSciej wystepowal zaczynaja szeregi, wytwarzane
przez uczni. Np. 21-)-2 = 23; 31+2 = 33 i t. d. Znaczenie
tych szeregbw jest podwdjne: wskazujg podobienstwa tworze-
nia liczb niezaleznie od wielkosci tychze, a po drugie, zbed-
nem czynia Scislejsze monograficzne traktowanie. Poprzednio
toz mieliSmy szeregi np. 7+1 = 8; 6+2=8 it d., ale te
szeregi rbéznig sie od wspomnianych, gdyz kazdy wyraz musi
by¢ oddzielnie poznany, uzmystowiony, gdy tymczasem w po-
przednim szeregu odgrywajg role czynniki formalne, ucznio-
wie sami go wytwarzaja. Dojrzatos¢ mysli réwniez pole-
ga na tem, ze przejawia sie w niej $wiadome, celowe opero-
wanie pojeciami. W takich szeregach mamy jeden z cieka-
wych przyktadéw tego.

Jedna z gtéwnych atoli kwestyj, jakg poruszamy w roku
drugim, sa nowe dziatania: mnozenie, mieszczenie i dzielenie.
Jak juz bylo powyzej zaznaczone, odrbézniamy mieszczenie j
i dzielenie ze wzgledu na ich tres¢ konkrenta, nie za$ na pro-
ces formalny, ktéry wyraza sie w jednem i tem samem dzia-
taniu. Jak mnozenie wynika z dodawania, tak samo miesz-
czenie i dzielenie — z odejmowania. Nie nalezy o tem pamie-
ta¢ tylkwUa poczatku, ale i w dalszych stadjach nauki w dru-
gim roku. Z mnozeniem zwigzana jest t. zw. tabliczka mno-
zenia, z ktorej wynika tabliczka dzielenia. Zaznajomienie
z temi tabliczkami jest rzecza nader wazng i nie moze sie
opiera¢ tylko na .wykuwaniu”. Takie wykuwanie niczego nie
uczy i nawet jest zwodnicze, bo pamig¢ w wieku miodym jest
Swieza, ale i nader nietrwata w takich rzeczach.
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W roku drugim nauczania komplikujg sie dalej, rzecz
jasna, dwa znane dzialania: dodawanie i odejmowanie, a sze-
reg trudnos$ci, ktéry tu sie nasuwa zmusza nas do odpowied-
niego stopniowania calego materjalu i tem samem podzielenia
go na pewne wyrazne grupy. Stosowanie monograficznej me-
tody z jej odpowiedniem rozszerzeniem bedzie tu réwniez
nam pomocne, trzeba tylko monografje rozumiec¢ tak, jak to
byto wyjasnione powyzej. Kazda ze wspomnianych grup ma
by¢ oddzielng monografja, traktujacag o pewnym waznym dla
nastepnej nauki zespole pojeA Précz tego wewnatrz kazdej
monografji podzielimy materjat nauczania na czesci drobniej-
sze, obejmujace pewne pokrewne kwestje, i przedstawimy je
w odpowiedniem stopniowaniu.

Takich gtéwnych grup w zakresie pierwszej setki jest
trzy: 1® wprowadzenie poje¢ mnozenia i dzielenia w znanym
obrebie liczbowym dwéch pierwszych dziesiatkbw, 2® doda-
wanie i odejmowanie liczb pierwszej setki i 3®tabliczka mno-
zenia do 50.

Pierwsze dwie grupy zapewne nie budza zadnej watpli-
wosci, gdyz jasnem musi by¢ dla kazdego, ze wprowadzenie
mnozenia najlepiej si¢ odby¢ moze w zakresie dzieciom zna-
nym, a dodawanie i odejmowanie jako oddzielne grupy tez
chyba watpliwosci nie budzg. Inaczej sie rzecz moze przed-
stawia¢ z uporzadkowaniem tych grup, t. j. z kolejnem ich
nastepstwem i 2® z zawartos$cig trzeciej grupy. Temi ostat-
niemi sprawami najpierw sie zajmiemy.

Pierwsza z nich nie przedstawia réwniez wielkich trud-
nosci, jest bowiem rzecza jasna, ze zanim przejdziemy do no-
wego zakresu liczbowego, musimy gruntownie pozna¢ poprzed-
ni. Z tego wynika, ze zwro6cenie sie ponowne do dwdch
pierwszych dziesigtkéw dla wyjasnienia tam pierwszych pojeé¢
0 mnozeniu i dzieleniu, a tem samem poznania ich jeszcze
z tej nowej strony, jest zupetnie naturalnem postepowaniem,
ktére stanie sie jeszcze zrozumialszem, jezeli zwré6cimy uwage
na konieczno$¢ powtérzenia pensum poprzedniego roku po
dtuzszej przerwie wakacyjnej. Przy tem powtérzeniu, ktore,
notabene, nieraz wykaze nauczycielowi zaréwno stabe punkty
jego nauczania, jak i dodatnie strony (zdarzaja sie czasem
niespodzianki wtedy, gdy nauka byta prowadzona
dobrze w poprzednim roku) w postaci daleko wiek-
szej pewnosci i tatwosci w rachunku u niektérych dzieci. Po-
chodzi to stad, iz pewne pojecia niejasne dla dzieci przy
pierwotnem z niemi zapoznaniu sie, po pewnym czasie wykla-
rowujg sie, jak uczy doswiadczenie, prawie samorzutnie, bez
pomocy z naszej strony. Stwierdzam ten fakt, nie wchodzac
wcale w wyjasnienie i umotywowanie jego psychologiczne.
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Im cztowiek jest starszy, tem'— zdaje sie — podobne zja-
wisko czesciej sie przytrafia.

Wprowadzenie pierwszych poje¢ o mnozeniu i dzieleniu
nie pocigga za sobg jednakze natychmiastowego roz-
szerzenia tych poje¢ na wiekszy zakres. Dlatego, zeby nauka
mnozenia i dzielenia w tym zakresie byta istotnie ,nauka
mnozenia i dzielenia”, a nie ,nauka o mnozeniu i dzieleniu”,
ze uzyjemy tu zwrotu Deweya, stosowanego przez niego do
ksztalcenia moralnego, konieczne jest diuzsze zatrzymanie sig
na tym poczatkowym zakresie. Przebrngwszy pierwsze trud-
nosci wyjasnienia tych poje¢ i zdobycia jakiej takiej wprawy
w ich stosowaniu, nauczyciel, nie ustajac w ¢wiczeniach i sto-
sowaniu ich w zadaniach" i przyktadach, przechodzi do nastep-
nej grupy drugiej. W czasie pracy nad nig te pojecia wy-
klarujg sie nalezycie i umocnig, moga sta¢ sie naprawde wias-
nosciag umystu dziecigcego, Tam, gdzie ma sie do czynienia
z bardzo waznemi rzeczami, tam szczegdlnie, gdzie chodzi
0 nauke zbiorowg, taka ostroznos$¢, jak uczy doswiadczenie,
jest konieczna i potrzebna.

Przejscie do grupy trzeciej bedzie mozliwe wtedy, gdy
dzieci owltadng materjatem dwoéch pierwszych. Moze to by¢
w pewnych warunkach nawet niewykonalnem, ale staje sie
rzecza naturalng, gdy nauczyciel posiada dowody praktyczne
1 pewno$¢ wspomnianego opanowania.

Trudniejsza jest druga sprawa. Dlaczego mamy zatrzy-
mac sie tylko w obrebie 50? Do czego potrzobny jest taki
mistycyzm liczbowy? Otéz tutaj nalezy nieco giebiej wejrzec¢
w istote rzeczy.

Tabliczka mnozenia, ktéra jest podstawg zar6wno mnoze-
nia, jak i dzielenia liczb, ma wielkie znaczenie w nauczaniu
rachunku, a poniewaz w praktyce potrzebne jest mozliwie
wprawne liczenie, wiec musi by¢ przyswojona doktadnie, rze-
telnie opanowana pamieciowo. Do takiego opanowania pro-
wadza dwie drogi: 1“ przez zwyczajne uczenie si¢ jednora-
zowe oddzielnych czesci tabliczki na pamie¢ i 2° przez roz-
tozenie tego uczenia sie na diuzszy okres czasu i stosowanie
obok ,kucia* praktyki, t. j. éwiczen poprzedzajgcych oddzielne
jednorazowe uczenie sie na pamie¢. Ta pierwsza droga byta
i jest czesto stosowana, gdyz wydaje sie prostsza i nawet ta-
twiejsza. Podobna prostota nie jest zaleta, a tem bardziej
argumentem, a tatwos¢ podlega bardzo powaznym zarzutom.

Jak juz nieraz podkres$laliSmy wyzej, nauczanie jest nie
tylko podawaniem wiedzy, ale procesem wychowawczym. Wspo-
mniana prostg drogg mozna papuge nauczy¢ tabliczki mno-
zenia, ale nie mozna rozwing¢ jej umystu. Nauczanie danego
przedmiotu ma swoj cel wewnetrzny — osiggniecie panowania
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nad tym przedmiotem, ale obok niego nie mniej, jezeli nie wie-
cej wazny,—rozwdj sit psychicznych ucznia. Bierne wykuwanie
temu zadaniu nie tylko sprosta¢ nie moze, ale wprost prze-
ciwdziata. Z drugiej strony psychologja poucza, ze takie bierne
jednorazowe wykuwanie prowadzi przy stosunkowo matym re-
zultacie do wielkiego wydatkowania energji umystowej. Lepsza
jest metoda rozktadania danego materjatu na diuzszy okres
czasu oraz dzielenia go na jednorodne, spdjne czesci i opano-
wywania stopniowego tych czesci. Fakt ten, udowodniony droga
eksperymentu przez szereg psychologéw, ma donioste znacze-
nie dydaktyczne i przechyla wtasnie szale na korzy$¢ drugiej
metody.

Tabliczke mnozenia wogdle mozna podzieli¢ na 3 gtéwne
czesci, uszeregowane wedtug stopnia trudnosci. Azeby otrzy-
mac te czesci, wypiszmy liczby pierwszego dziesigtka w na-
stepny sposob:

1 2
3
4 _J5
6 —
8 7
9

10

Kreska, postawiona w $rodku, dzieli zesp6t liczb na dwie
grupy, ktére symbolicznie nazwiemy A i B. Mnozenie przez
siebie liczb pierwszej grupy (za wyjatkiem 5.5 = 25) daje re-
zultat, zawarty w dwoéch pierwszych dziesigtkach i stanowigcy
tem samem pierwszy, zasadniczy, przygotowawczy stopien ta-
bliczki mnozenia. Mnozenie liczb pierwszej grupy przez liczby
drugiej daje iloczyny nie przekraczajgce 50. Nakoniec mnoze-
nie liczb drugiej grupy przez siebie prowadzi do liczb, zawar-
tych przewaznie w drugiej potowie setki. Nazwijmy zespo6t
iloczynéw pierwszej grupy przez A*, drugiej przez AB, a trze-
ciej przez B*. W ten sposéb zgodnie z wymaganiem, poprzed-
nio wyrazonem, do drugiego roku nauczania nalezalyby tylko
dwie czesci A* i AB w calosci, a wiec, jezeli nie uwzglednimy
iloczynéw otrzymanych od mnozenia przez 1, r6znych iloczynéw
mamy 39, ktére musza by¢ doktadnie opanowane i wprost zme-
chanizowane. Nie jest to mato, co tem bardziej sie uwidoczni,
jezeli zwazymy, iz na tym materjale wyjasnia¢é mamy pojecie
mnozenia, a z niem dzielenia oraz zastosowa¢ do przyktadow
wiecej skomplikowanych w rodzaju: 12 X 2= 24 it. p. Z dru-
giej strony nalezy tez zaznaczyé, ze nieraz bardzo wybitni
pedagogowie sa zdania, iz w drugim roku wcale nie nalezy
porusza¢ mnozenia i dzielenia i, jakkolwiek ten poglad zdaniem
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mojem nie da sie utrzymaé, to jednakze dSwiadczy on o tej
ostroznosci, jakg nalezy zachowaé¢ wzgledem rzeczy tak pod-
stawowych dla rachunku.

Powyzsze uszeregowanie liczb pierwszego dziesigtka po-
siada jeszcze inng luke. Widzimy tu, ze liczby te tworzg pewne
kolumny, np. 2, 4, 8. Ot6z te kolumny ztozone sag z liczb o wspdél-
nym podstawowym dzielniku, dzieki czemu np. iloczyn przez
4 dostaje sie z iloczynu przez 2 zapomoca powtérnego po-
dwojenia. Takie szeregi warto mie¢ na widoku przy dobie-
raniu kolejnych przyktadéw na mnozenie (i zadan) oraz odwo-
tywa¢ sie do mnozenia przez mniejsza liczbe (np. przez 3),
przy mnozeniu przez wiekszg (np. przez 6). Ze nio jest to
tylko formalna btahostka, swiadczy o tem eksperymentalnie
stwierdzony fakt, iz iloczyn 7X8 jest najtrudniejszy ze wszyst-
kich w tabliczce mnozenia. Liczba 7 stoi samotnie i oddziel-
nie i dlatego pamietanie iloczynu przez nig jest trudniejsze,
a z drugiej strony iloczyny 7 przez 9 i 10 sg tatwiejsze, bo
7.9 = 7.10— 7, a iloczyny przez liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6 do-
tyczg liczb mniejszych. Pozostajg iloczyny 7x7 i 7x8.
Ot6z tatwiej wfazaja sie w pamie¢ te rzeczy, ktére majg spe-
cjalng ceche, w danym przypadku takg jest rowno$¢ mnoznej
i mnoznika (7 X 7), co przewaza szale trudnos$ci na 7X8.
Rzecz jasna, ze podane wyjasnienie moze nie wystarczaé, ale
wydaje sie stusznem. Oddzielnie stoi réwniez jednostka, ale
iloczyny przez nig nie przedstawiajg trudnosci, jakkolwiek nie-
stusznie sadzag ci, ktérzy uwazaja, ze nalezy od tych iloczynéw
zaczyna¢. Tu zupelnie ta sama zachodzi okolicznosé, jak przy
dodawaniu lub odejmowaniu 0. Moze to by¢ poczatkowem
dziataniem w znaczeniu formalnem, ale nie w znaczeniu kon-
kretnem, z ktéorem tak zwigzane jest nauczanie poczatkowe.
System i logika w danym razie musza ustgpi¢ psychologiji, jak
zresztag w wielu innych miejscach.

Z tego, co powyzej zostato powiedziane, stanie sige zrozu-
miatem, ze podziat tabliczki mnozenia na wspomniane 2 gtéwne
czesci jest racjonalny ze wzgledu na inng, niz zwykle, pozy-
teczniejszg metode nauczania, wobec czego znika nadmieniony
mistycyzm, a wchodzag w swe prawa wazne czynniki natury
pedagogicznej. Zdanie: agendo discimus (uczymy sie przez
czyn) znajduje w tym przypadku swoje zastosowanie, jak wogoéle
wszedzie, gdzie siega zasada samodzielnosci.

W ten spos6b przedstawia sie cato$¢ nauczania w drugim
roku. Mamy tu przed soba trzy gtéwne grupy, trzy oddzielne
monografje, ktére nalezy traktowa¢ z odpowiedniem stopnio-
waniem, o ktérem byla mowa w poprzednich rozdziatach. Ni-
zej o tem kilka szczego6téw giéwnych podamy, a dlatego przej-
dziemy do omoéwienia blizszego kazdej z tych grup.
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Zaczniemy od wprowadzenia pojecia mnozenia. Rzecz
jasna, ie nauczyciel, zanim przejdzie do dalszych stopni nauki,
powinien powtorzy¢ poprzednie. Jezeli rzecz sie dzieje po
wakacjach, kiedy zmienna i silna fala nowych, zywych i inte-
resujacych wyobrazen przemkneta przez dusze dzieci takie
powtdrzenie jest konieczne, jak to wie kazdy doswiadczony
nauczyciel. Otéz powtarzamy dadawanie, odejmowanie, do-
petnianie i rozkltadanie w pierwszych dwoéch dziesigtkach, po-
wtarzamy dotad, urozmaicajgc rzecz zadaniami, poki sie nie
przekonamy, ze $redni uczeh witada tem nalezycie. Wtedy za-
czynamy rzeczy nowe. Nie skonczyliSmy jeszcze z liczbami
1-go dziesigtka, nie rozkladaliSmy ich na czynniki. To witasnie
stanowi przedmiot dalszych zaje¢. Nauczyciel przypomina to,
co mogto by¢ zrobione w tej matorji i idzie dalej. Zrozumia-
tem jest, ze wprowadzajgc nowe pojecie, nalezy wytworzy¢ takie
warunki, aby to pojecie w najjasniejszej wystgpito; formie,
i dlatego bardzo wazne jest zagadnienie o srodkach uzmysta-
wiajgcych mnozenie. Moga to by¢ przedmioty rézne, ale zwia-
zane sg z tem wielkie trudnosci: bardzo trudno bez zmud-
nego liczenia ocenia¢ otrzymany rezultat.. Stad, jakkol-
wiek Srodka tego nie odrzucamy (moze kto obmys$li dobry
spos6b i zaradzi brakowi), gtéwny nacisk kitadziemy na przy-
rzady. Tu, jak nigdzie, wyraznie zaznacza si¢ potrzeba znanej
podwdjnej barwy krazkéw i kulek. Np. chcemy uzmystowié,
ze 3X §= 12. Uktadamy na przyrzadzie krazki w nastepujacy

. oo . e« ofo
spos6b: o o t o Kreska pionowa oznacza przegrodke

na przyrzadzie. Dzieci rzecz widza odrazu. Tak samo mozna
zrobi¢ na liczydle, pokrecajgc pewne kulki, aby odwrécity sie

. 0000 #+¢ ¢ #00 .
inng barwa: N 2 Liczydto ma nawet pew-

na przewage nad poprzednim przyrzadem, gdyz |-o dziesigtek
(a p6zniej dziesigtki) wystepuje oddzielnie i 2-0 grupy
kulek sa zawsze jednostajnie uszeregowane. WezZmy np. przy-
padek taki: 3 X 5 = 15. Wtedy na przyrzadzie pierwszym

) "

figura wypadnie taka: ' ° * | |]j° . Tutaj widocznem

jest, ze druga pigtka jest odwrécona (symetrycznie wzgledem
punktu), a stad nie tak fatwo ja okiem chwytaé, jakkolwiek
przewidujacy nauczyciel moze rzecz te usunagé, przyzwyczajajac
dzieci do chwytania figur podobnie odwréconych.

Przy uzmystawianiu majg nieraz znaczenie czynniki nie-
spodziewane i jakby uboczne, ktére podsuwa czasem przypadek
lub inwencja uczacego. Z samego np. sposobu uzmystowienia
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widocznem jest, ze dla dzieci tatwiej jest chwyta¢ rzecz, gdy
mnozna jest wieksza, wiec np. rozktadamy 14 na dwie grupy
po 7, 16—po 8, 18 -po 9, dalej 15 na trzy grupy po 5 i t. d.
Prawo przemiennos$ciowe przy mnozeniu réwniez uzmystawiamy
w ten sam spos6b, np. 4 X3, gdzie wystepujg 4 trééki r()iono-
barwne. Mozna tez uzywac¢ sposobu prostokata, np. o ¢ o -«

O ¢ O -
Stad widocznem jest, ze 4 X 3= 3 X 4. Tyle o uzmystowieniu
mnozenia, a tem samem i zwigzanego z niem dzielenia. Nalezy
teraz powigza¢ to uzmystawianie z samym procesem wyjasnia-
nia poje¢ zwiazanych z mnozeniem.

Najpierw- nauczyciel stara sie¢ uprzytomni¢ uczniom uzy-
wanie takich wyrazéw, jak .raz”, .dwa razy” i t. p. Oczy-
wiscie, na poczatku chodzi o praktyczne ich stosowanie w co-
dziennem zyciu. Pyta sie wiec, ile razy chodzisz do szkoty,
ile razy jesz obiad, ile razy machnatem reka Ilub uderzytem
nig po stole i t. p. Dalej przypomina takie sumy, jak 2 + 2,
2-j-2+ 2, 3--3 it p., t j skiadajgce sie z jednakowych
sktadnikéw i uzmystawia te sumy w sposéb powyzej nadmie-
niony na przyrzadach, przyczem zadaje pytania, ile razy wcho-
dzi tu 2, 3 i t. p. Stad wniosek: dwa razy dwa jest cztery,
dwa razy trzy jest 6 i t. d. Opieramy sie na dodawaniu, a wiec
wigzemy nowe pojecie z poprzednio znanem — dodawaniem-
To wigzanie wystepuje na poczatku ciggle, pdzniej opuszczamy
dodawanie i wprost postugujemy sie tylko pytaniami w rodzaju:
ile bedzie 2 razy 4. W razie braku nastepnej odpowiedzi nau-
czyciel znowu odwotuje sie do przyrzadu i dodawania.

Ody dzieci uswiadomiag sobie, ze mozna predko odpowia-
da¢ na podobne pytania, a wiec po nalezytej wprawie, wpro-
wadzamy nazwe: mnozenie. W ten sposéb przechodzimy
najpierw mnozenie przez 2, dajgce iloczyny zawarte w pierw-
szym dziesigtku, potem takie same iloczyny przy mnozeniu
przez 3, 4 i 5, przyczem z poczatku bezposrednio, konkretnie
dzieci przekonywajg sie o tem, ze np. 2 X 3 jest tem samem,
co 3X2, to jest poznaja prawo przemiennos$ci, Kktore,
jak to powyzej nadmieniliSmy, moze by¢ w odpowiedni sposéb
uzmystowione. Prawa tego, oczywiscie, nie formutujemy, ale
stosujemy go w zadaniach konkretnych w rodzaju: jeden chto-
piec posadzit na 3 grzadkach po 2 krzaczki malin, a drugi na
2 grzadkach po 3; ile posadzit kazdy?

Przerobiwszy w ten spos6b odpowiednie przyktady na
mnozenie w pierwszym dziesigtku, zwracamy uwage na zwiazki
pomiedzy niemi, przyczem wystepuje prawo rozdzielnosci.
Np. 2 X 4= 2(2-f2)= 2 X 2-}-2X 2 Te rzecz nalezy wy-
jasnia¢ w zadaniach. Np.: dwaj bracia dostali od mamy po
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2 gruszki, a potem jeszcze raz po 2; ile dostali gruszek? Mozna
to zadanie zrobi¢ dwoma sposobami i stad wypada stosowanie
prawa rozdzielnosci. Rzecz prosta, ze to prawo nie odrazu
stanie sie jasnem, ze trzeba szeregu cierpliwych i zmudnych
dla nauczycieli, ale nie nudnych dla uczni éwiczenh.

Nauczyciel bierze dwa piérniki i przed oczami dzieci
wktada do jednego np. 3 stalki, a do drugiego 2. Pyta sig, ile
wtozyt do obu? Nastepnie wkiada znowu do pierwszego 3, a do
drugiego 2. Znowu, ile wlozylem? Razem ile wlozytem? A te-
raz powiedz mi, ile razy wlozyltem po 5 do obu piérnikéw?
Dalej, ile razy witozytem po 3 do pierwszego piérnika? llez
tam bedzie? lIle razy wilozytem po 2 do drugiego piérnika?
llez tam bedzie? lle razem bedzie? OdpowiedZ ta sama. Za-
danie mozna zrobi¢ 2 sposobami, jakiemi? Zapiszmy pierwszy
spos6b: 3s.+ 2a= 6s; 2X 5s.= 10s. Zapiszmy drugi
sposéb: 2 X 3s.= 6s; 2X 2s.= 4s; 6s.+ 4s.= 10s
Stad widzimy, ze mozna napisaé: 2 X 5s.= 6s. + 4s =
= 2X3 s+ 2X2 s

Oczywiscie, nalezy podac¢ szereg réznych co do tresci, ale
podobnych przykiadéw. Nastepnie uzmystawiamy rzecz na li-
czydle, uzywajgc do tego kilka drutéw. Np., mamy pomnozy¢,
jak powyzej: 2 X & Na pierwszym drucie uktadamy kulki tak:

00O0O0O e Na drugim notujemy zapomocg ku-
lek: o o o ¢« . ,t j. 5= 3+ 2. Na trzecim przez od-
powiednia manipulacje z kulkami wytwarzamy taka figure:
Oo0OO0O ...00O Nie trzeba chyba moéwié, ze nau-

czyciel omawia calg operacje i daje zapytania.

Przy tem wszystkiem poméc moze duzo réwniez zada-
nie. Np.: ciocia miata trzech siostrzencéw i dwie siostrzenice;
kazdemu dziecku data po dwie $liwki; ile rozdata $liwek?

Po takich wyjasnieniach, ktére przedtuzamy dotad, poki
nie bedziemy mieli pewnosci, ze dzieci zrozumialy omawiang
sprawe, zdoby¢ mozemy czynnik nader wazny, jak to zaraz
zobaczymy. Wezmy jako przykitad podwajanie liczb pierwszego
dziesigtka. Mamy dane do pomnozenia: 2X 8. Notujemy na-
tychmiast: 8= 5+ 3. Stad 2 X 8= 2 X J+2 X Jezeli
dzieci przez nauke poprzedzajagcg dobrze umiejg mnozy¢ licz-
by, ktérych iloczyn nie przekracza 10, natychmiast powiedzg:
2 X 8= 10+ 6= 16. Mozna wprowadzi¢ staly sposéb rozdzie-
lania liczb na pigtke i reszte, przez co znakomicie sie utatwi
proces mnozenia. Wogoéle nalezy szczegd6lng uwage zwrécié na
mnozenie 5 i przez 5. Np. 4x5 jest to samo, co 5 X 1
na zasadzie pojmowania prawa przemiennosci. Stad 5X 2 =
= 5 X 2+ 5X2 = 10+10 = 20. Podsuniecie takiego mecha-
nizmu mys$lowego przy wykonywaniu mnozenia ma wielkg war-
tos¢ dydaktyczna.
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Po opracowaniu pierwszego dziesigtka przechodzimy do
drugiego, przyczem zaczynamy od mnozenia przez 2, tworzac
szereg: 2 X 2,2 X 3,2 X 4,2 X 5 apotem 2X6. Jak dac
odpowiedz? Nauczyciel sprébuje najpierw zastosowaé prawo
rozdzielnosci, a gdyby to nasuwato trudnosci, uda sie do po-
mocy przyrzadu, przyczem zwraca uwage, ze mamy tu 6 dwo-
jek, t. j. podkres$la prawo przemiennosci i ilustruje prawidto-
wos¢ przez odwotanie sie do poprzednich przykiadéw, np. przy
2X5 jest 5 dwojek i t. p. Czemu sie dalej rowna 2X77?

OdpowiedZ uczniowie moga da¢ na zasadzie analogji: jest
tu 7 dwojek, a wiec 2 X 6-f 2= 12 + 2= 14. Tutaj znowu
zwraca sie uwage na prawo rozdzielnosci (2 X 7= 2(5-3-2)= 14)
i na prawo przemiennosci i t. d. Dalej nastepuje mnozenie
przez 3 i 4 liczb pierwszej 5, mozna tez dawac takie iloczyny,
jak 3X 6 i t. p. Ten ostatni iloczyn i 2X 9 mogtyby poméc
do zwrdécenia uwagi na prawo tacznosci przy mnozeniu, ale
obecnie zbyt skomplikowatoby to prace.

Rzecz jasna, ze zapisywanie moze by¢ stosowane w catej
rozciagtosci, przyczem trzeba podkresli¢, iz nauczyciel najpierw
radzi zapisywac¢ tak, jak sie moéwi i jak my robiliSmy powyzej,
t. j. np. przy mnozeniu 3 przez 2 tak: 2 razy 3 czyli 2X3,
gdzie X oznacza stowo ,razy”. Dopiero poznanie dokladniejsze
i przyzwyczajenie sie do prawa przemiennosci moze pozwoli¢
na przejscie do zwykle uzywanego sposobu zapisywania. Kiedy
to nastgpi, — nie mozna doktadnie powiedzie¢ i nalezy rzecz
zostawi¢ rozwadze uczacego. Jedno tu musze podkresli¢ z catym
naciskiem, ze zwrécenie uwagi na prawa przemiennosci i roz-
dzielnosci jest rzecza bardzo waznag i ze nie trzeba szczedzi¢
wysitku, aby te podstawowe wlasnosci mnozenia wyklarowacé na-
lezycie juz chociazby z tego wzgledu, ze proces zapamietywania
tabliczki mnozenia idzie dwoma drogami: 1° przez samo mecha-
niczne zapamietywanie zdobywane przez czeste przyktady i zada-
nia i 2* przez stosowanie powyzszych praw. Uczen, ktéry te prawa
zna, umiejac odpowiedzie¢ na pytania, zawarte w przykladzie:
2X 3 = ? odpowie tez na drugie: 3 X 2 = ? Tak samo, zeby
odpowiedzie¢ na pytanie: 2 X 7 = ?, mozna stosowa¢ znane
rzeczy w postaci pytah: 2X 5 = ?2i2X2 = ?2 W tym dru-
gim wypadku udajemy sie do pomocy t. zw. ,logicznej pa-
mieci”.

Przy mechanizowaniu odpowiedzi nie nalezy tez pomija¢
uszeregowania, o ktérem byta mowa wyzej, np. 2 X 2, 4 X 2,
8x2 it p. Gdy materjal, zawarty w dwoch pierwszych dzie-
sigtkach, zostanie nalezycie przerobiony, mozemy przystgpi¢ do
zapisania pierwszej czesci tabliczki mnozenia, t. j. mnozenia
liczb pierwszego dziesigtka przez 2 i ostatecznego utrwalenia
jej w pamieci.
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Czytelnik zechce zwréci¢ uwage na to, w jaki spos6b
w powyzszem uporzadkowaniu nauczania stosujemy stopnie
formalne. Na tem jednakze nie koniczy sie sprawa z 2 pierwsze-
mi dziesiatkami. Mamy jeszcze dzielenie. Nie mozna rekomen-
dowa¢ tak jak przy dodawaniu i odejmowaniu, aby mnozenie
wiasciwe i dzielenie towarzyszyty sobie bezposrednio. Nie jest
to potrzebne dlatego, ze mnozenie opiera sie na dodawaniu
i wlasciwie na tym stopniu tylko prawa przemiennosci i roz-
dzielnosci sa czem$ nowem i o tyle trudnem, ze nie nalezy
komplikowaé rzeczy przez wprowadzenie nowej trudnosci —
dzielenia, ktére witasciwie staje sie dostepnem w catosci tylko
po dobrem zapoznaniu sie z tabliczkg mnozenia. Dzielenie
jako proces formalny rozpada sie ze wzgledu na swe konkretne
zastosowanie na dwie czesci: mieszczenie i wiasciwe dzielenie.
Mieszczenie jest w zwiazku konkretnym z odejmowaniem i mozna
Z tej strony wyjasnienio tego dzialania otrzymac, ale dzielenie
saiuo wygodniej jest oprze¢ na znajomosci doktadnej tabliczki
lunozenia. Na tem polega jego trudno$¢fT potrzeba stosowania
3>0 mnozeniu. Rzecz jasna, ze rowniez dla tego powodu nalezy
Zaczg¢ od mieszczenia, ktére tatwiej da sie zilustrowaé i ma
w odejmowaniu pomocnika, a potem dopiero wychodzgc z miesz-
czcnia i tabliczki mnozenia wprowadzi¢ wiasciwe dzielenie.
Gdyby$Smy to wszystko robili odrazu na poczatku mnozenia,
zbyt skomplikowataby sie catla procedura nauczania. Dlatego
musimy odstgpi¢ od zasady, stosowanej przy odejmowaniu i do-
dawaniu. Na to moznaby odpowiedzie¢, ze na razie dobrzeby
byto ztaczy¢ tylko mieszczenie z mnozeniem, a potem dopiero
przejs¢ do dzielenia. Takio postawienie sprawy jest niewy-
godne z tego powodu, ze to przeczy zbyt wyraznie zasadniczej
jednosci dzielenia, o ktérg nam powinno chodzi¢. Tej jednosci
zaprzecza konkretne stosowanie dziatania, a nie samo jego wy-
konanie.

Wyjasnienie i ugruntowanie mnozenia pocigga za sobg za-
raz mieszczenie. Przy tej sposobnosci nalezy przypomnieé¢ znane
dzieciom miary i faktycznie wykona¢ kilka przynajmniej rze-
czywistych pomiaréw. Uzywa¢ mozna do tego tokcia, metra,
decymetra, stopy i t. p. Pomiary te moga by¢ wykonane
w klasie lub gdziekolwiek w innem miejsca, ale nauczyciel
musi sie do tego przygotowac, aby rezultat nie zrobit ktopotu
(moga sie zostawaé reszty). Przyjeto moéwié, ze dana liczba
tyle a tyle razy miesci sie w drugiej, dana dlugos¢ mie-
Sci sie w drugiej dlugosci. Nie bede sie spierat o stowa, ale
w niektérych przykiadach konkretnych takie wyrazenie czasem
jest nietrafne. Np.: ile razy miesci sie 5 doméw w 15 domach?
Inne wyrazenia, jak: ,,zawiera sie", ,wchodzi" i t. p., posiadajg
te same wady, ktdére jeszcze wyrazniej wystepuja przy utam-
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kach. Pomimo to nowego wyrazenia stworzy¢ nie usituje- Po
uzmystowieniu mieszczenia, jak poprzednio, na krazkach, przy-
ktadach i t. p. przy uwzglednieniu jego zaleznosci od odejmo-
wania nalezy umie¢ zapisywac¢ dziatanie. W ,mieszczeniu" re-
zultat dziatania zawsze jest liczbg, wskazujaca ,liczbe razy”.
Mozemy przy przyktadach i zadaniach zapisywaé¢ z mianami,
naprz. 15 guz. :3 guz. = 5, a przy przyktadach liczbowych
tak samo bez mian. Niektérzy radzg przy dzieleniu prowadzi¢

zapisywanie w ten sposoéb: . 15 guz. = 3 guz. czyli piagta

cze$¢ pietnastu guzikéw jest 3 guziki. Podobny sposéb zapi- j
sywania, nadajagcy sie w dzieleniu, ma swoje zalety,j
gdyz odrazu przyzwyczaja do szukania czesci z catosci. Zdajel
mi sie jednakze, ze sposobu zapisywania zmienia¢ niema po-;
trzeby, gdyz powyzszy jest zbyt skomplikowany i niejasny
zwlaszcza na tym poziomie. Na poczatku dobrze jest réwniez
zapisywac¢ dwie réwnosci: 3g. X 5= 159., a potem 159g. : 3g.=
= 5. Stawianie mian szczego6lnie dla dzieci,
ktére niewprawnie pisza, sprawia niemata strate
czasu i ktopot, ale wyzby¢ sie tego, znaczy to sa-
mo, co zwalczy¢ zakorzenione przyzwyczajenie.

Tak samo jak mieszczenie, wiasciwe pojecie dzielenia nie
jest obce dzieciom z wilasnego ich doswiadczenia. To tez za-
czynamy od takich przyktadéw, ktére mogg by¢ znane. Np.:
ojciec miat trzy orzechy wtoskie i rozdat je trojgu dzieciom
swoim; ile dat kazdemu dziecku? Podobnyz przyktad, gdy ma-
my, dajmy na to, 6 orzechéw. Jaka cze$¢ wszystkiego dostato
kazde dziecko?

Takie sg tu odnoszgce sie pytania. Rozwigzanie ich otrzy-
maé¢ mozna, jak to byto juz powiedziane, na dwoéch drogach;
1* na tle mnozenia i 2° za pos$rednictwem mieszczenia. Jezeli
uczen wie, ze 2 X 3 = 6, to przez odwrb6cenie zagadnienia
w potaczeniu z uzmystowieniem odpowiedzie¢ moze, ile bedzie
wynosita trzecia cze$¢ 6. Nauczyciel powinien sie stara¢ wy-
doby¢ odpowiedz te na konkretne zadanie, odwotujagc sie witas-
nie do odpowiedniego przykiadu na mnozenie. Zapewne, ze
w tem zawiera sie trudnos$é, ale te trudno$¢ mozna zwalczyé
przez wprawe szczeg6lnie w przerabianiu takich matych przy-
ktadéw. Wogoble dziatania odwrotne posiadaja te trudnos$¢ za-
wsze,—wszak nawet w odejmowaniu ona istnieje, ale w znacz-
nie mniejszym stopniu. Z powodzeniem mozna tez stosowac
metode probowania, polegajaca na tem, ze zakladamy najpierw,
ile bedzie wynosita dana cze$¢, a pdézniej sprawdzamy rzecz
przez mnozenie. Jezeli wychodzimy z zagadnienia mieszczenia,
t. j. jezeli np. chcemy podzieli¢ 6 przez 3 i dowiadujemy sie
najpierw, ile razy 3 miesci sie w 6, a potem z tego, ze 2 X 3 =
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= 3X2, wnioskujemy o pozadanej cze$ci, postepujemy inaczej
niz poprzednio, bo opieramy sie na znanym juz rezultacie miesz-
czenia. W kazdym razie obydwa te sposoby trzeba stoso-
wacé i taczy¢ ze sobag, a dla utatwienia uzywacé przy tych za-
gadnieniach uzmystowienia, ktére tu bardzo moze by¢ pomocne.
Uzmystawiajgc na liczydle w ten sam sposéb, jak poprzednio,
pytamy sie, jaka czes¢ te kulki stanowiag calej liczby kulek.
(Np. przedstawiono 6 podzielone na 3 dwojki. lle tu tych dwo-
jek? Kazda para kulek [kazda dwdjka] stanowi czes¢ 6 kulek.
Jakag czes¢?). Takiej samej dyskusji powinny podlega¢ pyta-
nia: ile razy wiecej? ile razy mniej? Opracowujac kazde z ta-
kich pytan, nauczyciel zadaje odpowiednie przyktady i zadania.
Np.: Wicio ma 4 stalki, a Kazio 2 razy mniej; ile ma Kazio?
Przerabiamy w taki sposéb caty zakres od 1— 20, poki sie
nie nabierze pewnosci, ze dzieci rzecz zrozumiaty.

Fakt, ze zakres od 1—20 jest dzieciom znany z poprzed-
niej nauki, sprzyja wtasnie dobremu ugruntowaniu poje¢ mno-
zenia i dzielenia. Tworzenie szeregbw na mnozenie i dzielenie
w tym zakresie nie jest jeszcze wygodne, gdyz tatwo go prze-
kroczy¢, ale z tego nie wypada, by nauczyciel trzymat sie byle
jakiego porzadku: pozostaje on przy dzieleniu tem samem, jak
przy mnozeniu. Wyjasnione dla innych liczb pojecia mnozenia
i dzielenia nalezy tez zastosowa¢ do 1, ktérg powyzej omine-
liSmy. Teraz dopiero jest to wiasciwe, gdyz w mnozeniu przez
1 nie jest zawarte dodawanie, a wiec w tym przypadku nalezy
wyrobione pojecie mnozenia uogo6lni¢. Klade np. na liczydle
5 kulek i pytam: ile razy wziglem 5 kulek? Raz — odpowiedz
jasna. He razy 5 kulek miesci sie w 5 kulkach? Raz — réw-
niez dobrze. Ale jaka czes¢ stanowi 5 kulek pieciu kulek?
Tutaj pytanie jest wprost dla dzieci niepotrzebne. Bawi¢ sie
dalej w zapisywanie: 2X 1 = 2, 3 X 1= 3 i t. d. rébwniez
niema potrzeby. KiedySmy juz spostrzegli, ze pojecie mnoze-
nia jest ugruntowane w tym zakresie, mozemy na te rzeczy
zwroéci¢ uwage; bedzie to jakby uogoélnieniem tego pojecia, ale
wyjscie z takich przyktadéw nie jest racjonalne.

Prawo rozdzielnos$ci stosuje sie tez przy mieszczeniu i dzie-
leniu. Np.: 18:3 = 15:3— 3:3 = 5— 1 Prawo rozdziel-
nosciowe przy dzieleniu nalezy dituzej omawiaé, bo rzecz ta
zastuguje na szczegd6lng uwage. Jezeli mnozenie jest dobrze
poznane, proces uzmystawiania moze by¢ ten sam i trudnosci
nie wywota. Mozna takze prawo rozdzielnosciowe rozszerzy¢ na
odejmowanie. Np.. 2X 9 = 2X10 —2X1 = 20— 2= 18
Zdaje mi sie nawet, ze wartoby poswieci¢ temu ostatniemu
czas jeszcze w poczatku. Jak wielkg role przy $wiadomym
rachunku pamieciowym odgrywajg takie rzeczy, wie kazdy nau-
czyciel, a jezeli mamy materjat nowy do mys$lenia, przykitady



—m —

i zadania, mamy tem samem mozno$¢ bez nudy diuzej za-
trzymac¢ sie na malym zakresie liezb. Tego nikt nie pozatuje.
Wielkie prawa mys$li matematycznej w ten spos6b przejawiaja
sie w poczatkach, bo sg niezbedne w dalszym rozwoju. Kto
tego nie chce uznaé¢, niech lepiej nie uczy matematyki.

Prawo rozdzielnoSciowe dalej podlega pogtebieniu przez
to, ze rozktadamy liczbe nie tylko na 2 skiadniki, ale na 3
i wiecej. O tem jeszcze bedzie mowa pdzniej.

W ten spos6b znowu ,z wyzszego stanowiska" poznaliSmy
zakres liczb od 1 — 20. Teraz trzeba iS¢ dalej; a poniewaz
mamy do rozporzadzenia znacznie wigcej dziatan, niz w roku
pierwszym, pytanie polega na tom, jak bedziemy rozktadali
zaréwno te dziatania, jak i liczby zakresu dalszego od 1—100,
ktéry ma by¢ przedmiotem drugiego roku nauki. Nie tatwe
to pytanie. Istnieje poglad, broniony przez znanego prof.
Reina z Jeny i wybitnego metodyka niemieckiego Hartmanna,
ze zakres wspomniany nalezy przej$¢ przez 2 lata: w pierwszym
roku rozpatrujemy liczby tylko z punktu widzenia dodawania
i odejmowania, a w drugim na tle wszystkich dziatah. Nie
znaczy to bynajmniej, abysmy w pierwszym cyklu zupetnie
pomineli tatwiejsze przypadki mnozenia, -bytoby to grzechem
dydaktycznym, przeczyloby zasadzie genetycznego rozwijania
poje¢ arytmetycznych; taki podziat dotyczy gtéwnie tabliczki
mnozenia w catej jej rozciggtosci, jako przedmiotu waznego
i trudnego w nauczaniu. Powyzszy poglad ma swoje zalety;
uktad materjatu jest konsekwentny i prosty, czas, przeznaczony
na jego przejscie, pozwala na znakomite ugruntowanie rzeczy
gtéwnych, bo diuzej zatrzymuje uwage uczacego sie w tak
waznym zakresie; dla nauczyciela podobne ,,przechodzenie kursu"
jest wygodniejsze i pomaga do tatwiejszego przystosowania do
przedmiotu $rodkéw nauczania. Ma on jednakze i swoje wady:
I-o brak rozmaito$ci w zadaniach i pytaniach, ktéry wynika
z uszczuplenia zakresu dziatan, 2-o zwigzany z tem brak za-
dos$céuczynienia potrzebom praktycznym, nawet przez dzieci od-
czuwanym. To sg gtéwne zarzuty, ktére zdaniem mojem wystar-
czajg one do tego, by przechyli¢ szale na strone konkluzji
kompromisowej, ktérg tu przyjeliSmy.

Druga cze$¢ programu, o ktoérej moéwilismy wyzej, doty-
czy rozszerzenia zakresu liczbowego do setki i opracowania go
pod wzgledem dodawania i odejmowania. Ta czes$¢ przedstawia
wiec odrebng monografje, ktéra nalezy przerobi¢ z uwzgled-
nieniem odpowiedniego stopniowania, i jak zawsze, gruntownie.
Nie spotykamy w niej wielkich trudnos$ci, gdyz zasadniczo
dziatania nie r6znig sie od wykonywanych juz w drugim dzie-
sigtku, sg tylko wiecej skomplikowane. Ta komplikacja gtownie
polega na prawach dodawania i odejmowania sumy oraz zwiek-
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szeniu sie liczb samych, co odbija sie na trudnosci poglado-
wego ich przedstawienia. Rozszerzanie zakresu liczbowego
zaczynamy od tworzenia catych dziesigtkéw (20, 30 40 i t. d.)
w potaczeniu z przedstawieniem tychze na liczydle, a po6zniej,
stopniowo uszeregowujgc materjat wedtug trudnosci i logicz-
nego zwigzku, wprowadzamy coraz wiecej skomplikowane
dziatania.

Wogdlc wyrézniamy tu nastepujgce momenty: |-o rozsze-
rzenie zakresu liczcbowego do 100 i dziatania z calemi dzie-
sigtkami, 2-0 tworzenie [kolejne liczb porzadkowych w catym
zakresie, 3-0 dodawanie liczby jednocyfrowej i odejmowanie
takiejze liczby od liczb calego zakresu bez tworzenia lub po-
zyczania dziesigtka, 4-o takie same dziatania z tworzeniom i po-
zyczaniem dziesigtkéw, 6-o0 dodawanie do catkowitych dziesiat-
kéw liczby dwucyfrowej i odejmowanie od tejze catkowitych
dziesigtkéw, 6-0 dodawanie i odejmowanie liczb dwucyfrowych
bez tworzenia i pozyczania dziesigtkéw, 7-o0 dodawanie i odej-
mowanie liczb dwucyfrowych z tworzeniem i pozyczaniem dzie-
sigtka bez przekroczenia setki, 8-0 og6lne dodawanie i odejmo-
wanie liczb dwucyfrowych. Nastepstwo tych momentéw jest
zrozumiate i specjalnych ttumaczeh chyba nie wymaga. Doda-
my jeszcze, ze naturalnie przy kazdym z nich wystepujg od-
powiednie przyktady, zadania i zapisywanie, — o czem jeszcze
pomoéwimy.

O pierwszych czterech momentach nie trzeba sie diugo
rozwodzi¢, gdyz rzeczy te sg proste i sg powtdrzeniem tego,
co byto w drugim dziesiatku. W momencie pigtym wystepuje
rzecz nowa, mianowicie dodawanie i odejmowanie liczby dwu-
cyfrowej. Gdy np. do 20 mamy doda¢ 17, mozemy to dziatanie
przedstawi¢ tak: 20 -f- 17 = 17 -]- 20 = (10 -j- 20) + 7 = 37,
a wiec postugujemy sie prawami przemiennosci i tgcznosci przy
dodawaniu i dodawaniem do sumy. To samo dziatanie mozna tez
wykonywac¢ inaczej: 20 -j- 17 = 20 -f- (10 -|- 7) = (20 -+- 10) -f- 7,
t. j. postugiwac sie prawem dodawania sumy. Nauczyciel nie po-
winien opusci¢ zadnego z tych sposobéw, gdyz w kazdym
z nich jest duzo momentéw pouczajacych i przygotowujacych
do nastepnych stopni nauki. Nalezy tu podkresli¢ szczegélnie
stosowanie prawa przemiennosci, ktére pdzniej szczegdlnie przy
mnozeniu jest bardzo przydatne. Oczywiscie, formutowanie tych
praw nie moze by¢ wymagane; gtdbwnym sprawdzianem jest
Swiadome i szybkie stosowanie.

W momencie 6-ym prawa dodawania i odejmowania sumy
i do sumy wystepuja jeszcze wyrazniej. Nie nalezy krepowac
ucznia pewnym schematem, a tem bardziej wprowadza¢ zapisy-
wania z podpisywaniem skiadnikéw, jak to sie, niestety, czesto
w praktyce dzieje. Rachunek pamieciowy odgrywaé¢ winien
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gtéwna role, bo jezeli chcemy, zeby dzieci rachowaly mys$lac,
nie mozemy krepowa¢ swobody tej mysli okreslonym schema-
tem, ktory dopiero pézniej, gdy liczby wzrosng, nabierze swego
znaczenia i celowosci. Jezeli mamy np. doda¢ do 27 liczbe 32,
mozemy postepowac tak: 27 -(- 32 = (2 -f- 7) -f- (20 -f- 30) albo
(20 -j- 30) {2 -|—7). W rachunku pamigeciowym ten ostatni
spos6b jest nawet lepszy, jakkolwiek przy podpisywaniu liczb
unikamy go. Przy dziataniach z liczbami w tym momencie
nalezy ostatecznie wyjasni¢ wspomniane prawa dodawania i odej-
mowania, gdyz pdézniej dziatania sie wiecej skomplikujg i tem
samem mozemy utrudni¢ sobie prace.

Siédmy moment jest ostatnim w drugim roku nauczania,
poniewaz 8-my prowadzi do przekroczenia setki, a wiec zakresu
liczbowego tego roku. W warunkach lepszych dla nauczania
moznaby to przekroczenie zrobi¢, ale ostrozno$¢ nigdy nie
zawadzi. Dla zilustrowania dziatan zwrécimy sie do przykta-
doéw. Mamy np. doda¢ dwie liczby: 35 i 47. Dziglania mozna
utozy¢ tak: 36 -f 47= (30 -f 5)-f (40+ 7)= (30+ 19)+ (5 -f
34) — 70 -f- 12 — 82. W ten spos6b sprowadza sie ostatecznie
dziatanie do znanego poprzednio: 70 -f- 12. Wezmy teraz przyktad
na odejmowanie. Mamy odjg¢ od 57 np. 39. Rozkladamy ca-
tos¢ dziatania w ten sposéb: 57 — 39 = (40 -(- 17) — (30 -f- 9) =
= (40 30) -J- (17 9) = 10 -f- 8 = 18. Oczywiscie, ze za-
réwno tu, jak i w poprzednich przyktadach, wszystkich po-
Srednich ogniw nie zapisujemy, ale wykonywamy w pamigci;
zapisujemy tylko poczatek i koniec. Np. w pierwszym przy-
ktadzie tak: 35 + 47 = 82.

Takie catkowite zapisywanie, jak to zrobiliSmy wyzej, moze
by¢ z pozytkiem stosowane p6zniej, gdy bedzie chodzito o uogdl-
nienie praw dodawania i odejmowania, a wiec przy wprowa-
dzeniu do rachunku z symbolami literowemi. Nie mozna jed-
nakze w tej mierze krgpowaé nauczyciela: jezeli bedzie mogt
nauczy¢ dzieci Swiadomie stosowa¢ wspomniane catkowite za-
pisywanie, niech od czasu do czasu to robi, gdyz w ten sposéb
dzieci ucza sie doktadniej mysle¢, przez jasne i wyrazne noto-
wanie swych proceséw mys$lowych. Trzeba jednakze do tego
dos¢ duzo taktu pedagogicznego i umiejetnosci. W nauczaniu,
jak i w wychowaniu wogdle, nie da sie przeprowadzi¢ wyrazna
granica pomiedzy tem, co mozna zrobi¢ w danym kierunku,
a czego nie mozna, gdyz sprawa ta gtownie zalezy od indy-
widualnosci nauczyciela, od jego wysitku i zdolnosci. Takie
przypadki, jak powyzszy, spotykamy na kazdym kroku w dzia-
talnosci pedagogicznej i wogéle w zyciu.

Od sumy dwéch sktadnikéw mozemy dalej przejs¢ do sumy
o wiekszej liczbie sktadnikéw, gdzie prawo tgcznosciowe na-
biera swego realnego znaczenia przez to, ze dzieci uozag sie

p/rratkow”j. *
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tak grupowac¢ sktadniki, aby mozna byto dodaé¢ najwygodniej.
Np. w dodawaniu 12 -3-37 -j- 18 mozemy tak utozy¢ dziatanie:
(12 -f 18)-f- 37 = 30-f 37 = 67.

Dalej, oczywiscie, mozna wprowadza¢ dziatania wspodine,
dodawanie i odejmowanie razem, zarébwno w zadaniach z sze-
regiem .pytan”, jak w przykiadach. Tych pytan jednakze nie
powinny zadania zawiera¢ za duzo: 3 lub 4 najwyzej. Wielos¢
pytan obarcza zbytnio umyst i nie daje wprawy w rachunku,
gdyz ulozenie planu zadania zajmuje zbyt wiele czasu. W zada-
niach tych stosujemy miary zawarte w zakresie 100, a wiec wiek-
szo$¢ miar uzywanych w praktyce. Miary te nalezy pokazy-
wacé, nalezy do nich dzieci przyzwyczajaé, nie wylaczajac metra
z podziatem na decymetry i centymetry. Znaczng warto$¢ prak-
tyczng ma wprawa zmystéw w odréznianiu miar, np. wprawa
oka w ocenie dlugosci. To osiggng¢ mozna przez przyzwycza-
jenie tego oka do danej diugosci, co sie sta¢ moze dzieki cze-
stemu uzywaniu i stalemu ogladaniu tej miary w klasie. Nie
nalezy zapomina¢ o mierzeniu czasu, zapoznaniu si¢ z zegarem,
liczbg dni miesiecy, ich nazwami i t. p. Kalendarz musi by¢
stale w klasie i kazda lekcja powinna zaczyna¢ sie od wypi-
sania biezacej daty.

Trzecig i ostatnia cze$cia programu drugiego roku jest
nastepny rozdziat tabliczki mnozenia oraz odpowiednie zasto-
sowanie tejze, mieszczenie i dzielenie, idgce z nig réwnolegle.
Jezeli te dziatania dobrze byly przerobione w zakresie pierw-
szych 2 dziesigtkbw i nauczyciel w zadaniach i przyktadach
nie zapomniat powtarza¢ ich przy nauce dodawania i odejmo-
wania w drugiej czesci, to dalsza nauka trudnosci nie przed-
stawia, tem bardziej, ze znajduje poparcie we wspomnianych
dziataniach: dodawaniu i odejmowaniu.

Tabliczka mnozenia ma wielkie znaczenie w rachunku,
a dobre jej przyswojenie, t. j. takie, ktére jednocze$nie wptywa
na rozwo6j umystowy dzieci, wymaga sporo czasu. Nauczyciele
klas wyzszych szkoly $redniej wiedzg, jakie rezultaty moze
sprowadzi¢ pospiech forsowny w klasach nizszych albo w szkole
elementarnej. Stara metoda mnemoniczna jak najmniej tu sie
nadaje. Nauczyciel winien wszystkie $rodki wyzyskaé, aby
umocowac, ze tak powiem, tabliczke mnozenia w pamieci dzieci,
i to nie tylko przez czeste powtarzanie, ale i przez powotanie
do pomocy $rodkéw zmystawiajacych tam, gdzie mozna i na-
dewszystko logicznych czynnikéw. Uczen powinien zna¢ nie-
trudng droge, metode do uzupetnienia zapomnianego ogniwa.
Aby wytworzy¢ taka metode, nalezy do pomocy powotaé¢ inne
dziatania: dodawanie i odejmowanie, a takze wlasnosci mnoze-
nia: prawa przemiennosciowe i rodzielnosciowe. Np. uczenh za-
pomniat, ile bedzie 6x7, a pamieta, dajmy na to, ile jest 5X7.
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Pomaga mu tu zaraz dodawanie i prawo rozdzielnoSciowe.
Z drugiej strony, jezeli bedziemy umieli organicznie, zapo-
mocg wspomnianych dziatah i praw po '6 oddzielne mo-
menty tabliczki mnozenia, tem samem stworzymy podstawe do
tego, by uczen wierzyt nie tylko $lepej pamieci, ale i wasnej
gtowie.

Zwrécenie uwagi na te ostatnig strone rzeczy daje nam
w rece spos6b powigzania poprzednich dziatbw. Uczniowie
przez dodawanie i odejmowanie muszg pozna¢ liczby w zakresie
od 1— 100 w takim stopniu, aby niezaleznie od samej wartosci
tego poznania, mieli jeszcze moznos$¢ Swiadomego przyswajania
sobie tabliczki mnozenia. Stad wynika, ze poznawanie przez
dodawanie i odejmowanie musi poprzcda¢ tabliczke mnozenia,
ktéra powinna sie z temi dziataniami przeplata¢ w organicz-
nie powigzany cigg. Przedstawimy teraz, jak sie te rzeez po-
winno traktowac.

Przedewszystkiem musze zaznaczy€, ze nauczanie nie jest
przechodzeniem oddzielnych paragraféw ksigzki. Na kazdej
lekcji w zadaniach i przyktadach mozemy powtarza¢ rzeczy
poprzednie, a wiec wtedy, gdy gtdwna trescig lekcji jest pewien
moment dodawania i odejmowania w zakresie 100, nauczyciel
moze nieraz w zadaniu lub pytaniu przy sposobnosci spraw-
dza¢ umiejetnos¢ mnozenia i dzielenia w ramach poprzednio
poznanych.

Mnozenie liczb pierwszego dziesigtka przez 2 powinno by¢
juz znane, tak tamo jak mnozenie przez siebie liczb pierwszej
piatki précz 5 X 5= 25. Z kolei nastepuje teraz mnozenie
dziewieciu liczb przez 4. Najwiekszym iloczynem, ktéry byt
poznany dotad, jest 4 X 5= 20. Dalej mnozymy: 4 X6 . Stosuje-
my tu prawo rozdzielnosciowe: 6 = 5-f-1, 4X6 = 4X(5+1) =
= 4X 6-ft X 1= 24. Zwracamy uwage, ze, majac iloczyn
przez 5, aby otrzymac iloczyn przez 6, nalezy do poprzedniego
doda¢ jedng czwoérke. Tak samo, aby z iloczynu ostatniego
otrzymac pierwszy, trzeba te czwoérke odjgé. Uzmystawiamy
naturalnie operacje na liczydle. Dalej nauczyciel moze zapytac,

ile bedzie 2X 6. Jest to rzecz znana. Ille dziesigtkow za-
wiera 12, a ile 24? He razy wiecej w drugim przypadku? To
samo o jednosciach. lIle razy wieksze jest 24, niz 12? W od-

powiedni spos6b mozna to uzmystowi¢ i natychmiast zastoso-
wa¢ do mnozenia: 12 X 2= 24 na tle prawa rozdzielnosci. Tak
samo postepujemy z iloczynami 4 X 7, 4 X 8, 4 X 9, 4 X 10.
Tutaj mozna kazda liczbe: 7, 8, 9, 10 rozktada¢ na 2 czeSci:
6-]-1, 7+ 1i t. d, albo: 5+ 2, 5+ 3, 5+ 4, 5+ 5 i stosowac
prawo rozdzielno$ciowe. Mozna tu tworzy¢ nastepujace szeregi:
4X 1 4X 2, 4x 3it d, abo: 4Xx U X 3, 4x 5it d,



albo: 4 X 1, 4X 4, 4X 7, 4X 10, albo: 4 X 1, 4 X 5, 4X 9.
Inne mozliwe szeregi z 4 sa bezuzyteczne.

Nauczyciel, przy mnozeniu np. 4X 7, powinien wobec
pomytki ucznia natychmiast nasuwa¢ mu wspomniane sposoby
wynajdywania iloczynu. Takich sposobdéw narazie jest trzy:
I-o na zasadzie zastosowania prawa rozdzielnosciowego, np.:
4 X (#+ 2)> 2’° na zasadzie dodawania 4X6=24; 24-(-4= 28,
3-0 na zasadzie odejmowania 4 X 8 = 32; 32— 4= 28. Mniej-
sza, ktéry z tych sposobdéw uczenn zastosuje, byle robit to Swia-
domie. W kazdym razie witasciwie gtdbwng role odgrywa prawo
rozdzielnosciowe, zapomoca ktorego sprowadzamy tutaj tab-
liczke mnozenia przez liczby pierwszej pigtki do mnozenia
tych liczb przez siebie, co znane jest z poprzedniego zakresu.
W ten sam spos6b traktujemy mnozenie przez 3 i przez 5.
Jest to pierwsza czes¢ tabliczki mnozenia, w ktérej iloczyny
nie przekraczajg 50 i pozwalajg nam razem z dodawaniem
i odejmowaniem poznac¢ ten zakres blizej. Gruntowne poznanie
1 utrwalenie w pamieci tej czesci tabliczki mnozenia zajmuje
duzo czasu i dlatego wykraczanie poza ten zakres w drugim
roku jest zawsze ryzykowne, chyba ze mamy przed soba nie
zwyktyg klase, lecz kilku zdolnych uczni. Pamigta¢ nalezy jedno,
ze poznanie schematycznego wykonywania dziatan pismiennych
przy umiejetnosci dodawania i odejmowania liczb pierwszych
2 dziesigtkéw i ,,wykutej” tabliczki mnozenia jest mozliwe,
jak uczy codzienne doswiadczenie, ale czy to jest nauczanie
matematyki, to juz inna kwestja.

Po zdobyciu przez uczni nalezytej wprawy nauczyciel
nie omieszka, tak samo jak poprzednio z 2, utozy¢ i zapisaé
tabliczki mnozenia przez 3, 4 i 5 oraz utrwali¢ w pamieci
przez wyuczenie sie, co przyjdzie tatwiej daleko i da rezultaty
pewniejsze. Oczywiscie, te tabliczki uktada¢ bedzie nie jedno-
czes$nie, a stopniowo, po kolei.

Przy dzieleniu, nad ktérem musimy sie teraz zatrzymac,
wystepuja specjalne trudnosci, wynikajgce z istoty tego dzia-
tania. Jest rzeczag zrozumiala, ze w miare poznawania liczb
pierwszej setki i rozszerzania sie tabliczki mnozonia, nalezy
w odpowiedni spos6b komplikowa¢ dzielenie i stopniowaé po-
woli caly narzucajacy sie tu materjat. Gidwnej pomocy przy
dzieleniu nalezy eczekiwa¢ od tabliczki mnozenia. Dziele-
nie, rozpatrywane jako odwrécenie pewnego
z poszczego6lnych przypadkdéw mnozenia w ta-
bliczce, stanowi wtasnie pierwszy stopieh nauki
dzielenia. Np., jezeli 5X 6= 30,t0 30:6= 5 oraz 30:5=6.
llustrowaé¢ to trzeba na zadaniach konkretnych i mozna sie
oczywiscie ucieka¢ do pomocy liczydta z dwubarwnemi kul-
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kami. Mieszczenie, rzecz jasna, towarzyszy bezposrednio dzie-
leniu wiasciwemu.

W poczatkowym okresie zapoznawania dzieci z dzieleniem
radziliSmy oddzieli¢ dzielenie od mnozenia i zapozna¢ najpierw
gruntownie z tem ostatniem. Przyczyny tego byty nadmienione.
W danym przypadku przyczyny te nie odgrywajg takiej roli
i dlatego wspotrzedne prowadzenie obu dziatan jest bardziej uza-
sadnione, zwilaszcza, ze Srodki poglagdowe nie majg juz nalezy-
tej jasnosci. Nie znaczy to, zeby koniecznie, pedantycznie kaz-
demu mnozeniu odpowiadato zawsze dzielenie, ale trzeba sie
stara¢ czesciej tak wiasnie robi¢, aby przyzwyczai¢ umyst do
szybkiej i wprawnej odpowiedzi.

Wspomniany wyzej pierwszy stopien dzielenia, zwigzany
z tabliczkg mnozenia, nie wyczerpuje jednakze wszystkiego.
Np. dzielenie: 24 : 2 = 12 nie opiera sie na tabliczce mnozenia.
Zeby go wykonaé w pamieci trzeba us$wiadomié sobie albo ilo-
czyn 12X 2 = 24, albo tez stosowa¢ prawo rozdzielno$ci przy
dzieleniu. Poniewaz ostatecznie tabliczke mnozenia staramy
sie zmechanizowaé¢, wiec na niej mozna oprze¢ pierwszy sto-
pien dzielenia z wigekszg pewnoscia. W takim jednakze przy-
padku, jak powyzszy, mnozenie, opierajac sie na prawie roz-
dzielnosci: 12 X 2= (10 -f 2) .2= 20 -+- 4 = 24, nie nalezy
jednoczes$nie do rzeczy, ktére dzieci zapamieta¢ majg, nie na-
lezy do tabliczki mnozenia. Stad wazng jest rzecza, aby przy
odwrdéceniu dziatania, oprzec€ je réwniez na prawie rozdzielnosci,
a wiec rozumowac tak: 24 :2 = (20 -f-4):2= 20:2 4:2=
= 10-f-2= 12. Wpojenie w umysty dzieci prawa
rozdzielnosci w tej formie nalezy tutaj do naj-
wazniejszych rzeczy. Zobaczymy poézniej, jak wielka
role odgrywa ono przy piSmiennem dzieleniu liczb duzych. Dla-
tego, zeby prawo rozdzielnosci przy dzieleniu stato sie jasnem,
nalezy uprzytomni¢ jego stosowanie przy liczbach matych, np.
9:3 = (6-f3):3 = 6:3-4-3:3 = 2-j-1 = 3, przyczem nie
trzeba zapomina¢ o odpowiednich zadaniach konkretnych i przy-
ktadach, ktére tatwo sobie dobra¢. Takie same przyktady nau-
czyciel winien dawaé¢ réwniez przy liczbach wiekszych. Np.
odnos$nie do powyzszego przypadku dzielenia moze da¢ dla
wyjasnienia taki przyktad: gospodarz sprzedal potowe posia-
danych przez sie 24 baranéw, ktére miescity sie w dwodch za-
grodach, tak ze w jednej byto 20, a w drugiej 4; ile sprzedat?

Tego rodzaju przyktady na wiasciwe dzielenie i miesz-
czenie w zakresie 100 stanowig razem z odpowied-
niem mnozeniem tres¢ drugiego stopnia dzie-
lenia. Mozna sie tutaj ogranicza¢ nie koniecznie do zakresu
pierwszej 50, gdyz np. takie mnozenie: 34 X 2 przy zastoso-
waniu prawa rozdzielnosci sprowadza sie do tego zakresu, jak-
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kolwiek rezultat poza niego wykracza. Stad np. tego rodzaju
przypadek dzielenia: 36 : 3 moze by¢ stosowany, o ile prawo
rozdzielnosci jest dobrze ugruntowane. Podobne
przyktady na mnozenie i dzielenie sg jednocze$nie zastosowa-
niem tabliczki mnozenia, ¢wicza wtadze logiczne i rachunek
pamieciowy. Nie trzeba tu chyba usilnie podkres$la¢, ze wy-
bieramy takie przykitady, w ktérych obydwa skitadniki, jak
powyzej, dzielg sie przez dang liczbe.

Podziat uzywany na tym stopniu przy rozkiadaniu dziel-
nej na dwa sktadniki odpowiada sposobowi pisania liczb. Na-
zwiemy go sposobem pozycyjnym. Mozna jednakze
stosowa¢ sposob inny, ktéry nazwiemy sztucznym. Np.
66 :5= (50 -f- 15):5= 10+ 3= 13. W danym razie rozkiad
zrobiony jest sztucznie w ten sposéb, zeby obydwa sktadniki
dzielity 3ie przez 5. Taki podziat wymaga od ucznia wigkszego
wysitku umystowego i wprawniejszego wiadania prawem roz-
dzielnosci, ktére musi by¢ zdobyte poprzednio. Wobec tego
nalezy ten sposéb wprowadzaé¢ ostroznie i powoli i nie forso-
wacé zbytnio, jezeli dzieci nie dajg sobie rady. Nawet mozna
go zostawi¢ do roku przysztego, gdzie wystgpia réwniez inne
formy dzielenia. Mamy tu do czynienia z bardzo waznym dla
rachunku pamigeciowego momentem i jednoczesnie widzimy, ja-
kie podstawowe znaczenie posiada rozktadanie jeszcze w pierw-
szym dziesigtku. Porzadne nauczanie — to porzadna nauka
mys$lenia, w ktérej rozumna powolnos¢ i dokltadne ¢wiczenie,
tak powazng role odgrywaja. Z drugiej strony nigdy nie trzeba
zapominaé, ze wszystko w nauczaniu winno sie wigza¢ z zyciem
przez zywe, dotyczace rzeczy otaczajagcych i zagadnien prak-
tycznych przyktady i zadania. Zakres drugiego roku jest w ten
spos6b wyczerpany.

Jedng z waznych zalet dobrej metody nauczania jest umie-
jetnos¢ uczenia dzieci dostrzegania pewnych cech charaktery-
stycznych danej liczby. Pomaga to w rachunku pamieciowym,
ktéry przez to staje sie mniej mechanicznym, a zarazem przy-
gotowuje grunt do dalszych uogélnien. Podam tu kilka przy-
ktadéw. Np. odréznianie liczb parzystych i nieparzystych, liczb
dzielagcych sie przez 3 i nic, liczb dzielgcych sie przez 5i nie
i t. p. Pogtebianie nauki daje coraz wiecej potrzebnego ma-
terjatlu myslowego do tych spostrzezen. Indukcyjne rozumo-
wanie w nauczaniu poczatkéw jest jedynie mozliwe, a opiera
sie ono na materjale spostrzezenn. Pamieta¢ zawsze nalezy o tem,
co bedzie dalej, i przygotowywac¢ do tego grunt. Im wazniej-
sza jest rzecz, tem diluzszego dojrzewania wymaga; ale zaden
nauczyciel nie pozatuje takiego razktadania na dluzsze okresy
czasu.
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W literaturze pedagogicznej powtarza sie stale jeszcze od
czasOw starozytnych przypowies¢ poréwnywajgca pedagoga do
ogrodnika, szczegodlnie lubi to poréwnanie Rousseau, ktory jest
tak zapatrzony w indywidualno$¢ oddzielng i widzi w niej
skoncentrowane wszelkie wartosci zyciowe. Nauka historji
i glebsze pojmowanie kultury i cywilizacji wskazujg na warto$¢
i znaczenie czynnikéw pozajednostkowych (transsubjektywnych)
i dlatego pojmowanie Roussa, ktére na wielu taki wptyw do-
tad wywiera, jest jednostronne, ale w zaznaczonem poréwnaniu
jest zdrowe ziarno, ktére ujmuje zasada samodzielnosci. Sa
w kazdej jednostce naturalne sily rozwojowe, wymagajgce okres-
lonego czasu dla swego wielkiego dzieta: wzrostu duchowego
cztowieka. Nauczyciel powinien umie¢ te sily rozpoznawac, oce-
nia¢, kierowac¢ niemi, a takze czeka¢, by¢ cierpliwym, dzieki cze-
mu cierpliwos¢ ma wartos¢ nie tylko przed trybunatem etyki,
lecz i rozumu, co jeszcze raz wskazuje, ze obydwie te dziedziny
wartosciowania majg i musza miec¢ gteboka jednos¢ wewnetrzna.



ROZDZIAL VIIL

Trzeci rok obejmuje zakres od 1—1000. Odpowiada on
naszej klasie wstepnej w szkole Sredniej. Praktycznie zakres
ten ma najwieksza warto$¢, gdyz w zyciu codziennem rzadko
rachunek wychodzi poza te ramy, szczegO6lniej w tej sferze
ludzi, do ktérej nalezg dzieci naszych szkél elementarnych.
Nauczanie w tym zakresie wyr6znia sie przez nastepujace mo-
menty: |-o udoskonalenie i pogtebienie rachunku pamieciowego,
2-0 poznanie czterech dziatan arytmetycznych w wiekszej roz-
ciggtosci, 3-0 wprowadzanie rachunku piSmiennego, 4-o pla-
nowe rozwigzywanie zadan i wprowadzenie liczb t. zw. wie-
lorakich.

Rachunek pamieciowy wszechwtadnie panuje w 1-ym i 2-im
roku, gdzie zapisujemy tylko rezultaty obliczen, ale obraca
sie on jeszcze w dos$¢ szczuptych ramach. W trzecim roku
gruntowniejsza znajomo$¢ wiasnosci dziatah i sposobu tworze-
nia liczb pozwoli na lepsze jego ugruntowanie. Nie przestaje
on mie¢ tutaj swej wartosci: uczen powinien do$¢ swobodnie
we wspomnianym zakresie wilada¢ rachunkiem pamieciowym,
jakkolwiek nie jest to mozliwe do osiagniecia tylko w trzecim
roku, ale wymaga réwniez dalszej wprawy. W pierwszych 2
latach poznajemy dokiadniej dodawanie i odejmowanie, w trze-
cim roku konczy sie nauka tabliczki mnozenia, wchodzi réw-
niez dzielenie z resztg, wchodzg dziatania z liczbami wielora-
kiemi, ktérych warto$¢ metodyczna polega gtéwnie na uogol-
nieniu sposobdéw dziatan.

Poniewaz wprawa w pamigciowem wykonywaniu dziatan,
jako rezultat znajomos$ci ich wiasnosci i budowy liczby, jest
w tym wypadku dostateczng gwarancjg owtadniecia materjatem
nauki, mozna juz przej$¢ do stworzenia schematu piSmiennego,
tem bardziej, ze nieraz wymaga tego sama sita rzeczy przez
wzrost liczby i zwigzang z tem trudno$¢ spamietania wiekszego
szeregu drobnych operacyj przy wykonywaniu dziatan. Wobec
tego wszystkiego pierwsze trzy lata stanowig podstawe catego
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rachunku. Jezeli ta podstawa jest dobrze ugruntowana, reszta
idzie bez wielkich trudnosci. Nauczanie w tych latach wyma-
ga wielkiej cierpliwosci i starannosci, ale zato dobre nauczanie
pbézniej sowicie sie optaca.

Caly materjat w trzecim roku, jak poprzednio, rozpada
sie na dwie gtéwne czesci: uzupetnienie wiadomosci z pierwszej
setki oraz rozszerzenie zakresu limbowego do 200 i tworze-
nie dalszych liczb szeregu naturalnego. Zwrécimy tu uwage
na zalety podobnego rozkiadu materjalu. Zdobywamy przez
to konieczng ciggto$¢ w nauczaniu. Nauczyciel, ktéry musi
jeszcze uzupetni¢ niektére dziaty z poprzedniego zakresu, z ko-
niecznosci lepiej powtérzy poprzednie, a powtdérzenia nigdy
sie nie zaluje. To jedno. Po drugie, znany jest fakt psycho-
logiczny, ze pewien okres pracy nad pewnym przedmiotem
jeszcze nie wystarcza: stuzy on niejako do rozpedu, do wypro-
wadzenia z réwnowagi sil psychicznych, ktére pézniej pracuja
jakby same przez sie, jak moéwig nieswiadomie. Prze-
jawia sie to i w matych rzeczach i w wiekszych. Kazdy wie,
ze w toku pracy nad jakim$ nowym przedmiotem, wobec mnoé-
stwa powstajagcych pytan, watpliwosci, jesteSmy jakby w cha-
osie. Dopiero pézniej pytania te albo znajda odpowiedzi, albo
ustepuja i rozhukane morze uspokaja sie, wschodzi storice jas-
nosci. Po trzecie, uwazamy za jedna z podstawowych zasad
nauczania — rozktadanie materjatu na diuzsze okresy czasu.
Zwykle to sie nazywa koncentrycznem przechodzeniem przed-
miotu. Co$ podobnego tu jest, ale wolelibySmy nazwac¢ to le-
piej metoda genetyczna. Duze dawki nie sg strawne, a nawet
w najmniejszych liczbach przejawiaja sie te same prawa, co
w wiekszych. Powolne i stopniowe zaznajamianie si¢ z niemi,
stopniowy wzrost gtéwnych poje¢, wyrazajacych sie we wias-
nosciach dziatan i tworzeniu liczb szeregu naturalnego, a takze
powolne, ale trwate rozwijanie sie wprawy w wykonywaniu
dziatan, moze byc¢ osiagniete tylko przez takie traktowanie.

Gtéwnym materjatem w pierwszej czesci jest zakoriczenie
dodawania i odejmowania liczb dwucyfrowych i zakoriczenie
tabliczki mnozenia z towarzyszacem jej dzieleniem.

Zanim przejdziemy do zakonczenia dodawania, t. j. do
wprowadzenia sumy wiekszej, niz 100, nalezy najpierw zwroci¢

uwage na 2 rzeczy wazne: |-0 powtdrzenie i ugruntowanie
lepsze poprzedniego i 2-0 rozszerzenie zakresu liczbowego
do 200.

Pierwszy punkt wymaga przedewszystkiem zwyktego po-
wtérzenia wszystkich odnosnych dzialan uzywanych w 2-im
roku. Przy tej sposobnosci dla pogtebienia samej rzeczy mozna
prowadzi¢ dodawanie i odejmowanie liczb wielorakich o dwéch
wyrazach, przyczem metr i decymetr moga stuzy¢ tutaj za bar-



dzo odpowiedni przyktad. Rzecz jasna, ze miary te powinny
by¢ dobrze poznane przez uzywanie i przyzwyczajenie do nich
oka. Dobrze jest mie¢ w klasie stale okazy miar (na poczatku
dlugosci, a potem inne), aby uczniowie przez ciagte przypatry-
wanie sie zdobyli jasne wyobrazenia. Zaleca sie jednakze uni-
kac¢ tablic, na ktérych skupione sg r6zne miary (np. powierzchni,
dtugosci, objetosci), gdyz ftakie skupienie nie pozwala skon-
centrowa¢ uwagi. Na jednej tablicy moga by¢ miary jednego
rodzaju; pézniej do niej dostawiamy miary inne, odpowiednio
utozone i t. d. Zapisywanie odbywa sie zwyczajnie: 2 m. 4 dm.-f-
5.dm.= Om. 9 dm.

Takie jednoczesne zaznajamianie z liczbami wielorakiemi
pozwala ugruntowaé¢ samo pojecie dodawania i odejmowania
oddzielnie dziesigtkéw i jednosci. Ludzie przyzwyczajeni do
tego, by z liczb wielorakich robi¢ osobny dzial, gotowi sg po-
sadzi¢ mnie o herezje. Nic innego nie robie, jak tylko sto-
suje zasade rozkitadania na dituzsze okresy czasu. Z drugiej
strony wiara w nadzwyczajne wiasnosci liczb wielorakich, dzieki
ktéorym wytwarza sie z nich osobny dziat, nie ma najmniejszej
podstawy, ani naukowej, ani dydaktycznej. Dziatania z licz-
bami wielorakiemi majg wartos¢ dydaktycznag tylko jako wy-
godne unaocznienie i uogélnienie dziatan.

Gdy nauczyciel przekona sie, ze zaréGwno poprzednio znane
przypadki dodawania i odejnowania, jak podobnez dziatania
z dwucztonowemi liczbami wielorakiemi i znane rzeczy z ta-
bliczki mnozenia sg wykonywane Swiadomie i wprawnie,przy-
stepuje do rozszerzenia zakresu liczbowego do 200. Przytem
nalezy zdawac sobie sprawe, ze pogladowe przedstawienie liczby
nie jest juz prawie zupelnie pomocne, ze nasuwa wielkie trud-
nosci. Pomimo to nie nalezy kompletnie go pomijaé, gdyz
mamy tu do czynienia z rzecza bardzo waznag dla ugruntowania
budowy liczby. Précz liczydia, ktére wobec samego braku od-
powiedniej liczby kulek moze odméwi¢ pomocy, mozna zasto-
sowa¢ znany $rod ludéw pierwotnych sposéb uzmystowienia.
Spos6b ten polega na tem, ze najpierw jeden cztowiek zaczyna
odwzorowywanie danych przedmiotow na swych palcach, i gdy
dojdzie do 10, t.j. zuzyje obydwie rece, wystepuje drugi i pod-
nosi palce do gory; poczem pierwszy znowu powtarza poprzed-
nig operacje, a drugi po skonczeniu jej podnosi 2 palce do
gory i t. d. Gdy drugi podniesie do gory obydwie rece, wtedy
wystepuje trzeci i podnosi jeden palec do goéry, a drugi opusz-
cza swe rece. Obraz trzech ludzi uszeregowanych kolejno
w ten sposOb przedstawia zasadniczg idee numeracji i bez wat-
pienia w szkole moze by¢ pomocnym. Nauczyciel moze do tego
powotaé uczniéw, ktérzy powinni stang¢ zwréceni twarzg do
swych kolegéw i przytem pierwszy z prawej strony przedsta-
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wia jednosci, drugi dziesiatki, a trzeci — setki. W ten sposéb
mozna oznacza¢ rézne liczby; np. przy omawianiu 173 pierwszy
uczenn podnosi do gory lewa reke z trzema wyprostowanemi
palcami, drugi— lewg catkowicie otwartg, a na prawej 2 palce
wzniesione, a trzeoi trzyma podniesiony jeden palec lewej reki.
Uczniowie jednoczes$nie zapisujg liczbe i oczywiscie wprawiaja
sie w liczenie do 200, co nie przedstawia zadnych trudnosci.
Uczacy powinien podkres$la¢ fakt, ze jednosci stojg na pierw-
szem miejscu, dziesigtki — na drugiem i t. d. Cala ta rzecz
nie zajmie wiele czasu, ale, jak wszystko w nauczaniu, musi
by¢ zrobiona starannie i dokladnie.

Po rozszerzeniu zakresu liczbowego nauczyciel przystapi
do zakonczenia dodawania i odejmowania w pierwszej setce,
nie zapominajgc nigdy o ¢wiczeniach z zakresu wszystkich po-
przednich dziatan. Przytem trzeba rOéwniez postgpowacé ostroz-
nie i stopniowo. Pozadane jest najpierw réwnolegte stosowanie
dziatan. Np. dodajemy: 53 -j- 9 = 62, a jednocze$nie w dru-
giem zadaniu lub przykfadzie: 153 -f- 9= 162. Na tym stopniu
setka wchodzi niezaleznie od dziatania i nie jest jego rezulta-
tem. Drugi stopien bedzie polegat na ominieciu réwnolegtosci,
np.: 147 -f 8 = 155 i dalej 153 -f 12 = 165 oraz t. p. W ten
sposéb w drugiej setce przerobimy to samo, co byto zrobione
w pierwszej. Rzecz jasna, ze przykitady na odejmowanie pro-
wadzone sg rownolegle. Potem przystepujemy do prostych
przyktadéw zwigzanych z przekroczeniem i znikaniem setki
przy dodawaniu i odejmowaniu liczb dwucyfrowych. Np.: 96 -}-
-f 7= 103, 88-f- 13 = 101, 162 — 75 «= 162 — (62 -f- 13) =
= 100 — 13= 87 i t p. Przykiady te coraz wiecej kompli-
kujemy, starajgc sie, by zbytni pospiech nie utrudnit rzeczy
i nie prowadzit do mechanicznego jedynie wykonywania dziatan.
Takie mechaniczne wykonywanie, jakkolwiek praktycznie po-
trzebne, dydaktycznie jest nieraz szkodliwe, co szczegdlnie jasno
wystepuje przy zbyt wczesnem wprowadzaniu piSmiennego
wykonywania dziatan. Nieraz sie zdarza widzieé, ze juz w dru-
gim roku uzywane jest podpisywanie liczb i stosowanie zwyk-
tego mechanizmu piSmiennego wykonywania odnosnych dziatan.
Wiasnie w roku trzecim jest to dopiero na miejscu, gdyz liczby
staja sie wieksze, pamie¢ nieraz odmawia postuszenstwa, wobec
czego rachunek piSmienny ma poza sobg istotng wewnetrzng
przyczyne.

Mozemy juz wobec tego wprowadzi¢ zwyczajny schemat,
uzywany przy rachunku piSmiennym, przyczem trzeba zawsze
pamieta¢, ze rachunek pamieciowy nie odbywa sie koniecz-
nie w ten sam sposéb. W rachunku pamieciowym wy-
godniej czesto dodawaé¢ poczynajac od wiekszych jednosci po-
rzadkowych, a w piSmiennym robimy naodwrét. Daje sie czesto
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zauwazy¢, ze dzieci tak samo pamigciowo rachujg, jak pismien-
nie. Przyczyng tego jest zawczesne wprowadzenie schematu
pismiennego wykonywania dziatan, albo niezdawanie sobie spra-
wy, ze rachunek pamigciowy z natury rzeczy musi by¢ wolny
od schematéw podobnych i przystosowywac¢ sie do danych oko-
licznosci, do natury liczb. Np. zwrécenie uwagi ucznia, ze
przy mnozeniu 2 X 19 mozna postepowaé w pamieci tak:
2.(20 — 1) = 40 — 2 = 38, jest zupetnie na miejscu. Przy
zapisywaniu liczb odgrywa duzg role porzadek i pisanie wy-
razne. Tego nauczyciel powinen stanowczo wymagac¢. Nie-
porzadne i rozrzucone rachunki sa czesto powodem biedéw
i niedopatrzen, ktére przy tem wszystkiem trudno jest spraw-
dzi¢ i poprawi¢. Znaczny bardzo procent uczniéw klas wyz-
szych szkoly Sredniej posiada te wade, z ktérej nie tak tatwo
p6zniej wyleczy¢. Jednocze$nie z rachunkiem piSmiennym
utrwali¢ sie winny ostatecznie terminologja, a wiec nazwy liczb
wchodzacych do dziatania, i uzywanie znaczkoéw.

Utrwalenie tych rzeczy jest tu konieczne, gdyz pézniej
przy formutowaniu wiasnosci dziatan oraz wogdle przy bliz-
szem ich poznawaniu, bez jasnego uzywania potrzebnych ter-
minéw, spotka¢ mozemy trudnos$ci i mimowoli oprzemy sie na
pamieci ucznibw w wigkszym stopniu, niz na ich rozumieniu
rzeczy.

Wprowadzenie rachunku piSmiennego ze wzgledu na
wspomniane potrzeby nie powinno jednakze wytgczaé obliczen
pamieciowych. Nauczyciel winien sie trzymac¢ zasady, ze w nau-
czaniu potrzeba zakres pamieciowego obliczania rozszerzyc,
o ile sig da, powinien zawsze prébowa¢ dane zadanie rozwig-
zywac¢ pamieciowo albo przynajmniej te jego czesci, ktére moga
by¢ z tatwosciag rozwigzane. Tylko wtedy gdy wytrwale i ce-
lowo dazymy do celu, osiggng¢é mozemy rezultaty odpowiednie.
Nalezy pobudza¢ uczniéw do samodzielnego rozwigzywania za-
dan w pamieci, w kazdem zadaniu szuka¢ innego sposobu roz-
wigzania, popiera¢ ze wszech miar wysitki w tym Kkierunku
uczacego sie. Najtatwiej by¢ bezwzglednym sedzig i posiada-
czem niezwruszonej madrosci, ale rola pedagoga jest inna: jest
to rola tak silnie uwypuklonego w postaci Sokratesa akuszera
samodzielnej mys$li cztowieka. Rachunek pamieciowy na kazdej
lekcji musi znalezé poczesne miejsce.

Drugim zasadniczym momentem w programie trzeciego
roku jest ostateczne zakonczenie i ugruntowanie tabliczki mno-
zenia i zwigzane z nig mnozenie i dzielenie. Moznaby dla ré6z-
nych wzgledéw od tego momentu zaczgé, t. j. postgpi¢ analo-
gicznie do wprowadzenia poczgtkbw mnozenie w drugim roku.
Nie ktadziemy na to uporzadkowanie szczeg6lnego nacisku jako
na rzecz szkodliwg; ma ono jednakze te wade, ze rozszerzenie
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zakresu liczbowego i zwigzane z tem dziatania w tym zakresie
bytyby opéznione znacznie, przez co mogtoby sie, nieraz przy-
trafi¢, ze za stabo zostang ugruntowane. Z drugiej strony dzia-
tania mnozenia i dzielenia w drugim roku, jak wykazaliSmy po-
wyzej, posiadajg tyle szczeg6téw i tyle trudnosci, a potrzeba
wprawnego wykonywania ich jest tak wazna, ze pozytecznem
bedzie pozostawienie jeszcze w trzecim roku pewnego czasu
na ¢éwiczenia bez rozszerzenia tresci. Te ¢wiczenia jak wspom-
nieliSmy, odbywaja sie obok powyzej rozwinietych szczegétow
pierwszego momentu programu.

Z tabliczki mnozenia pozostata jeszcze jedna wazna czesé¢,
mianowicie mnozenie liczb grupy B przez siebie, czyli, jak
oznaczyliSmy to symbolicznie: B2. Jest to cze$¢ najtrudniejsza,
wymagajaca pomocy i doktadnego poznania poprzednich; za-
wierajag sie w niej najbardziej zawite przypadki i dlatego
wszystkie poprzednio wspomniane $rodki pomocnicze musza
by¢é stosowane. A wiec: unaocznienie i prawa rozdzielnosSci
oraz przemiennosci muszag tu znalez¢ swoje zastosowanie. Wez-
my przykiad. Mamy do pomnozenia, dajmy na, to 7 przez 9. Sto-
sujemy prawo rozdzielnos$ci i przemiennosci: 7 X 9 =9 X 7 =
=(10 1) 7= 70 7= 63. W przyktadach mniejszych, np.
w iloczynie: 6 X 6 mozna z powodzeniem stosowa¢ unaocznienie,
w wiekszych jest to rzecz do$¢ juz zmudna i niewdzieczna, bo
nie daje nalezytej ilustracji. Po wykonaniu najciezszej pracy,
a wiec przerobieniu w ten sposéb catego zakresu tej pozostalej
czesci tabliczki, rzecz jasna, nauczyciel stara sie przez czeste
zastosowania osiggng¢ u ucznidw pozadang wprawe i nastepnie
uktada do nauczenia sig, tak jak to robiliSmy w drugim roku,
odpowiednie tabliczki mnozenia przez 6, 7 i t. p. OczywiScie,
robi to nie odrazu, ale stopniowo. W zadaniach, kt6re dajemy
dzieciom, nie zapominamy réwniez o dodawaniu i odejmowaniu
w catym poznanym zakresie.

Z zakonhczeniem tabliczki mnozenia jeszcze nie konczy sie
poznanie pierwszej setki, gdyz pozostaje dzielenie we wszyst-
kich postaciach w tym zakresie i mnozenie nie wchodzace
w tabliczke. Takie przypadki, jak 39 X 2 lub 84 : 7, jak 17X6
i 96 : 8, wogdle wszelkie mozliwe przypadki mnozenia i dziele-
nia przez liczbe jednocyfrowg w tym zakresie winny by¢ na-
stepnym przedmiotem nauki. Tutaj znowu wprawe zdobywamy
przez rozwigzynie wiekszej ilosci zadan i stosowanie poprzed-
nio zaznaczonych metod. Rzecz zrozumiata, ze tabliczka mnoze-
nia, jak réwniez powyzsze przypadki mnozenia i dzielenia, na-
leza do rachunku pamieciowego. Uczen, rozwigzujgc zadanie
piSmiennie, moze uzywaé¢ schematu piSmiennego przy dodawa-
niu i odejmowaniu, jezeli nie da sobie rady pamieciowo, ale
zapisuje mnozenie i dzielenie tylko w jednym wierszu.
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Précz nadmienionych w pierwszej setce, pozostajg jeszcze
przypadki dzielenia z resztg i przez liczby dwucyfrowa. Jeze-
liby celem naszym byto przedewszystkiem catkowite poznanie
pierwszej setki, nalezatoby, oczywiscie, te pozostate przypadki
dzielenia uwzgledni¢. Nie moze by¢ watpliwosci, ze takie po-
znanie pierwszej setki jest przedewszystkiem zadaniem trze-
ciego roku nauczania, ale nalezy sie zastanowi¢, czy ma racje
bytu wprowadzenie dzielenia przez liczbe dwucyfrowg juz za-
raz przed rozszerzeniem zakresu liczbowego do 1000. Nie
mozna na to da¢ odpowiedzi kategorycznej, gdyz niema watpli-
wosci, ze np. taki przypadek dzielenia 24 : 12 «2 jest tatwy
i moze by¢ uzywany wczes$niej nawet, niz w obecnym momen-
cie programu trzeciego roku; jezeli wigc moze by¢ kwestja, to
tylko w odniesieniu do przypadkéw trudniejszych, np. 65 :13.
Z drugiej strony nawet takie przypadki nieraz z tatwoscia sie
rozwigzuja, jezeli zastosujemy metode rownolegtosci mnozenia
i dzielenia- Odpowiedz na pytanie: 13X5 = ?, pozwoli ucz-
niowi odpowiedzie¢ réwniez na zagadnienie powyzsze. Z tego
wynika, ze mozliwe sa do przerabiania w tym momencie te
przypadki dzielenia przez liczbe dwucyfrowa, w ktérych, jak
zwykle, wchodzi tylko rachunek pamieciowy i stosowana jest
metoda réwnolegtosci mnozenia. Co sie tyczy dzielenia z reszta,
stanowi ono tak wazng rzecz i zwigzane jest z tak istotng ce-
cha poézniejszego wykonywania tego dziatania, ze wtasnie w tym
niniejszym zakresie pierwszej setki nalezy postawi¢ pierwsze
kroki decydujace.

Powyzej byly nadmienione 3 stopnie dzielenia: dzielenie
zwigzane bezposrednio z tabliczka mnozenia, dzielenie z po-
dziatem pozycyjnym i nakoniec — z podziatem sztucznym. Te
trzy stopnie dotyczg tylko prawa rozdzielnosci przy dzieleniu,
nie poruszaja jeszcze innych waznych rzeczy, o ktérych teraz
jest pora pomowic.

Najpierw zwrdcimy uwage na reszte. Na malych przy-
ktadach, jezeli dzieci same tego nie odkryty juz (co prawie
zawsze sie zdarza), pokazujemy, ze dzielenia czasem nie mozna
wykonaé¢, ze sie otrzymuje reszta. W niektérych przypadkaeh,
jak np.: 7:2, moze nam poméc stosowanie drobnych utam-
kéw poczatkowych, przyczem uczen moze da¢ stanowcza odpo-
wiedz, ale wogdle dzielenie nie prowadzi do pozadanego rezul-
tatu. Te przypadki wprowadzajg w klopot dzieci i nie mniejszy
nauczyciela. Pozyteczne jest w takich przypadkach stosowanie
w zadaniach takich konkretnych przedmiotéw, w ktérych, jak
np. tokie¢, wyjscie da sie znalez¢ albo zapomoca mniejszych
jednostek diugosci, albo wyrazenia utamkowego. W zapisy-
waniu jednakze utamka uzywaé nie nalezy jeszcze, np. przy
dzieleniu 15 : 4 zapiszemy tak: 15 :4 = 3 i reszta 3. Zapewne
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jest to sposob diugi, ale wiasnie dlatego pézniej zastosowanie
utamka wykaze wiekszg wygode i tem samem nabierze wiecej
znaczenia realnego. Po zapoznaniu sie z mniejszemi przykita-
dami. gdzie wystepuje reszta i sposobami jej ominiecia, mozemy
przejs¢ do przyktadow wiekszych z pierwszej setki i nastepnie
do zastosowania reszty w dzieleniu liczb dwucyfrowych przez
jednocyfrowa dzieki jrawu przenoszenia reszty.
Czem jest to prawo przenoszenia reszty, zrozumiemy fatwo
z przyktadu. Mamy, dajmy na to, do podzielenia 65 :5. Sto-
sujemy podziat pozycyjny: (60 - 5) : 5. Dzielgc dziosiatki, otrzy-
mamy jeden dziesigtek jako reszte i nastepnie te reszte
przenosimy do 5 jednos$ci, taczac w jedng catosé, ktérg
w dalszym ciggu dzielimy przez 5. W ten spos6b reszta, otrzy-
mana od podzielenia jednego skladnika dzielnej, przenoszona
jest i tgczona z nastepnym, ktéry po tem zigczeniu poddajemy
dzieleniu. Na tem wiasnie polega prawo wspomniane. tatwo
zrozumie¢, jakie wazne zastosowanie mie¢ ono pézniej bedzie
przy dzieleniu liczb wielocyfrowych; réwniez tatwo uprzytom-
ni¢ sobie, ze bez takich poprzedzajgcych ¢wiczen na liczbach
matych, prawo to poézniej jest zgota niezrozumiatem, a sam
proces dzielenia dzigki temu czem$ czysto mechanicznem. Ale
na tem nie koniec. W poprzednim przyktadzie dzielenie mozna
wykona¢ w ten sposoéb: 65 :5= (60 -f-5):5 = 60:5-f-5:5 =
= 12-P 1~ 13. W tym przypadku nie trzeba prawa przeno-
szenia reszty. Czy bedziemy dzieciom w rachunku pamiecio-
wym przeszkadzali wykonywac¢ ten rachunek prawidtowo, ale
tak, jak im sie podoba? Oczywiscie, ze nie. Wszak, giéwna
zaletg rachunku pamieciowego jest jego swoboda ruchéw, obli-
czona na budzenie samodzielnosci myS$lenia. Mozliwe jest wiec
przy matych liczbach i pamieciowem rachowaniu uzywanie in-
nych sposobéw przez dzieci, a nawet nauczyciel winien je po-
piera¢, lecz to nie przeszkadza zapoznaniu sie dobremu przez
dzieci z prawem przenoszenia reszty. Robimy to celowo, przy-
gotowujac grunt do przysziego dzielenia liczb wielocyfrowych,
co nie tylko wolno, ale sie nawet zaleca.

Prawo przenoszenia reszty nie wyczerpuje jednakze wszyst-
kiego. Jezeli porébwnamy dwa powyzsze sposoby dzielenia 65
przez 5, z tatwosciag zauwazymy, ze przy pierwszym sposobie
otrzymujemy najpierw tylko same dziesigtki, a przy drugim
dziesiatki z jednosciami. Fakt ten w rachunku pamieciowym
nie odgrywa zadnego znaczenia, ale pézniej, gdy bedzie cho-
dzito o dzielenie liczb wiekszych, zawazy on wielce na sposobie
wykonania. Wszak witasciwie przy pisSmiennem wykonywaniu
dziatah dostajemy kolejno wszystkie jednosci porzgdkowe ilora-
zu odrazu, t. j. najpierw, dajmy na to, setki, potem dziesiatki, a na
koniec jednosci. Staje sie to mozliwem, jak wiemy, w ten spo-
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s6b, ze staramy sie podzieli¢ dzielng na takie dwa sktadniki,
zeby w pierwszym z nich dzielnik moégt sie miesci¢. Ten pierw-
szy skiadnik zawiera pewng liczbe pewnych jednosci porzad-
kowych, a w ilorazie dostajemy odrazu te wlasnie jednosci.
Wielce to upraszcza proces dzielenia, a stad ma wazne znacze-
nie praktyczne. Dlatego, zeby dzieci przygotowac¢ do podob-
nego postepowania po6zniej, zeby jasno zrozumiaty, dlaczego
dobieramy np. jeszcze nowa cyfre, czyli zwiekszamy pierwszy
sktadnik dzielnej, waznem jest umiejetnie i stopniowo (jak
zwykle to robi¢ winnismy) rzecz te poruszy¢ wczesniej, co
szczegOlniej jasno wystapi przy dalszem dzieleniu liczb trzy-
cyfrowych, gdzie wiasnie te rzecz wyrazniej wyjasnimy, nazy-
wajac ja prawem porzgdkowania jednos$ci. W pierw-
szej setce pomimo istnienia réznych sposobéw dzielenia prawo
to nie wystepuje jeszcze jasno i dlatego niema tu miejsca na
blizsze z niem zapoznanie sig, ale, gdy posuniemy sie dalej,
nP-» gdy mamy do podzielenia 132 ; 2, z tatwoscig znaczenie
tego prawa da sie uwypukli¢. Mozna dzielenie wykonywa¢ tak:
132 :2= (100 -f 32):2= 50 -f 16 = 66, albo tak: 132 :2 =
= (130 -f 2) : 2==(120 -f 12):2= 60 f 6 = 66. Ten drugi
sposéb zwigzany z podziatem sztucznym moze sie wydaé trud-
niejszym, ale dostateczna liczba ¢wiczeh przygotowawczych,
wiasnie ze wzgledu na przysziosé, jest konieczna.

Po zaznajomieniu sie z mnozeniem i dzieleniem w pierw-
szej setce posuwamy te dziatania dalej w rozszerzonym za-
kresie do 200, przyczem wykonywamy najpierw tatwe przy-
ktady w rodzaju 60 X 3 = 180, a poOzniej coraz trudniejsze.
Wszystkie jednak przykiady mnozenia w zakresie 200 musza
by¢ z poczatku wykonywane w pamieci, dopiero pdézniej przy
przejsciu 200, dla ilustracji piSmiennego mnozenia przez liczbe
jednocyfrowa, nalezy kilka takich przyktadéw przerobi¢ pis-
miennie. Dzielenie réwniez trzeba sige stara¢ wykonywacé w pa-
mieci, jezeli nie chcemy usilniej podkresli¢ prawa porzadko-
wania jednosci. Co sie tyczy dzielenia w prostych przypad-
kach przez liczby dwucyfrowe, to wyjatku ono stanowi¢ nie
powinno, np. 120 : 12 = 10, ale w przyktadach wiecej ztozonych,
o ktérych bedzie mowa pé6zniej, piSmienny rachunek jest juz
na miejscu tak samo, jak wtedy, gdy bedziemy mieli do czy-
nienia z dzieleniem, w ktérem stosujemy prawo porzgadkowania
jednosci. Mnozenie i dzielenie w drugiej setce wobec porzad-
nego opracowania ich w pierwszej, nie przedstawi zadnych
istotnych trudnosci. Np.: 58 X 3= (560+ 8)3= 15024 = 174
W tym przykiadzie stosujemy znane prawo rozdzielnosci i ta-
bliczke mnozenia. To samo przy dzieleniu. Np.: 165 :3 =
— (150 -f- 15) : 3= 50 5= 55. Gdyby w dzieleniu wypas¢
miata reszta, zjawi sie ona przy podziale sztucznym w drugim
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sktadniku, pierwszy za$ zawsze dobieramy w pamieci tak, zeby
dzielenie si¢ odbyto bez reszty. W tych przypadkach, gdzie
chcemy wprowadzi¢ prawa przenoszenia reszty i porzgdkowa-
nia jednosci, a wiec przy pismiennem wykonaniu dzielenia,
rzecz jasna, podziat robi¢ musimy pozycyjny. Tylko bowiem
przy piSmiennem wykonaniu zjawig sie wypukie wspomniane
prawa. Piszemy tak: 1'6’5 :3 = 55, to jest uzywamy zwyklego
15
15
15

sposobu zapisywania, przyczem dajemy objasnienie znaczenia
przecinkéw stawianych nad cyframi. Przecinki te oznaczaja
podziat na 2 skiadniki. Pierwszy podziat nie udaje sie, bo nie
dostaniemy ani calych setek, ani wszystkich dziesigtkow (jesz-
cze jest 6). Reszte po odjeciu dodajemy do pozostalego skitad-
nika, co sie wykonywa przez zwykte dopisywanie, bo ta reszta
jest dziesigtkiem.

W ten sposob caly zakres 200 bedzie opracowany, poczem
musi nastgpi¢ nowe rozszerzenie do 1000. Rozszerzenie to ro-
bimy najpierw setkami, pézniej dziesiatkami, a nakoniec jedno-
Sciami. Jednoczes$nie, oczywiscie, wystepuje zapisywanie liczb.
Rozszerzenie to nie nasuwa zadnych trudnosci, ale ze zwigk-
szonym zakresem musimy réwniez rozszerzy¢ stosowanie dzia-
tan. Caly zesp6t ich stanowi tutaj trzeci gtéwny moment
W programie nauczania trzeciego roku.

Nietrudno zrozumieé, ze w pierwszym stopniu w tym za-
kresie bedzie wprowadzenie dodawania i odejmowania, a dru-
gim - mnozenie i dzielenie. Jezeli wezmiemy pod uwage jaka-
kolwiek oddzielna setke, np. czwarta, to dodawanie i odejmo-
wanie mozna w niej podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej
nalezg takie przyktady w ktérych do liczby trzycyfrowej (lub
od takiejze) dodajemy (ew. odejmujemy) liczbe dwucyfrowa.
Np. do 325 dodajemy 87 lub od 867 odejmujemy 75. Takie
przyktady prawie niczem sie nie r6znia od odnosnego doda-
wania i odejmowania liczb trzycyfrowych w drugiej setce,
a stad, jezeli tamto bylo przerobione dobrze, mozemy z ta-
twoscig stosowa¢ spos6b wykonania i w tym zakresie. Po-
przednio, na wiasciwem miejscu, pozornie kwestji nie wyczer-
paliSmy, wiec tu pare stébw dodamy. Najtrudniejsza rzecza
jest, oczywiscie, odejmowanie w tym rodzaju: 153 — 86, gdzie
trzeba ,,pozyczac¢” od setki. Trudno$¢ ta jednakze nie jest tak
wielka, by nauczyciel, ktéry wniknat w tres¢ poprzednich roz-
wazan tej ksiazki, nie potrafit sobie z nig da¢ rady. Mozna
postepowacé tak: 153 — 86 = 153 — (53 -f-33)= 100 — 33 = 67.
Dalsze wyjasnienia z naszej strony sg zbyteczne.

m&ttratfylri poczatkowej. «
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Zupelnie nowa, natomiast, rzeczg jest druga grupa doda-
wania i odejmowan ,, gdzie wchodza 2 liczby trzycyfrowe. Ta
nowos$¢, rzecz ja.- , jest wzgledna, bo dotyczy tylko wiasci-
wie skomplikowania dziatania, a nie samej istoty rzeczy, a dla-
tego nie wymaga od nas specjalnych oméwien. Rzecz prosta,
nie dajemy w tym roku takich zadan i przyktadéw, w ktérych
suma przekroczytaby 1000, nie dajemy dotad, oczywiscie, poki
prostsze przykiady nie beda wykonywane szybko i wprawnie.
Na to trzeba czasu, a program, jak widzimy, jest duzy i caly
czas pochtonie w zupetnosci, o ile szczegélnie dogodne warunki
nie ufatwia nauczania. Zrozumiata jest rzecza, ze dziatania
wspomniane z liczbami trzycyfrowemi w obu grupach wyko-
nywamy juz piSmiennie, za wyjatkiem fatwych przyktadow.

Na drugim stopniu w tej trzeciej czesci programu trak-
tujemy mnozenie i dzielenie w catym zakresie. Jakkolwiek
powyzej poruszaliSmy sprawe mnozenia i dzielenia przez liczbe
dwucyfrowg, co w rachunku pamigciowym, szczegdlniej w dzie-
leniu. gdzie iloraz jest jednocyfrowy, nie przedstawia zbyt wiel-
kich trudnos$ci, musimy tu wyraznie zaznaczy¢, ze w 3-im roku
gtéwna jednakze trescig tych dziatan moze by¢ tylko mnozenie
i dzielenie przez liczbe jednocyfrowa. Z poprzedniego mozna
sie bylo przekonad, ile r6znych pozornie drobnych szczegétéw
musi uczacy uwzgledniaé, zeby nauczanie posiadato wewnetrzng
moc stopniowo i spokojnie rozwijajgcego sie procesu, zeby
w zgodzie bylo z gtéwnemi zasadami dydaktyki: ciggtosciag
i indukcjg. Wprowadzenie dzielenia i mnozenia przez liczbe
dwucyfrowa pociggatoby za sobg niepotrzebne trudnosci i skom-
plikowanie, ktére, oczywiscie, nie pomogtyby sprawie naucza-
nia. Nie nalegam jednakze na to usilnie, bo, jak zwykle, sadze,
ze uczacy sam powinien wiedzieé, co robi. Jezeli jest przeko-
nany, ze moze wprowadzi¢ te rzecz—niech zrobi na swojg od-
powiedzialnos$¢, ale ostroznie, bo lepiej mniej przejs¢, a dobrze,
niz wiele i bez pozytku umystowego dla dzieci. Poza lasem
cyfr i dziatan arytmetycznych, poza réznego rodzaju sztucz-
nemi zadaniami i szarym tak czesto dniem szkolnym, trzeba
widzie¢ powolne wzrastanie duchowe. Jasne widzenie tego jest
gtébwng cechg pedagoga. Program jest rzecza wzgledng i zaw-
sze sztuczng, ale zywe odczucie mozliwosci, gruntowne prze-
konanie nauczyciela, ze umyst dziecigcy dordst do stawianych
mu zadan, jest najlepszym probierzem i zawsze nim bedzi
pomimo rozmaito$ci przepiséw, programoéw i wogoéle zmiennej
kolei wymagan stawianych szkole.

Dzielenie i mnozenie piSmienne przez liczbe jednocyfrow
jest zakonczeniem i ostatecznem ugruntowaniem wszystkich
przednio zaznaczonych cech tych dziatan oraz przygotowani
zasadniczem do dalszego nauczania. Dziecko, ktére te rzec
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robi Swiadomie i wprawnie, jest juz przygotowane, ale zeby to
osiggnaé, trzeba nie mato cierpliwosci i spokoju, trzeba czasu.

Zapisywanie mnozenia piSmiennego powinno sie odbywac
nie przez podpisywanie mnoznika, lecz przez pisanie go obok
mnoznej. Tak robig w rachunku praktycznym i majg po temu
wazne powody, $réd ktérych skrécenie samego procesu mno-
zenia nie mata odgrywa role. Z drugiej strony taki sposéb
jest zupeinie naturalnem przejSciem od zapisywania przy ra-
chunku pamieciowym, ktére stosowaliSmy poprzednio. Précz
tego przy podobnem zapisywaniu unikamy nieuzasadnionego
schematu mnozenia, ktéry uzywany jest w praktyce szkolnej.
Wyjasnimy to na przykiadzie. Wezmy liczby wigksze, nie na-
lezagce do zakresu programowego, o ktérym moéwimy, dla jas-
niejszego przedstawienia rzeczy. Np. mamy do pomnozenia
378 przez 15. Zapisujemy tak:

378 X 15 = 5670
1890

5670

Odrazu widzimy, ze omineliSmy jeden z czgstkowych ilo-
czynéw przy zapisywaniu, gdyz wiasciwie byt on juz gotowy,
przyczem mnozenie zaczeliSmy nie od jednosci, ale od setek.
To ostatnie moze byc¢ robione i przy zwykiem podpisywaniu
mnoznika, ale ominiecie, skracajgce mnozenie nie da sie juz
wykona¢. Przy zwyklym sposobie mnozenia u dzieci utrwala
sie przekonanie, ze zawsze trzeba zaczyna¢ mnozenie od jed-
nosci, co jest zupetnie niestuszne i niepotrzebne. Jakkolwiek
w trzecim roku zgodnie z rekomendowanym tam zakresem
mnozenia nie badziemy mnozyli, wogéle moéwiac, przez liczby
dwucyfrowe, a wiec uzywali wspomnianego ominiecia, nalezy
jednakze odrazu dzieci do tego sposobu zapisywania przyzwy-
czaja¢. Musze przytem nadmieni¢, ze iloczyn 5670 mozna w po-
przednim przyktadzie pisa¢ tylko raz, mianowicie odrazu w tem
miejscu, gdzie jest mnozna i mnoznik. Wymaga to jednakze
najpierw pewnej wprawy. Zapisywanie przy dodawaniu i odej-
mowaniu pozostaje tem samem, co zwykle, a wyjasnienie tego
nie budzi trudnosci.

Na tem sie konczy program zasadniczy trzeciego roku
nauczania. Pozostaje nam jeszcze pare kwestyj, o ktérych warto
kilkoma stowami wspomnie¢.

Srodek ciezkosci nauczania zaréwno ze wzgledu na wpra-
we, jak zainteresowanie, jest w zadaniu, ktére dzieciom dajemy
do rozwigzania. PowiedzieliSmy wyzej, ze juz w drugim roku
zadania komplikujg sie przez wystepowanie szeregu pytan i tem
samem wymagaja wiecej namystu. Nie mozna jednakze radzi¢,
by tych pytah byto wiecej, jak 3— 4. Nie zapominajmy bo-
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wiem nigdy, ze na tym stopniu wieksza korzy$¢ odnosza dzieci
z rozwigzania kilku zadan mniejszych, niz jednego lub dwéch
wiekszych. W tej dziedzinie konieczne jest réwniez stopnio-
wanie, a kazdg rzecz dzieci powinny robi¢ dobrze, gruntownie.
Liczny szereg pytan przy tej samej tresci konkretnej nuzy
umyst jeszcze mato wyrobiony, a niewiele daje pola do wprawy
w rachunku. Przy rozwigzywaniu zadania nalezy nieraz wy-
chodzi¢ z pytania gtéwnego i nastepnie droga analityczng po-
suwac¢ sie do rzeczy znanych, w zadaniu danych; nastepnie
przejs¢ odwrotng droge, ktéra daje plan zadania. Naturalnie,
nie w kazdem zadaniu tak trzeba robi¢; podobne postepowanie
bytoby przedewszystkiem nudne; ale przynajmniej te zadania,
w ktérych uktad dziatan jest mniej znany dzieciom, wymagaja
takiego postgpowania na poczatku. Ze wszystkiego mozna zro-
bi¢ bezduszny schemat; otdéz nauczyciel powinien pamietac, ze
pragnie da¢ uczniowi pewng czesto przydatng me-
tode, ale nie krepowac jego intuicji i sit twérczych. W kaz-
dej dziedzinie nauczania spotykamy sie z pytaniami, w ktérych
odpowiedZ nie da sie nigdy wyrazi¢ ogdélnem, niewzruszonem
prawidiem: uczymy zywe dzieci, ktére same mys$lg i mysle¢
winny, a stad potrzeba nie dajacej sie uchwyci¢ w state karby
teorji umiejetnosci w metodzie nauczyciela.

Z poprzedniej nauki uczniowie maja pojecie o niektérych
wihasnosciach dziatan; ma réwniez duze znaczenie podkreslanie
wczesne zmiany sum, iloczynéw i t. p. skutkiem zmiany ele-
mentéw dziatania. Kazdy doswiadczony nauczyciel wie, ze ucz-
niowie nie zdaja dobrze sprawy sobie z takiego faktu: mnoznag
zwiekszyliSmy 2 razy, mnoznik 3 razy; ile razy zwiekszy sie ilo-
czyn? Fakt to jeden z wielu. Nie chce tu zaznaczaé, ze jest
zadaniem trzeciego roku nauczania wyjasnianie tych rzeczy,
podkreslam tylko, ze w tej dziedzinie, jak i w innych, powi-
nien mie¢ miejsce uktad metodyczny. Zmiany sumy przez do-
dawanie i odejmowanie od skitadnikéw moga by¢ zilustrowane
nawet na liczydle i dlatego nadajg sie bardzo do wczesnego
zaznaczenia. Trudniej da¢ sobie rade w tym wzgledzie ze zmia-
nami iloczynu i ilorazu, ale taki fakt, ze zamiast jednorazowego
mnozenia przez 6 mozna, dajmy na to, pomnozy¢ najpierw
przez 2, potem to, co otrzymamy, przez 3, nie powinien nawet
na tem stadjum nauczania by¢ obcym uczniowi. Wczesne wpro-
wadzenie pojecia pola prostokata np. daje bardzo dobry spo-
s6b do uzmystowienia tych rzeczy; ale dlatego trzeba pewne
pojecia geometryczne wcze$nie wprowadzaé¢, czego sie u nas
nie robi. Uzywanie prostokatéw, utozonych z kulek liczydta,
moze by¢ réwniez przydatne, jak dobrze dobrane przykiady
konkretne i zadania.
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Zakres liczbowy w tym roku pozwala na rozszerzenie od-
powiedniego zakresu miar. Moga wystepowaé miary duze, jak
kilometr, mila, liczba dni w roku i t. p. Nieraz nie zdajemy
sobie sprawy, ze te duze miary sa dla dzieci tylko stowami:
nie odpowiada im zadne konkretne wyobrazenie. Stad wynika,
ze tak samo, jak kazda mniejszag miare uczen musi mie¢ przed
oczami i nieraz w reku trzymaé, a takze uzywad, tak tez i duze
miary rOéwniez wymagajga blizszego poznania. Dlatego dobrze
jest wyzyska¢ wycieczke, da¢ przyktad z otaczajgcej miejsco-
wosci i t. p. Dziatania z liczbami wielorakiemi uprawiamy da-
lej: moga wystepowaé teraz obok dwucztonowych juz liczby
o trzech jednostkach miar, np. 3 m. 7 dm. 8 cm. Zadania na
obliczenie czasu w zakresie jednego roku réwniez mogg miec
miejsce. Niemate ma znaczenie dokiadne prowadzenie kalen-
darzyka w szkole. Kalendarzyk ten dobrze jest urzgdzi¢ w ten
sposéb, aby uczniowie codzien sami nastawiali datg, a w od-
powiednim czasie miesigc. Do tego zwyczajny kalendarzyk
Scienny, w ktérym kartki zdzieramy, nie nadaje sie. Manipu-
lacja z nim moze by¢ wykonywana przez uczniéw jeszcze w dru-
gim roku nauki. Zaleca sie réwniez przyzwyczajenie dzieci
do tego, aby przy kazdem =zajeciu piSmiennem w klasie czy
w domu, np. przy ogélnem rozwigzywaniu zadan lub t zw.
klaséwce, przy odrabianiu zadanej lekcji doktadnie opatrywatly
datg kazda podobng czynno$é. Swiadomo$é czasu biegnacego,
wartosci réznych jego czesci jest rzeczg wazng pod wzgledem
praktycznym. RO6zni ludzie w tym samym czasie r6zne moga
robi¢ rzeczy nie tylko z powodu réznic indywidualnych, przy-
rodzonych, ale i z powodu pewnych przyzwyczajenn, majgcych
poczatek czesto we wczesnem dziecinstwie. Umiejetnos¢ oszcze-
dzania i oceny potrzebnego czasu jest rzecza bardzo wazng. llez
to czasu nieraz tracimy po préznicy skutkiem togo, ze nam nigdy
w dziecinstwie nie zwracano uwagi, nigdy nie przyzwyczajano
nas do liczenia sie z temi chwilami, ktére przechodzg jedna-
kowo dla kazdego i nie wrécag juz, chociaz nie byty wyzyskane!
Wyznaczanie czasu na okreslong robote, zapytania w tym ro-
dzaju: jak diugo idziesz do szkoty? ile na to lub owo tracisz
czasu? maja swoje znaczenie nie tylko dla sprawy rachunku,
nakazujgc szukanie i stosowanie liczby do codziennych spraw
zyciowych, ale i dla wychowania, dla wyrobienia poczucia obo-
wigzku i woli.

Zadania z zastosowaniem miar czasu tez nie powinny by¢
omijane. Np. przebieg zycia jednego cziowieka, doba i jej go-
dziny z minutami i sekundami, miesigc i rok z liczbg jego dni;
wszystko to moze by¢ materjatem do zadan i nie tylko moze,
ale powinno by¢.
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Trzy pierwsze lata nauki, to witasciwie kamien wegielny
matematycznego przygotowania w przysztosci. W tych latach
dzieci indukcyjnie poznajg wszystkie gtdwne wilasnosci 4 dzia-
tan, a wiec te podstawowg rzecz, bez ktdérej ani nauka utam-
kéw, ani pojecie o liczbie ujemnej, ani rozwigzanie réwnania
nie jest mozliwe i jasne. Ta doniosta praca przypada w udziale
nauczycielowi elementarnemu i, jakkolwiek bardzo zmudna to
praca, ale dobre jej wykonanie ma decydujace znaczenie dla
przysztosci nie tylko samego wyksztalcenia matematycznego,
ale przedewszystkiem rozwoju sit duchowych cztowieka. Nau-
czyciel szkoty $redniej na piasku buduje swoéj gmach, jezeli
niema tej dobrej trzyletniej podstawy, jezeli praca jego nie jest
ugruntowana przez ciezki trud kolegi ze szkoly elementarnej.
Ten ciezki trud on przedewszystkiem musi jasno ocenia¢, bo
wtedy tylko zrozumie gilebokie wezly kolezehstwa pedagogicz-
nego, organiczng tgcznos¢ szkoty elementarnej ze $rednia i, co
wiecej, prawdziwg jednos¢ i wielkos¢ samej nauki, jako potez-
nego srodka wydobycia cztowieka z moralnego i umystowego
niedotestwa. Pragnijmy w szkole nauki wielkiej i zywej, daz-
my do niej, bo ona da nam nie tylko stalg $wiezo$¢ miodoscj
potrzebnej w obcowaniu z dzie€mi, ale i rezultat w postacj
najwyzszych débr cywilizacji.



ROZDZIAL 1X

Rok czwarty jest ostatnim rokiem nauczania o liczbie cat-
kowitej, rokiem w ktérym kohczy sie dtugi proces indukcyjnego
poznawania wilasnosci dziatanh oraz rozwija sie obok i potez-
nieje tak potrzebna praktycznie wprawa w rachunku. Obie te
rzeczy w dobrem nauczaniu sg w bliskim ze sobg zwigzku.
Wprawa mechanizuje rozumiane jasno rzeczy, z ktérych przez
to ulatuje wieczny duch mysli, by sie przenies¢ dalej po nowe
zdobycze, siegng¢ po dalszy stopieh rozwoju. Prawo redukcji,
dzieki ktéremu Swiadomy wysitek na tle ¢wiczenia ustepuje
miejsca mechanizacji, przejawia sie tu w catej petni, ale tylko
w dobrem nauczaniu, t. j. takiem, ktére przy nauce arytmetyki
nie zapomina o rozwijaniu mys$li dzieciecej, o potegowaniu woli.

Zakonczenie wspomnianego procesu wymaga jasnego i do-
ktadnego sformutowania poznanych wiasciwosci liczby. Wyma-
ganie to jest z tego wzgledu potrzebne i konieczne, ze wiedza
prawdziwa bez takiego sformutowania nie istnieje. Oczywiscie,
zanim moze by¢ zdobyta formuta, musza nieraz przechodzi¢
dni, miesigce i lata doswiadczen i préb, ale cata ich praca by-
taby w duzej mierze bezuzyteczna, gdyby nie zostata zakon-
czona, wyprowadzona z mglistych ostonek intuicji i poczucia
w jasniejsze Swiatto sformutowania rozumowego. W ten sposéb
buduje sie nauka, w ten sposéb rosnie gmach wiedzy ludzkiej,
madro$é zycia i znajomos$¢ wszelkich jego przejawéw. Nau-
czanie, ktéreby poprzestalo na niedoktadnie uswiadomionej
sprawnosci, na wiedzy praktycznej tam, gdzie moze dac jasnos¢
uswiadomienia, gdzie moze da¢ formute, byloby niedokonczo-
ncm, czem$ nizszem, niz wymagania wiedzy istotnej. Formuta
konhczy proces indukcyjnego poznawania, jest jego celem i nie-
zbednem ogniwem. Tylko taka calos¢ moze ksztatci¢ umyst
i dawa¢ wiedze. Wynika to, szczegdlnie w matematyce, z istoty
rzeczy, z natury umystu ludzkiego. Formuta musi przyjsé
jednakze w pore.



Jezeli zaczynamy od niej nauczanie, przeczymy nhajistot-
niejszym interesom my$li ludzkiej, ktéra nie moze by¢ inna,
niz samodzielna, ktéra nie ksztalci sie na cudzej pracy, nie
zyje z niej, a wymaga wilasnej, zgodnie z naturalnemi drogami
poznawania. Dlatego tez wczesne podawanie formut jest jednym
z najciezszych grzechéw dydaktycznych, przeczacych wszystkim
gtbwnym zasadom dydaktycznym.

Co innego, gdy formuta wienczy proces indukcyjnego po-
znawania, gdy sie opiera na osobistem dos$wiadczeniu, na ca-
tym szeregu odpowiednich faktéw i spostrzezen. Wtedy ona
jest potrzebna, nawet konieczna.

Czy wobec tego sformutowanie gtéwnych wiasnosci dzia-
tanh w roku czwartym jest mozliwe i uzasadnione? Jezeli cale
nauczanie w poprzednich trzech latach byto prowadzone porzad-
nie i gruntownie, to na to pytanie moze byc¢ tylko jedna odpo-
wiedz: tak. Rok czwarty jest ostatnim rokiem nauki o liczbie
catkowitej w zakresie szkolnym, musimy wiec w nim daé¢ juz
wiedze o tej liczbie, nie tylko sprawnos$¢ mechaniczng, a wie-
dza bez jasnego sformutowania nie istnieje.

Sformutowanie moze by¢ rozmaite. Moze ono wyrazac
sie w zdaniu stownem, streszczajgcem i wyrazajgcem dang wias-
nos$¢, moze tez polega¢ na wprowadzeniu specjalnych symboli
czyli, jak zwykle, liter. O tem juz poprzednio byta mowa, dla-
tego tutaj rozpatrzymy tylko mozliwo$¢ zastosowania tego lub
innego sposobu.

Formuta stowna wtedy jest dobra, gdy jest krétka i przej-
rzysta. Nie zawsze da sie to uskuteczni¢ i dlatego nie zawsze
jest ona pozadana. Bez watpienia dzieci na tym poziomie sg
jeszcze nie bardzo przygotowane do wprowadzenia ogélnego
symbolu literowego na oznaczenie liczby. Takie oznaczenie
wymaga specjalnego przygotowania i diluzszego wobec tego
omowienia, ale po zdobyciu tej placéwki, rzecz przedstawi sie
nieraz o wiele prosciej i jasniej, niz w formule stownej. Dla-
tego nie nalezy odrazu ustepowaé z placu i porzucaé rzecz
dzieki leniwemu twierdzeniu: nie mozna. Nalezy tylko robic¢
to celowo, spokojnie, wytrwale i umiarkowanie. Np. pragnie-
my zapomocg symboli literowych przedstawi¢ prawo rozdziel-
nosci przy mnozeniu, ktére iwtasnie nasuwa pewne trudnosci
przy stownem sformutowaniu.

Przedewszystkiem nauczyciel powinien wprowadzi¢ na jed-
nej z lekcyj pojecie ,jakiejkolwiek liczby*.

Dlatego, wywotujgc uczni, wymaga zapisania na tablicy
szeregu réznych liczb zaréwno przez siebie dyktowanych, jak
pomys$lanych przez ucznia. Zwraca uwage klasy, ze wszystkie
zapisane liczby sg r6znemi oddzielnemi liczbami, ktérych jest
bardzo wiele, tak wiele, ze nigdy nie mozna bytoby wszystkich
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wypisaé. Nastepnie poleca uczniom pomyslenie sobie jakiejkol-
wiek liczby i pyta sie kilku, jaka liczbe pomysleli. Odpowie-
dzi sg r6zne, liczby otrzymane sa znowu poszczegdlne. Zwraca
na to uwage, zaznacza, ze mu chodzi nie o poszczegdlng liczbe,
lecz o jakgkolwiek i pyta sie, jakby to mozna bylo wyrazi¢,
powiedzie¢ lub zapisa¢, a przytem, zeby to nie bylo ani 4, ani
32, ani 378 i t. p. Pisze na tablicy ,jakakolwiek liczba”. Czy
to dobry sposéb wyrazenia, czyby nie mozna byto krécej tego
wyrazi¢? Np., gdyby$Smy sie umoéwili oznaczaé¢ to samo kwad-
racikami, czy wystarczaloby takie oznaczenie? Wystarczatoby
dla nas, a nie dla innych ludzi, ktérzy tez moga mysle¢ o ja-
kiejkolwiek liczbie. Jak oming¢ te trudnos$¢? Jaki znak wy-
mys$li€? Przychodzi teraz z pomoca, powiada, ze jakakolwiek
liczbe przyjeto, umoéwiono sie powszechnie oznaczac literami:
a, b, ci t. d., wiec, gdy napiszemy b lub a bedzie to oznaczato
liczbe wszelka i duza, i matg, jakgkolwiek. Litera 1tez moze
by¢ zastosowana. Takie omdéwienie, prowadzone w ostatnich
dwudziestu minutach na kilku lekcjach wystarcza do zrodzenia
pojecia o znaczeniu symbolu literowego. Nauczyciel wtedy prze
chodzi do oznaczenia sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu. Prze-
robienie tego nie nasuwa juz trudnosci.

Jezeli potem pragnie sformutowaé¢ prawo rozdzielnosci,
dyktuje najpierw kilka przyktadéw tego rodzaju:

(5-f13)2= 5X 2+ 13 X 2,
(178 4- 34) 15= 178 X 15+ 34 X 15 i t. p.

Wymaga, by uczniowie sami kilka podobnych przyktadow
podali i pyta sie, czy sposo6b wykonania zalezy od tego, jakie
liczby zastosujemy, czy zawsze trzeba jednakowo postepowac?
Po otrzymaniu odpowiedzi, ktéra nie nasunie trudnosci, stwier-
dza razem z uczniami, ze jakiekolwiek liczby wezmiemy, zaw-
sze trzeba najpierw pomnozy¢ jednag, potem drugg i wreszcie
doda¢ iloczyny. Czy nie mozna tego wyrazi¢ uzywajac znakéw
na jakiekolwiek liczby? Zagadnienie réwniez rozwigzuje sie
bez wielkiego zachodu i otrzymuje sie formuta: (a -|- b) c ==
= ac j- bec.

Ta formuta wyraza dosadnie prawo rozdzielnosci. W ten
spos6éb mozna bedzie zastosowa¢ oznaczenia literowe i do in-
nych formut, o czem powiemy nizej.

Czwarty rok ma jako gtéwne zadanie wiasnie sformutowa-
nie zasadniczych wilasnosci dziatan i usystematyzowanie ich,
ale to nie nastepuje odrazu na poczatku tego roku. Trzeba
przedtem te dziatania rozwinag¢, rozszerzy¢ je na dowolny za-
kres liczbowy, a dlatego nalezy szczegodtowiej o kolejnosci réz-
nych momentéw nauczania pomowic.
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ZatrzymaliSmy sie poprzednio na zakresie 1000, teraz na-
lezy po powtérzeniu dziatanh w tym zakresie iS¢ dalej, a wiec
ugruntowa¢ ostatecznie podstawy numeracji, nie starajac sie
gromadzi¢ i uzywa¢ ogromnych liczb, ale przedewszystkiem
zwraca¢ uwage na budowe liczby. Rozszerzamy najpierw zakres
liczb do 10000 i przerabiamy w tym zakresie zadania na doda-
wanie i odejmowanie, przyczem jednoczes$nie ciggle uzywamy
mnozenia i dzielenia przez liczbe jednocyfrowg a przytem tak,
ze mnozna i dzielna mogag przekraczac¢ tysigc. To bedzie pierw-
szy etap.

Dalej, gdy wspomniane rzeczy doszly do pewnej spraw-
nosci w wykonaniu, gdy nie budzg juz zastanowienia i trud-
nosci, wprowadzamy mnozenie i dzielenie przez liczbe dwu-
cyfrowg, najpierw w znanym zakresie 1000, potem dalej. Mno-
zenie przez liczbe dwucyfrowg wymaga juz podwdjnego zasto-
wania prawa rozdzielnosci i moze by¢ najpierw robione w po-
staci dwéch oddzielnych iloczynéw. Np. 47 X 28 = 47 .20 -f-
-f- 47 X 3 lub naodwrét. Pierwszy iloczyn daje 940, a drugi
141. Dodajemy i otrzymujemy rezultat. Po kilku takich przy-
ktadach dzieci sie przekonywaja, ze zawsze jeden iloczyn konh-
czy sie na 0 i ze przy dodawaniu mozna tego zera nie pisac.
Nauczyciel proponuje skrécenie dziatania, wykonanie go w jed-
nem miejscu, a nie w dwoéch. Niedtuga rozmowa z uczniami
i pomoc ze strony nauczyciela wystarczy, aby doj$¢ do zwyk-
tego sposobu zapisywania 47 X 23 = 1081

940
141

1081

Tu zaczeliSmy mnozenie od dziesigtkbw. Mozna tez za-
cza¢ od jednosci, trzeba tylko zwraca¢ uwage na to, co dosta-
jemy w iloczynie i odpowiednio podpisywaé. Rozszerzenie
mnozenia na liczbe trzycyfrowa w mnoznej nie zrobi juz trud-
nosci.

Wiecej ich bedzie z dzieleniem. Tutaj konieczng rzeczg
jest poprzednie wprawienie sie w pamieciowe przyktady dzie-
lenia przez liczbe dwucyfrowa, o ktérych moéwiliSmy wyzej.
Uczeh musi wprawnie odpowiada¢, ile razy 12 miesci sie w 40
i t. pp Dlatego te rzecz poprzednio stosowalis$-
my. Gdy ta wprawa jest dos¢ dobrze ugruntowana, mozna
przystgpi¢ do piSmiennego dzielenia przez liczbe dwucyfrowa.
Jeszcze przy dzieleniu przez jednocyfrowag liczbe, o czem nie
wspomnieliS§my wyraznie wyzej, nalezalo stosowaé te sama
metode oddzielnego dzielenia skiadnikéw dzielnej, potem prze-
noszenia reszty, dalszego dzielenia i t. p. Szereg takich przy-
ktadéw wyklaruje prawa dzielenia, a skrécony sposéb zapisy-
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wania wykaze swo6j pozytek i celowos¢. To samo przerabiamy
z liczbg dwucyfrowa jako dzielnikiem, unikajgc z poczatku
przyktadéw, gdzie wystepowataby potrzeba dobrania trzeciej
cyfry w dzielnej, t. j. robienia nowego podziatu, co zjawi¢ sie
powinno wtedy, gdy dzieci ré6zne przykiady nie zawierajgce
tej trudnosci naucza sie wprawniej dzielic. Wystapienie po-
trzeby dobrania trzeciej cyfry wyraznie podkresla prawo
porzadkowania jednos$ci; to trzeba zawsze w odpowied-
niej formie zaznaczac.

Z poprzedniego uwidocznia sie jeszcze bardziej, dlaczego
nie polecaliSmy stosowania mnozenia i dzielenia przez liczbe
dwucyfrowg w trzecim roku. Jednym z powodéw byto wiek-
sze skomplikowanie tych dziatan, a drugim wprawa nalezyta
i przyzwyczajenie zarobwno do odnajdywania odpowiedzi przy
pamieciowem dzieleniu przez liczbe dwucyfrowa, jak zrozumie-
nie nalezyte skréconego sposobu zapisywania wykonywanego
dziatania.

Gdy wprawa uczniéw wykaze, ze dzielenie i mnozenie
przez liczbe dwucyfrowg jest nalezycie opanowane, mozemy
jeszcze raz przystgpi¢ do dalszego rozszerzenia zakresu licz-
bowego, nie krepujac sie juz wielkoscig liczby lub, lepiej po-
wiedziawszy, nie oznaczajgc Scistej granicy. Nie nalezy jed-
nakze uprawia¢ préznej zabawy w miljardy i t. p. a tem bar-
dziej uzywac¢ takich liczb czesto w zadaniach, ktére, jak to
nieraz juz moéwiliSmy, muszg by¢ zwigzano jak najscislej z rze-
czywistoscig dostepng dzieciom. Mozna jednakze wykazaé sze-
reg nastepujacych po sobie jednosci porzadkowych, daé¢ poje-
cie o klasie i t. p., jednem stowem, zakonczy¢ z numeracja.

Dziatania w dalszym ciggu bedg sie juz rozwijaty bez
wiekszych trudnosci i dlatego poprzestaniemy tu na kilku krot-
kich uwagach, dotyczacych gtéwnie pewnych rzeczy czesto
ignorowanych.

Przy dodawaniu i odejmowaniu nieraz praktykowane sa
t. zw. préby tych dziatah, ktére przy liczbie sktadnikéw wiek-
szej niz 3, sa bezcelowe, bo prowadzg do podobnegoz szeregu
nieraz trudniejszych dziatan i nie wiadomo czasem, gdzie uczen
sie pomylil, czy w samem poczatkowem dziataniu, czy tez
w jego ,prébie”. Wiecej celowa jest préba przy odejmowa-
niu, gdyz prowadzi do dodawania tylko, ale najcelowszem jest
wczesne przyzwyczajenie ucznia do porzadnego zapisywania
i uwaznego wykonywania dziatan. Powtarzajgc to samo po
raz drugi, moze sie przekona¢, czy nie popetnit btedu. Préby
przy mnozeniu i dzieleniu sg wilasciwsze jeszcze z innego
wzgledu, gdyz przyzwyczajaja umyst do pojecia zaleznosci tych
dziatan i przysztego sformutowania zasadniczej wlasnosci dzie-
lenia; dzielna réwna sie dzielnikowi pomnozo-
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nemu przez iloraz wiecej reszta. Préby wogoble sg
pozostatoscig dawnej arytmetyki szkolnej, niemetodycznie pro-
wadzonej, zaczynajacej sie od liczb duzych bez nalezytej wprawy
w dziataniach z mniejszemi i dlatego postugujacej sie r6znemi
sztucznemi metodami do sprawdzenia zmudnie otrzymanego
rezultatu. Przylepszej metodzie nauczania, tracg one swoja
pierwotng warto$¢, bo najlepsza préba jest Swiadomy, porzadny
i uwazny rachunek. -

Gorzej sie przedstawia sprawa z t. zw. teorjg arytmetyki,
od ktdrej wielu nauczycieli uwolni¢ sie dotad nie moze. Jezeli
w szkole nie uzywa sie podrecznika teorji, to nieraz nauczy-
ciel malcom z pierwszejklasy dyktuje swojg teorje, ktéra cza-
sem wyglada, jak — arytmetyka czterowymiarowa, jezeli uzy-
jemy tego poréwnania geometrycznego. Np. widzialem zapiski
uczniowskie, w ktérych nauczyciel dyktowal, kiedy sie wyko-
nywa odejmowanie. Rzecz jasna, ze podobnych przypadkéw,
jest bardzo wiele, ze scharakteryzowa¢ ich konkretnie albo po-
jeciowo nie mozna, mozna natomiast przyzwyczaja¢ do wyku-
wania niepotrzebnych recept tam, gdzie potrzebne jest z obu
stron, t. j. i ze strony ucznia i ze strony nauczyciela, mysle-
nie konsekwentne i samodzielne. Caty duch niniejszej ksigzki
jest zywym protestem przeciwko takiej metodzie nauczania
i, kto zrozumiat jej intencje, temu nie podniesie si¢ reka do
zrobienia takiej niedorzecznosci dydaktycznej. Zapisywaé¢ moz-
na tylko jasne, $wiadomie stosowane prawa i wilasnosci dziatan
arytmetycznych, nie za$ zgofa nieobliczalne przypadki ich sto-
sowania. Teorja moze by¢ stosowana w ostatniej klasie przy
powtarzaniu, ale teorja napisana przez czlowieka, ktéry zna
nauke i jeJst doswiadczonym oraz wyksztatconym nauczycielem.
Inaczej bedziemy dawali jako pokarm duchowy naszym dzie-
ciom wytwory zgota btedne i szkodliwe.

Najwazniejszym podrecznikiem szkolnym przy nauce ra-
chunku jest zbiér zadan, ktéry przedewszystkiem musi byé
utozony metodycznie przez dos$wiadczonego i umiejetnego na-
uczyciela, gdyz w nim nie tylko stopniowanie odgrywa role,
ale i liczba zadan, zalezna od tego, czy moze da¢ dostateczng
wprawe, czy tez nie. Takiego zbioru zadan nie posiadamy
jeszcze i nalezy z naciskiem zaznaczy¢ pilno$¢ i znaczenie tej
sprawy ala dobrego nauczania. Najlepiej podzieli¢ zbiér zadan
na 6 ksigzeczek, z ktérych kazda mogtaby by¢ napisana przez
innego autora, ale pod warunkiem wspoélnego porozumienia
i jednolitosci. Dlatego, zeby zadania bytly zywe i dotyczyty
rzeczy dzieciom bliskich i znanych, do$¢ trudno polega¢ na
wynalazczosci jednego cztowieka.

Précz wspomnianych kwestyj wysuwa sie w czwartym roku
caly szereg innych bardzo waznych w nauczaniu. Jedng z nich
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jest omawiana juz sprawa zmiany ©lamentéw dziatania i zalez*
nosci od niej rezultatu. Bytoby niewtasoiwem dtugie i w tym
wieku niedostepne watkowanie tych rzeczy w nauczaniu, co sie
nieraz robi, np. w zbiorach zadan w postaci oddzielnego szeregu
zapytan i przyktadéw dotyczacych tej kwestji. Dziatania po-
znajemy przez szereg lat nauki, przyczem jednocze$nie moze-
my zwraca¢ uwage stopniowo na zmiane rezultatu zaleznie od
zmian w elementach dziatania. Oczywiscie skomplikowane za-
pytania w rodzaju jednoczesnej zmiany kilku elementéw nalezy
usuwac¢, jako rzeczy praktycznie bezuzyteczne, a teoretycznie
mato potrzebne i istotne.

Sa jednakze fakty, na Kktére trzeba stopniowo zwracac
uwage. Do takich faktéw nalezg np. zapytania w postaci: co
sie stanie z suma, jezeli jeden ze skiadnikéw zwiekszymy
(ew. zmniejszymy) o pewna liczbe; co sie stanie z réznica,
jezeli odjemng (ew. odjemnik) zwiekszymy (ew. zmniejszymy)
0 pewnag liczbe; co sie stanie z iloczynem, jezeli, jeden
z czynnikéw zwigkszymy (ew. zmniejszymy) pewng liczbe
razy ; jak sie zmieni iloraz, jezeli dzielng (ew. dzielnik) zwiek-
szymy (ew. zmniejszymy) kilka razy i t.p. Przy dzieleniu
ma istotne znaczenie fakt jednoczesnego zwigekszania lub zmniej-
szania dzielnej i dzielnika, ktéry tak wielkg role pdzniej ode-
gra przy nauce utamkéw. Réwnolegle mozna podobne zjawisko
rozpatrze¢ przy mnozeniu i stwierdzi¢, ze tam ono nie istnieje
1 Zze dlatego, by iloczyn pozostat bez zmiany, trzeba jeden
z czynnikéw zwiekszyé¢, a drugi zmniejszy¢ okreslong liczbe
razy. Te rzeczy mozna ilustrowa¢ na odpowiednio dobranych
przykiadach. Jednym z takich przyktadéw jest pole prosto-
kata, o ktéorym zwykle sie méwi w roku czwartym. Tutaj bar-
dzo jasno mozna wyklarowa¢ powyzsze wiasnosci ilorazu i ilo-
czynu, co da sie bez trudnosci przenie$s¢ na objetoS¢ prosto-
paditoScianu. Zresztg, caly szereg zadan z zycia praktycznego
moze by¢ w tej mierze pomocnym. Np. liczba robotnikow
i ptaca dzienna przy danej zaptacie catkowitej.

Z naciskiem tu zaznaczam, ze omawiana kwestja nalezy
do tych, ktére w pobzniejszych latach nauczania odgrywajg
bardzo wielkg role. Tam ona znajdzie i znalez¢ winna dajsze
swoje wyjasnienie i ugruntowanio, a dlatego nie trzeba myslec,
ze w czwartym roku wszystko da sie zrobi¢ w zupetlnosci.
W czwartym roku, tak samo, jak i w poprzednich, powoli kia-
dziemy fundamenty, przygotowujemy grunt do jasnego rozu-
mienia tych kwestyj. Do$wiadczenie uczy, ze to rozumienie
nieraz jest bardzo niejasno nawet u ucznidw klas wyzszych,
co przedewszystkiem przypisa¢ nalezy nieumiejetnemu i tylko
formalnemu traktowaniu zmian rezultatu dziatan w klasach
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nizszych. Nie duzo. ale stopniowo i mocno — oto gtébwna za-
sada nauczania tutaj, jak wszedzie.

Wiasno$¢é niezmiennosci ilorazu przy jednoczesnem po-
wiekszeniu (ew. zmniejszeniu) dzielnej i dzielnika musi by¢
nie tylko praktycznie poznana, ale i jasno sformutowana: ,je-
zeli dzielng i dzielnik jednoczes$nie zwiekszymy albo zmniej-
szymy pewng liczbe razy, iloraz sie¢ nie zmieni”. Mamy tu
przed sobg formute stowng. Przedstawienie jej w symbolach
literowych jest na razie niepotrzebne, jakkolwiek przy nauce
utamkoéw nastapi¢ moze. Formuta ta jest prosta i jasna a ‘dla-
tego nie udajemy sie do drugiego sposobu formutowania.

Zajmiemy sie teraz wyszczegdllnieniem tych gitéwnych
wilasnosci dziatan, ktore nalezy formutowaé, zeby nauka czte-
roletnia znalazta swoje naturalne uwienhczenie.

W dodagwaniu spotykamy nastepujace formuty: ,,suma nie
zalezy od uporzadkowania sktadnikéw” (prawa tgcznosci i prze-
miennosci jednoczes$nie); ,zeby doda¢ sume mozna po kolei
dodawac jej skitadniki”, oraz, ,zeby doda¢ do sumy jaka$ licz-
be mozna dodac¢ jg do ktéregokolwiek sktadnika”. Widoczng
jest rzeczg, ze np. ta ostatnia formuta réwniez zalezy i ponie-
kad wyraza zaznaczong powyzej wilasnos¢ zmiany sumy od
zmiany jednego ze sktadnikoéw. Wszystkie te formuty sg stow-
ne, jakkolwiek nie mozna usuwac¢ i uwaza¢ za nieodpowiednie
ujecie ich w szate symboli literowych.

W odejmowaniu spotykamy takie formuty: ,zeby odjac¢
sume mozna po kolei odejmowac jej sktadniki” i ,,zeby odjg¢
od sumy pewng liczbe mozna jg odjg¢ od ktéregokolwiek sktad-
nika”. Tu sie stosuje ta sama uwaga, co poprzednio.

W mnozeniu wystepuja formuty nastepujace: ,iloczyn nie
zalezy od uporzadkowania czynnikéw” (prawa przemiennosci
i tacznosci razem) i prawo rozdzielnoséci w postaci: (a f b)c =
= ac -f- bc. To ostatnie oczywiscie mozna réwniez wyrazi¢
stowami, ale wypadnie to do$¢ niezdarnie i ciezko. Nauczy-
ciel, ktéry boi sie liter, moze to oczywiscie zrobic.

Dzielenie posiada caly szereg wiasnosci, ktére jednakze
nie zawsze mozna w roku czwartym sformutoweé. Przede-
wszystkiem formuta: D = di -f-r daje gtdwng wiasnos¢ dzie-

lenia, gdzie D jest dzielna, d—dzielnik, i—iloraz, a r—reszta.
O tej formule jeszcze bedzie mowa poézniej, teraz za$ zazna-
czam tylko, ze znaczenie jej jest bardzo szerokie i wazne.

Wyprowadza sie ona, rzecz jasha, stopniowo, indukcyjnie, na
zasadzie przyktadow dzielenia w roku czwartym, gdyz po-
przednio mozna byto notowac¢ tylko oddzielne fakty w rodzaju:
jezeli pomnozymy iloraz przez dzielnik, -otrzymamy dzielna.
Fakty te wyptywajace z bezposredniego zwigzku dzielenia
z mnozeniem sg w kazdym przypadku jasne, a przytem stwier-
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dzajg odwrotno$¢ tego dziatania w poréwnaniu z mnozeniem.
Zdarza sie czasem, ze uczniowie klas S$rednich, szkoty $redniej
niejasno zdaja sobie sprawe z zalezno$ci pomiedzy trzema licz-

bami. Gdy np. ab = ¢, rowno$¢ a= £ jest niezupelnie oczywi-

stg dla nich. Przyczyng, bezwarunkowo, jest zaniedbanie tej
rzeczy w klasach nizszych, gdzie to powinno by¢ zrobione.
Z prawa rozdzielno$ci przy mnozeniu i z catlego szeregu ¢wiczen
wykonanych w poprzednich latach, wynika prawo rozdziel-
nosci przy dzieleniu. Sformulowanie tego prawa jest trudne
i tu lezy nie maly powdd zaniedbania. Dlatego, jak réwniez
ze wzgledu na praktyczng jedynie warto$¢ tych praw dla wy-
konania dzielenia, prawa przenoszenia reszty i porzadkowania
jednosci dobrze jest pozostawi¢ bez formutly, opierajgc sie
gtéwnie na praktycznein ich poznaniu. Jest to brak konieczny,
wynikajacy z samej rzeczy, a dlatego bedzie pozyteczna roz-
wazna i celowa powolno$¢ stopniowania w nauczaniu i o0sigg-
niecie nalezytej wprawy.

Prawo rozdzielnosci przy dzieleniu moznaby sformutowac
tak: ,,zeby podzieli¢ sume, mozna podzieli¢ oddzielnie jej skiad-
niki, a potem otrzymane ilorazy dodac¢". Jest to formuta dluga,
ale bardzo potrzebna i wazna. Jasne pojmowanie prawa roz-
dzielnosci przy dzieleniu, pozwoli uczniom zrozumieé¢ wazng
whasnos¢ reszty, ktéra zawsze sie dzieli przez te czynniki, ktore
jednoczesnie dziela dzielng i dzielnik. Z drugiej strony prawo
rozdzielnosci jest podstawg przy wyprowadzeniu t. zw. cech
podzielnosci, z ktéremi ;ialezy zapozna¢ ostatecznie dzieci
w roku czwartym. Indukcyjne zapoznawanie z temi cechami
powinno by¢ jednakze przedmiotem nauczania nietylko teraz,
gdyz nalezy je porusza¢ réwniez w latach poprzednich. M6-
wiliSmy juz o tych rzeczach powyzej, wobec czego to tylko
nadmienie, ze kazda cecha w roku tym musi by¢ sformutowana.
Moéwigc o cechach podzielnosci rozumiem te, ktére formutujg
mozliwos¢ podzielenia przez 2, 4, 8, 3, 5, 9, i 25. Podzielnos¢
przez 6, przez 12, 18 i t. p. daje dobre c¢wiczenie na znajo-
mos$¢ wiasnosci mnozenia i dlatego nie powinna by¢é omijana.
Liczbe cech mozna zwigkszyé, np. da¢ podzielnosci przez 7,
11, 13, ale to nie zawsze sie z powodzeniem i pozytkiem
umystowym udaje. Dzieci moga zapamietaé sposoéb, lecz
od sposobu samego do pozytku wlasciwego droga daleka.

Wobec znajomosci cech podzielnosci mozna réwniez w luz-
nych przyktadach uczy¢ rozktadania prostych liczb na czyn-
niki, co jest éwiczeniem do$¢ zajmujgcem dzieci. Nie nalezy
jednakze robi¢ z tego stereotypowo uprawianej i niepotrzebnej
do niczego sztuki rozkiadania obowigzkowego wielkich liczb.
Jezeli dzieci same sie zainteresujg, przyjdzie im to z tatwoscia.
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Przy tej sposobnosci dzielimy liczby na pierwsze, wzglednie
pierwsze i zilozone, co ma znaczenie przy nhauce utamkow.

Jedng z najbardziej zawitych czesci programu zwykiego
rachunku w roku czwartym czyli w pierwszej klasie szkoty
Sredniej, jest dzial o liczbach wielorakich, ze wszystkiemi jego
szczegOtami. W dziale tym rozszerza sie¢ znajomo$¢ miar, a na-
dewszystko prowadzi sie dziatania skomplikowane, czesto nie-
mal z tokciowemi liczbami wielorakiemi. Jezeli zadania zwykte
nie powinny, o ile nie chcemy ze wzgledu na stuszne wymagania
pedagogiczne zbytnio przekracza¢ liczb 5-cyfrowych, to tem
bardziej rzecz te nalezy uwzgledni¢ przy liczbach wielorakich,
w praktyce malo stosowanych, a w nauczaniu nie majacych
wiekszego znaczenia dydaktycznego. Gtéwng ich wartos¢ pod-
kresliliSmy juz wyzej, a polega ona na tem, ze liczby wielo-
rakie dzieki dowolnosci przejscia od jednej jednostki porzad-
kowej do drugiej moga stanowi¢ uogdlnienie pewne liczb
zwyktych, co dotyczy tez tem samem i dzialah z niemi. Z te-
go stanowiska nalezy je zatrzymac¢ w programie, ale bez dzi-
siejszej przesady w postaci robienia z nich osobnego dziatu.
Powinny one integralnie nalezy¢ do kursu, moga stopniowo
sie komplikowaé¢, ale nie o tyle, by operowanie niemi stawato
sie bezcelowem i nudnem. Oczywiscie nie istniejg tez specjalne
dziatania w postaci ,,zamiany" i ,rozmiany", gdyz jest to rzecz
zupetnie naturalna i np. przy dzieleniu wyraznie sie zaznacza
réznica konkretna t. zw. mieszczenia i wiasciwego dzielenia.
Znaczenie liczb wielorakich, jako specjalnego ¢wiczenia w za-
poznaniu sie z miarami, nie osigga wtasciwie celu, jezeli te ostat-
nie wystepujag w postaci oddzielnego dziatu, gdyz jak uczy
praktyka, znajomosci miar przez to sie nie zdobywa. Na to
trzeba diuzszego czasu i ciggtego ¢wiczenia, co wymaga znowu
stosowania ,liczb mianowanych"” i wielorakich ciaggle w toku
nauczania i praktyki zadaniowej.

Oddzielne gatunki miar, jak np. polskie i metryczne miary
diugosci, wagi i t. p. nalezy od czasu do czasu w miare po-
suwania sie naprzéd kursu systematyzowaé, wymagajac zapa-
mietania i utrwalajgc w pamieci przez ciggte ¢wiczenia. W ten
spos6b przyjdzie czas odpowiedni na miary powierzchni, a po-
tem objetosci, przyczem giéwne pojecia o nich i najprostsze ich
przejawy mogg by¢ podawane znacznie wczes$niej, gdyz juz sa-
me zwigzane z niemi pojecia geometryczne wymagajg utrwalenia
sie i rozwoju nawet w tym zakresie, jak to sie zwykle robi.

To samo dotyczy miar czasu. W zbiorach zadan widzimy
prawie zawsze t6 zadania, jak i wszystkie odno$ne, zgroma-
dzone w jednem miejscu, co odbiera zywos$¢ poprzednim zada-
niom, a sztuczno$¢ nagromadzenia jednoczesnego ,¢éwiczgcych"
zadan, robi calg rzecz nudna i nie prowadzacag do rezultatu.
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W zadaniach na czas nalezy uwzgledni¢ rézne wazne rzeczy,
dotyczace dwoéch kalendarzy, lat przestepnych oraz odnos$nych
objasnien .przy rozwiazywaniu zadan. Takie objasnienia, jezeli
sg zwigzane z konkretng potrzebg rozwigzania zadania, jezeli
sg ilustrowane przyktadami z historji i faktami z dziedziny
kosmografji, stajg sie czem$ naturalnem, zywem i tem samem
pouczajgcem. W tym wieku, w jakim sg dzieci w pierwszej
klasie szkoty Sredniej, a w roku czwartym nauczania—elemen-
tarnej, jak uczy psychologja (przynajmniej stwierdzaja to ob-
serwacje powaznych psychologéw) zaczynajg sie utrwala¢ wie-
cej i rozszerza¢ pojecia zwigzane z czasem. Nie sg one jednak
jeszcze nalezycie rozwiniete, co jest niematg przeszkodg w na-
uczaniu historji, jezeli chcemy przy niem uwzgledni¢ tok dzie-
jowy. Nauka arytmetyki powinna da¢ dopiero witasciwg kon-
strukcje temu rozwijajgcemu sie pojeciu czasu i dlatego zjawia
sie wielkg pomocnicg historji. Nauczyciel rachunku powinien
0 tem pamieta¢ i mie¢ to na widoku przy nauczaniu. Dopiero
wobec tego w roku pigtym mozliwe jest pewne ciggte opowia-
danie historyczne zabarwione suto zdarzeniami i barwami, do-
tyczacemi oso6b i wypadkéw, barwami moze przejaskra-
wi one mi, ale wiasnie dlatego odpowiedniemi.

Jedng z najbardziej zaniedbanych rzeczy przy nauczaniu
rachunku jest nauka o pomiarze powierzchni i objetosci t).
Robi sie to nieraz w sposdb wprost karygodny. Rzeczy cie
kawe, zywe, zwigzane bezposrednio z otaczajacg dzieci rzeczy-
wistosciag, stajg sie czem$ nudnem i niezrozumiatem, wprost
przejmujacem wstretem. Wykuwa sie t. zw. miary kwadratowe
1 szeScienne i stosuje sie je w nienaturalnych i sztucznie po-
myslanych zadaniach, ktére tembardziej podnosza niedowie-
rzanie do nauki, polegajacej na specjalnie obmys$lonych trud-
nosciach, a nie na checi nauczania przez zastosowanie. Wobec
tego musimy tutaj nieco diuzej zatrzymac sie na tej sprawie.

Jezeli miary diugosci majg bliski zwigzek z konkretng rze-
czywistoscig i pojeciami geometrycznemi, to miary powierzchni
i objetosci ten zwigzek jeszcze bardziej pogtebiajg. Nauczanie
ich wymaga przynajmniej pewnego minimum zapoznania sie
z forma geometryczna, jej przejawami w najpospolitszych przed-
miotach otaczajgcych. Nie miejsce tu na blizsze wejrzenie
w te sprawy, w dziedzine bardzo ciekawg poczatkowego nau-
czania geometrji, pomimo to nie mozna zupeinie oming¢ pew-
nych potrzebnych wyjasnien. Poniewaz pomiar powierzchni

'Y W czesci lll-ej niniejszej ksigzki zajmiemy sie specjalnie naucza-
niem geometrji. Nastepujace ponitej wskazania podaje, pragnac w ten spo-
séb przystosowacé sie do utartego sposobu prowadzenia nauczania bez t. zw.
propedeutyki geometryczne;j.

Nsaczenie m&temetyki [HiCtalkzwej.



— 148 —

i objetosci dotyczy gitébwnie prostokata i prostopaditoscianu, na-
lezy o tych figurach i zw-igzanych z niemi polJv 'eh geome-
trycznych pomoéwié¢ uprzednio, o ile sie nie p" tzi nauka
planowa poczatkowej geometrji. Nauczyciel musi .ie¢ przy-
gotowane tekturowe prostokaty rozmaitych wymiaréw i postaci
a w pewnej chwili, ktéra moze réwniez dobrze sie przytrafi¢
w trzecim, jak czwartym roku nauczania, te prostokaty przy-
nieS¢ ze sobg do klasy. Pierwsza lekcja polega: 1° na wska-
zaniu szeregu przedmiotéw, w klasie i w znanem otoczeniu,
ktére majg taki sam ksztalt jak tekturowe prostokaty i 2° na
zapoznaniu sie poczatkowem z elementami tego ksztattu — ka-
tami i bokami, ich ditugoscig oraz réwnoscig niektérych z nich.
Pierwszy moment nie wymaga specjalnych objasnien. Co sie
tyczy drugiego, srodkiem pomocniczym moze by¢ wyrysowanie
na tablicy prostokata réwnego danemu przez to, ze przykta-
damy tekturke do tej tablicy i cienkg kredg obrysowujemy ja
dokota. Po odjeciu tekturki dostaje sie prostokat, ktory jest
odwzorowaniem danego. Teraz mozemy wykonywac¢ odnosne
poréwnania. Tekturki moga by¢ zrobione tak, ze jedna strone
maja jednego koloru, a drugg drugiego, przyczem dobrze jest
robwniez z obu stron przyklei¢ wzdluz przeciwlegtych bokéw
réznobarwne paski papieru, aby w ten sposéb odréznia¢ te
boki, jak to zaraz sie wyjasni. Jezeli tekturka byta poczat-
kowo przytozona do tablicy jedna strona, to teraz przyt6zmy
ja znowu tg sama, ale tak, aby zmienity swe miejsca przeciw-
legte boki, co wtasnie pokaza nam owe paski papieru. Widzi-
my z tego doswiadczenia, ze przeciwlegte boki sg rowne, o czem
mozna sie jeszcze przekona¢ zapomoca bezposredniego po-
miaru. To samo mozemy zrobi¢ z innemi prostokatami. Bedzie
to pierwsze zapoznanie sie z prostokatem.

Na nastepnej lekcji zapoznanie sie to pogtebiamy przez
poréwnanie katéw. Kat ,okreslamy” przez pokazanie
zaréwno, na prostokagtach, w otoczeniu jak tekturach. Réznego
rodzaju sztuczne i gmatwajace pierwsze ujecie rzeczy objas-
nienia nie sga tu na miejscu. Préez prostokata nauczyciel moze
uzy¢ do pokazania kata jeszcze innych przedmiotéw, np. dwie
obsadki ztaczone koncami, dwa rozpostarte palce i t. p. Przy-
ktadanie w odpowiedni spos6b prostokata do jego odwzorowa-
nia na tablicy pozwoli przekonac¢ sie, ze wszystkie jego katy
sg réwne.

Na trzeciej lekcji nauczyciel przynosi innego rodzaju
tekturowe czworokaty, jak to réwnolegtoboki, trapezy i do-
wolne czworokaty wypukte. Nastepnie prébuje przy pomocy
uczniéw przerobi¢ to samo, co z prostokatem. Okazuje sie, ze
tego zrobi¢ nie mozna, ze nie zawsze katy i boki sg réwne.
To jeszcze wigcej pogtebia pojecie prostokata. Przy réwno-
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legtobokach mozna skonstatowa¢ zapomoca pomiaru lub przy-
ktadania tylko bokéw do bokéw odwzorowania, ze przeciw-
legte boki sg réwne; w innych czworokatach nawet tego niema.
Dalej, nauczyciel wezmie kwadrat i stwierdzi, ze nie tylko
katy w nim sg réwne, ale i wszystkie boki. Stad okreslenie:
kwadrat jest to taki prostokat, w ktdrym wszystkie boki sa
robwne. Moznaby na tem zapoznaniu sie z prostokatem zakon-
czy¢, ale dobrzeby byto cokolwiek dalej poprowadzi¢ wyjasnie-
nie pojecia kata prostego, co da sie uskuteczni¢ wieloma spo-
sobami, a najwygodniej dla celéw nastepnego wykiadu przez
przytozenie prostokatu ktérymkolwiek bokiem do jednego z bo-
kéw jego odwzorowania tak, zeby 2 konce tych bokéw byty
razem (najlepiej to zrobi¢ najpierw z réwnemi bokami) oraz
ponowne obrysowanie. Wtedy przez przytozenie linijki prze-
konywamy sie, ze dwa boki sasiednie obu odwzorowan lezg na
prostej linji. To samo doswiadczenie z innemi czworokatami
nie da tego zawsze, a jezeli da, to jednakze katy sasiednie
w odwzorowaniach (przylegte) nie s réwne. Pojecie katéw
przylegtych mozna zaraz wyjasni¢, a razem z niem katéw pros-
tych, jako réwnych przylegtych. Mozna w ten sposéb spraw-
dzi¢, czy dany kat jest prosty, czy tez nie i t. p.

Z przedstawionego tutaj szeregu réznych stopni zapozna-
nia sie¢ z prostokatem mozna znowu widzieé, ze stosujemy
w nim stopnie formalne, o ktérych byla mowa wyzej.

Nastepnem pojeciem wymagajgeem wyjasnienia jest po-
jecie pola figury jako wielkosci. W catem wogdle nauczaniu
matematyki w szkole elementarnej i Sredniej mato dbamy o do-
ktadno$¢ zasadniczych poje¢. Ta dokladnos$¢ nie polega tylko
na precyzyjnych okresleniach, jak to z pierwszego rzutu oka
wyda sie wyksztalconomu matematycznie nauczycielowi. Zadne,
najbardziej odpowiadajgce wymaganiom Scistosci okreSlenie,
nie zjawia sie, nawet w gtowie dobrego matematyka, jak Deus
ex machina: jest ono zwykle przygotowane przez szereg wnios-
kéw. Jezeli jedno i drugie zgadza sie ze sobg, t. j. nie za-
wiera wzajemnej sprzecznosci i pozwala uog6lni¢ wyniki, a tem
samem wytworzy¢ jednolitg teorje, — okre$lenie spetnia dobrze
swojg stuzbe. Jednem stowem jest ono przecieciem sie jakby
dwéch linij: jedna, zwykle opuszczana, ktdéra prowadzi do ze-
brania doswiadczen w jedna formute, druga, ktéra te formute
realizuje we wnioskach. Przygotowac¢ okreslenie znaczy tem sa-
mem daé¢ taki szereg faktow, w ktéeych wystepuje pewien
szczegot, pewna cecha z tego lub innego wzgledu wazna, a tem
samem godna specjalnego podkreslenia, wyseparowania i roz-
wagi. Zwykle bywa to cecha pozyteczna dla budowy teorji,
z w nauczaniu ten jej pozytek musi mie¢ jeszcze walor prak-
tyczny ze wzgledu na konkretne zastosowanie. Definicja wiec
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W nauczaniu, szczeg6lnie elembntarnem, powinna mie¢ nie tylko
dwie poprzednie cechy, ale jeszcze trzecia — konkretne od-
zwierciedlenie. Wobec tego te definicje, ktére takiego konkret-
nego odzwierciedlenia i zastosowania nie majg, nie moga byc¢
przedmiotem nauczania na tym stopniu.

Wezmy przykitad.

Zwykte, z ,teorji arytmetyki" przecietnej wziete okresle-
nie wielkosci jest najczesciej albo tautologja albo czem$ nie-
logicznem. Np. jezeli méwimy, ze wielkoScig jest wszystko to,
co moze by¢é mniejsze i wieksze, mamy przed sobg okres$lenie
spetniajace dwa poprzednie zarzuty. Np. pies moze by¢ wigk-
szy i mniejszy, a wiec pies jest wielkoscig. Jesli zbiér jakich$
jednorodnych przedmiotéw ma by¢ zaliczony do kategorji wiel-
kosci, musza przedmioty tego zbioru spetniaé pewne warunki,
ktéore wyrazimy ogdlnie, jezeli trzy jakiekolwiek przedmioty
tego zbioru oznaczymy A, B i C. Oto6z, jezeli ze wzgledu na
pewne okolicznos$ci, uméwimy sie dwa jakiekolwiek przedmioty
nazywa¢ réwnemi i bedziemy oznaczali te réwnosé zwyktym
znakiem, zarébwno ona, jak wspomniane przedmioty
powinny przedewszystkiem spetnia¢ nastgpujace warunki:

A = A — warunek tozsamosci;
jezeli A= B, to B= A — warunek odwracalnosci czyli symetrji;
jezeli A=B, B— C, to A= C — warunek przechodhiosci.
Mniejszo$¢ i wiekszos¢ powinny spetniaé dwa warunki:
jezeli A > B, to B < A,

i jezeli A --B, a B C, to A-<C,

a wigc odwracalnos¢ i przechodnios$é.

Ot6z, gdy przedmioty pewnego zbioru, np. nieskonczone-
go. zbioru réznych dtugosci, warunki te spetniajg, to ten zbiér
jest wielkoscig, inaczej powiadamy, diugos¢ jest wielkosScia.

Rzecz jasna, ze |-0 w ten spos6b dzieciom nie mozna
okresla¢ wielkosci, bo to okre$lenie nie speinia trzeciego naj-
wazniejszego dla nauczania warunku, a po drugie nalezy w nau-
czaniu mie¢ taka konkretng podstawe dla mniejszosci, wiek-
szosci | réwnosci, ktéraby te warunki sama przez sie pogla-
dowo spetniata. Dla dlugosci takg podstawg jest bezposrednie
przyktadanie lub posrednie przyktadanie przez mierzenie.
To przyktadanie wszystkie te warunki spelnia, a przytem
mierzenie réwniez jest pojeciem ogo6lniejszem. Stad podstawa
konkretng wprowadzenia wielkosci jest mierzenie jej-bez-
posrednie — w doswiadczeniu.. Gdybysmy obrali takg pod-
stawe konkretng poréwnania, ktéra tych warunkéw nie spetnia,
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popetnilibySmy btagd naukowy, a wiec rzecz niedopuszczalng. Np.,
gdyby kto$ za miare szybkos$ci poruszania sie t6dki w ptynacej
rzec* wzigt tylko czas trwania jazdy z jedneg6 miejsca do dru
giego, a nie uwzglednit sity pradu tej rzeki, nie byloby spetl-
nione prawo odwracalnosci. W réznych okolicznosciach takie
omyitki mozna popetnia¢ czy to przez brak wiedzy realnej, czy
tez przez nierozumienie istoty pojecia.

Wielkosci mierzymy. Co6z to jest mierzenie? Jest to
jednoznaczne podporzadkowanie elementéw zbioru, stanowig-
cego dang wielkos¢, elementom zbioru wszystkich liczb, przy-
czem miedzy wielkoSciami i liczbami istniejg identyczne zalez-
nosci co do cech ,réwny”, .mniejszy”, ,,wiekszy", a jeden ele-
ment okreslony podporzadkowany jest liozbie 1. Ten element
nazywa sie jednostkg miary. Np., obrawszy jednostke miary,
kazdej dlugosci mozemy podporzadkowac jedna i tylko jedna
liczbe.

ePo tych wyjasnieniach widzimy, ze trzeba z najwigksza
ostroznoscig dawac¢ okreslenia, a na poziomie umystu ucznia
1-ej klasy okres$lenie wielkosci jest rzecza zbyteczng, bo gtéwna
treS¢ jest w podstawie konkretnej, stuzacej do pordéwnania
réznych elementéw zbioru charakteryzujacego wielkos¢.

Teraz przejdziemy do pojecia pola jako wielkosci.

Rzecz oczywista, ze bezpos$rednie naktadanie jest pod-
stawg poréwnania. Zapomocg naktadania przekonywamy sie
0 réwnosci po6l dwéch figur réwnych i sprawdzamy prawa od-
wracalnosci i przechodniosci, nie méwigc o nich dzieciom wcale
1nawet z powodu zupetnej jasnosci rzeczy nie zatrzymujac sie
nad tem dtuzej. Mozna to zrobi¢ np. w ten sposéb, ze naj-
pierw nakltadamy jeden z réwnych prostokatéw na drugi, po-
tem odwrotnie, co sprawdza warunek odwracalnosci. Nastepnie,
majac trzy prostokaty takie, ze pierwszy i trzeci przystajg do
drugiego, mozemy sprowadzi¢ do przystawiania nastepnie dwa
pierwsze. Mozna tez zuzytkowaé¢ odwzorowanie na tablicy,
robione tak, jak powiedziane bylo wyzej, przyczem wniosku-
jemy, ze dwa odwzorowania sg réwne, jezeli prostokaty im od-
powiadajace przystajg do siebie i t. p. Ten moment posuwa
rzecz dalej w kierunku abstrakcji.

Pomimo swej pozornej prostoty warunek tozsamosci jest
trudniejszy i odgrywa role zasadniczg: on daje najjasniejsze
pojecie konkretne o wielkosci. Gitéwna my$l polega tu w nau-
czaniu na tem, zeby dany prostokat zamieniaé na inny w taki
spos6b, aby bylo widaé, ze przytem nie zmienia sie pole.
Mozna wigec go pokraja¢ na dwa, trzy it. p. rbwne prostokaty
i te do siebie w odpowiedni sposéb przytozyé, zeby sie otrzy-
mat nowy prostokat, ktéry oczywiscie ma to samo pole. Gdy-
by dzieci byty wiecej zapoznane z geometrja, rzecz ta bytaby
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doskonatym materjatem do zadan opartych na krajaniu figur
papierowych i uktadaniu z czesci otrzymanych nowych. Przy
tej sposobnosci nauczyciel powinien uzywaé¢ réznych konkret-
nych $rodkéw do uwypuklenia pojecia pola. Poréwnanie pola
podtogi i sufitu klasy, pola stotu prostokatnego i $ciany, za-
pytania takie, jak: ,ile trzeba farby, zeby pomalowa¢ réwne
prostokaty, nieréwne?”. ,lle trzeba ziarna, zeby zasia¢ dwa
réwne “kawaltki gruntu?”; pytania odwrotne: ,czy sa réwne
pola dwéch kawatkéw gruntu, jezeli na zasianie kawatka wy-
chodzi jednakowa ilo$¢ ziarna”, ,czy majag jednakowe pola
dwa rozne kawatki papieru, jezeli kazdy kawatek wystarcza do
oklejenia tego samego pudetka?” i t. p. stuza, jak i poprzed-
nie, do tego, by wzbudzi¢ w umys$le dzieci pojecie pola nie-
zaleznie od ksztattu, pola jako wielkos$ci. Kazdy nau-
czyciel, dla ktérego jest jasny cel tego rodzaju ¢wiczen, z ta-
twoscig sam je potrafi urozmaicaé¢, co szczegdlnie tatwo przy-
sztoby przy istnieniu zaje¢ recznych w szkole. Jezeli mamy
przekonanie, ze pojecie pola wyrobito sie nalezycie, ze w for-
mule powyzej zaznaczonej: P -j- R, element P posiada juz wia-
Sciwg 0gllng tres¢, przystepujemy do mierzenia pola. Dlatego
wprowadzamy pojecie i okresSlenie jednostki kwadratowej po-
szczeg6blnej: decymetrem kwadratowjym nazywamy
kwadrat, ktérego bok réwna sie jednemu decy-
metrowi. Taki kwadrat nauczyciel ma przygotowany i kaze
uczniom przygotowa¢ go sobie w domu z tektury albo z pa-
pieru milimetrowego. Nastepnie przygotowuje sobie przed
lekcjg spory prostokat z bristolu o wymiarach, dajniy na to,
3 na 4 lub 4 na 5 decymetréw i przynosi ze sobg do klasy,
gdzie przypina go lub przykleja narogach do tablicy, oswiad-
czajgc uczniom, ze bedzie razem z nimi mierzyt decymetrem
kwadratowym pole tego prostokgta. Dlatego wywotuje ucznia
i kaze mu, poczynajagc od jednego z rogéw prostokata, przy-
ktada¢ kolejno decymetr tekturowy i obrysowywa¢ go przy
kazdem nowem przetozeniu naokoto wegielkiem lub miekkim
otowkiem, zeby linje byty widoczne dla wszystkich. Taka ope-
racje moze wykonywac po kolei kilku uczniéw dopodty, dopoki
caty prostokat z bristolu nie bedzie pokryty kwadratami. Na-
stepuje dalej liczenie tych kwadratéw i wniosek: pole prosto-
kata wynosi tyle a tyle decymetrow kwadratowych. Liczenie
kwadratéow odbywa sie najpierw zwykla drogg kolejnego prze-
liczania, potem nauczyciel pyta, czy nie mozna tego zrobic¢
prosciej. Najczesciej uczniowie sami wpadajg na pomyst po-
liczenia najpierw pasm poziomych lub pionowych, ztozonych
z kwadratéw, a potem liczby kwadratébw w kazdem pasmie
i nastepnego pomnozenia obu liczb. Po tej zdobyczy nauczy-
ciel jeszcze nie czuje sie zadowolony, bo pyta dalej: a jak
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zrobilibySmy z bardzo duzym prostkgtem, np. z morga na po-
wierzchni ziemi albo [chociazby z podtogg pokoju zastawiong
tawkami? Bez wielkich trudnosci dzieci dochodzg do przeko-
nania, ze wystarcza zmierzy¢ dilugos¢ prostokata, a potem sze-
rokos¢ i nakoniec ,te liczby pomnozy¢, zeby znalezé liczbe jed-
nostek kwadratowych zawartych w polu. Potem musi oczy-
wiscie nastgpi¢ formuta skrécona: pole prostokata réwne jest
iloczynowi diugosci przez szerokosc.

W dalszym ciggu nastepujg nowe jednostki kwadratowe:
tokie¢, metr, mila, sgzen i t. p. Nauczyciel nie powinien za-
pomina¢ tez o zadaniach tego rodzaju, jak: ,narysujcie pro-
stokat majgcy 24 kratki pola"”, gdzie .kratka" jest kratkg w ka-
jecie do arytmetyki. Liczba 24 ma sporo dzielnikéw i dzieki
temu takich prostokgtow moze by¢ kilka, co pomaga réwniez
do uwypuklenia pojecia pola. Po otrzymaniu ostatecznego re-
zultatu w powyzszej formie stosujemy go do zadan, a jezeli
przechodzimy w szkole geometrje poczatkowa, rozciggamy go
i na inne figury, jak trojkat, réwnolegtobok, trapez i figury
z nich ztlozone. Zalezno$ci pomiedzy prostszemi miarami kwa-
dratowemi staramy sie réwniez wyjasnia¢ pogladowo. Np. to-
kie¢ kwadratowy i stopa kwadratowa, cal kwadratowy i stopa
kwadratowa.

Mierzenie objetosSci prostopadtoscianu odbywa sie w tej
samej kolei, jak mierzenie pola. Najpierw nauczyciel zapoznaje
dzieci z wiasnos$ciami prostopadtoscianu. Dlatego przynosi do
klasy réznego rodzaju prostopaditosciany z tektury lub drzewa,
ktére rozpatruje najpierw ze wzgledu na liczbe $cian, krawedzi
i wierzchotkéw, podajac odpowiednie nazwy, potem zapomoca
robionego przez dzieci na tablicy odwzorowania $cian, prze-
konywa, ze przeciwlegte Sciany sg réwne, jak réwniez krawe-
dzie, ze S$ciany te sa prostokatami. Nastepuje pdzniej, jako
zadanie, mierzenie powierzchni calego prostopadto$cianu, wy-
konane przez pomiar bezposredni. Dalej, rozpatruje rézne
przypadki prostopadtoscianu, a wiec prostopadtosciany z pod-
stawg kwadratowg i szescian, ktdry jest zdefinjowany jako pro-
stopadioscian, w ktéorym wszystkie $ciany sa réwne. Nalezy
najpierw dac¢ definicje taka: szescian jest prostopadtoScianem,
w ktérym wszystkie krawedzie i $Sciany s réwne: potem ja
zwezi¢, jak powyzej, co zwroci uwage dzieci na to, ze defi-
nicja jest lepsza, jezeli zawiera tylko warunki konieczne i [do-
stateczne. Przy rozpatrywaniu prostopadtoscianu nalezy za-
znaczy¢, co i w jaki spos6b mozemy nazwaé jego wysokoscia,
szerokos$cig i dlugoscig oraz, w ktérym prostopadtoscianie te
elementy sg réwne. Kazdy z tych elementéw nazywa sie wy-
miarem prostopadio$cianu, a stad w szeScianie wszystkie wy-
miary sg rowne i mozna poda¢ inng definicje tej bryty.
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Dlatego, zeby przygotowywac pojecie objetosci, jako spe-
cjalnej wielkosci, nauczyciel musi mie¢ szereg zrobionych ze
szkta prostopadioscianéw o réznej objetosci, przyczem tak, ze
w kazdym z nich brakuje jednej Sciany (przykrywki) i mozna
do nich bezpiecznie wlewa¢ wode. Jezeli w ten sposéb jeden
z nich napeilnimy woda i po przelaniu jej do drugiego okaze
sie, ze ten drugi napetniony jest tak samo, powiadamy, ze maja
réwne objetosci. W ten sam spos6b mozna wykazaé mniejszos¢
i wiekszo$¢. Warunki powyzej wspomniane, ktére powinna
spetnia¢ kazda wielko$¢, moznaby bez trudnosci ilustrowac.
Np. warunki odwracalnosci i przechodniosci dadza sie ilustro-
waé zapomoca przed chwilg nadmienionych szklanych prosto-
padtoscianéw, a warunek tozsamosci zapomoca drewnianego
prostopadtoscianu, podzielonego na szereg réwnych prostopad-
toscianéw i ztozonego z nich, jak to bywa w tak zwanych mo-
delach do nauki geometrji; mozna tez do tego celu przygoto-
wacé z gliny prostopadiosScian, z ktérego po zgnieceniu otrzy-
ma¢ mozemy bryte dowolnego ksztattu, ale tej samej objetosci.

Mierzenie objetosci zaczynamy od wyjasnienia jednostki
objetosci jako szescianu o wymiarach réwnych jednostce diu-
gosci. Dzieci, przy pomocy linijki albo papieru milimetra-
wego, powinny sklei¢ z tektury cal szescienny i decymetr szes-
cienny. Nauczyciel musi posiada¢ w muzeum szkolnem spory
zapas cali szesciennych zrobionych z drzewa i pomalowanych
z réznycli stron réznemi barwami, nastepnie specjalnie przy-
gotowany szklany prostopadtos$cian o znanych doktadnie wymia-
rach, wyrazonych w calach. Te rzeczy przynosi do klasy
i oswiadcza, ze zapomocag cala szesciennego bedzie mierzyt
objeto$¢ tego prostopadtoscianu. Poczem zaczyna uktadac cale
szeScienne w tym prostopadioscianie. Najpierw ktadzie jednag
ich warstwe tak, zeby cale pewnym jednakowym kolorem bytly
zwrécone na zewnatrz do dzieci; potem druga,— zwracajac cale
w strone dzieci innym kolorem i t. d. W ten sposéb utworzy
sie wyraznie szereg warstw. Nastepnie powstaje zadanie obli-
czenia wszystkich zawartych w prostopadto$cianie cali. Poli-
czy¢ kolejno bez wyjmowania nie mozna, wobec tego nalezy
uzy¢ sposobu innego. Ten spos6b nie trudno odkry¢ i nako-
niec wyprowadzi¢, ze objetos¢ prostopadioscianu réwna jest
iloczynowi trzech jego wymiaréw-. Rzecz jasna, ze ta skrécona
formuta musi by¢ stopniowo wyprowadzana i naprawde ,,skro-
cona”, a nie podana odrazu.

Jezeli wyktadana jest w szkole geometrja poczatkowa,
mnozna zwigzac¢ z tatwoscia obliczanie objetosci prostopadto-
Scianu z obliczaniem tejze u innych bryt, jak graniastostup
tréjkatny, rownolegtoscéian i bryty z nich ztozone.
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Nie byloby to sprzeczne z istotg rzeczy, gdybysmy za-
czeli nie od obliczania pola prostokata, jak to sie zwykle robi,
a od objetosci prostopadioscianu. W metodyce geometrji po-
czatkowej ustalita sie zupeinie stuszna i umotywowana zasada,
ze nauke geometrji nalezy zaczynaé¢ od bryt, a nie od figur
ptaskich. Dlatego powyzsze postanowienie bytoby nawet godne
polecenia i to tem bardziej, jezeli w szkole prowadzi sie nauke
geometrji poczatkowej. Zwracamy na to uwage nhauczycieli,
ktérzy z tatwoscia zrozumieja, ze bryta jest czem$ blizszem
rzeczy otaczajacych, niz figura ptaska powstajgca z bryty przez
analize tejze. Nalezy jednakze wtedy poczyni¢ pewne mody-
fikacje w powyzszym wykitadzie.

Tyle o czwartym roku nauczania. Konczy sie w nim nauka
o liczbie catkowitej, a wiec zasadniczy dziat arytmetyki, w kt6-
rym umyst ucznia musi nabra¢ pewnego wyrobienia mate-
matycznego, by¢ nalezycie przygotowanym do tego, by w na-
stepnych latach nauki zrozumie¢ odmienng juz interpretacje
dziatan i mie¢ potrzebne wyrobienie do przetrawienia definicji
tych dziatan. Dlatego tak wazne jest formutowanie wiasnosci
dziatan, tak wielkie znaczenie ma c¢wiczenie umiejetnosci defi-
njowania przy nauce o obliczaniu objetosci i pola oraz w in-
nych przypadkach poprzedniego kursu. Kto sie cokolwiek ze-
chciat wgtebi¢ w istote proceséw myslowych, zachodzgcych
przy nauce liczby calkowitej, zrozumie jasno, ze stanowig one
podstawe catej dalszej nauki matematyki i ze zaniedbanie tego
wewnetrznego pierwiastka mys$li samodzielnej ucznia jest nie
tylko rzeczg niestuszng, ale wprost szkodliwg. Prézne bedg
reformy po6zniejszego nauczania, jezeli te pierwsze kroki w dzie-
dzinie "wielkiej naszej nauki bedg chwiejne, jezeli beda tylko
poruszaniem nogami w powietrzu bez istothego oparcia o mat-
ke-ziemie mysli samodzielnej. Tak jednakze, niestety, czesto,
bardzo czesto bywa...

Sprostowanie.

7,:n t Qitr 44): «Zaznaczyli§my wytej», powinno byc: fZobaczymy nitej»
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