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PRZEDMOWA.

W niniejszej ksigzeczce obok niektorych rozdziatéw znaj-
dujacych sie w 2-iem wydaniu ,Nauczania rachunku poczat-
wego” wchodza pierwsze rozdzialy algebry. Dotyczg one gtow-
nie nauki o liczbie wzglednej i rownania pierwszego stopnia.
Proponowany rozktad materjatlu odpowiada poniekad pierw-
szym zarysom budowy szkoly Sredniej jakie spopularyzowane
zostaty przez odpowiednie wydawnictwo Min, W. R. i O. P.
Ksigzka obchodzi¢ powinna zaréwno nauczycieli szk6t elemen-
tarnych jak $rednich. Jezeli spotka sie z tein samem uzna-
niem, co jej wydanie poprzednie, w przysztosci moze by¢ roz-
szerzona. Obecnie wystarczy nastepujgce treSciwe przedsta-
wienie metod}', ktéra autor uwaza za stusznag, tembardziej, ze
w tej dziedzinie niema w literaturze naszej wiekszych opra-
cowan.
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ROZDZIAL |

Nauka utamkoéw stanowi nowy i odrebny pod wzgledem
swego charakteru dziat arytmetyki poczatkowej. Ulamek jest
nowg formag liczby, powstaje na tle procesu dalszego uogol-
nienia. Scista teorja wprowadza utlamek zapomocag definiciji,
daje szereg potrzebnych i wystarczajgcych okreslen, z ktorych
wyplywa cata dalsza nauka. Czy mozna w nauczaniu poczat-
kowem wychodzié z definicji abstrakcyjnej chociazby w roku
piatym? Odpowiedz jasna: nie mozna. Kto potrafi zrozumieé
i przetrawi¢ definicje $cista, ten ma juz gtdwne niemal dane
do tego, by mégt rozumowac dedukcyjnie. Dziecko tego jeszcze
nie potrafi, dla niego przedmiot nauki musi by¢ dany przez
definicje blizej zwigzang z konkretem. Chwila zastanowienia
wystarczy, aby sobie przypomnieé¢, jak my starsi dziwiliSmy
sie w pierwszych latach nauki uniwersyteckiej, gdy nam po-
dawano nowe formy liczb lub tez wprowadzano w nowe dzie-
dziny nauki przez definicije. Pomimo dojrzatosci umystowej
wielu ludzi tak trudno sie godzi z mys$la, zo dzialania, dajmy
na to z liczbami ujemnemi, dane sg lub wyptywaja z definicji,
nie sg niczem ,objektywnem”, co mozna pokazaé, ,dowiesc¢*.

Pogladowe przedstawienie rzeczy, indukcyjne rozumowa-
nie przygotowuje grunt do definicji, tern bardziej, ze definicji
w tym dziale unikng¢ nie mozna. Wymaga to troche wyjasnien.
Samo przedstawienie, wyrobienie pojecia utamka moze byé
zdobyte na drodze konkretnej. Tak mozemy robi¢ juz znacz-
nie wczesniej, np. o potébwce i ¢wiartce mozna mowi¢ jeszcze
w pierwszym roku, a pdézniej w miare potrzeby rozszerzaé ten
zakres, nie przesadzajgc ani wprowadzajac zbyt drobnych
czastek, jezeli niema dobranego unaocznienia. Np. mozna mo-
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wié, ze centymetr jest setng czesScig metra, to sie da fatwo
unaocznic.

Zaczynajgc systematyczng nauke, zbieramy i porzadku-
jemy wiadomos$ci zdobyte poprzednio. Nie trudno réwniez
konkretnie przedstawi¢ dodawanie i odejmowanie utamkow,
poréwnywanie i zmiane ich wielkosci, jakkolwiek rzecz tu jest
juz znacznie wiecej skomplikowana. Duze natomiast trudnos$ci
nasuwa mnozenie i dzielenie. Zwyczajny sposéb wyjasniania,
polegajacy na tem, ze sie tlumaczy, dajmy na to, mnozenie

przez —i w ten sposéb, iz liczbe —(?;- uwazamy za 5 razy mniej-

Szg, niz 3, a poniewaz mnozenie przez 3 jest nam znane i zmiany
iloczynu skutkiem zmian czynnikow rowniez, wiec przez to
objasnienie jest gotowe, — nie wytrzymuje krytyki naukowej.
W ten sposob sie zaklada, ze mnozenie utamkéw istnieje i te
same wiasnosci posiada, co mnozenie liczb catkowitych. Byiby
to nowy postulat, ktérego przyjecie moznaby byto wyjasni¢ tylko
wzgledami natury pedagogicznej albo brakiem innego sposobu,
lepszego. Ale blizsze zastanowienie wykaze nam, ze jakkol-
wiek zachowane tu sg pozory jasnosci, uczen nie widzi i nie
moze widzie¢ zgodnosci tego objasnienia z tem pojeciem o mno-
zeniu, ktére podane byto w nauce liczb catkowitych. Wszak

mnozenie, dajmy na to przez 5, jest czem$ innem, niz przez
2
= co wynika z samego pojecia o mnozeniu przez liczbe cat

kowita. Do tego pojecia trzeba sie odwotac, wysuna¢ analogje
i potem wprost nazwa¢ mnozeniem przez utamek operacje,
sktadajacg sie z 2 dziatan. Definicja tu jest potrzebna; unika-
nie jej nie byloby racjonalne juz ze wzgledéw pedagogicznych.
Ale ta definicja musi by¢ przygotowana.

Zwroce tu uwage na dwa rodzaje definicji: analityczny
i syntetyczny. Jezeli najpierw na przyktadach pokazuje dany
przedmiot (moze to by¢ nie konkret, lecz operacja arytme-
tyczna), poréwnywam z innemi, wskazuje na rdéznice i podo-
bienstwa, szukam nici wigzgcych ten przedmiot z innemi jed-
norodnemi, a potem dopiero przyczepiam do tego przedmiotu
nazwe, charakteryzuje w krétkiem, zwieztem zdaniu jego cechy
istotne: to mam przed soba definicje analityczng. W nauce
czesto podaje sie definicje odrazu, gotowe, przyczem wspo-



mniany proces przygotowawczy omija sie, jako zbyteczny: de-
finicje usprawiedliwiajg jej ustosunkowanie z innemi ogniwami
rozumowania oraz ptyngce z niej wnioski. Taka definicja jest
syntetyczna. Ot6z w nauczaniu zaréwno S$redniem, atem bar-
dziej nizszem, podobne definicje nie majg racji bytu. Omija-
nie tych procesé6w myslowych, ktére wywotujg definicje, by-
toby szkodliwe, bo sama definicja stataby sie stowem, dZzwie-
kiem pustym. Wszak my nie tylko podajemy wiedze katalo-
gowa, ale uczymy mysleé. Nie samych definicyj obawia¢ sie
trzeba, ale ich podawania nieodpowiedniego, co jest dos¢ cze-
stym grzechem. W poprzednim rozdziale o tem juz nadmie-
niatem.

W ten spo30b nauczanie utamkéw rozpada sie na dwa
wyrazne dzialy: |-o pojecie utamka, prawo niezmiennika utam-
kowego, poréwnanie 2-ch definicyj, porownywanie wielkosci
utamkoéw, dodaw-anie i odejmowanie; 2-0 mnozenie i dzielenie
utamkow.

Jeszcze jedno pytanie, ktére sie na wstepie nastrecza, do-
tyczy jakosci srodkéw poglagdowych. Potowki, éwiartki i t. d.
ré6znych przedmiotdbw moga by¢é wyzyskiwane w pierwszych
latach nauki, ale przy systematyczniejszem przechodzeniu sa
prawie zawsze niewygodne, gdyz trudno sie dajg nagia¢ do
ilustracji réznych pytan, ktére sie tu nasuwaja. Potrzebny
jest taki srodek pogladowy, aby np. skracanie utamka, doda-
wanie, porownywanie wielkosci mogto by¢ tatwiej unaocznione.
Ro6zno przyrzady mechaniczne czesto sa bardzo skomplikowana
i rzadko moga stuzy¢ do wiekszej liczby utamkéw, a przytem
nieraz bywaja do$¢ kosztowne przy fikcyjnej wartosci. Srodek
pogladowy musi by¢ prosty i, ze tak powiem, gietki, aby uczen
mogt sie sam nim postugiwaé, nawet na zawotanie. Takim
Srodkiem jest odcinek prostej, narysowany na papierze kratko-
wanym. Mozna mu zarzucié, ze jest jednostronny, ale gdy zwro6-
cimy uwage, iz np. pojecie potowy i t. d. wyodrebnito sie juz,
ze potowa tu nie zalezy od danego konkretu, uczen zda sobie
z tatwoscig sprawe z tego, o co tu chodzi. Porzadkujgc po-
przednie wiadomosci, nauczyciel powinien dawac¢ szereg przy-
ktadéw konkretnych, gdzie wchodzg czesSci catosci, aby tak
samo, jak na poczatku, przy pierwszych liczbach, uczniowie



jasno zdawali sobie sprawe, ze tu majg do czynienia z czem$>
co nie zalezy od tego lub innego przedmiotu.

Poczatek systematyczniejszy nauki o utamku wymaga wy-
jasnienia przedewszystkiem pewnego pojecia, ktére ma duze
znaczenie w tej nauce. Jest niem pojecie catosci. Kazdy
przedmiot otoczenia jest catoscig, ale nie kazda cato$¢ jest po-
dzielna, jak np. pies, zwierze wogole, krysztat, drzewo i t. p.
sg catosciami niepodzielnemi. Trzeba na to zwro6ci¢ uwage
przed tem, nim sie bedzie méwito o czesciach catosci. Te ca-
tosci muszg by¢ catoSciami podzielnemi.

Po omoéwieniu i zastosowaniu tego do znanych przyktadéw
utamka nauczyciel systematyzuje wiadomosci o utamku, znane
z poprzedniej nauki, wprowadza znany sposOb zapisywania,
nazwy: licznik i mianownik oraz role i znaczenie tych ostat-
nich. Przy zapisywaniu nalezy dla porzadku uzywaé kreski
tylko poziomej a nie pochytej, gdyz uczniowie p6zniej nieraz
dzieki niewtasciwemu zapisywaniu popetniajg btedy rachunkowe.

Definicja poczatkowa utamka brzmi: utamkiem nazywamy
jedna lub wiecej réwnych czesci calosci.

O utamkach wiasciwych i niewtasciwych narazie niema
mowy. Po definicji wprowadzamy natychmiast pogladowe
.przedstawienie utamka zapomocg odcinka, dzielac ktérykol-
wiek dany na okres$long liczbe czes$ci i nastepnie biorgc tych
czesci okreslong liczbe, co jest waznem przygotowaniem do
nastepnej kwestji, majgcej zasadnicze znaczenie w nauce utam-
kéw. Ta kwestjag jest — prawo niezmiennika utam-
kowego, zwykle wyrazane opisowo.

Prawo niezmiennika dotyczy witasnosci utamka, dzieki
ktérej mozna licznik jego i mianownik przez jedng i te samag
liczbe mnozy¢ i dzieli¢, a wielkos¢ utamka przytem sie nie
zmienia. Te rzecz nalezy wyjasni¢ na szeregu utamkéw przy

2 4
pomocy odcinka. Np. réwnos$é i -g- wykazujemy, dzielgc od-

cinek na 3 czesci, a potem na 6 i przekonywajgc sie naocznie
o0 rownosci w obu przypadkach otrzymanego utamka. Po sze-
regu takich przyktadéw moze wystapi¢ rozumowanie, polega-
jace np. na omoéwieniu faktu zmniejszenia kazdej czesci pewna
liczbe razy i zwiekszenia tylez razy liczby tych czesci, t. j.
na odwotaniu sie do definicji. Na tej rzeczy nalezy diuzej sie



zatrzymac i uwazniej jg rozpatrzeé, tem bardziej, ze wigze sie
ona ze skracaniem utamka, kt6re zaraz po niej nastgpi¢ winno.

Skracanie zaczynamy od prostszych przyktadow, w kto-
rych znajomo$¢ podzielnosci liczb i zwykte cechy przy kolej-
nem stosowaniu ich wystarczajg. Trzeba narazie unikaé¢ ta-
kich przyktadéw, w ktérych potrzebne jest badanie, czy licznik
i mianownik maja wspoélny dzielnik, czy tez nie. Zwigkszajac
coraz bardziej liczby stanowigce licznik i mianownik utamka,
ale nie zmieniajgc sposobu skracania, mozemy po dtuzszej pro-
cedurze takiego skracania zada¢ pytanie, czy nie mozna tego
zrobi¢ prosciej. Nauczyciel wskazuje na kilku przyktadach,
jak mozna skroci¢ odrazu przez wieksza liczbe zlozona. Np.
_fil_ skraca sie przez 12. Przytem dzieci wprawiaja sie w ta-
kie predkie skracanie. Przykiady wieksze nastreczajg juz trud-
nosci i dlatego potrzebna jest specjalna metoda.

Tu wiasnie jest miejsce do nauki o najwigekszym wspol-
nym dzielniku.

Jezeli o rzeczy tej moéwimy przy nauce o liczbie catko-
witej, nie ma ona realnego zastosowania, jest czem$ za bardzo
dla umystu dziecinnego teoretycznem i z tego powodu nie na-
daje sie tam do nauczania. Natomiast przy realnej potrzebie
skrocenia utamka zagadnienie wystepuje celowo, zmusza tem
samem do myslenia i dlatego jest na miejscu. Najpierw daje-
my pojecie o najwiekszym wspo6lnym dzielniku malych liczb
i znajdujemy go pamieciowo, stosujac bezposrednio do skra-
cania jednorazowego utamkoéw. Pierwszy wiec stopien polega
na inwencji uczniéw, inwencji, ktéra wobec tatwosci przykita-
déw nie jest trudna, ale budzi mys$l i tem samem ma wartosc
dydaktyczng. Ta inwencja w miare wzrastania przyktadéw na-
potyka coraz wieksze trudnosSci: staje sie oczywistg potrzeba
pomocy ze strony nauczyciela, ktéry wprowadza teraz (to
wiasnie jest drugi stopien nauki o najwiekszym dzielniku) spo-
s6b rozktadania na czynniki, t. j. stosowanie rzeczy poprzed-
nio znanej, ale to rozktadanie odbywa sie dla 2 liczb jed-
noczes$nie. Wiekszej liczby liczb nie trzeba, przynajmniej
narazie, stosowaé¢, gdyz nie ma to znaczenia praktycznego.
Np. dla liczb 432 i 720 rozktadamy tak:



432 720
216 360
108 180
54 90
27 45
9 15

3 5

Stad najwiekszy wspdlny dzielnik rowny jest: 24 3!— 144,
Oddzielne rozkiadanie jest niepraktyczne pod tym wzgledem,
ze dzieci czesto placzg spos6b uktadania ze znalezionych czyn-
nikéw najwiekszego wspoélnego dzielnika i najmniejszej wielo-
krotnej, o ktérej pdézniej bedzie mowa.

Doszedtszy do tego ze skracaniem, narazie zatrzymujemy
sie i nie wprowadzamy znajdywania najwiekszego wspélnego
dzielnika zapomoca kolejnego dzielenia, odkiadajgc to na
poézniej.

Calg powyzszg czes¢ nauki o utamkach, t. j. do dodawa-
nia i odejmowania wiacznie, przechodzi¢ nalezy dwustopniowo”
Najpierw przerabiamy, nie $pieszac sie, omawiany przed chwilg
dziat kursu z utamkami prostszemi, takiemi, przy ktérych za-
rowno rachunek pamieciowy i inwencja, jak proste sposoby
wynajdywania najwigkszego wspoélnego dzielnika i najmniejszej
wielokrotnej sg stosowane, a drugi raz powtarzamy to samo,
ale z utamkami trudniejszemi i metodami zawilszemi. Kazdy
doswiadczony nauczyciel, ktdry w ten sposéb nauke prowadzit,
mogt sie przekonaé¢, ze daje ona lepsze rezultaty, niz przy
jednoczesnem pakowaniu wszystkiego. Jasne to jest réwniez
a priori, jezeli zwazymy ze: |-0 rzeczy omawiane odgrywaja
zasadnicza role w nauce o utamku, 2-0 opanowanie ich wia-
Sciwe wymaga przedewszystkiem wiekszej wprawy w pamie-
ciowem operowaniu z mniejszemi utamkami i 3-0 nie naleza
one do kwestyj prostych, bo takie np. kolejne dzielenie musi
zabra¢ sporo czasu, aby byto nalezycie uswiadomione. Jedno-
razowe dilugie zatrzymanie sie przeszkadzaloby wobec tego
naturalnemu rozwojowi nauki o utamku w zasadniczych jego
rysach. Z drugiej strony, celowos$¢ kolejnego dzielenia wy-
stapi przy przyktadach trudniejszych, gdzie nie wystarczaja
poprzednie metody, a takie przykiady nie moga by¢ podawane



odrazu. Nie zapominajmy rOwniez o tyle razy przez nas
nadmienianej juz wiasciwosci naszego umystu, dzieki ktdrej
nowe rzeczy musza sie¢ w nim niejako odleze¢, muszg byé na-
wigzane i utrwalone pewne zwigzki skojarzeniowe, ktére odby-
wajg sie, jak sie zdaje, nieSwiadomie i wymagaja czasu dla
swego rozrastania sie. Dwustopniowo$¢ nie zabierze wiecej
czasu, niz zwykte nauczanie w jednym toku, ale powaznie po-
moze poglebieniu, wprawie i rozumieniu rzeczy.

Od skracania bezposrednio przechodzimy do zwigkszania
lub zmniejszania utamka pewng liczbe razy. Tutaj znowu po-
moze nam odcinek i odnosne rozumowanie. Rzecz ta nie przed-
stawia trudnosci.

Dotad stosowaliSmy jednag definicje utamka, podang wy-
zej. Wiadomo jednakze, ze czesto nieSwiadomie nauczajgcy
uzywaja drugiej definicji, nie wykazawszy, ze jest identyczna
z pierwszg. Ta druga definicja wyznacza utamek, jako iloraz
od podzielenia dwéch liczb. Rzecz jasna dla kazdego, ze jest
ona czem$ innem, niz poprzednia i ze tem samem, wnioski ro-
bione z niej nie wyplywajg z poprzedniej, a jezeli nauczyciel
wyraznie jej nie podal i nie wykazal identycznos$ci z poprzed-
nig, wnioski te wiszg w powietrzu. Bardzo to wazny biad dy-
daktyczny.

Wprowadzenie tej nowej definicji opiera sie na nastepu-
jacych rozwazaniach. Przedewszystkiem zwracamy uwage, iz
podzieli¢ np. przez 3 znaczy znalez¢ trzecig cze$¢ danej liczby
i naodwrot, zeby znalezé trzecig czes¢, trzeba podzieli¢ liczbe
przez 3. Gdy ta liczba, ktérg dzielimy, dzieli sie przez 3 —
nic nie budzi watpliwosci, ale w razie niedzielenia sie, mamy
trudno$¢ z wyrazeniem ilorazu. Zeby to wyrazenie znalez¢,

np. w przyktadzie, gdzie trzeba 2 podzieli¢ przez 3, nauczy-

2
ciel pogladowo zapomoca odcinka wykazuje, ze jednej ca-

1
tosSci jest tem samem, co < dwoch calosci. Dlatego w pierw-
szym przypadku w odpowiedni spos6b dzielimy pewien odci-
nek na 3 czesSci robwne, a w drugim inny, dwa razy wiekszy
rbwniez dzielimy na 3 czeéci, ale takich czesci bierzemy 1,
a nie 2. Okazuje sie, ze otrzymane odcinki w obu przypad-



kach sa rowne. Stad wniosek, ze iloraz od podzielenia 2
2
przez 3 mozna napisa¢ tak, jak utamek —.

Po przerobieniu jeszcze kilku podobnych przykfadéw
mozemy poda¢ nowag definicje i uwazac¢ jg za identyczng z po-
przednig. W ten sposéb osiggamy ostateczne uogoélnienie dzie-
lenia, gdyz wobec tego zawsze otrzymac¢ mozemy iloraz. Na-
lezy tu podkres$li¢, ze to uogoélnienie otrzymali$my, ze do tego
nam pomégt utamek i ze liczbe catkowita mozna rozpatrywac,
jako utamek, np. 3= —i = 8— i t. d. Nie godzi sie tych
rzeczy omijaé, gdyz beda nam potrzebne pdzniej, a z drugiej
strony stanowig dobry pokarm umystowy.

Po wprowadzeniu nowej definicji mozemy przystgpi¢ do
wprowadzenia obok utamkéw witasciwych—takze niewtasciwych
i wyrazania tych ostatnich w 2 postaciach, przyczem wskazu-
jemy na role reszty przy dzieleniu w razie przedstawienia
utamka w postaci liczby mieszanej. Z okreslenia dzielenia,
t. j. z formuly: D= d.i+r, wynika natychmiast sposéb za-
miany liczby mieszanej na utamek niewtasciwy.

Zaznajomienie sie z temi rzeczami pozwoli nam przejs¢
do ostatniej przed dodawaniem i odejmowaniem kwestji, mia-
nowicie poréwnaniawielkosci dwoéchutamkéw. Toporéwna-
nie, jak zwykle,powinniémy zaczyna¢ odprzypadkéw, gdzie
uczniowie moga wilasnem rozumowaniem dochodzi¢ do rezul-
tatu. Dotyczy to przedewszystkiem takich utamkéw, ktére
posiadajg réwne liczniki lub réwne mianowniki. Potem takich,
ktére bez trudnosci dadza sie poréwnac przez dopetnianie do
jednosci lub odejmowanie jednej lub wiecej jednosci. Np.

i oraz i Odejmowanie jednos$ci odbywa sie oczy-
wiscie przez zamiane utamkéw niewtasciwych na liczbe mie-
szang, a w pierwszym przypadku przez poréwnanie: -jj- = —

i obliczenie potrzebnego dopetnienia. Widzimy tu juz poczat-
kowe fazy dodawania i odejmowania utamkéw. Dalej poréow-
nanie prowadzimy przez sprowadzenie utamkéw do postaci,
z ktérej bezposrednio mozemy sadzi¢ o rezultacie, t. j. do réw-
nosci licznikbw albo mianownikéw. Nalezy jednakze stara¢ sie,



aby ta rzecz nie byta powiedziana przez nauczyciela dogma-
tycznie, lecz zeby uczniowie do tego wniosku zostali przez
niego doprowadzeni. Nalezy zaczyna¢ od bardzo prostych

przyktadow, ktére z tatwoscig rozwigzujg sie pamieciowo.
5

Np.—0 i - Nauczyciel podkres$la, ze mianowniki sg niejed-
nakowe, ze gdyby byty jednakowe, moznaby odrazu sprawe
rozwigza¢. Jak to zrobi¢? Na pomoc przychodzi prawo nie-
zmiennika utamkowego i sprowadzenie utamkoéw do postaci:
S i —é Caly szereg tego rodzaju stopniowo zwiekszajgcych
sie utamkoéw prowadzi do tego, ze uczniowie powoli zaczng
sprowadza¢ do wspolnego mianownika (ew. licznika, jezeli wy-
godniej). Po mianownikach, z ktérych jeden nie dzieli sie
przez drugi, powinny wystapi¢ wzgledem siebie pierwsze, po-
tem posiadajagce czynniki wspo6lne. Z mianownikami wzgledem
siebie pierwszemi trudnos$¢ nie jest wielka, bo zgadniecie wie-
lokrotnej nie jest zmudne. Nalezy jednakze na tem troche
sie zatrzymac dtuzej. Wezmy przyktad. Dajmy na to mamy
do poréwnania dwa utamki: > i —8 Jak zrobi¢, zeby mia-
nowniki (albo liczniki) byly jednakowe? Jezeli mianownik
w obu utamkach ma by¢ jednakowy, to musi sie dzieli¢ przez
mianowniki danych utamkéw, a wiec przez 7 i 11. Ten fakt
nauczyciel wydobywa przez pytanie z uczniéw. Jakaz to ma
by¢ liczba, ktéra sie dzieli jednoczescie przez 7i 11? Ucznio-
wie podadza prawie zawsze w takim przyktadzie liczbe dobra,
ale moze sie zdarzy¢, ze wskazg na wiekszg, wtedy oczywiscie
nauczyciel stara sie zwroci¢ uwage, czy niema mniejszej liczby,
ktéra dzielitaby sie i przez 7, i przez 11. Szereg podobnych
przyktadéw znowu rzecz nalezycie wyjasni i da wprawe ucz-
niom. Po zwréceniu kilkakrotnem uwagi, ze najwygodniejsza
jest najmniejsza liczba, ktéra spetnia warunek dzielenia sie
przez obydwa mianowniki, nauczyciel powinien wprowadzi¢
nazwy: wielokrotnos$¢ i najmniejsza wielokrotnosé¢.
Dalej przechodzi do trzeciego stopnia, przy ktérym uczniowie
nieraz ztapia sie z poczatku na poznanym automatycznie spo-
sobie znajdywania tej wielokrotnosci z poprzedniego stopnia,
t. j. na mnozeniu obu mianownikéw przez siebie. Zastosujg



ten sposéb tutaj, a nauczyciel powinien poda¢ natychmiast
mniejsza liczbe, ktéra dzieli sie przez obydwa mianowniki.
Teraz witasnie pora podkresli¢ réznice obu przypadkéw i za-
znaczy¢, ze poprzednio mianowniki byty wzgledem siebie
pierwsze, a obecnie nie sg. Znajdywanie wspdlnego mianownika
odbywa sie najpierw bez jakiego$ prawidta: dzieci same musza
szuka¢ odpowiedniej liczbypopierajac sie jedynie na wilasnem
doswiadczeniu i inwencji.

Potem nauczyciel moze poda¢ pierwsze prawidto, ktére
skroci wysitek i dlatego stanie sie czem$ pozytecznem, rozu-
mianem i waznem. To pierwsze prawidio opiera sie na pew-
nej wiasnosci najwiekszego wspdlnego dzielnika, polegajacej
na tem, ze ilorazy otrzymane od podzielenia przez najwiekszy
wspdliny dzielnik kazdej z dwu liczb sg wzgledem siebie pierw-
sze. Wiec, jezeli liczby dane sg a i b, a najwiekszy ich wspélny
dzielnik d, ilorazy za$ od podzielenia kazdej z nich przez ten

dzielnik: i, i i3 to najmniejsza ich wielokrotng W, jak tatwo
widzie¢, mozna wyrazi¢ w tej postaci:
W = di, i2

Pokazanie tego dzieciom nie wymaga zwalczenia jakichs$
specjatnych trudnosci, a natomiast przy pamieciowein znaj-
dywaniu najmniejszej wielokrotnos$ci jest bardzo pomocne
i wazne.

Gdy przechodzimy do liczb wiekszych w liczniku i mia-
nowniku, pamieciowe rozwigzanie juz nie wystarcza i wobec
tego nalezy stosowac rozktadanie na czynniki, szukanie w ten
sposbéb najwiekszego wspodlnego dzielnika i nastepnie najmniej-
szej wielokrotnosci. Np., z powyzej przytoczonego przyktadu
odrazu znajdujemy, ze najmniejsza wielokrotno$¢ liczb 432
i 720 jest:

W= 2% 3 3. 5.

W ten sposéb przy porownaniu wielkosci utamkéw za-
poznajg sie uczniowie z samem pojeciem najmniejszej wielo-
krotnosci i naucza sie na tatwiejszych przyktadach, nie wy-
magajacych kolejnego dzielenia, wynajdywaé¢ jg dla 2 liczb.
Stanowi to przygotowanie i zarazem przejscie do dodawania
i odejmowania utamkow.

Dwa te dziatania w istocie swej nie zawierajg nic osobli-
wego, a konkretne ich pojmowanie nie odbiega od takiegoz



przy liczbach catkowitych. Dlatego nie trzeba tu zadnej de-
finicji osobliwej ani specjalnych wyjasnien dotyczgcych istoty
dzialania. Potrzebne jest natomiast stopniowanie trudnosci
i genetyczne uporzadkowanie nauczania.

Principium divisionis (zasada podziatu) powinno polegaé
na dwoch rzeczach: I-o na stopniowaniu opartem o rézne ga-
tunki utamkoéw: wiasciwe, niewtasciwe i liczby mieszane oraz
2-0 na stopniowaniu trudnos$ci znajdywania najmniejszej wielo-
krotnosci. Potgczenie tych dwoch stopniowan da sie osiggnac
w ten sposob, ze kazdy stopien 2-go rodzaju bedzie zawierat
w odpowiedniej kolei wszystkie stopnie pierwszego.

Dodawanie i odejmowanie nie oddzielamy od siebie, gdyz
niema po temu zadnego powaznego powodu, jest natomiast
duza korzy$¢ plynaca z potaczenia i wyrazajgca sie zar6wno
w oszczednosSci czasu, jak lepszem rozumieniu obu dziatan
przez poréwnanie. Zaczynamy obydwa dziatania od najprost-
szego przypadku, t. j. réwnosci obu mianownikow i przera-
biamy wszelkie przyktady zaréwno z utamkami wtasciwemi,
jak niewtasciwemi i liczbami mieszanemi, przyczem najwaz-
niejsza rzeczg jest tu podkreslenie i szczegdlne zwrdcenie
uwagi na takie przyktady, w ktérych trzeba albo ,wyciggac”
calos¢ albo tez ,pozyczacé” od calosci. To musi by¢é dobrze
zrozumiane i ugruntowane. Dalej z kolei wystepuja mianow-
niki takie, w ktorych jeden dzieli sie przez drugi z temi sa-
memi szczeg6tami, jak powyzej. Potem mianowniki wzgledem
siebie pierwsze i nakoniec zawierajgce czynniki wspolne. Mamy
zawsze do dodania przytem dwa tylko utamki i znajdujemy
wspolny mianownik zapomocag tych samych metod, ktore byly
wyjasnione poprzednio i oczywiscie w tej samej ich kolei. Za-
pisywanie odbywac sie powinno tak, jak wskazujg nastepujgce
przyktady:

35 ,97 _5« + 28 53
122 + 15 60 60

R T 85 — 28 57
12 15 60 60’

przyczem uczen na boku przed zapisywaniem wspoélnej kreski
powinien zobaczy¢, co sie dostanie z kazdego utamka po spro-
wadzeniu go do wspolnego mianownika, zeby nie otrzymac



niemozliwego odejmowania. Na porzgdek zapisywania,
rownos$¢ kresek, odpowiednie stawianie znaku
rownoséci nalezy zwraca¢ niestabngca uwage.

Po przerobieniu tych rzeczy, oczywiscie w zwigzku z roz-
maitemi zadaniami, przechodzimy do dodawania trzech i wie-
cej sktadnikéw, najpierw stosujac kolejno powyzsze stopniowa-
nie i robigc wszystko w pamieci, a p6zniej przy liczbach wiek-
szych, wprowadzajgc nowy spos6b znajdywania wspdlnego mia-
nownika czyli najmniejszej wspoélnej wielokrotnej. Znajdywa-
nie tej wielokrotnej réowniez, jak przy najwiekszym wspolnym
dzielniku, opieramy na jednoczesnem rozktadaniu na czynniki
danych liczb. Np., jezeli sa dane mianowniki nastepujace: 84,
150, 144, postepujemy tak:

84 150 144 2

42 75 172 9

21 75 36 2

21 75 18 2

21 75 9 3
7 25 3 3
7 25 1 5
7 5 1 5
7 1 1 7
1 1 1

Stad najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ W = 24 32 52 7.
Nauczyciel najpierw stosuje te metode do liczb mniejszych,
gdzie najmniejsza wielokrotnos¢ dzieci umiejg znalez¢ inaczej;
wskazuje, ze w ten sposéb kazdy czynnik bierzemy mozliwie
najwiekszg liczbe razy, aby wielokrotno$¢ istotnie mogta sie
podzieli¢ przez liczbe, gdzie ten czynnik tyle razy wchodzi.
Poréwnanie ze znajdywaniem najwiekszego wspdlnego dziel-
nika i wykazanie r6znic jest tu konieczne. Nie trzeba jednakze
dzieci przyzwyczaja¢ do uzywania tego sposobu odrazu, gdyz
nieraz w pamieci tatwiej jest znalez¢ najmniejsza wielokrot-
no$¢ bez uciekania sie do zmudnej metody, a takie pamieciowe
radzenie sobie jest jednym z gtdbwnych celow nauczania, ktére
powinno da¢ odpowiednig wprawe i fatwo$¢ w wykonaniu ra-
chunku.



Po wprawieniu sie¢ w tych rzeczach mozemy przej$¢ do
jednoczesnego wykonywania w zadaniach i przyktadach doda-
wania i odejmowania razem, zapisujac znowu tak, jak byto po-
wiedziane powyzej.

Na tem konczy sie pierwszy stopien pierwszego rozdziatu
nauki o utamkach.

Drugi stopien wymaga wprowadzenia kolejnego dzielenia
i juz catkowitego opanowania wszystkich dziatan w tym zakre-
sie. Zaczynamy od tego, ze przy pewnym przyktadzie na do-
dawanie utamkow, umys$inie dobranym, dostajemy sume w po-
staci utamka dos$¢ duzego, ktory trzeba skrdci¢, przyczem
znane dotad sposoby skracania nie wystarczajg. Przy tej spo-
sobnosci nauczyciel przypomina prawo rozdzielnos$ci przy dzie-
leniu, z ktérego wynikatlo objasnienie cech podzielnosci, jak
rowniez znang formute: D = di+ r oraz wilasnosci reszty przy
dzieleniu. Chodzi o znalezienie wspolnego czynnika pomiedzy
licznikiem i mianownikiem.

Uwazajmy jedng z tych liczb za dzielng, drugg za dziel-
nik, wtedy reszta, ktorg sie otrzyma od podzielenia obu tych
liczb, bedzie sie dzielita przez wspélny ich dzielnik, a przytem
bedzie mniejsza i tatwiej bedzie ten dzielnik odkry¢é. Np. wezmy
utamek: 1980. Reszta od podzielenia mianownika przez dziel-
nik wynosi 77. Reszta oczywiscie dzieli sie przez 7i przez 11.
Probujemy przez 7; nasze liczby sie nie dzielg, ale przez 11—
dzielg. OdkryliSmy wiec wspoélny czynnik. Po skréceniu do-

stajemy: <57 Widoczna jest rzecza, ze teraz licznik i mianow-

nik sg wzgledem siebie liczbami pierwszemi, gdyz 180 mozna
z tatwoscig roztozy¢ na czynniki, ale przez zaden z tych czyn-
nikéw 187 sie nie dzieli. Dajemy szereg podobnych przykta-
doéw i kazdorazowo dzieci sie przekonywaja, ze poza czynni-
kami zawartemi w reszcie licznik i mianownik wspdlnych czyn-
nikéw nie posiadaja. PézZniej powinniSmy usitowaé¢ wyprowa-
dzi¢ to z samej formuty: D= di+ r. To jest najprostszy
przypadek.

Gdy reszta otrzymana jest jeszcze za duza, musimy te
samg operacje powtorzy¢ jeszcze raz, ale przytem trzeba po-
stepowaé ostroznie, aby nie zostawi¢ w gtowie uczniéw samego



tylko pustego szablonu dziatania. Dlatego zwracamy uwage
na fakt, ze np. skrécenie utamka: niczem sie nie rézni

. . )} 1980 .
od skrécenia utamka odwrdéconego: -i—, aten ostatni

da sie przedstawi¢ w formie: 1-3?’?-- Ot6z, jezeli bedziemy
- . 979 L. P

umieli skréci¢ utamek: skrécimy réwniez i pierwszy.

Tego rodzaju mala zamiana jest bardzo pomocna, a rozumowanie

zupetnie dla dzieci dostepne. Dzielenie 1001 przez 979 daje resz-

te 22, z ktérej wnioskujemy, ze utamek mozna skréci¢ przez 11.

WprowadziliSmy w ten sposéb juz dwa ogniwa dzielenia
kolejnego.

Tak samo mozna iS¢ dalej, a gdy dzieci nalezycie sie
wprawig w podobne operacje, mozna poézniej, jakkolwiek
nie jest to konieczne, caly zesp6t dziatan przedstawic,
jak to byto przy dzieleniu lub mnozeniu, w postaci skoncentro-
wanego algorytmu, ktorego zwykle uzywamy przy kolejnem
dzieleniu. Dobrze jest przytem przebiega¢ najpierw w jedng
strong, rozumujac, ze kazda nowa reszta podzieli sie przez naj-
wiekszy wspdélny dzielnik obu poczatkowych liczb, a potem
proces odwrdéci¢, znowu stosujgc powyzszg formute dzielenia.
Powiadam, ze nie jest to koniecznem, bo rzecz cata moze byc¢
zostawiona na poézniej, np. przy powtarzaniu arytmetyki w kla-
sie 3 ej, ale przynajmniej tam musi to by¢ zrobione, gdyz
algorytm znajdywania najwiekszego wspoélnego dzielnika zapo-
moca kolejnego dzielenia odgrywa duzg role pdzniej w nauce
geometrji. W szkole elementarnej 7 lub 8 klasowej to nie jest
potrzebne i dlatego caly ten algorytm mozna opusci¢, poprze-
stajac na powyzszem rozumowaniu, ale w szkole S$redniej na-
lezy go zalecic.

Dalsze rozwazanie szczeg6tow nalezacych do tego dru-
giego stopnia pierwszej czesci nauki o utamkach nie przed-
stawia juz trudno$ci; nie bede tedy ich tu omawiat. Rzecz
jasna, ze nauczyciel winien sie stara¢ zastosowa¢ metode ko-
lejnego dzielenia nie tylko do skracania utamkow, ale réwniez
przy dodawaniu i odejmowaniu. Wystepuje wyraznie nato-
miast inna kwestja, ktorg nalezy tu blizej oméwi¢, mianowicie
nauka utamkéw dziesietnych.
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Zwykle nauka tych utamkéw u nas poprzedza Ilub naste-
puje (co bywa najczesciej) po utamkach ,zwyczajnych’. Za-
rowno jedna, jak i druga metoda ma swoje wady i zalety.
Jezeli utamki dziesietne poprzedzaja zwyczajne, napotykamy
szereg trudnosci nie dajacych sie przezwyciezy¢. TrudnoSci
te dotycza Swiadomego wykonywania dziatan. Czy mozna przy-
pusci¢, ze uczen, ktéry przedtem nie miatl pojecia o utamku,
potrafi swiadomie wykonywaé¢ algorytmy mnozenia i dzielenia
utamkow dziesietnych? Oczywiscie — wykonywac¢ on moze, jak
rowniez rozwigzywaé szablonowe zadania, ale rozumieé tych
dziatlan nie bedzie. Pomijajgc juz inne trudnosci, przy dzie-
leniu utamkéw dziesietnych spotka sie z dziwnem, niepojetem
dla niego zjawiskiem utamkow okresowych, z ktéremi nie moze
wykonywaé¢ dziatari ani ich stosowac¢ bez nauki o dziataniach
przyblizonych, ktére wymagaja wiekszej sprawno$ci umysto-
wej i rozwoju, bo inaczej mogg by¢ tylko papuziem wykony-
waniem przepis6w, dobrem, jezeli chodzi tylko o praktyczne
zastosowanie, ale nie majgcem jakiejkolwiek wartosci dydak-
tycznej na tym poziomie nauczania i w tak szerokim zakresie.
Przypuszczenie tatwosci dzialan, nasuniete przez jednakowos$é
budowy utamka dziesietnego i liczby catkowitej, jest zwykiem
powierzchownem ztudzeniem, ktérego nie mozna bra¢ na serjo
wtedy, gdy cokolwiek blizej wejrzymy w istotny mechanizm
tych dziatan i w zadania nauczania rozwijajgcego umyst, a nie
dajgcego tylko powierzchowng sprawnos$¢. Dalsze nasze roz-
wazania o mnozeniu i dzieleniu utamkoéw rzecz te jeszcze le-
piej wyjasnia.

Zwolennicy wczes$niejszego przechodzenia utamkéw dzie-
sietnych wysuwajg jednakze pewne wazne zalety takiego prze-
chodzenia w postaci praktycznego zastosowania i istotnej ta-
twosci pewnych dziatan. Tych zalet nie mozna omingé mil-
czeniem ani zaniedbaé¢ catkowicie i dlatego op6znienie naucza-
nia utamkow dziesietnych jest rzecza wadliwg, o czem nie moze
by¢é dwoch zdan. W takim razie, jakze wyj$¢ z sytuacji? Tu-
taj znowu historja wiedzy, t. j. naturalny bieg jej rozwoju
daje nam wazng wskazowke. Utamki dziesietne zjawily sie na
tle potrzeby praktycznej i stosowane byty tam, gdzie rachu-
nek z utamkami zwyczajnemi byt zbyt zmudny i mato przej-
rzysty. Obliczenia wartosci funkcyj trygonometrycznych i lo-



garytmow—oto witasciwie pobudki i teren zastosowania utamkow
dziesietnych, gdzie odegraly one wybitng role. Jezeli uswia-
domimy sobie, ze utamek dziesietny jest szczeg6lnym przy-
padkiem zwyczajnego i ze dzialania z nim, interpretowane na
tle tego ostatniego, nie budza zadnych watpliwosci (précz
utamkéw okresowych, o czem pézniej), to wprowadzenie utamka
dziesietnego zaraz po nauce dodawania i odejmowania utam-
kéw zwyczajnych i zapoznanie dzieci z zapisywaniem i czyta-
niem utamkéw dziesietnych, z dodawaniem i odejmowaniem
oraz zamiang utamka zwyczajnego w wypadkach mozliwych
bez dzielenia na dziesietny i odwrotnie, nie przedstawia zad-
nych trudnosci, a jest nawet pozadane, gdyz nie tylko da
nowa wiedze praktyczng, ale pogtebi znajomos¢ utamka zwy-
czajnego. Takie przeplatanie programu, przeczace przeciet-
nemu szufladkowemu formalizmowi, jest ze stanowiska dydak-
tycznego pozyteczne i dlatego bronimy go w tej ksigzce. Do'-
Swiadczenie kazdego pouczy, ze zrobi¢ te rzecz mozna, i przy-
tem z bardzo dobrym rezultatem.

Przy zapisywaniu utamkow dziesietnych zwréci¢ nalezy
uwage nie tylko na to, na jakiem miejscu ,stojg” dziesiate,
setne i t. p., ale tez na zasadniczy fakt, ze mianownik togo
utamka posiada zawsze tyle zer, ile miejsc jest zajetych po
przecinku. Ta nauka zapisywania i czytania utamkow dzie-
sietnych moze zajmowaé z poczatku cze$¢ zwyktej lekcji aryt-
metyki, poSwiecanej wprawie w dziataniu z utamkami zwyczaj-
nemi. Gdy uczniowie osiggng pewng wprawe w tej rzeczy,
dalsze nauczanie utamkéw dziesietnych nie powinno by¢ od-
dzielane, ale wplatane w kazdg lekcje przy sposobnosci kaz-
dego utamka zwyczajnego, ktory da sie zamieni¢ na dziesietny.
Z tego powodu pierwszem zagadnieniem nastepnem jest za-
miana zwyczajnego utamka na dziesietny.

Rozwazanie tu potrzebne pozwoli kazdg liczbe postaci
10“ przedstawi¢ w formie 2n.5"“ i odkryé, ze tylko te dwa
czynniki wchodzg do tej liczby. To proste odkrycie jest pod-
stawg wszystkiego. Poczynajgc od najprostszych utamkow,
nauczyciel stopniowo wskazuje, jak przez odpowiednie pomno-
zenie licznika i mianownika przez jedna i te samg liczbe mozna,
nie zmieniajgc wielkosci utamka, zamieni¢ go na ulamek dzie.
sietny. Potem odrazu przechodzi do dodawania i odejmowania



- 17 —

tych utamkéw wspdlnie ze zwyczajnemi; przy tych tez dziata-
niach uczniowie mogg pozna¢ znaczenie zera na koncu utamka
dziesietnego. Najwiekszg trudnos¢é oczywiscie moze sprawiac
kwestja decydowania, kiedy utamek zwyczajny zamieni sie na
dziesietny, a kiedy nie. Tutaj przedewszystkiem nalezy zwr6-
ci¢ uwage na 2 fakty: |-o zadna liczba wyrazona jednostkg
z zerami nie dzieli sie przez zaden inny czynnik pierwszy
précz 2 i 5 oraz 2-0 nalezy zawsze przed zamiang utamek
zwyczajny nalezycie skréci¢, bo np. pozornie nie mozna za-
mieni¢ na utamek dziesietny, ale tylko pozornie, gdyz dany
utamek moze by¢ skrécony przez 3 i ten czynnik zmianownika
zniknie. Dodawanie i odejmowanie utamkoéw dziesietnych po
tem wszystkiem nie zawiera zadnych osobliwych zagadnien.

Tyle z utamkoéw dziesietnych. ktatwo sie przekonamy, ze
ten dodatek nie moze budzi¢ zadnych trudnosci, a jezeli zda-
my sobie sprawe, iz uczniowie zwykle utamki dziesietne prze-
chodzg w koncu roku i przytem nieraz bardzo pos$piesznie,
z czego nie wynika dobra tych utamkéw znajomos$é, odbija-
jaca sie p6zniej w klasach wyzszych, nic chyba nie stanie na
przeszkodzie do uznania projektu takiego traktowania rzeczy.
Przy niem na nauke utamkow dziesietnych poswiecimy wiecej
czasu, raczej, lepiej powiedziawszy, diuzej beda dzieci miaty
z niemi do czynienia, a tem samem blizej z niemi sie oswojg
i trwalszg zdobeda wiedze.

Przejdziemy teraz do nastepnej, drugiej czesci nauki
o utamku, czesci najtrudniejszej, ktéra z naszej strony wymaga
dtuzszego nieco omowienia.

Juz powiedzieliSmy wyzej, ze mnozenie i dzielenie liczb ]
utamkowych nie jest w istocie tem samem, co podobne dzia-
tania z liczbami catkowitemi, nie da sie uja¢ tak konkretnie j
jak dodawanie i odejmowanie, a dlatego poprzednie, stosowne
dla liczb catkowitych definicje, nie nadajg sie do utamkow,
z czego wynika, ze muszg by¢ podane nowe definicje i tem
samem wytworzone nowe pojecie tych dziatan. Taka definicja
moze sie rozwinaé¢ tylko na pewnej podstawie konkretnej, bo |
inaczej bedzie dla dzieci niedostepna i pusta. Pierwszem wiec
zagadnieniem jest obranie okres$lonej podstawy konkretnej. Ta
podstawa moze by¢é tylko okreSlone zagadnienie, jasne samo
przez sie i na tyle ogodlne, by mogto te role spetnic.

Nauka matematyki poczatkowej. Cz. II. 2



Takiem zagadnieniem dla definicji mnozenia jest znaj-
dywanie okreslonej czesci catosci, a dla dzielenia znajdywanie
catosci na zasadzie danej jej czesci.

Lecz to nie wyczerpuje jeszcze catego charakteru pod-
stawy konkretnej. Nalezy wykazaé¢ na szeregu przyktadéw, ze
w zadaniach tej samej tresci, ale raz z liczbami catkowitemi,
drugi raz z liczbami utamkowemi, mamy odpowiednio$¢, t. j.
tam gdzie przy liczbach catkowitych jest mnozenie, przy utam-
kach bedzie znajdywanie czeséci od catosci i odwrotnie. Ta
ostatnia uwaga porusza jedng z zasadniczych cech definicji
dziatan, mianowicie: nowa definicja w ten spos6b zawiera w so-
bie dawng, jako szczegélny przypadek. Przejdziemy teraz do
samej rzeczy.

Nauczyciel, rozpoczynajgc nauke mnozenia, zgodnie z po-
wyzszem, przedewszystkiem zwraca uwage na zagadnienie znaj-
dywania czesci danej catosci. Zadanie uczniowie z poczatku
rozwigzujg dwoma oddzielnemi dziataniami z wiadomem ich
objasnieniem. Np. majgc znalez¢ \ liczby 35 znajdujg naj-
pierw { przez dzielenie przez 7, a potem |, mnozac rezultat
otrzymany przez 3. Poézniej, po wykonaniu szeregu takich
przyktadéw w pamieci i ustnem opowiadaniu rozwigzania, na-
lezy zwraca¢ uwage na to, ze dzielimy najpierw przez mianow-
nik, potem mnozymy przez licznik. Przechodzgc do pismien-
nego wykonania dziatania, nauczyciel wskaza¢ winien ze 2 dzia-
tania, z poczatku oddzielnie zapisywane, mozna potgczy¢ razem
i zapisywa¢ tem samem krécej. W ten sposéb mianownik be-
dzie zawsze pod kreska, a licznik nad nia. Przyktady i za-
dania dawane tutaj powinny uwzglednia¢ zar6wno utamki wtas-
ciwe, jak niewtasciwe. Np. paczka cukru zawiera 10 f. wzieto
2{ paczki; ile funtow wzieto? Zamieniamy 2f na utamek nie-
witasciwy i znajdujemy catosci. Oczywiscie mozna tez naj-
pierw dowiedzie¢ sie, ile jest funtow w 2 paczkach, a potem
w | paczki i doda¢ otrzymane rezultaty. Nie nalezy jednakze
pierwszego sposobu omijaé. Widoczna jest rzecza, ze wyko-
nywamy witasciwie mnozenie przez utamek, ale nie nazywajac
narazie rzeczy po imieniu. Na tem trzeba pewien czas sie
zatrzymaé, zeby cata sprawa nabrata nalezytej jasnosci i zeby
sczniowie z wiekszag tatwoscig do rozwigzania takich zagadnien
nie¢ zabierali. Takie dluzsze zatrzymanie sie¢ da mianowicie
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potrzebng wprawa w stosowaniu wspomnianej podwdjnej ope-
racji, niezalezng od pojecia mnozenia. Jezeli zrobimy to zbyt
predko i wprowadzimy nazwe mnozenia, suggestja liczby cat-
kowitej zamaci samo to pojecie i uczen bedzie, jak to czesto
bywa, na chybit trafit wykonywal samo dziatanie, a pézniej
z tatwoscig poplacze go z dzieleniem. Im wiecej bedziemy po-
dawali rozmaitych przyktadéw, tem lepiej. Rzecz jasna, ze
dana liczba, ktérej czesci szukamy, moze byd tez utamkiem.

W dalszym ciggu przechodzimy do przygotowania defi-
nicji. Dlatego obieramy szereg zadan zupetnie tej samej tresci,
dobranych w 2 egzemplarzach tak, ze w jednym wchodzg liczby
catkowite, a w drugim utamki (w mnozniku). Np.:

tokie¢ sukna kosztuje 3rb.60k. tokie¢ sakna kosztuje 3rb. 60 k.
lle kosztuje 3 tokcie? lle kosztuje L?

Na godzine parowiec przeply- Na godzine parowiec przepty-
wa 20 Km. wa 20 Km.
lle Km. przeptywa w 12 g? lle Km. przeptyniew g.?

W beczce jest 30" w. wina. W beczce jest 30" w. wina.
He jest w 4 beczkach? lle jest w 3% beczkach?

Dilugos¢ prostokgta 4 m., a sze- Ditugos¢ prostokata 4 m., a sze-
roko$¢ — 3 m. rokos¢ — 2f m.
Jakie jest pole? Jakie jest pole? i t. p.

Przy robieniu tych zadan nauczyciel podkres$la, ze w pierw-
szej grupie zawsze mnozymy dwie dane liczby przez siebie,
a w drugiej rzecz zawsze sie sprowadza do mnozenia przez
licznik drugiej liczby, ktéra jest utamkiem, i dzielenia przez
jej mianownik. Najtrudniejszym do wykazania tego jest przy-
ktad ostatni, ale tutaj najpierw radzimy sobie w ten sposéb
ze zamieniamy wszystko na decymetry, potem mnozymy i na-
koniec dowiadujemy sie, ile w znalezionej liczbie decymetréw
kwadratowych jest metrow kwadratowych, wiedzac, ze na je-
den metr’ przypada 100 dm.2 Nastepnie wykonywamy dzia-
tanie powtérne, ale tak, ze 4 mnozymy przez 13 (2£ = V)
a nastepnie dzielimy przez 5. Otrzymane rezultaty sa iden-
tyczne. Stad wniosek, ze i tu mozna byto zrobi¢ tak samo,
jak poprzednio, jakkolwiek wystowienie zadania jest odmienne
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Z tego nauczyciel wyprowadza spostrzezenie, przeczuwane
juz zresztg poprzednio przez zdolniejszych uczniéw, a miano-
wicie, ze tam, gdzie przy liczbach catkowitych, raczej przy
catkowitym mnozniku mamy mnozenie, przy utamkowym —
wszedzie wystepuje mnozenie przez licznik i dzielenie przez
mianownik. Przy tem wszystkiem nauczyciel moze wskazac
na fakt znany uczniom z poprzednich rozwazan, ze kazdg liczbe
catkowita mozna przedstawi¢ w postaci utamka i ze mnozenie
przez te liczbe prowadzi do znajdywania czesci catosci, co
oczywiscie sprawdza na szeregu przyktadéw. Teraz mamy juz
grunt przygotowany do definicji.

Powiadamy: pomnozy¢ przez liczbe utamkowa
znaczy to samo, co pomnozy¢ przez jej licznik
a podzieli¢ przez mianownik.

Z poprzedniego przedstawienia przebiegu nauczania wy-
nika, ze mnozenie a takze dzielenie przez liczbe catkowitg
uwazamy za rzecz znang, o ktdrej nauczyciel nie powinien za-
pomnieé¢ przed rozpoczeciem mnozenia przez utamek. Zwykle
przy mnozeniu utamkoéw rozpatrywane sg 3 przypadki: mno-
zenie utamka przez liczbe calkowitg, mnozenie liczby catkowi-
tej przez utamek i mnozenie utamkéw. Pierwszy przypadek
nie nastrecza kiopotu. Ten ostatni zaczyna sie od 2-go przy-
padku. Przy tej sposobnosci zwrdcimy tu uwage jeszcze na
jedng okoliczno$é. Jezeli podane okreslenie mnozenia ma byc¢
pozytecznem i uzywanem zawsze tam, gdzie zachodzi mnoze-
nie przez liczbe catkowitg, powinno ono posiada¢ prawa cha-
rakteryzujace mnozenie liczb catkowitych, a wiec prawo prze-
miennosci i tgcznosci oraz prawo rozdzielnosci. Wtiasnie na
drugim przypadku mnozenia mozemy odrazu prawo przemien-
nosci sprawdzi¢. |Istotnie, gdy np. mamy do pomnozenia 3
przez 1}, piszemy 3X | = 3 x + = ~ =5 . Naodwrot, gdy-
bySmy mieli do pomnozenia |If przez 3 otrzymalibySmy f X 3=
— % ¢ %4 t0 samo, a wiec prawo przemiennosci zacho-
dzi. Tak samo mozna sprawdzi¢ prawo tacznosci i rozdziel-
nosci postugujac sie znanemi dziataniami: dodawaniem i odej-
mowaniem.

Zgodnie z powyzszym podziatem na trzy przypadki w prak-
tyce podawane sg 3 r6zne prawidta, co niepotrzebnie rozstrzela



mys$l i maci jasno$¢ pojmowania dziatania. Jest tylko jedno
prawidto: zeby pomnozyé przez utamek, nalezy pomnozyé
przez jego licznik i podzieli¢ przez mianownik. To prawidto
stosuje sie we wszelkich przypadkach i dlatego nowych okres-
len nie potrzeba. Zapisywanie nalezy zawsze prowadzi¢ w ten
sposob, zeby najpierw wypisaé nad i pod wspodlng kreska
odpowiednie elementy dziatania, a potem skraca¢. Np. 3" X
X2f= £fX V8= "irT"~ ¥ « Przytom n*e nalezy robi¢ zad-
nych przekreslan, ktére przy popetnieniu bitedu przeszkadzajg
w odkryciu, gdzie popetniono ten btad, a przytem brudza cate
zapisywanie. Lepiej jest kilka razy z rzedu przepisywadc, jezeli
odrazu nie mozna skroci¢, niz gmatwa¢ w ten spos6b obli-
czenia. Uczen, ktéry chce mniej pisa¢, musi wiecej w pamieci
rachowaé¢, co mu na dobre wyjdzie.

Nie zaszkodzg nigdy ¢wiczenia z prawem rozdzielnoscio-
wem bez zamiany liczb mieszanych na utamki niewfasciwe.
Nalezy przytem zaczyna¢ od przyktadéw, gdzie prawo roz-
dzielnosci stosujemy raz, a potem przejs¢ do podwdjnego sto-
sowania, a wiec od przyktadéw np. takich:

2| Xt=2Xt+tX |=V +i=V =H
do takich: 2f X = 2+ ®1+ 2+ i) = 2j+ 1|= 4H-

Takie ¢wiczenia ugruntowujg prawo rozdzielnosci i sa tem sa-
mem wiecej celowe, niz zwykle podawane przyktady, a z dru-
giej strony usunag biad nieraz przez ucznidw uprawiany, po-
legajacy na dodaniu iloczynu liczb catkowitych do iloczynu
utamkéw, co wyraznie wskazuje, ze uczen o prawie rozdziel-
nosci niema pojecia.

Teraz w dalszym ciggu mozemy wprowadzi¢é mnozenie
utamkéw dziesietnych, opierajac go na mnozeniu zwyczajnych.
Zaczynamy od mnozenia i dzielenia utamka dziesietnego naj-
pierw przez 10n, a potem przez dowolng liczbe catkowita.
W obu przypadkach opieramy sie na sprowadzeniu samego
utamka dziesietnego do postaci zwyczajnego. Np.:

0,315 X 10= TW* X 10= SyjL* = U | = 3,15.

W ten sposéb robimy szereg przyktadéw, gdzie mnoznik jest
100, 1000 i t. d. Te przykiady wypisywane sg na tablicy i nie



Scierane. Po przerobieniu trzech — czterech takich przykita-
déw nauczyciel zwraca uwage na przesuwanie sie przecinka
i wyprowadza razem z uczniami prawidto, ktore potem jest
stosowane w réznych innych przyktadach i od czasu do czasu
znowu sprawdzane. Przy dzieleniu przez 10n robimy to samo,
przyczem uczniom nalezy przypomnie¢ wilasnos¢ zapisywania
utamka dziesietnego, wedtug ktorej tyle w nim jest po prze-
cinku miejsc zajetych, ile jest zer w mianowniku. Oczywiscie
formutujemy przytem dla mnozenia i dzielenia przez 10 od-
powiednie prawidia.

Mnozenie przez dowolng liczbe calkowitag wykonywa sie
tak samo, np.:

3,26 X 12 = X 12= ER= I = 39

Tutaj trzeba ostrzega¢ przed skracaniem, zeby rezultat dostac¢
w postaci utamka dziesietnego. Z dzieleniom natomiast jest juz
ktopot wtedy, gdy sie nie skraca, ale radzimy sobie z fatwos-
cig przez wyrazenie rezultatu w postaci utamka zwyczajnego,
aw innym przypadku przez znany spos6b zamiany na utamek
dziesietny.

Mnozenie utamkoéw dziesietnych rdOwniez trudnosci nie
nastrecza przy oparciu sie na mnozeniu utamkéw zwyczajnych.
Wezmy przykiad.

235 X 38= IM X «m= " = MU = 3930= 8,93.

Kilka takich przyktadow z ré6znemi odmianami wypisujemy na
tablicy, przyczem przez obserwacje dochodzimy do wniosku,
iz mianownik iloczynu posiada tyle zer, ile jest ich razem
w mianownikach obu utamkéw, a stad na zasadzie znanej
wiasnosci utamka dziesietnego i prawidta dzielenia przez liczbe
wyrazonag jednostka z zerami musimy oddzieli¢ w iloczynie
tyle znakéw dziesietnych, ile jest ich razem w mnoznej i mnoz-
niku.

Dalej w zadaniach mozemy juz wykonywac dziatania wspolne
z utamkami zwyczajnemi i dziesiethemi, co jest pozyteczne
i przemawia za fuzjg tych rzeczy (czyli przeplataniem).

Dzielenie utamkéw nalezy prowadzi¢ w tej samej kolei
i w tenze spos6b, co mnozenie i dlatego nie bede sie szcze-
gotowo nad tem rozwodzit. Jest jednakze w dzieleniu pewna



réznica, o ktérej trzeba wspomnie¢. Nasze traktowanie rzeczy
ma charakter konkretny i dlatego pewne ro6znice konkretne
zadan odgrywaé¢ muszg wazng role, tem bardziej, gdy te ré6z-
nice nie posiadajag cech przypadkowosci, ale wystepujg ogoélnie.
Do takich réznic nalezy réznica pomiedzy wtasciwem dziele-
niem i mieszczeniem, o ktorej juz tyle razy mowilismy. Za
danie znalezienia catosci z danej czesci odpowiada witasciwie
samemu dzieleniu, gdy tymczasem w niektérych przyktadach,
majagcych charakter wyrazny zadania na mieszczenie, niema
mowy 0 znalezieniu catosci z danej czesci i dlatego okreslenie-
dzielenia, oparte, analogicznie do mnozenia, na wspomnianem
zadaniu, nie bedzie obejmowato tych przypadkéw, gdzie wy-
stepuje mieszczenie. tatwo zrozumieé, ze takie np. zadanie:
£ tokcia materjatu kosztuje 6 rb.; ile kosztuje tokio¢? — jest
czem$ innem na pierwszy rzut oka, niz takie: za caly materjal
zaptacono 18} rb.; ile kupiono tokci, jezeli jeden tokie¢ kosz-
tuje 3} rb.? Pierwsze zadanie odrazu mozna sprowadzi¢ do
znajdywania catosci z danej czesci, ale drugie nie tak tatwo.
Wobec tego nalezy albo te réznice usungé¢, albo wykazac, ze
drugie zadanie rozwigze sie w ten sam spos6b jak pierwsze.
Ten drugi sposob jest praktyczniejszy, bo zrozumialszy, i dla-
tego tutaj go zastosujemy. Rozumujemy tak: jedon tokie¢ kosz-
tuje y rb., wiec TV i bedzie kosztowata } rb., a TT +.— 1 rb.
Poniewaz caly towar kosztowat 18} rb., wiec bedzie zawierat
tyle razy wiecej tokci, ile razy 18} rb. jest wieksze niz 1 rb.,
t. j. (4 X 18}) tok., lecz na zasadzie prawa przemiennosci
przy mnozeniu mozemy napisaé, iz

oV X 18} = 18} X = Jtij = 5

Cosmy ostatecznie zrobili? Oto 18} mnozyliSmy przez 4 czyli
mianownik utamka y, a dzieliliSmy przez licznik, wiec poste-
powaliSmy tak samo, jak przy znajdywaniu calosci z danej czesci,
ergo w obu przypadkach dziatanie jest identyczne. Nie nalezy
wiec ich odréznia¢. Jezeli w pierwszym przypadku dzieliliSmy
zgodnie z definicjg przez utamek, to samo robiliSmy w drugim.

Definicja dzielenia jest nastepujgca: podzieli¢ przez uta-
mek znaczy—podzieli¢ przez jego licznik a pomnozy¢ przez mia-
nownik. Mozna jeszcze powiedzie¢ z pozytkiem tak: podzieli¢
przez utamek, znaczy — pomnozy¢ przez utamek odwrécony.
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Prawidto wyprowadzone z tej definicji stosujemy we
wszystkich przypadkach dzielenia przez utamek i nie odr6znia-
my tego, czy.dzieli¢ trzeba liczbe catkowitg czy tez utamek. Dru-
gi rodzaj definicji podkresla przy utamkach istniejgca tutaj od-
wrotnos¢ dzielenia i mnozenia tak, jak przy liczbach catkowitych.

Sposb6b zapisywania przy dzieleniu stosujemu oczywiscie
ten sam, co przy mnozeniu, nie nadmieniajac wcale o réznych
skracaniach ,wzdtuz” i ,na ukos”, ktére powinny naleze¢ do
dawnych dobrych lat.

tatwo na zasadzie drugiego rodzaju definicji bezposrednio
wykazaé, ze przy dzieleniu przez utamek tak samo sie stosuje
prawo rozdzielnosci.

Po dzieleniu utamkoéw zwyczajnych nastepuje z kolei dzie-
lenie dziesietnych, jako szczegélny przypadek, ktéry tak samo,
jak wszystkie witasnosci i dziatania z utamkami dziesietnemi,
wyprowadzamy i opieramy na odpowiednich wtasnosciach i dzia-
taniach z utamkami zwyczajnemi.

Zaczynamy od nowego sposobu zamiany utamka zwyczaj-
nego na dziesietny przez dzielenie. Objasnienie tej rzeczy jest
tatwe, ale nalezy tu jeszcze raz wyraznie podkresli¢ i wyjasnié
sprawe mozliwosci takiej zamiany, odwotujgc sie do rozwazan
w tej materji poprzednio zaznaczonych. Jest to szczegodlnie
wazne z tego powodu, ze uzywanie utamkoéw okresowych z réz-
nych wzgledéw musi by¢ ominiete.

W nauce utamkow dziesietnych dotad je3zcze po podrecz-
nikach i w praktyce nauczania duze znaczenie przypisuje sie
utamkom okresowym. Zamiana utamku okresowego na zwy-
czajny jest sumowaniem postepu geometrycznego nieskornczenie
malejacego, o ktérym mowa w klasie 6-ej szkoty Sredniej.
Nawet tam spotykamy niejedng trudnos$¢ przy Scistem przed-
stawieniu i definicji sumy takiego postepu. W arytmetyce po-
czatkowej ten dziat roi sie wprost od bitedéw naukowych.
Wezmy np. takie przedstawienie tej rzeczy. Konstatujemy
przez dzielenie, ze: 1

-§0,111...
4 = 0,0101..
0,001001...

999



Naturalnie natychmiast uogélniamy, ze:

10" — 1 10 + 102° + "

Nastepnie, zwréciwszy uwage, ze mnozac obydwie strony kaz-
dej z poprzednich réwnosci przez pewna liczbe catkowita,
mozemy otrzymacé np.:

S o555,
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Y 0,0707...

99 —

34 _ 03434 it d.,
99 ~

wyprowadzamy stad prawidio zamiany ufamku okresowego
prostego na zwyczajny. P06zniej, dzieki niewielkiej modyfikacji,
mozemy to samo zrobi¢ dla mieszanego. Powyzsze uogoélnie-
nie zgadza sie z zasadg indukcyjnego rozumowania, nie nasuwa
wiec zarzutow; ale mnozenie obu stron przez liczbe te sama
nie moze by¢ dopuszczane. Mamy tu do czynienia z szeregiem
nieskonczonym i trzeba wykaza¢ najpierw mozliwos$¢ takiego
mnozenia. Mozna rozumowac inaczej, stosujac dalej dzielenie,
np. przekonac¢ sie, ze powyzsza rownos$¢ stuszna bedzie dla

ilorazu _ts7 i t. d, a p6zniej znowu uogdlnienie. Byloby to

rozumowanie poprawniejsze, ale rowniez nie wolne od zarzu-
tébw, nigdy bowiem nie mozna by¢ pewnym odwrotnego twier-
dzenia, a tem samem wykaza¢, czy suma tego samego szeregu
nieskonczonego nie moze sie ,réwnacé” réznym utamkom zwy-
czajnym. Z drugiej strony, czem jest suma nieskonczenie
wielu sktadnikéw, rowniez nie wiemy bez specjalnej na pew-
nych rozwazaniach opartej definicji. Takag definicje trzeba
da¢ zanim bedziemy mogli méwi¢ o ,sumie”.

Jezeli zechcemy zadaé sobie teraz pytanie, jaki moze by¢
cel wprowadzenia nauki utamkow okresowych w klasie dru-
giej (albo w pigtym roku nauczania), nie mozemy znalez¢ zadng
miarg innego, précz zwyczaju utartego i rutyny. Ta rutyna
uwaza to za rzecz dostepng w szkole, a natomiast inne rzeczy



0 wiele prostsze, ale nie uzywane, nie uswiecone jej inercja
1 przyzwyczajeniem, za trudne i niedostepne.

Widzielismy, ze nauka utamkoéw okresowych nie moze
by¢ przeprowadzona $cisle pod wzgledem naukowym, ale nie
trudno sie przekonac¢, ze niema ona tez zadnej wartosci w prak-
tyce. Nikt i nigdzie w dziatalno$ci praktycznej nie rachuje
przy pomocy utamkoéw okresowych. Z tego wynika, ze istot-
nie w szkole zatrzymywaé tego balastu nie trzeba, ze nalezy
zwréci¢ uwage uczacych sie dzieci na dwie rzeczy: 1° na to,
kiedy dzielenie doprowadzi do rezultatu, t. j. otrzyma sie
utamek dziesietny, a kiedy to jest niemozliwe i 2° w przy-
padkach, kiedy ilorazu nie mozna otrzyma¢ w postaci utamka
dziesietnego, wyrazi¢ go w postaci — zwyczajnego. Mozna
tez, gdy chodzi o ostatnia odpowiedz na pytanie, nauczyc¢
dzieci obliczania tej odpowiedzi z przyblizeniem, co w tym
przypadku nie przedstawia zbytnich trudnosci. Ale wréémy
do dzielenia.

Po przypomnieniu, kiedy dany utamek zamienia sie na
dziesietny, a- kiedy nie, mozemy pokaza¢, ze w pierwszym
przypadku dzielenie sie napewno skonczy, a w drugim napo-
tykamy rzecz bardzo dziwng. Oto, dzieli¢ mozna, ale to dzie-
lenie sie nie skonczy, bo gdyby sie skonczyto dostalibysmy
iloraz w postaci utamka dziesietnego, co jak wiemy jest nie-
mozliwe. Takie rozumowanie bedzie tern bardziej przekony-
wajace, jezeli dzieciom jasno na przyktadach wykazemy, ze
pierwszy i drugi sposéb zamiany utamka zwyczajnego na dzie-
sietny zawsze prowadzi do tego samego rezultatu. Ta jasnos¢
jest potrzebna, gdyz inaczej nieraz sie zdarza, ze mali rach-
mistrze zapisuja cate kajety, zeby koniecznie doj$¢ do konca
w dzieleniu.

Wykazemy teraz, jak prowadzi¢ nauke dzielenia utamkéw
dziesietnych w przypadku mozliwos$ci otrzymania skoriczonego
rezultatu. Najpierw badamy dzielnik, czy nie zawiera innych
czynnikéw précz 2 i 5. Jezeli tak, to zwracamy uwage, czy
dzielna przez te i owe czynniki sie dzieli. Wrazie przeciw-
nym dzielenie nie da rezultatu skonczonego i odrazu przecho-
dzimy do utumkoéw zwyczajnych. W innym przypadku mozemy
przystapi¢ do dzielenia. Wezmy przyktad.
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W ten sposéb sprowadziliSmy dzielenie do dzielenia liczb
catkowitych i mozemy na zasadzie Kkilku takich przyktadéw
wyprowadzi¢ prawidto: nalezy przez dopisywanio zer zréwnac
liczbe dziesietnych znakéw w dzielnej i dzielniku, odrzuci¢
przecinki i dzieli¢ jak liczby catkowite. Ale zbytnio zwiek-
szenie dzielnika nie jest wygodne, dlatego lepiej jest zaczgé
dzielenie od przypadku dzielenia utamka przez liczbe caitko-
witg, co sie wykonywa prosto, i nastepnie stara¢ sie przede-
wszystkiem zrobi¢ dzielnik liczbg catkowitag. Np. w poprzed-
nim przypadku mozemy napisac:
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Stad wyprowadzamy nowe prawidto: nalezy dzielng i dziel-
nik pomnozy¢ jednoczesnie przez 10“ tak, zeby dzielnik stat
sie liczbg catkowita, a potem wykonac¢ dzielenie.

Po przejsciu utamkow dziesietnych trzeba szczego6lng
uwage zwrocié na dziatania wspolnez utamkamidziesietnemi
i zwyczajnemi, do czego mieliSmy juz nierazpoprzedniospo-
sobnos¢, a co czesto bywa w nauczaniu zaniedbywane. Nauka
utamkow daje mozno$¢ przerobienia wszystkich zadan z licz-
bami wielorakiemi w postaci prostszej i tatwiejszej, a dlatego
mozna tutaj przenie$¢ caly szereg zadan z poprzedniego roku
z pozytkiem praktycznym i teoretycznym. Oczywiscie, system
metryczny znajduje w roku pigtym swoje ostateczne zakon-
czenie i szczegOlnie nadaje sie do nauki utamkow dziesietnych.

Rok pigty zawiera catlos¢ zamknieta w sobie, bogatg
w tres¢ i w zasadzie nie tatwg do nauczania, co szczegolniej
wtedy sie przytrafia, jezeli poprzednia nauka o liczbie catko-
witej nie byta nalezycie prowadzona.

W roku tym konczy sie witasciwie nauka o rachunku
liczbg wymiernej i powstaje nowa metoda traktowania rzeczy,
dzieki wprowadzeniu definjowania liczby i dziatan. W klasie
3ej czyli 6-ym roku nauczania ten ostatni fakt przejawi sie
znowu w innej postaci, zarbwno w rachunku, jak i w t. zw.
algebrze.



ROZDZIAL 1I-

Przez nauke utamkéw dokonano jednego z pierwszych
uogéblnien, — rozszerzenia pojecia liczby, dzieki czemu zakres
stosowania staje sie szerszym i moga sie rozwingé takie za-
gadnienia, ktdre z sama liczbg catkowitg nie mogly by¢ nale-
zycie rozpatrywane.

Zjawiska w Swiecie otaczajgcym nigdy nie wystepujg same,
oddzielnie, niezaleznie od innych, zawsze natomiast sa w zwigz-
ku ze sobg. Zarowno ze stanowiska dydaktycznego, jak prak-
tycznego wazng jest rzecza, by nauka matematyki mogta lepiej
poéméc cztowiekowi do ujmowania, wyrazania i oceny wiel-
kosciowej zjawisk otaczajagcych. Otéz wpomniane rozszerzenie
pomaga w tym wzgledzie niemato. Liczba catkowita przed-
stawiona w bieghgcym w nieskonnczono$¢ ciggu naturalnym,
zjawia sie w postaci zbioru, ktérego elementy sa oddzielne,
posiadaja statg réznice w swej kolejnosci i nadajg sie do od-
wzorowania takich samych zbior6w realnych przedmiotow, ale
nie moga wyrazi¢ przebiegu zjawiska, nie mogg odzwierciedli¢
zwigeku miedzy faktami. Zjawiska przyrody tak, jak one sie nam
przedstawiajg dzisiaj, jak ujmuje je przecietnie mysl cztowieka,
przebiegaja w spos6b ciggly, przechodza przez szereg stopni
rozwojowych, rodza sie i nikng, zostawiajac po sobie, jak iskra
lecaca w powietrzu, pewien $lad ciagty, ktéry jest nieuchwytny
dla takiego grubego jeszcze narzedzia, jakiem jest liczba cal-
kowita. Dlatego to rozszerzenie pojecia liczby, wypetnienie
luk pomiedzy oddzielnemi elementami ciggu naturalnego, jest
nieodzownem dazeniem naturalnem umystu ludzkiego, jest te-
renem jego twdérczosci, jego wysitku szlachetnego, poza ktérym
stoi realna potrzeba. Tem ci bardziej jest on cenny i wielki.



Nauka przez zwigzek z rzeczywistoscig stuzy¢ moze i stuzy ce-
lom'moralnym, gtebokim tendencjom ducha ludzkiego, wszystko
jedno jak je nazwiemy, czy jezykiem religji, czy tez mowa
suchg filozofji. Nauka jest tym jezykiem wytrawionym przez
ogien doswiadczern dawnych pokolen i przez ich prace, jezy-
kiem moéwigcym o tem, co jest, odwzorowaniem S$wiata, syste-
mem poje¢ o rzeczywistosci. Dazenie do poznania, do zrozu-
mienia zycia i rzeczy wogoéle jest jej duchem w istocie swej
moralnym i dlatego cze$¢ dla nauki, mitos¢ dla niej, to nie-
zbedna cecha Nauczyciela. Ten duch przejawia sie w kazdej
nauce, jest on zywy i tetniacy tem samem wiecznem pragnie-
niem prawdy i w naszej skromnej nauce zwyktego rachunku.
Czem jest rozszerzenie pojecia liczby, jak nie jednym z wy-
razéw tego wiecznego dazenia? Jezeli nawet w najzapadlejszej
wiosce, najdalej od Zrdédet kultury, w najtrudniejszych warun-
kech dusza Twoja czuje to i rozumie, Nauczycielu, jezeli nau-
ka nie jest dla Ciebie tylko srodkiem zarobku, lecz wieczng
dzwignig, wiecznym wyrazem najgtebszych tendencji duszy
ludzkiej, nie jestes zostawiony sam, dano Ci co$ z tego, co
cztowiek ma najSwietszego. Dlatego mowie tu o tem, bo malg
i mizerng jest wszelka metoda, martwym jest mechanizmem,
jezeli jej nie ozywia rozumienie, zo ona dazy do rozbudzenia
i rozwoju w mitodocianej duszy tych wielkich pragnien czio-
wieka. Nie masz tak matego przedmiotu nauczania, gdzieby
poza skromng szatg nie mozna byto odkry¢ sit, ktére te prag-
nienia budzg. To jest najwieksza sztuka nauczania i dlatego
tutaj wiasnie na wstepie rozdzialu niniejszego pragne troche
pogtebi¢ kwestje rozszerzenia pojecia liczby.

PowiedzieliSmy, ze zjawiska otaczajgce nas przebiegaja
w sposob ciggty, ze dlatego liczba naturalna nie wystarcza,
by te ciggtos¢ odwzorowac¢. Utamki zapetniajg luki pomiedzy
liczbami catkowitemi i tem samem cigg naturalny zaczyna
przybiera¢ posta¢ zjawiska ciggtego. Ale na tem nie koniec.
Nauka wykazuje, ze utamki nie zapetniajg jeszcze kompletnie,
nieprzerwanie tych luk. Dzieki temu pojecie liczby rozszerza
sie dalej, przychodzg liczby niewymierne, np. j/2, ktory jest
wiekszy niz 1, amniejszy nie 2 i niema utamka rownego jemu.
Przychodzg liczby t. zw. przestepne, ktorych przedstawicielem
jest taka liczba, jak n, wyrazajaca stosunek dtugosci obwodu



dowolnego kota do jego Srednicy. Liczby w nie mozna wyra
«zi¢ zadnym pierwiastkiem z liczby catkowitej lub ufamka.
W ten sposéb proces rozszerzenia liczby posuwa sie dale
poza liczbe znang w szkole elementarnej i nizszych klasach
Sredniej i jest, jak wspomnieliSmy, wyrazem dazenia do odwzo-
rowania rzeczywistosci. Kazdg z nowych liczb wprowadzamy
przez jej zdefinjowanie. Nie bede tu mowit o tern, jakie to
sg definicje, bo zadaleko to by nas zaprowadzito, wskazuje na
nie jedynie dlatego aby wykazaé, ze utamek jest tylko pierw-
szym w tym procesie.

Rzeczywisto$¢ ujmujemy nie tylko w postaci oddzielnych
zjawisk, ale przedewszystkiem staramy sie o poznanie zwigz-
kéw miedzy zjawiskami. Te zwiazki, jezeli dadza sie sformu-
towa¢ w jakikolwiek spos6b, nazywajg sie prawami. W kaz-
dym takim zwigzku zachodzg przynajmniej dwa oddzielne zja-
wiska i, jezeli w jaki$ sposéb potrafimy te zjawiska ocenic
liczbowo czyli mierzy¢, jezeli mozemy zaliczy¢ je do kategorji
wielkosci i w znany nam powyzej sposéb podporzadkowaé im
liczbe, to prawa wyrazaja sie wtedy w formie ilosciowej, ktéra
przybiera czasem tak doktadng postaé, ze mozemy przebieg
zjawiska nie tylko doktadnie oceni¢ w danej chwili, zardwno
nalezgcej do tego, co nazywamy przeszioscig, jak i do przy-
sztosci czyli mozemy doktadnie przewidywaé. Np. astronom
uzywa formutly Newtona:

F-0 Mmpl

ktora wyraza wielkos¢ sity (F) przyciggania wzajemnego dwoéch
mas (m, i mj, znajdujagcych sie na odlegtosci R od siebie
w przestrzeni niebieskiej. Liczba C — czyli sp6itczynnik pro-
porcjonalnosci— potrzebna tu jest dlatego, ze wszystkie te wiel-
kosci mierzymy w réznych jednostkach i przejScie od miary
sity do innych miar wymaga pewnego czynnika, obliczanego
uprzednio, jesli wezZzmiemy pod uwage pewne szczeg6lne poto-
zenie rozwazanych mas.

Ta formuta wyraza t. zw. prawo cigzenia powszechnego.
Jezeli w niej nie tylko spéiczynnikowi C, ale masom m, i m,
nadamy wartosci stale, natychmiast dostrzezemy, ze F zmienia
sie ze zmiang R i ze dla kazdej danej wartosci R—dostaniemy



zupetnie okreslong wartos¢ na F. Gdybysmy utworzyli z war-
tosci -na R pewien cigg o dowolnie wielkiej liczbie wyrazow,
otrzymaliby$Smy z warto$ci odpowiednich na F drugi ciag row-
nolegly, posiadajacy te wtasnos¢, ze kazdemu elementowi w nim
odpowiada jedna i tylko jedna warto$¢ w drugim. Ciagi nad-
mienione przedstawiajg wartosci wielkosci F i R, przedstawiajg
zbiory, jak mowilismy wyzej, ktore charakteryzujg wielkosci
sity zaleznie od wielkosci odlegtosci. Dwie wielkosci F i R
sg zalezne od siebie i ta zalezno$¢ wyrazona jest przez po-
wyzszg formute. Kazde prawo, ktére umiemy obecnie ujgé
w formute matematyczng przedstawia taka zalezno$¢ przynaj-
mniej 2 eh wielko$ci. Chcac wyrazi¢ krdcej istnienie tej za-
leznosci w formie dokladnej, powiadamy, ze np. wielkos¢é F
jest funkcja wielkosci R. Zjawiska przyrody, stanowiace
elementy praw, sg wzgledem siebie w zaleznosci funkcjonalnej.
Wierzymy, ze tak jest ze wszystkiemi zjawiskami otaczajgcej
nas rzeczywistosci i dgzymy do”ego, zeby ich zwiagzki wyra-
zi¢ zapomoca oczywistych zaleznosci w postaci matematycznej,
w postaci pewnej funkcji, jak moéwig matematycy. Jeszcze dos¢
rzadko nam sie to udaje, ale umyst ludzki nieprzeparcie dazy
do jasnego poznania i rozw06j wiedzy stwierdza niezbite w tym
kierunku postepy. Matematyka niezaleznie bada r6znego ro-
dzaju mozliwe zaleznosci, mozliwe funkcje, wzbogacajac w ten
sposOb zaséb naszej umiejetnos$ci opanowania i wyrazania praw
otaczajgcego nas Swiata. Ta cecha nauki matematycznej prze-
jawia sie wszedzie, w kazdej niemal dziedzinie jej dociekan.
Znajdziemy ja niebawem i w arytmetyce poczatkowej, a stad
wynika, ze uczac matematyki nie mozemy tej kwestji ominag,
ze obowigzkiem jest naszym zarowno dla pogtebienia naszego
osobistego zainteresowania, jak dla pozytku umystowego ucz-
niow, te rzeczy jasniej rozumie¢, gdyz takie jasne rozumienie
nada¢ moze naszemu nauczaniu ceche zgodng z wkasciwg ten-
dencja nauki, ktéra, jak moéwiliSmy juz, jest wyrazem ogélinego
dazenia umystu ludzkiego do opanowania rzeczywistosSci.

W arytmetyce poczatkowej zaleznos¢ funkcjonalna prze-
jawda sie w postaci zaleznos$ci wprost i odwrotnie
proporcjonalnej. Badania tej zaleznosci w réznych za-
gadnieniach zycia praktycznego i stosowanie jej witasciwosci
fest wiasnie gtdbwnym przedmiotem nauczania w roku széstym.



Zwykle zaczynajg nauczanie w tym roku od nauki o stosunku
i propocji, nauki abstrakcyjnej, z niczem realnem nie zwigza-
nej, nic nie mowiagcej umystowi dzieci i nie pociggajacej tego
umystu do wysitku i badania. Zwykiemu nauczaniu brakuje
podstawy konkretnej i zwigzanej z nig mys$li glebszej o celu
nauczania tego przedmiotu, o jego istotnej wartosci, dlatego tez
niema dziatu matematyki bardziej nudnego i odpyeliajgcego dla
uczniow, jak witasnie ten szésty rok. Wszystko tu jest sztuczne:
i poczatek, i metody rozwigzania zadan w postaci réznych
regut, i tres¢ tych zadan, nawet sama ich celowos¢. Jezeli
wszystkie dzialy nauczania wymagajg gruntownego opracowa-
nia metodycznego, to tem bardziej ten, tak skadingd bogaty
w tres¢ wewnetrzng, tak pouczajacy dla nauczyciela, a jedno-
czes$nie tak licho i nieudolnie prowadzony w?nauczaniu fak-
tycznem. Kazda reforma wymaga jednakze nie tylko dobrej
checi i pozadania nowosci, co jest tak czesto szkodliwe, bo po-
wierzchowne, ale glebszej mysSli, podstawy dydaktycznej. Tak”
podstawe znajdujemy w pojeciu zaleznosci funkcjonalnej i po-
trzebie odpowiedniego ksztalcenia mysSlenia dzieci. Zastanow-
my sie teraz, jak te rzecz zrealizowac¢, w jaki sposéb prze-
ksztatci¢ nauczanie, zeby odpowiadato poprzednio zaznaczonym
zasadom dydaktycznym i naturze samego przedmiotu.

Przedewszystkiem nalezy na pierwszem miejscu postawic
to, co ma by¢ podstawg konkretng catego nauczania, t. j. bezpo-
Srednie na danych parach wielkosci proporcjonalnych badanie
tej ich zaleznosci. Z tego badania wytoni sie pojecie o stosunku,
jego okreslenie, proporcja i jej wlasnosci, jednem stowem cata
gtébwna tres¢ tego dziatu nauczania. Czy w ten sposob ulep-
szymy to nauczanie? Nie moze by¢ watpliwosci, ze tak bedzie,
gdyz w ten sposéb stworzymy teorje rowigzywania zadah nie
a priori, lecz a posteriori, zgodnie z zasadami dydaktyki.

Najpierw nauczyciel powinien wskaza¢ na fakt zaleznosci
dwoch pewnych wielkoSci od siebie i poda¢ przykiady wiel-
kosci niezaleznych, jednem stowem uwypukli¢ pojecie zalez-
nosci. Towar i suma zan zaptacona, czas i droga przebyta
i t. p. — sg przyktadami wielkosSci zaleznych, a np. szerokos¢
stotu i waga ksigzki, ktéra na nim lezy, cena obsadki i diu-
gos¢ ulicy i t. d. sg to wielkosci niezalezne, nie znajdujace sie
ze sobg w zadnym wyraznym zwigzku.



Dalej wyjasni¢ trzeba, ze dana wielkos§¢ moze przybieraé
szereg roznych wartosci liczebnych, np. liczba funtéw to-
waru moze by¢ rozmaita, droga, ktérg przechodzimy, réwniez
moze posiada¢ rozmaitg liczbe metréw i t. d. Nastepnie bie-
rzemy dwie jakiekolwiek znajdujgce sie w zaleznosci wprost
proporcjonalnej wielkosci i wypisujemy obok siebie cate .sze-
regi ich wartosci. Oczywiscie robimy to przy pomocy ucznidw.
Wezmy np. droge i czas:

1-sza wielkos$c. 2-ga wielkos¢.
Wartosci liczebne drogi: Wartosci liczebne czasu:

10 km. 2 godz.
15 . 3

17* . 3*

25 N 5

32 ” v 6*

36 ” 72,

43 » 86 , #
49,75 995

61* * 12+

Takie wypisywanie musi by¢ na razie dos$¢ dtugie, zeby
da¢ czas dzieciom na przyjrzenie sie blizsze pisanym ciggom
1 zeby wieksza ich liczba wzieta udziat w ich tworzeniu. Po-
tem zaczynamy badac¢ te ciagi.

Przedewszystkiem nauczyciel zwraca uwage na jedng rzecz
zasadnicza, mianowicie, stata szybko$¢ poruszania sie, ktorg
zawsze dostaniemy, jezeli odpowiednig wartos¢ liczebna prze-
biezonej drogi podzielimy przez warto$¢ liczebng czasu przy-
tem zuzytego. Z tego wynika nastepujacy szereg:

| 0 15 175 28 82 36 43 _ 4975 _ 61| =
2 T — 35~ 5~ 64 — 72 86 “* 995 — 12% — "*°

t. j. ta sama warto$¢ liczebna przedstawiona jest tu przez
szereg ilorazow oddzielnych, réznigcych sie od siebie elemen-
tami liczbowemi. Takich iloraz6w mozna wytworzy¢ tyle, ile
zechcemy, ale wszystkie sg réwne. Kazdy iloraz tworzy dwie
liczby przedstawiajgce odpowiednie wartosci liczebne.

Stata wartos¢ liczebna tych ilorazéw jest 5 i nazywa sie
ich wyktadnikiem, jest najprostszg postacig oma-

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. II. #
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wianych ilorazéw. Wyktadnik przedstawia zbi6r wszyst-
kich mozliwych réwnych ilorazéw, z kt6rych kazdy jest ele-
mentem tego zbioru, i nazywa sie stosunkiem.

Dzieciom mozna mowi¢ o tym zbiorze i o jego elementach,
jezeli przedtem mowiliSmy im o réznych elementach na przy-
ktadach réznych zbioréw. Nie jest to rzecz trudna, lecz nie-
zaprzeczenie pozyteczna, gdyz wtedy tylko wystepuje wihasciwe
znaczenie wyktadnika i stosunku.

Kazdy stosunek ma tutaj ten sam wyktadnik. Poniewaz
elementy stosunku, ktére teraz mozemy nazwac¢ jako po-
przednik i nastepnik oraz pisa¢ stosunek w postaci:
17,5 : 3,5, sg poza statym ilorazem dowolne, gdyz mozemy wy-
bra¢ jakgkolwiek liczbe, dobra¢ druga 5 razy mniejsza, a sto-
sunek bedzie miat ten sam wyktadnik. Stad wyprowadzamy
najpierw taka réwnos¢: 5a:a= b.

Omoéwione rzeczy nalezy jeszcze raz albo kilka razy prze-
robi¢ na innych przyktadach i zawsze wyprowadzi¢ odpowied-
nig formute, Np. fb :b= { i t. p.

Po takiem oméwieniu mozemy da¢ ogdlne okreslenie sto-
sunku, ale przedtem powinnismy przypomnie¢ i podkresli¢, ze
dzielna réwna sie dzielnikowi pomnozonemu przez iloraz.
O reszcie ze zrozumiatych powodéw niema mowy.

Stosunkiem dwoéch liczb a i b nazywa sie
taka trzecia liczba c, ze iloczyn bc = a.

Jezeli c jest przedstawione w najprostszej postaci, na-
zywa sie wtedy wyktadnikiem stosunku, liczby zas a i b
zawsze nazywajag sie poprzednikiem i nastepni-
kiem. Z tego wynika, ze poprzednik réwna sie nastepnikowi
pomnozonemu przez wyktadnik, a nastepnik — poprzednikowi
podzielonemu przez wyktadnik.

Czytelnik zechce wnikngé w pewne subtelnosci, ktére tutaj
zachodza. Przecietna nauka szkolna okresla stosunek jako
.poréwnanie 2 liczb zapomocag dzielenia”. Takie okreslenie
wykracza poza granice arytmetyki, zawiera co$ mistycznego
w tem stowie ,poréwnanie”. Jezeli nadamy mu tre$¢ arytme-
tyczng, to musi ono oznacza¢ albo liczbe, albo dziatanie. Ter-
tium non datur (trzeciego wniosku niema).

Dziatania ,poréwnanie” oznacza¢ nie moze, gdyz mieli-
bysmy przed sobag albo nonsens, albo tez powiedzenie: ,dziele-



nie 2 liczb zapomocg dzielenia”. Oznacza wiec liczbe, aw ta-
kim razie, po co to ukrywa¢ w dziwne, niesSciste obstonki.

Dalej, stosunek tem sie r6zni od utamka, ze w nim ukryta
jest dowolno$¢é formy, t. j. niejedna poszczeg6lna postac, ale
nieskoriczona ich mnogos¢. To miedzy innemi miato na celu
prowizoryczne okres$lenie stosunku, jako kazdego elementu
zbioru ilorazéw réwnych. llustracja tego okresSlenia szczegol-
nie jasno wystepuje w geometrji, w nauce o podobienstwie,
gdzie stosunek dwéch np. bokéw danego trojkata réwna sie
stosunkowi dwoéch odpowiednich bokéw w innych podobnych
do poprzedniego. Pojecie stosunku w geometrji przybrato
charakter czegos, co niema odpowiednika ani $réd liczb, ani
tez dziatan i jest jakby nowem pojeciem, ktére wprowadza sie
do nauki zapomocg calego szeregu odpowiednich rozumowan
1 okreslen, jak to np. zrobione jest u Euklidesa. Jedng z przy-
czyn takiego postepowania jest mozliwos¢ stosunku niewymier-
nego, z ktérym Grek nie umiat sobie na drodze liczbowej daé¢
rady. Dzieki temu do tego pojecia przyrosty pewne osobliwo
cechy, ktére np. u Galileusza przybraly posta¢ specjalnej
formalnej (nikomu niepotrzebnej) nauki. Cata trygonometrja
jest witasciwem rozwinieciem tego pojecia w geometrji. W aryt-
metyce poczatkowej nie mozemy stang¢ na stanowisku Eukli-
desa, a stad musimy powyzsze nasze stanowisko utrzymac.

Przed podaniem okreslenia ogolnego, dobrze jest na zasa-
dzie wspomnianej wiasnosci dzielenia, nadajgc danemu stosun-
kowi szereg r6znych postaci, wykazywaé¢ kazdorazowo, ze po-
przednik, t. j. pierwsza poczatkowo wzieta liczba réwna sie
nastepnikowi ,to jest drugiej poczatkowo wzietej, liczbie pomno-
zonemu przez dang obrang postac ilorazu.

Cata nauka o stosunku w ten sposob jest skonczona. ldzie-
my teraz dalej w kierunku badania dwo6ch ciggéw wartosci
liczebnych. Dobrze jest, gdy nauczyciel znowu zastosuje po-
przednio rozwazane ciagi. Po wypisaniu ich niech wezmie dwie
jakiekolwiek wartos$ci pierwszego ciggu i kaze uczniowi znalez¢
ich stosunek w najprostszej postaci — wyktadnika. Nastepnie
to samo zrobi dla odpowiednich warto$ci drugiego ciggu. Oka-
zuje sie, ze wyktadniki sg réwne. Sprawdzamy to samo dla
2 par innych wartosci i jednoczesnie przekonywamy sie, ze
jakkolwiek wyktadniki sag réwne, to jednakze inne niz w po-
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przednim przypadku. ,To samo zrobimy w kazdym przypadku
dwoéch ciggéw wartosci wielkosci wprost proporcjonalnych.
OdkryliSmy wiec pewne prawo tgczace wartosci obu cig-
géw. Jak wyrazi¢ to prawo ogo6lnie. Nauczyciel podpowiada,
ze mozna oznaczy¢ dwie wartosci pierwszego ciggu dajmy na
to przez A i a, a dwie odpowiednie drugiego — przez Bib,
a wtedy pomiedzy temi liczbami musi istnie¢ pewna zaleznosé¢.
Jak jg wyrazic? MowiliSmy, ze stosunki odpowiednich par
wartosci sg rowne. Jak przedstawi¢ stosunek pierwszej pary

wartosci? A :a albo - . Jak przedstawi¢ stosunek drugiej pary

g
wartosci? B : b albo ~ . Stosunki te sg rowne, wiec:
A:a= B:b

To samo mozna napisaé: a: A = b : B, co bez trudnosci mozna
wyprowadzic.

Widzielismy dalej, ze zachodzita pewna stato$¢ stosunku
pomiedzy odpowiedniemi wartoSciami obu ciggéw. Jak jg wy-
razi¢? Piszemy A : B oraz a;b, a stad znowu:

A:B= a:h

Nie wprowadzamy na razie pojecia proporcji, ale uwazny
czytelnik widzi, zeSmy juz do niego doszli i ze nawet badanie
ciggébw doprowadzito nas do pewnej wilasnosci proporcji, po-
legajacej na mozliwosci przestawiania wyrazow.

Teraz nalezy wyprowadzi¢ okreslenie zaleznosci wprost
proporcjonalnej. Takich okreslen moze by¢é dwa. Pierwsze
opiera sie na statosci stosunku dwoéch odpowiednich wartosci.

Przyjecie pierwszego albo drugiego okreslenia wptynie na
przebieg catego dalszego postepowania. Jezeli chodzi o pewpa
jednolito$¢ tego postepowania, to cokolwiek lepsze jest drugie
i z niego wiasnie wyprowadzona zostata sama nazwa omawia-
nej zaleznosci funkcjonalnej, a zarazem utarte jej stosowanie.
Nie chce jednakze odbieraé, jezeli tak mozna sie wyrazi¢, nau-
czycielowi moznosci obrania za podstawe pierwszego okresle-
nia tembardzioj, ze, jak sie p6zniej okaze, ma ono zastosowanie
i w dzisiejszej praktyce w ukrytej formie oraz mie¢ moze pewne
wygodniejsze ze stanowiska dydaktycznego cechy. Dlatego po-



dam obydwa okres$lenia i bede wskazywat pézniej, gdzie i kiedy
kazde z nich jest stosowne i wygodniejsze.

Wielkosciami wprost proporcjonalnemi na-
zywamy takie, w ktérych stosunek odpowied-
nich wartos$ci jest zawsze statg liczba.

Drugie okres$lenie brzmi:

Dwie wielkosci nazywamy wprost propor-
cjonalnemi, jezeli stosunek pary wartosci jed-
nej z nich zawsze sie rowna stosunkowi pary
odpowiednich wartosci drugiej.

Rzecz jasna, ze te definicje logicznie sg rownowazne.

Nauczyciel winien o owej réwnowaznos$ci uczniow prze-
konaé¢, co nie jest trudne.

Jezeli bowiem A = -]E’—= m, to A= am i B = bm.
a
stad A musi by¢ réwne — "g» i- dru&a definicja jest
. - . A fl
spetniona. Jezeli naodwrot, -g-= = n, to A= Bn, a= bn,
stad zaS — musi by¢ rowne czyli spetniona jest

pierwsza definicja.

Jezeli czytelnik dobrze sie przyjrzy tokowi wyktadu nauki
o stosunku i pojeciu o zaleznosci wprost proporcjonalnej, zau-
wazy, ze idziemy w kolei t. zw. stopni formalnych. Zostato
sie nam jeszcze zastosowanie, ale przedtem pare stébw o ,od-
krywaniu zaleznosci wprost proporcjonalnej”. W praktycznem
zastosowaniu wazne jest szybkie skonstatowanie, czy istnieje tu
zalezno$¢ wprost proporcjonalna, czy tez nie. Oczywiscie nie
bytoby wygodng rzeczg wypisywanie ciggoéw catych i zreszta
jest to niepotrzebne.

Odkrywanie faktyczne moze sie odbywaé albo zapomoca
prostego stosowania pierwszej definicji, albo tez drugiej. Np.
mamy kapitat i pienigdze procentowe zarok przy danej stopie.
Jezeli staniemy na gruncie pierwszej' definicji, powinnismy od-
razu powiedzie¢, ze stosunek pieniedzy procentowych do ka-
pitatlu musi by¢é wielkoScig stalg na zasadzie samego okreslenia
stopy procentowej, a wiec te dwie wielkoSci sg wprost pro-



porcjonalne. Jezeli staniemy na gruncie drugiej definicji, mo-
zemy wprost powiedzie¢, ze gdyby kapitat byt 2 razy wiekszy,
bylyby dwa razy wieksze pienigdze procentowo, bo z rubla
w ciggu roku dostajemy zawsze te sama sume.

Dla dzieci jest dostepniejsze to drugie rozumowanie,
przynajmniej tak pouczyta mie praktyka, ale nie chce sprawy
przesadza¢, gdyz réznice doprawdy nie sg tak wielkie.

Wrazie, gdyby przy jakich dwéch wielkosciach tego ro-
dzaju ,odkrywanie” praktyczne zaleznosci byto trudne, trzeba
wypisa¢ ciggi. Nie nalezy na te rzeczy zatowac czasu, gdyz
stanowig one podstawe tego calego dzialu nauczania.

W zastosowaniu do zadan, o ktoérych zaraz bedzie mowa,
przekonamy sie, ze 2 wspomniane definicje majg znaczenie
w praktyce, ale pierwsza w postaci ukrytej t. zw. sprowadze-
nia do jednosci, ktdrego uzywamy jeszcze w pierwszej klasie.
Ciekawa rzecz, ze metoda nieraz prostsza w rozwigzaniu za-
dan jest jakby trudniejsza przy odkrywaniu samej zaleznosci,
co szczegblnie jasno wystapi przy zaleznosci odwrotnie pro-
porcjonalnej.

Wezmy teraz pare przykiadow.

153 f. cukru kosztuje 2 rb. 52 kop. lle kosz-
tuje 17 f.?

Wypiszmy dane w postaci tabliczki:

15J- — 252
11— X

jak to zwykle sie robi i jest naturalnem nastepstwem rozwa-
zania 2 ciggoéw.

Mamy 2 wielkos$ci: liczba funtéw cukru i cena tych fun-
téw. Zalezno$¢ wprost proporcjonalna: cena jednostki (funta)
stata, albo: jezeli liczba funtéw kilka razy sie zwiekszy, to
tylez razy zwiekszy¢ sie musi cena. Stosunek 252 : 15} wska-
zuje cene jednostki towaru i ma wyktadnik = 16, a wieo

x= 16.1} = 24.

Sposéb tu zastosowany jest wiasciwie sprowadzeniem do
jednosci, a zarazem da sie przedstawi¢ w takiej postaci:

x : 1| = 252 : 15},
czyli opiera sie na 1l-ej definicji.



Stosujgc druga definicje, mozemy napisac:

X ~ H 2 . 2
262=Th “ S' a w,«° »= 252-S “ 2<

ZnalezliSmy najpierw wykladnik stosunku nie zawieraja-
cego niewiadomej, a potem ten wyktadnik na zasadzie definicji
stosunku pomnozyliSmy przez nastepnik.

W pierwszym przypadku rozktad dziatanh moze by¢ taki:

15) — 252
1 — 16
H - 24

Tak witasnie zwykle sie robi. Wezmy jeszcze jedno za-
danie.

Lotnik w 1,5 g. przelatuje 157" km. W ile
godzin przeleci 210 km?

Mamy dwie wielkosci: liczbe km. i liczbe godzin. Zale
nos¢ jest wprost proporcjonalna, bo szybko$¢ lotnika jest stala,
albo: jezeli liczba kilometrow kilka razy sie zmniejszy, musi
tylez razy zmniejszy¢ sie liczba godzin.

Stosunek zadanej liczby godzin do 1,5 g. jest taki sam,
jak stosunek 210 : 157®, wiec x: 1~ = 210 :157| = j, a wiec
X =19l = 2(9.

Przy kazdem zadaniu nalezy najpierw zapytaé, jakie wiel-
kosci mamy, czy sa zalezne, czy nie, a potem jaka jest miedzy
niemi zalezno$¢ i dlaczego taka a nie inna. Mozna uzywa
zar6bwno obu sposobow rozwigzania, gdyz czasem jeden jest
prostszy od drugiego.

Z tych przyktadow wynika, ze mozemy za podstawowe
okres$lenie prostej proporcjonalnej zaleznos$ci wzig¢ drugie, ale
pftirwsze uwazaé¢ jako wazng jej wilasnos$¢ lub, jezeli nauczy-
ciel uzna t6 z tych lub innych wzgledéw za stosowne, moze
zmieni¢ ten porzadek. Zwykle na te sprawe nie zwraca sie
nalezytej uwagi przy nauczaniu. Jakze moze dobrze rozumo-
wacé uczen, ktéry nie wie doktadnie, o czem ma mysle¢, z czem
ma do czynienia?

W ten sam sposoOb, co poprzednio, rozwazamy zalezno$¢
odwrotnie proporcjonalng. Wyjs¢ mozna np. z takiej pary
wielko$ci: liczba robotnikéw i czas trwania roboty.



l-a wielkos$¢. 2-a wielkos$é.
Wartosci liczebne: Wartoséci liczebne:
5 dni
n
3
I+ ,,itd

Uktadanie tej tablicy odbywaé sie winno w ten sposéb:
na zasadzie pierwszej pary danych mozemy wywnioskowa¢g, ze
jeden robotnik przez jeden dzien wykonywa ?V czesS¢ calej
roboty, wiec np. 16 rob. przez jeden dzien zrobi «v catej ro-
boty: z czego wnioskujemy, ze cato$¢ wykonajg w ciggu 3|
dni i t. d. Zaréwno przy uktadaniu tej tabliczki, jak poprzed-
nich, stosujemy wtasciwie metode rozumowania potrzebng, do
rozwigzania zadan na regute trzech prostg—metode sprowadze-
nia do jednosci. Stad widocznem jest, ze sama tabliczka stuzy
tylko do uwypuklenia pojecia zaleznosci proporcjonalnej oraz
jej wilasnosci. Scisle méwiac nalezaloby wyj$é odrazu z réwnosci:
X = ay i Xy = m2 co w nauczaniu na tem stopniu bytoby
niezupetnie odpowiednie. Do rownosci tych nalezy jednakze
cate rozwazanie ostatecznie sprowadzi¢ i same réwno$ci mozna
z pozytkiem geometrycznie interpretowac¢ za pomocag wykresow.

tatwiej mozna uktadac¢ tabliczke, jezeli wezZzmiemy przy-
ktad, w ktérym wchodzag jako wielkosci dtugos$é i szerokosé
prostokata, ktdrego pole jest dane.

Nastepnie przystepujemy do badania tabliczki. Przede-
wszystkiem zwracamy uwage na to, ze iloczyny odpowiednich
wartosci sg rowne, t. j. np.:

12X 5= 16.3J= 20.3= 24.23i t. d

Mozna to sformutowac¢ po rozpatrzeniu kilku takich ta-
bliczek w postaci réwnosci:

AB = ab.

Dalej, po skonstatowaniu i sformutowaniu tej wiasnosci,
posuwamy badanie do rozpatrzenia, jak poprzednio, stosunkéw
par odpowiednich wartosci. Wezmy, dajmy na to, stosunek:

24 :40 = 3:5 oraz odpowiedni mu 2t :1t = 5:3.
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Widzimy, ze ten drugi stosunek jest odwrotnosScig pierwszego
i ze tak bedzie dla wszelkiej pary odpowiednich stosunkow.

Na innych przyktadach wielkosci odwrotnie proporcjo-
nalnych przekonywamy sie o tem samem, wobec czego mo-
zemy ostatecznie sformutowacé to spostrzezenie tak:

A:a= b :B.

Z tej wtasnosci i poprzedniej wynikajg dwie definicje.

Pierwsza: dwie wielko$sci nazywamy odwrot-
nie proporcjonalne mi, jezeli iloczyn odpowied-
nich wartosci liczebnych obu wielko$ci jest
staty.

Druga: dwie wielkos$ci nazywamy odwrotnie
proporcjonalnemi, jezeli stosunek pary war-
tosci liczebnych jednej, réowny jest odwrotne-

mu stosunkowi pary odpowiednich wartosci
drugiej.
Druga definicja jest analogiczna do drugiej w 1-ym przy-
padku i na tem, miedzy innemi polega dodatnia jej strona.
Jezeli liczby A, B, ai b sg znane, to definicje sg row-
nowazne, gdyz skoro AB = ab, to na zasadzie definicji stosunki:

AB ab . A ab AB ab . b b
— —aoraz— — A,awiec— — B : b — AB.B B

i naodwr6t, co tatwo sprawdzié¢, zaktadajgc A :a= b :B = m,

stad A= am i B_Tn'

Teraz mozemy zastosowa¢ poznane wilasnosci zaleznosSci
odwrotnie proporcjonalnej do zadan. Wezmy przyktad.

Pocigg osobowy biegnie od jednej stacji do
drugiej z szybkoscig 45 km. na godzine i prze-
biega odlegto$¢é pomiedzy stacjami w ciggu f g.
W jakim czasie te samag odlegtos¢ przebiegnie
pocigag towarowy, ktory porusza sie z szybkos$-
cig 30 km. na godzine?

Mamy dane wielko$ci: szybko$¢ poruszania sie pociagu
i czas na przejscie danej odlegtosci. Wielkosci te sg odwrot-
nie proporcjonalne, gdyz iloczyn odpowiednich wartosci liczeb-
nych pierwszej i drugiej wielkosci jest staty. Albo jezeli
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szybkosé kilka razy sie zwiekszy, to na przebiezenie tej same
odlegtosci trzeba tylez razy mniej czasu.

Sposo6b sprowadzenia do jednos$ci (pierwsza
definicja).

45 km. — | g.
1, - i .45 g.= 30g.
30 ,, -« = Ig.
Spos6b stosunkoéw (def. druga).
45 km. — | @.
30 km. — x.

Na zasadzie drugiej definicji piszemy:
Xx:| = 45:30= i
X= 1X1 = 1(g).

Tego jednego przykiadu wystarczy do wyjasnienia spo-
sobu postepowania przy rozwigzywaniu zadan.

Dos¢ czesto do rozwigzywania tych prostych zadan sto-
sowane sg proporcje. Poniewaz nauka o proporcji, prowa-
dzona przed wyjasnieniem pojecia o zalezno$ci wprost i od-
wrotnie proporcjonalnej, jest suchg i abstrakcyjng, a stoso-
wanesposobyrozwigzania sztuczne imalo rozumiane, wieo
stuszniesgdzono, ze spos6b proporcji wtej formie, jakdotad
byt podawany, jest nieodpowiedni i niepedagogiczny. Ale, je-
zeli wyjdziemy z rozpatrywania i badania wspomnianych za-
leznosci na przyktadach konkretnych i jezeli z poznania tych
zaleznosci wytoni sie nauka o proporcji, to nie mozna uwazac
jej samej w sobie za szkodliwg i niepedagogiczng. Kazdej rze-
czy mozna zle uczyé, ale z tego nie wynika, ze sama ta rzecz
jest zia.

Zbierzemy razem powyzej zanotowane w postaci formut
wiasnosci zaleznosci wprost i odwrotnie proporcjonalnej.

Z badania pierwszej dostaliSmy:

A:a= B:b,
oraz A:B = a:h.

Z badania drugiej:

AB = ab,
oraz A:a= b :B.
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Jezeli teraz wprowadzimy okreslenie proporcji, jako
rownos$ci dwodéch stosunko6w, mozemy, rozwazajgc
dwie pierwsze proporcje wywnioskowaé, ze w kazdej proporcji
mozna przedstawi¢ wyrazy $rednie. Z drugiej strony, napi-
sanie tych proporcji zalezy od sposobu wziecia stosunku (a wiec
np. albo A :B albo B :A). Mozemy wiec napisa¢ jeszcze ta-
kie proporcje:

b:B= a:A
b:a= B:A.

Mozna wiec przedstawia¢ rOwniez wyrazy skrajne i wy-
razy w kazdym stosunku jednoczesnie. Jednem stowem
mamy pierwszg w{tasnos¢ proporcji.

Druga wiasno$¢ zasadnicza widoczna jest z poréwnania
dwéch nastepnych réwnosci. Wiasnos¢é te formutujemy: ilo -
czyn Srednich réwna sie w kazdej proporcji ilo-
czynowi skrajnych wyrazoéw. Przez rozpatrywanie
ciagbw mozemy wilasnos$é te sprawdzi¢ dla kazdej oddzielnej
wypisanej przez nas proporcji i nawet wyrozumowac ja przez
mnozenie obu czesci proporcji przez iloczyn nastepnikéw.

Opierajagc sie na tej wtasnosci, moglibySmy w poprzed-
niem zadaniu odrazu napisac:

) 2.45
Xx X 30= | .45 czyli x = = 1

Nic osobliwego, oczywiscie, taki sposéb nam nie daje,
ale, jezeli kto stosuje proporcje, nalezy mu w takim razie po-
leci¢ stosowanie tej rzeczy wiasnie w ten sposob.

Powyzej przerobione przyktady nalezg do zadan na t. zw.
regute trzech prostg. Trzeba do$¢ duzo przerobi¢ tego ro-
dzaju zadan, zeby uczniowie przedewszystkiem opanowali jasno
sprawe badania zaleznosci miedzy danemi wielkoSciami i nau-
czyli sie porzadnie, dokladnie i wprawnie rozumowag, t. j.
wskazywac¢ dane wielkosci, odkrywac¢ ich zaleznos¢ i wykony-
wac stopniowo kazdy szczegdt rozwigzania. Bardzo wazny jest
ten tok rozumowania, a dlatego, co nastapi, wazna jest jasna
Swiadomos¢ kazdego szczegOtu rozwigzania.

Zwykle przy rozwigzywaniu zadah na regute trzech zlo-
zong, o ktérej teraz wypada nam mowi¢, wprowadzamy wiecej
niz 3 wielkosci do zadania. Z r6znych wzgledéw nie jest to



stuszne. Zadania praktyczne, w ktérych byloby to potrzebne,
sa bardzo rzadkie, a rzecz sama jest tylko zmudna, ale nie
pouczajgca. Dlatego godnem jest zalecenia z poczatku, t. |
przed powtdrzeniem catego kursu 6-go dziatu, nie dawac wiecej
niz trzy wielkosci w zadaniach. Do wyjasnienia istoty rzeczy
to wystarczy, jak réwniez dla pdzniejszego zastosowania czy
to przy rachunku procentéw, czy mieszaniny lub dyskonta.
Po przejsciu catego kursu mozna sobie pozwoli¢ na podobne
zadania, w ktorych wchodzi wiecej niz 3 wielkosci, gdyz wtedy
uczniowie beda mieli takg wprawe w robieniu odnos$nych za-
dan, ze nie uczyni to im zadnej trudnosci, a nawet moze wy-
wotaé pewne zainteresowanie.

Zadania na regute trzech zilozong bedziemy robili réwniez
dwoma sposobami, jezeli nie liczy¢é proporcji. Trzeci, skrécony
spos6b zjawi¢ sie winien dopiero przy koncu, gdy nauczyciel
bedzie miat pewnos¢, ze calos¢ przedmiotu jest dobrze opa-
nowana.

Wezmy dla przyktadu zadanie.

Czterech zeceréw wciggu 3 dni sktada 50
stron ksigzki. W ile dni 6 zecer6ow jest w sta-
nie ztozy¢ 40 stron tejze ksigzki?

Mamy trzy wielkosci: liczba zecerow, liczba dni i liczba
stron ksigzki. Statemi sg wydajnos¢ pracy dziennej kazdego
zecera i, oczywiscie, wielko$¢ strony. Niewiadoma, liczba dni
w drugim przypadku.

Wypiszmy zadanie w zwyktej postaci:

3 d. — 4z — 50 str.
X — 6 — 40

Pomiedzy liczbag dni, a liczbg zeceréw (przy statej liczbie
stron zlozonych) jest zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalna.
Wykrycie jej odbywa sie tak, jak byto powyzej. Pomiedzy
liczbg dni, a liczbg stron (przy statej liczbie zeceréw) jest za-
lezno$¢ wprost proporcjonalna.

Oczywiscie, gdyby znowu liczba dni nie zmieniata sie,
to pomiedzy liczbg zeceréw, a liczbg stron bytaby zaleznos¢
wprost proporcjonalna.
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Sposéb sprowadzenia do jednos$ci:

50— 4 — 3
1 4 50
3.4
1—1
0- 1—
3.4.40 110 L
0 —6 5 5 5.1 - 47 (d).

UmysSinie nie skracamy w poszczegoélnych rezultatach, zeby
pézniej mozna byto przy przejsciu do skréoconego sposobu
wyprowadzi¢ odpowiednie wnioski. Nauczyciel winien tak
samo postepowaé bezposrednio przed wprowadzeniem tego
sposobu.

Dalej, jak to moéwliSmy juz poprzednio przy utamkach,
nie przekresSlamy przy skracaniu zadnej liczby, a to dlatego,
ze po takiem przekre$leniu trudno odkry¢ mozliwg zawsze
omyitke.

Sposob stosunkow.

Jezeliby liczba stron wynosita, jak poprzednio 50, to mie-
libyS§my zadanie na prostg regute trzech i w takim razie mo-
gliby$my znalez¢ odpowiednig wartos¢ na liczbe dni, ktérg ozna-
czymy w tym przypadku przez y. Poniewaz pomiedzy liczba
dni, a liczbg zeeeréw jest zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalna,
wiec mozemy napisac:

y:3= 4:6
czyli y:3= f,
astad y = 2(d).

Lecz otrzymana liczba dni odpowiadataby potrzebie ztozenia
50, nie za$ 40 stron druku, stad nie jest ona liczbg zadana.
Poniewaz pomiedzy liczbg dni, aliczba stron przy danej statej
liczbie zeeeréw (6) zaleznos$¢ jest wprost proporcjonalna, wiec:
X :2= 40 :50= 1,
astad x= f = If (d.).
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Przyktad powyzszy moze daé jasne pojecie o tem, jak
nalezy sobie radzi¢ z podobnemi zadaniami i dlatego nie be-
dziemy juz wiecej przyktadow przytaczaé, powiemy natomiast
pare stbw o skréconej metodzie rozwigzania. Polega ona na
tem, ze postawiwszy kreske, piszemy nad nig i pod nig odpo-
wiednie liczby z danych w zadaniu, a nastepnie skracamy
i otrzymujemy rezultat. Zbyt pospieszne wprowadzenie tego
skréconego sposobu bez schematéw podanych wyzej jest szkod-
liwe, gdyz wobec niejasnos$ci jpszcze calego procesu rozwigza-
nia, zbyt predkie przejScie do skrécenia przyzwyczaja dzieci
tylko do zapamietywania sposobu, a nie do spokojnego i lo-
gicznego myslenia. Wobec tego najpierw nalezy kolejno wy-
pisywa¢ w sposobie sprowadzenia do jednos$ci wszystkie mo-
menty rozwigzania tak, jak to podano powyzej; potem, gdy
nauczyciel przekona sie, ze dzieci bez omyitki, wprawnie
i Swiadomie rozwigzujg zadania, mozna zwroci¢ uwage na osta-
teczny rezultat i wskazaé, iz moze on by¢ otrzymany krécej,
bez diugiego zapisywania. Stawiamy wtedy kreske i powta-
rzamy rozwigzanie po raz drugi, zapisujac odpowiednie liczby
kolejno nad i pod kreskg. Kilka tak zrobionych przyktadéw
wystarczy, zeby dzieci nabraly odpowiedniej wprawy i mogty
przej$¢ do skréconego sposobu. Nie nalezy jednakze zapomi-
na¢ o rozumowaniu przy takiem rozwigzaniu i o0 sposobie
stosunkéw, ktéry w tem cEwiczeniu rozumowania nie jest do
pogardzenia.

Po skonczeniu z regutg trzech ztezong mamy przed soba
caly szereg innych ,regut’, o ktérych najpierw w ogélnosci
nalezy kilka stéw powiedzie¢. Reguly powstaly na tle zadan
wysuwanych przez praktyke kupiecka, zgodnie tez z duchem
dawnej matematyki, ktéra szukata wszedzie prawidet na roz-
wigzanie, nazywanych regutami, oraz stosowala te prawidta
we wszystkich jednakowych przypadkach. Wobec tego, oczy-
wiscie, sposdb dochodzenia do rozwigzania, teorja i te pojecia,
ktore potrzebne byly, aby rozwigzaé dane zadanie, nie byly
potrzebne: podawano prawidto, regute i nauczanie na tem si¢
ograniczato. Dzisiaj nie rozumiemy tak schematycznie nau-
czania, staramy sie wyjasni¢ samo powstanie sposobu rozwig-
zania, potrzebne do tego pojecia, dac teorje rzeczy, aby umyst
droga logiczng doszedt do zrozumienia potrzeby i celowosci



danej reguly. Pomimo to nazwa pozostata, a z nig czesto ko-
tacze sie sam duch starej metody.

Wszystkie zadania na t. zw. reguly opierajg sie na po-
jeciu zaleznosci wprost i odwrotnie proporcjonalnej. Jezeli to
pojecie jest jasno wyklarowane, jezeli t. zw. zadania na regute
trzech nie budzg juz trudnos$ci, rozwigzywanie zadan na inne
reguly jest sprawa prosta i wymaga tylko doktadnych wyjas-
nien rzeczowych, dotyczacych tych zagadnien zycia praktycz-
nego, ktére zadania te poruszaja oraz pewnych uzupetnien
i pogtebienia samej metody zawartej w regule trzech.

Zwykle natychmiast po ogdlnej wprawie w rozwigzywaniu
zadan na regute trzech wystepuja zadania na rachunek pro-
centéw. Tutaj nalezy zwrdci¢é uwage na szereg wadliwosci
w przecietnym wyktadzie. Przedewszystkiem samo okre$lenie
procentu czesto jest mylne. To okre$lenie w postaci: ,pro -
centem nazywam'y zysk lub strate wciggu roku
z setki kapitatu” jest stuszne, ale niewystarczajgce. Na-
lezy da¢ najpierw ogélne: Procentem nazywamy okres$-
long liczbe setnych czes$ci danej liczby Ilub
wielkos$ci jej odpowiadajgcej.

Najpierw pamigciowo przerabiamy szereg przyktadéw w ro-
dzaju: znalez¢é 5% liczby, 3, 7% liczby uczniéw w klasie i t. p.
Potem, gdy uczniowie zrozumiejg i wprawig sie w uzywaniu
tego, mozna w odniesieniu do praktyki handlowej da¢ okreSle-
nie procentu w powyzszej formie.

Drugim ¢zesto robionym btedem jest przetadowanie tego
dziatu sztucznemi zadaniami, nie uzywanemi w praktyce han-
dlowej i majacemi charakter czysto teoretyczny. Takie zada-
nia, ktérych segregacja wystepuje na tle brania za niewiadoma
albo pieniedzy procentowych, albo czasu, albo stopy procen-
towej, albo kapitatu poczatkowego, sg dowodem, jak z rzeczy
nieodpowiednich robi sie sztucznie guasi-teorje. Jezeli uczen
jasno sobie zdaje sprawe z wielkosci wchodzgcych do kazdego
zadania oraz z ich zaleznosci, jest kwestja zupetnie obojetna,
ktéra z wielkosci bedzie niewiadoma, a segregacja powierz-
chowna na t. zw. ,typy’ przyzwyczaja go tylko do zapamiety-
wania regut rozwiazania, a nie uczy myslec.

Jednym z jaskrawych przykfadow jest wypadek, gdy
mamy dany kapitat z procentami, ktérych oddzieli¢ bezposred-
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nio nie mozemy. Podaje sie tutaj sposéb rozwigzania odmien-
ny, nie wyjasniajgc nalezycie dlaczego ten witasnie sposob jest
tu potrzebny, a uczen stara sie zapamieta¢ zar6wno ten sposob,
jak i okolicznosci, w ktérych go sie uzywa. Najczesciej wtas-
nie tylko tyle. Z takiej nauki wypada ten wynik, ze uczniowie
klas  wyzszych z trudno$cig sobie dajg rade z zadaniemaryt-
metycznem, bo zapomnieli sposoby, a istota rzeczynigdy nie
byta dla nich jasna, co nieraz réwniez usilnie podkres$lajg nau.
czyciele fizyki, zaznaczajgc, iz uczniowie tych klas czesto wcale
nie pojmuja zaleznosci proporcjonalnej. W tym przypadku
widzimy wtasnie pozostatos¢ dawnych regut, dawnego powierz-
chownego schematyzmu.

Powyzej zaznaczone zadanie, jezeli uczeh odrazu zostaly
przyzwyczajony do sumiennego badania zaleznosci miedzy wiel*
koSciami, nie moze przedstawi¢ czego$ osobliwego, nalezy tylko
doktadnie wyjasni¢, ze zalezno$¢ pomiedzy kapitalem razem
z procentami a czasem nie jest zaleznoscig proporcjonalna, t. |.
nie spetnia zadnej z definicji tej zaleznosci. Zeby o tern prze-
konaé¢ uczniéw, najlepiej jest wzigé konkretny przyktad i pod-
da¢ go badaniu. Wezmy taki przyktad. Niech bedzie kapitat
200 rb. i stopa procentowa 5.

Po 1 r. kapitat ten zmieni sie na 210

2 1 220
31, , , 230
4L , , 250

u 4art. , . 256 i. t. d.

Jezeli wezmiemy stosunek dwdch jakichkolwiek elemen-
tow pierwszego ciagu, nio réwna sie on ani prostemu, ani od-
wrotnemu stosunkowi dwoéch odpowiednich elementéw dru-
giego. Stad wnioskujemy, ze pomiedzy wielkosciami: kapitat
z procentami i czas nie istnieje zalezno$¢ proporcjonalna, adla-
tego zadanie, w ktore te wielkosci wchodza nie moze by¢ roz-
wigzane zapomocg reguly trzech. Z drugiej strony, jezeli
wezmiemy dwa kapitaly z procentami przy danym jednakowym
czasie, to pomiedzy niemi zalezno$¢ proporcjonalna istnieje.
Np., niech beda 2 kapitaly: 200 rb, i 300 rb., a stopa pro-
centowa 5.



200 rb. 300 rb.
Po 1 roku I-y kapitat zamieni sie¢ na 210 , — Il-gi na 315
Po 2 latach , nv 220 - W 330
3 n n - . 230 . 345

t. d.

Stosunek dwoéch elementéow, np. 210 i 230 pierwszego
ciggu wynosi: 210 : 230 = f|, a dwoéch odpowiednich elemen-
tow drugiego: 315 : 345 ||. To samo bedzie z kazdg para
stosunkéw elementéw odpowiednich. Z tego wynika, ze te
dwie wielkos$ci sa wprost proporcjonalne.

Mozna tutaj zastosowaé¢ réwniez prawo roz-
dzielnos$ci i na jego zasadzie dojs¢ do wniosku
o0 proporcjonalnosci.

Z tego rozwazania wynika, ze, jezeli za jeden kapitat
z procentami wezZzmiemy dany w zadaniu, a za drugi np. 100
Z procentami tez otrzymanemi w tym samym czasie, to pro-
porcjonalnos¢ bedzie istniata i na tem mozemy oprze¢ roz-
wigzanie. Tym drugim kapitatem moze by¢ tak samo dobrze 1.
jak kazdy inny kapitat, ale 100 jest wygodniejsze, bo tatwiej
oblicza¢ procenty.

Po przerobieniu szeregu zadan na procenty, dobrze jest
wprowadzi¢ formute i zapomocag niej prowadzi¢ obliczenia.
Taka formuta ze wzgledu na krotkosc¢ i tatwos¢ rachunku uzy-
wana jest w praktyce handlowej, z czem nauczanie z réznych
wzgledéw liczy¢é sie winno. Z jednej strony taka formuta ma
wartos¢ dydaktyczna, jako wyraz skondensowany pozhanych
rzeczy, z drugiej — zbliza nauke do zycia praktycznego.

Takg formute mozna poda¢ w kilku postaciach zaleznie
od tego, czy wezmiemy za jednostke czasu rok, czy tez mie-
sigc lub dzien. Podamy tu formute uzalezniong od ostatniej
jednostki i przytem tak, jak to sie uzywa na kontynencie,
gdyz w Anglji rok liczg doktadniej — 365 dni, a na kontynen-
cie 360.

K.d.s

Mamy: P = - 35000

gdzie p— sg pienigdze procentowe, K— kapital, d— liczba dni
s — stopa procentowa.

Naaczanic matematyki poczatkowej. 1. 4



Formute te mozna przedstawi¢ w takiej formie:

p= K*'d' 36000’
wobec czego obliczenia w praktyce prowadzg sie nieraz tak,
ze sg utozone tabelki, w ktérych podana jest wartos¢ spok

czynnika -"6qggg~, i wartos¢ te mnozymy potem przez Kd.

Np. dla 2% ten spéiczynnik jest rowny -pri™
» » TT&99
» » » Tffivo
» n » rtrr* md-
Przy obliczaniu formut wygodnie jest stosowac nieraz tak
zwang ,praktyke welfickg”, polegajaca na rozktadaniu danego
utamka na utamki t. zw. pierwotne, t. j. majace w liczniku 1

Wezmy przyktad:
Trzeba obliczy¢ 5% od kapitatu 7624,65 rb»

za 43 dni.
Z formuty dostajemy:

_ 7624,65.43.5 7624,65." = =
p — 36000 7200 7

= 762465 .(* + A + M-

76,2465 .~ = 38,1232,

Ty=  6,3539,
A = 1.0589.
45,54

czyli p= 4554 rb.

Oczywiscie caly rachunek jest wykonany z przyblizeniem,
jak to sie robi w handlowych obliczeniach. Wiec np. w pierw-
szej i ostatniej z otrzymanych liczb opusciliSsmy pewna czastke,
w drugiej wzieliSmy z nadmiarem oraz rezultat jest obliczony
tez z nadmiarem, ale tak, ze przez to omytka jest mniejsza.
Te rzeczy moga by¢ tutaj w takich elementarnych przykta-
dach uczniom wyttumaczone.

Rzecz jasna, ze z powyzszej formuty mozna nie tylko
oblicza¢ pienigdze procentowe, ale réwniez kapitat, liczbe
dni i t. p.
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Z obliczeniami procentowemi blisko sie wigze tak zwane
dyskonto weksli.

Sprawa to czysto praktyczna, handlowa i wymaga tez
praktycznego traktowania. Nauczyciel przedewszystkiem po-
winien calg sprawe doktadnie przedstawi¢, a dlatego powinien
opowiedzie¢ jaka role odgrywa weksel, jakie ma znaczenie
w handlu, przedewszystkiem za$ powinien uczniom pokazac
blankiet wekslowy naklejony na tekturce, wyjasniajgc znaczenie
kazdego szczeg6itu i podajac odpowiednie nazwy. Takie wy-
jasnienia maja wielkie znaczenia dydaktyczne, zapoznaja dzieci
Z pewnemi waznemi sprawami zycia rzeczywistego i stosunkow
ludzkich, a z zadan robig nie sztuczne przerdbki, a realne za-
gadnienia.

Mozna sie oczywiscie sprzeczaé¢, czy umyst ucznia S-ej
klasy jest przygotowany do zrozumienia tych rzeczy, ale jedno
jest pewne, ze brak wyjasnien zawsze czyni ten dzial nauki
pustym i nudnym.

Doswiadczenie uczy, ze dobrze zrobione objasnienie, po-
budzanie uczniéw do pytah, wskazanie im na pewne fakty zy-
ciowe znane ze slyszenia, ale nie rozumiane jasno lub wcale
nie uswiadamiane, pobudza na tyle ich zainteresowanie, ze
mozna na niem sie oprze¢ i wypedzi¢ zmore nudy z klasy, gdzie
pracujemy. Z drugiej strony nie zapominajmy nigdy, ze szcze-
golnie dla naszego kraju jest rzeczg wazng dokladniejsze po-
znanie stosunkéw handlowych nie tylko $réd przedstawicieli
handlu, ale $r6d szerokich mas. Jest to wazna dzwignia eko-
nonomicznego odrodzenia naszej Ojczyzny, podzwigniecia roz-
nych koniecznych funkcyj zycia materjalnego, a tern samem
zbudowania trwatego fundamentu narodowej kultury i nieza-
leznosci.

Dyskonto zwykle zjawia sie w szkole w dwo6ch postaciach:
jako dyskonto handlowe i matematyczne, przyczem nieraz spo-
tykamy sie z mylnym pogladem, ze dyskonto matematyczne
jest sprawiedliwe, a handlowe nie. Kazdy z tych sposobdéw
dyskontowania jest oparty na pewnej umowie, ktéra ma za
sobg realne warunki zycia odnosnego, opiera sie o potrzeby
praktyki. Jest niewtasciwoscig ocenianie tych spraw, ktore
ptyna z potrzeb realnego zycia terminem: sprawiedliwy Ilub
niesprawiedliwy. Dyskonto handlowe jest nawet sprawiedliw-
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sze z r6znych wzgledéw, niz matematyczne, bo stawia placa-
cego przed terminem w wygodniejsze warunki, a tem samem
ozywia obrot pieniezny i wzrastanie bogactwa.

O tych rzeczach nauczyciel powinien powiedzieé uczniom,
powinien podkresli¢, ze dyskontowanie nie jest czem$ wypty-
wajgcem z natury rachunku, lecz sposobem, umowg. Przy-
tem mozna nazywac¢ dyskonto handlowe, dyskontem od 10 0,
co podkresla jego istotng wtasciwos$é, a dyskonto matematycz-
ne — dyskontem na sto.

Okres$lenie dyskonta matematycznego moze by¢ podane
jeszcze inaczej, a mianowicie: ,zdyskontowa¢ weksel matema-
tycznie, znaczy, znalez¢ taki kapitat, ktéry za czas pozostaly
do terminu zamieni sie¢ na walute weksla”. W ten spos6b
dyskonto matematyczne bedzie zwykiem, znanem zadaniem na
procenty.

Poza tem dyskontowanie nie wysuwa jakich$ szczeg6lnych
zagadnien. Jedno jeszcze nadmienimy, ze dyskontowanie, szcze-
go6lnie handlowe, moze sie nieraz praktyczniej odbywaé przy
innym sposobie rachowania, niz sie to zwykle odbywa. Ten
sposOb pedagogicznie i praktycznie jest stuszniejszy. Wezmy
np. zadanie: weksel o walucie 4600 rb., ktérego
termin przypada 16 lipca byt zdyskontowany
1 czerwca przy stopie 6; ile zaptacono?

Od 1-go czerwca do 16 lipca mamy 45 dni (a);
6% odnosnie do 45 wynosi 0= \% kapitatu (b);

. 4600 3
od 4600 rb. wynosi — = 34,50 rb. dyskonta (c);

4600 rb. — 34,50 — 4565,50 rb. (d).

Dyskonto handlowe robione w ten sposo6b jest ze wzgledu
na praktycznos¢ i jasnos¢ wygodniejsze. Przy dyskoncie se-
gregacja utarta zadan z przenoszeniem niewiadomej jest jesz-
cze wiecej teoretyczna, niz przy procentach, gdyz w praktyce
zadania tego rodzaju, jak poszukiwanie stopy dyskonta lub
czasu zdarzaja sie bardzo rzadko. Nalezy najpierw dyskonto
handlowe przerobi¢ wskazanym tu sposobem, potem mozna
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przejs¢ do ,szkolnego” sposobu, a za nim do dyskonta mate-
matycznego.

Przy tym ,szkolnym" sposobie mozna oczywiscie uwzgled-
ni¢ jako c¢wiczenie i wspomniane zadania teoretyczne, nie kila-
dac na nie zbytniego nacisku.

Jednym z najbardziej zwigzanych z pojeciem zaleznosci
proporcjonalnej rodzai zadan w ostatnim dziale arytmetyki sg
tak zwane zadania na podziat proporcjonalny prosty i ztozony.
Zwykte traktowanie tego dziatu jest jednakze znowu schema-
tyczne i sztuczne, co szczegO6lniej odbija sie w zadaniach,
gdzie liczb, do ktérych nalezy podzieli¢ proporcjonalnie, jest
wiecej niz 2. Musze tej sprawie pare stdw poswiecic.

Przypusémy, ze mamy zadanie: liczbe 3570 podzie-
lic proporcjonalnie do liczb 3 i 4.

Okreslamy: podzieli¢c proporcjonalnie do danych 2 liczb
znaczy podzieli¢ na takie 2 czesci, zeby stosunek tych czesci
rownat sie stosunkowi danych liczb prostemu lub odwrotnemu,
zaleznie od jakosci proporcjonalnosci. To okreSlenie p6zniej
mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe czesci.

Niech, jak to sie zwykle robi, szukane czesci danej liczby
beda | i Il, w takim razie:

o1 = 3:4

Mamy wiec przed sobg proporcje, a w proporcji mozna

wyrazy Srednie przestawi¢, wiec:
1:3= 11 :4 czyl yI = Ijl

t. j. trzecia cze$¢ pierwszej czesci danej liczby réwna sie
drugiej. Oznaczmy kazdg z tych réwnych sobie cze$ci szu-
kanych liczb przez a, wtedy:

I = 3a

Il = 4a

I+11 = 74
a wiec 3570 = 7 a, skad a= 510
i 1 = 1530, a Il = 2040.

Rozumowanie tu przedstawione jest zupetnie naturalne
i nie moze budzi¢ u ucznia, ktérego dobrze uczono poprzed-
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nio, zadnych watpliwosci. Oczywiscie robimy z niego wniosek
w postaci zwyklego rozwigzania tych zadan. Wobec zaleznosci
odwrotnie proporcjonalnej rozumujemy tak samo.

Przy podziale na dwie czeSci mozna juz zwrdci¢ uwage
na pewien wazny pOzniej fakt.

Mianowicie rownosg¢: > mozna przedstawic¢ jak na-

stepuje: I Xi =11 Xf

i rozpatrywac¢ te dwa iloczyny, jako iloczyny odpowiednich
wyrazow proporcji, a stad te proporcje utozy¢, biorgc np. jeden
iloczyn za wyrazy $rednie, a drugi za skrajne. Dostaniemy
przytem: I:r=7j:f albo I:11=f:]

Rzecz zrozumiata, ze proporcji mozna utozy¢ wiecej, ale
wszystkie one zapomocag przestawienia wyrazéw sprowadzi¢
sie dadzg do drugiej lub pierwszej z napisanych postaci,
0 czem mozna sie przekona¢ wykonywajac wszelkie mozliwe
przestawienia.

Z tego wyptywa, ze jezeli dwie szukane liczby sa pro-
porcjonalne wprost do 3 i 4, to sg odwrotnie proporcjonalne
do i.N i naodwrot. Z tego korzystamy pOzniej przy podziale
odwrotnie proporcjonalnym do szeregu liczb.

Dalej wystepuje podziat wprost proporcjonalny de 3 liczb,
np. do 3, 4 i 5 Piszemy:

I :11=3:4
Il:ra = 4:5
Umoéwiono sie zapisywaé¢ to krécej tak.
o1 = 3:4:5
Tutaj, rzecz jasna, w ten sam sposob, co poprzednio doj-
dziemy z 2 proporcji do szeregu réwnosci:
| 11 11 ,
T= 4% 5 = al* d*
Wprowadzenie przy odwrotnej proporjonalnosci szeregu:
[ A R {

nie przedstawia juz wobec poprzedniego trudnosSci.



Nalezy jednakze podac jeszcze inny spos6b rozwigzania,
mianowicie:

I 211 = 4:8
I :1n = 5:4
Stosunek sie nie zmieni, jezeli poprzednik i nastepnik

jednoczes$nie zwiekszymy Ilub zmniejszymy przez jedng i te
sama liczbe. Podzielimy wyrazy pierwszego stosunku przez
12 (4 X 3), a drugiego przez 20 (4 X 5), wtedy dostaniemy:
o=+ i
I 1=\ :h
czyli w skréceniu, bo mozna juz tak zrobié, jak poprzednio:
[ I N W I R S

Teraz nalezy liczby te sprowadzi¢ do wspodlnego mia-
nownika:

[ I W TH W
astad | : Il ;111 = 20:15 :12.

Oczywiscie, ze to samo mozna byto zrobi¢ na poczatku,
szukajgc najmniejszej wielokrotnosci dla liczb 5 i 3, co bez-
posrednio wyptywa z réownosci

[

4 3
ii _ m
5 4

gdzie po sprowadzeniu do wspoOlnego mianownika utamkéw

A JL rozumujemy, jak nastepuje:
jezeli -~ to ™ | tak samo £ =

a wiec

Ostatnig rownos¢ mozna zastgpi¢ za posrednictwem takiej:
I 111l = 20a:15a:12a i t. d.

Te rzeczy nalezy gruntownie przerobi¢, a dlatego zajma
one sporo czasu. Praktyka dowodzi, ze uczniowie przyuczajg



sie wykonywac je mechanicznie, bardzo rzadko rozumiejgc ich
istote. Dlatego trzeba poda¢ takg metode, ktoraby pozwolita
jasno i prosto rozumowaé¢. Powyzej zaznaczona, pomimo po-
zorOw, posiada te zalete, ze kazdy krok w niej jest odwota-
niem sie do rzeczy znanych, a wiec moze by¢ wystowiony
i jasno rozumiany.

Po tem wszystkiem moga nastgpi¢ przykitady, w ktérych
dane sa juz nie szeregi liczb, a stosunki. Przytem, oczywis-
cie, ostatnie ¢wiczenia z odwrotng proporcjonalnoscia sa przej-
Sciem do nich i przygotowaniem. Podziat proporcjonalny zto-
zony przy uzyciu metody sprowadzenia do jednosci nie po-
siada zadnych osobliwych cech, budzgcych zastanowienie i trud-
nosci. Dlatego nie bede sie o nim rozpisywat.

Précz podziatu proporcjonalnego robig w szkole zwykle
jeszcze zadania na mieszanine, gdzie, szczegoélniej t. zw. za-
dania 2-go rodzaju, budzg pewne trudnosci u uczniow. Wezmy
dla przyktadu zadanie: kupiono, ptacac za kazdy funt
po 1 rb.40 k., 30f. herbaty dwo6ch gatunkow
zmieszanych razem;po 1rb. 20 k. i po 1 rb. 50 k.
Ile funtéw byto kazdego gatunku w mieszani-
nie, jezeli sprzedaz odbyta sie bez straty i zysku?

Poniewaz na kazdym funcie pierwszego gatunku zarobiono
20 k., wiec na ~ f. zarobiono 1 k.; tak samo na * f. dru-
giego — tracono 1 k. Niech liczba funtéow pierwszego bedzie x,
a liczba funtéw drugiego — y. Wobec tego, ze nie bylo ani
straty, ani zysku, na pierwszym gatunku zarobiono tylez ko-
piejek, co stracono na drugim, inaczej moéwigc * tyle razy
miesci sie w x, ile TV w vy,

a stgd x :» — vy
czyli x:y=n~ ~ = 1;2

Takie rozumowanie predzej trafia do gtowy, jakkolwiek
nie zawsze jest uzywane.

Co sie tyczy sposobu zamiany monet nalezy sie ograni-
czy¢ na prostych przyktadach, nie starajgc sie, jak to czesto
bywa w podrecznikach, uzywaé¢ w zadaniu mozliwie wielkiej
ilosci r6znych monet. W praktyce to sie nie zdarza, a robie-
nie w szkole zadan trudniejszych, niz wymaga praktyka, nie
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jest stuszne, tem bardziej, ze sama rzecz niczego pouczajacego
dla mys$lenia nie zawiera.

Caly ten ostatni dziat arytmetyki poczgtkowej stanowi
jedng calos¢ przesigknieta jednem pojeciem zasadniczem: pro-
stej i odwrotnej zaleznosci proporcjonalnej. Na wyjasnienie
tego pojecia, jasno$s¢ rozumowania, umiejetno$¢ i sprawnosc¢
rachunku nalezy przedewszystkiem gtéwng zwroci¢ uwage.

W szkole $redniej, gdzie zakonczenie arytmetyki wymaga
przejscia do nastepnego dziatu matematyki, t. zw, algebry,
konieczne jest szersze stosowanie r6znych formut, ktére w spo-
séb zwiezty przedstawiajg tres¢ odnosnych zagadnien. Te for-
muty dla szkoly elementarnej wyzszej sg rOwniez pozyteczne,
jak to w tej ksigzce nieraz mowilismy, bo stanowig korone,
wiasciwe zakonczenie diugiego procesu indukcyjnego. Mozna
je uktadac¢ i dla dyskonta, i dla mieszaniny, i dla podziatu
proporcjonalnego, a takze nie nalezy zapomina¢ o poprzed-
nich, dotyczacych wiasnosci gtéwnych dziatah arytmetycznych.
Arytmetyka dla wielu ludzi jest calg ich wiedzg matematyczna,
a dla innych — podstawag dalszej nauki. W obu przypadkach
tylko pomys$lane gtebiej, z naukg i umystowoscig dziecka |li-
czace sie nauczanie jest stosowne i pozyteczne.

Dodam tu jeszcze kilka uwag. W dziale sz6stym pojecia
geomotryczne moga duzo wyjasni¢ i duze odda¢ ustugi. Np.
uzywanie papieru milimetrowego i wykreslanie na nim pro-
stych linij odpowiadajacych prostej zaleznosci proporcjonalnej
i hiperboli — dla odwrotnej zaleznosci bytoby rzeczg bardzo
pozyteczng. Mozna wszystko odnies¢ tylko do pierwszego kata
Descartes’owego uktadu spoétrzednych, a pdézniej w miare roz-
szerzania pojecia liczby na liczby wzgledno i do nastepnych
katéw. Nie zajmuje sie tem tutaj dluzej z dwoch powodoéw:
|I-o dlatego, ze w szkole elementarnej z r6znych ubocznych
wzgledow metoda narazie spotkataby trudnosci, a 2-0 — ze
w trzeciej czesci traktujgcej o nauczaniu geometrji bedziemy
mowili o tych sprawach gruntowniej i obszerniej.

W rozdziale niniejszym kohczy sie omawianie poszcze-
go6lnych lat nauczania arytmetyki. Nie poswiecitem temu oma-
wianiu zbyt duzo miejsca, bo uwazam, ze nie jest to potrzebne.
Szczegdtowe i drobiazgowe rozpatrywanie kazdej poszczegodlnej
kwestji nauczania jest rzecza nieraz niepraktyczng. Drobne
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szczegOly zbyt zaleza od warunkéw nauczania, ktorych prze
widzie¢ niepodobna. Niezmiennemi natomiast pozostajg gtéwne
linje wytyczne, gtobwne zasady dydaktyczne. Jezeli nauczyciel
jest dobrze przygotowany do swego zawodu (a to jest rzecz
najwazniejsza), t. j. jezeli jest czlowiekiem mys$lgcym
i spostrzegawczym, dla niego te gtéwne linje wystarcza, a nie-
przygotowanemu drobiazgi nie pomoga.

W nastepnych rozdziatach zajmiemy sie sprawag nauczania
poczatkéw algebry.



ROZDZIAL 1.

W roku szostym nauczania obok powyzej nadmienionego
kursu arytmetyki wprowadzajg nauke algebry, ktéra rozpo-
czyna sie albo odrazu przy 2-ch godzinach tygodniowo, albo
w po6troczu drugiem lub tez wtedy, gdy to uzna za mozliwe
nauczyciel. To ostatnie rozwigzanie uwazad nalezy za najod-
powiedniejsze z tego wzgledu, ze przejscie od arytmetyki do
algebry jest i musi by¢ o tyle stopniowo przeprowadzone, by
uczen nie czut, ze ma do czynienia, jak, niestety, zbyt czesto
bywa, z czeins zgota odmiennem, lecz dalszym, konsekwentnym
rozwojem znanych mu juz pojec.

Nauczanie poczatkéw algebry przedstawia w praktyce nie
mniejsze trudnosci, niz nauczanie rachunku. Jakkolwiek mtodziez
jest juz starsza i wiecej rozwinieta umystowTo, przedmiot sam
wysuwa zagadnienia o wiele zawilsze, ktére nieraz nie sajasne
nawet dla samego nauczyciela. Do takich zagadnien nalezy
np. nauka o liczbach wzglednych. Stanowi ona prawdziwag
piete Achillesowa kazdego podrecznika i jest poniekad miarg
nie tylko wyrobienia dydaktycznego autora, lecz i jego obznaj-
mienia mniej lub wiecej gruntownego z nauka.

Zwykle zaczynajg nauke algebry od szablonowego okres-
lenia, ze algebra odréznia sie od arytmetyki tem, ze uzywa
liter zamiast liczb. Wiadomo kazdemu, ze arytmetyka teore-
tyczna tez uzywa symboli literowych, a algebra znowu posiada
cate dziaty, jak np. rozwigzywanie réwnan liczbowych, gdzie
rachunek wysuwa sie na czoto. Powyzsze okresSlenie jest btedne,
a gdybysmy chcieli da¢ wtasciwe, musielibySmy uzywac takich
poje¢, ktére dla rozumu ucznia w kazdym razie nie bytyby
przystepne. Takie okre$lenie jest trudne zresztg nie tylko dla
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ucznidw. Zupetnie tak samo jak wiele zagadnien chemji wk

cza w dziedzine fizyki i odwrotnie, tak tez wiele poje¢ ary
metyki i analizy wchodzi do algebry i naodwrét. Sciste roa
graniczenie tych rzeczy jest trudne, a przytem bezptodne*).

Wobec tego wskazanem jest zamiast okre$lenia nauki no-
wej podawac te zagadnienia, ktdéra zjawiajg sie w polu widze-
nia mysli i do ktérych konsekwentnie prowadzi rozwoj zna-|
nych pojec.

Pierwszg rzeczg, na ktdérag nalezy zwrdcic
uwage, jest wykazanie znaczenia formuty i od-
powiednie przygotowanie pojecia o0 niej.

W poprzedniej nauce przyzwyczailiSmy ucznia do stosowa-
nia oznaczen literowych przy formutowaniu wiasnosci dziatan.
Wiasnosci te nalezy zebra¢ razem, przedstawi¢ w formie ogol-
niejszej i nawigza¢ do nich stopniowo niektére nowe pojecia.
Rozpatrzmy je po kolei.

Prawo przemiennos$ci przy dodawaniu. Wy-
raziliSmy to prawo poprzednio w ten sposob:

a+ b= b + a
Prawo to mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe sktadnikow:

a-fb-t-c= a+ c+ b= b-fa + ¢c= c-j-a-fb = c-t-b-|-a=
= b+ c+ait d

Moze sie zdarzy¢, ze niektore sktadniki sg réwne, np.

b = ¢, w takim razie zamiast ¢ mozemy napisa¢ b, a wiec:

a+b +c= a+ b+ h

Stad wynika, ze przy stosowaniu prawa przemiennosci
zamiast szesciu roznych postaci otrzymamy tylko trzy:

a+ b+ b= b+ a-t-b= b-t-b + a

Skrécenie mozna jeszcze dalej rozciggng¢ skoro uméwimy
sie zawsze zamiast b + b pisa¢ 2b, zamiast b + b + b tak
samo 3b it p,t j. skoro zaczniemy uzywac spoiczynnika.

*) W Niemczech UBtalit sie zwyczaj nazywania arytmetyka catego
szeregu dziatdw nalezacych do algebry w utartem u nas znaczeniu. Za przy-
ktadem tym idzie znaczna czes¢ nowszych autoréw galicyjskich, jakkolwiek
np. we Francji lub Anglji wyraz algebra uzywany jest podobnie jak w pod-
recznikach i szkotach w Kroélestwie.
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Spolczynnik narazie okreslimy jako liczbe rownych skiad-
nikbw w sumie.

Wprowadzenie spotczynnika ogranicza jeszcze wiecej pra-
WO przemiennosci:

a+ 2b= 2b+ a

Jezeli wszystkie czynniki sg réwne, rzecz uprosci sie jesz-
cze wiecej.

Tutaj odrazu bytoby na miejscu pytanie, ile réznych co
do kolei sktadnikéw sum mozno utworzy¢ z n sktadnikow.
Zagadnienie rozwigza¢ mozna, stosujgc rozumowanie przez in-
dukcje matematyczng, ale juz w formie kompletnej. Otrzymamy
wzor:

HB= 1.2.3...n

Naczyciel, rzecz jasna, moze sprawe te poming¢, dlaczego
jednakze nie mogtby sie skusi¢ o rozwigzanie takiego zagad-
nienia, tem bardziej, ze doswiadczenie poucza o mozliwosci tego.

Prawo tacznos$ci przy dodawaniu. Tutaj uczen
uczy sie uzywania nawias6w, a wiec bardzo waznej spraw dla
pézniejszych przerébek algebraicznych. Sume: a+ b + ¢ na-
lezyrozumie¢ w ten sposob, ze do a dodajemy najpierw b,
a potem c. Toz samo mozna oznaczyC inaczej:

a-j-b+ c= (@a+ b) + c
co znaczy, ze ¢ dodajemy do sumy: a+ b
Tak samo bedziemy interpretowali, gdy mamy réwnos¢:
a+ b+c=a+ (b+ ¢,
co znaczy, ze do a dodajemy sume: b + c.

Przy wiekszej liczbie sktadnikéw zjawia sie potrzeba uzy-

wania réznych rodzai nawiaséw. Np.:

a+ b+c+d= [(@a+ b)+ c]+ d
co znaczy, ze do sumy: a+ b dodaliSmy sktadnik c, a nastep-
nie do nowej sumy: (a + b) + ¢ dodaliSmy znowu jeden sktad-
nik i t. d.

Widzimy wiec, ze z prawem facznosci przy dodawaniu
wigze sie stosowanie nawiasow, jako specjalnego umdwionego
sposobu oznaczania kolejnosci wykonywanych dziatan.

Dodawanie do sumy i dodawanie sumy wynika bezposred-
nio jako odwrécenie.
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Nie trzeba przeoczy¢ jednoczesnego uzywania symboli
literowych i liczb. Np. liczba O 2 wieksza niz a jest a + 2
a liczba dwa razy wieksza niz a jest 2a

Wprowadzajgc systematyczniejszg symbolike matematyczn"
nalezy uczy¢ zamiany wyrazen stownych na wyrazenia przed-
stawione zapomocag tej symboliki i jednocze$nie, co jest z tem
zwigzane, uczy¢ uktadania .formut rozwigzujgcych dane zadanie.
Powyzsze wystarcza tylko do tych zadan, gdzie wchodzi samo
dodawanie lub mnozenie przez liczbe catkowita, po rozpatrze-
niu zas$ wilasnosci wszystkich dziatan rzecz ta nalezycie sie
zbogaci.

Przy odejmowaniu zatrzymujemy sie¢ narazie na sprawie
odejmowania sumy i odejmowania od sumy z odpowiedniem
uzywaniem nawiasow.

Dalej nastgpi¢ powinno rozszerzenie uzywania nawiasow
w tych przypadkach, gdy nie tylko sumy bierzemy na uwage,
lecz i réznice. Nalezy zwr6ci¢ uwage na odpowiedniag inter-
pretacje takich wyrazen, jak:

a+ b—c=a+ (b—c)= (a+ b)—c

Na szczeg6lng uwage zastuguje odejmowanie réznicy i wy-
jasnienie wzoru:

a— b —c)= a—b+ c= (a—b)+ c

Wz6r ten nalezy otrzymac przez rozumowanie odpowied-
nie dotyczace odejmowania rdznicy, gdzie mozna zacza¢ od
wzoru:

a—(b—c)= a—b+ c i t d

Rozumowanie mozna poprze¢ konkretnemi przyktadami.

Jako uogélnienie wystgpi dodawanie i odejmowanie wy-
razen mieszanych postaci:

a+ (b—c+ d lub a— (b —c + d).

Przy rozwigzaniu ich nastgpi spostrzezenie, ze w wyra-
zeniach mieszanych moze by¢ zastosowane prawo przemien-
nosci nawet wtedy, gdy mamy odejmowanie, np.

a—b+c—@-fc)—b—a+ c— b

W ten spos6b rodzi sie pierwsze pojecie o sumie t. zw.
algebraicznej oraz o ogélnych wtasnosciach usuwania nawiaséw
przy dodawaniu i odejmowaniu.



ltzecz to bardzo wielkiej wagi i musi by¢ starannie wy-
konana. Uczen tu pierwszy raz spostrzec moze, ze w wyra-
zeniu liczba odzielna zwigzana jest ze swoim znakiem, ktdory
nie zalezy poniekad od zajmowanego przez liczbe miejsca.

Oczywistem jest, ze nic narazie nie moéwimy ani o wie-
lomianach, ani o jednomianach, gdyz nazwy te nie majg dla
nas w tej chwili zadnej wartosci, tkwi w tych nazwach przy-
tem pewna wzgledno$¢, ktéra zdolna jest uczyni¢ metnemi
pierwsze pojecia nauki, ktére przedewszystkiem muszg by¢ jasne.

Prawo przemiennos$ci przy mnozeniu. Wy-
razone byto poczatkowo w ten sposéb:

ab = ba
0 ile nie uzywano tylko formy stownej. Tak samo jak przy
dodawaniu mozna rzecz rozciggna¢ na wiekszg liczbe czynni-
kéw, np.:
abc = acb -- cab = cba = bca = bac.

Tutaj tak samo, jak przy dodawaniu moze, sie zdarzy¢, ze

niektére czynniki sg sobie rowne a nawet wszystkie. Np. b= ¢,

wtedy abc= ab.b
1 zamiast 6 postaci iloczynu otrzymamy tylko 3:
abb = bba = bab.

Dla uproszczenia umoéwiono sie b . b oznaczaé przez b2
b.b.b— przez bsi t. d., iloczyn réwnych czynnikéw nazy-
waé potega, a liczbe tych czynnikéw wyktadnikiem potegi.
W takim razie iloczyn przedstawi¢ mozna tylko w dwdch po-
staciach:

ab2 — b2a

Nalezy teraz zaja¢ sie blizej potega, jej wyktadnikiem,
oraz potegowaniem liczb. W danym przypadku tak samo, jak
przy dodawaniu, mozna zapytaé, ile moze by¢ réznych co do
formy iloczynéw przy n czynnikach. Zagadnienie to w przy-
padku, gdy niektére czynniki sg rowne moze da¢ powd6d do
catego szeregu zadan dla ucznidow, ktore, nie nalezac do urze-
dowego kursu, pomimo to moga by¢ przez ciekawsze i zywsze
umystowo jednostki rozwigzywane. Wprowadzenie iloczynu
pozwala nam uogélni¢ pojecie spéiczynnika, ktére powyzej przy
dodawaniu byto zrozumiane zbyt wasko.
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Obok czynnikéw oznaczonych symbolami literowemi m
zachodzi¢ liczby, np.:

Umdéwiono sie w takich przypadkach zawsze czynnik li
czebny pisa¢ na poczatku i nazywaé go spoétczynnikiem. Nau
czyciel wskaze, ze pierwsze pojecie o spOtczynniku jest szcz'
go6lnym przypadkiem obecnego, ktére jest ogdlniejsze.

Prawo tgcznos$ci przy mnozeniu nie nasuwa
osobliwych uwag, nalezy jednakze podkresli¢, ze przy oblicza*
niu iloczynu tgczenie czynnikbw w odpowiedni spos6b moze
bardzo utatwi¢ otrzymanie rezultatu. Z drugiej strony prawo

tgcznosci pomoze p6zniej do wyznaczenia i sformutowania prawa
znaku iloczynu.

Wazne natomiast ma znaczenie prawo rozdzielnosci!
przy mnozeniu.
Formutowali§my to prawo w ten sposob:
(@+ b)c= ac + bc.
Rzecz jasna, ze mozna zaraz rozszerzy¢ to samo na wiek*]

szg liczbe sktadnikéw w sumie i co wazniejsze dojs¢ do zna-
lezienia formy iloczynu w przypadku:

(@+ b)(c+ d
Piszemy najpierw:
(a+ b)(c + d)=a(c + d)+b(c + d),

a potem (@+ b)(c + d)= ac + ad + bc + bd

Po otrzymaniu takiego rezultatu nalezy zwréci¢ uwage,
ze iloczyn tworzy sie jako suma iloczyn6w czgstkowych po-
wstajgcych od pomnozenia kazdego sktadnika mnoznej przez
kazdy sktadnik mnoznika.

Przy tej sposobnosci na miejscu jest zwrdGcenie uwagi na
poprzednio znane przypadki mnozenia, np.: 5| X 3f. Ucznio-
wie, jak wiadomo, chetnie mnozg oddzielnie catosci i oddziel-
nie utamki a nastepnie dodaja.

Prawo rozdzielnosci rozszerzalny zaraz na ten przypadek,
gdy mamy do czynienia z réznicami. Najpierw bierzemy na



uwage tylko jedng réznice, a potem dwie. W pierwszym przy-
padku mamy: (a— b)(c + d)—ac —bc + ad bd,
a w drugim: (a —b) (c —d) ==ac— bc — ad -|- bd.

Otrzymanie rezultatu wymaga zastosowania poprzednio
zaznaczonych praw odejmowania sumy i rdéznicy.

Nalezy tu podkresli¢ sposob tworzenia iloczynu z iloczy
néw czgstkowych oraz wskazaé, ze w rezultacie iloczyny od-
jemnych i odjemnikéw sg zawsze sktadnikami, gdy tymczasem
iloczyny odjemnych przez odjemniki wystepujg jako odjemniki.

Tu po raz drugi zjawia sie w mys$li ucznia fakt osobliwy:
zaleznos$ci rezultatu od charakteru liczby, inaczej méwigc, od
znaku z ktérym ona wystepuje.

Rzecz jasna, ze otrzymane rezultaty mozna zaraz uogolni¢
na iloczyny, gdzie wchodza czynniki wiecej ziozone, dzieki
czemu otrzymamy o0go6Ilny schemat t. zw. mnozenia wielomia-
néw. Nalezy przytem zatrzymacé sie nad sprawg liczby iloczy-
now czastkowych w iloczynie. Jezeli w pierwszym czynniku
jest m elementéw, a w drugim n, to w iloczynie mn ele-
mentow.

Opierajac sie na powyzszych wiasnosciach iloczynu, niekto6-
rzy autorowie francuscy osnuli teorje mnozenia liczb wzglednych.

Dalej z tatwoscig przechodzimy do znanych wzoréw na

@+ b)2 (@ax b), (a + b)(a b)
oraz ich zastosowan np. przy wycigganiu pierwiastku
kwadratowego, ktére bedzie tu zupetnie na
miejscu.

Powyzszego wystarcza do tego, by przejs¢ do wiecej skom-
plikowanych wyrazen literowych, a wiec rozpatrywaé¢ formy
np. postaci:

3azc — 2ab2c + 5abc2

Rzecz jasna, ze redukcja wyrazow podobnych i mnozenie
poteg musza tu by¢ wziete na uwage.

Czytelnik odrazu zauwazy, ze powyzszy sposOb wyktadu
rozni sie od zwykle uzywanego tem, iz wprowadza dziatania
z wyrazeniami algebraicznemi wiecej ztozonemi przed zaznajo-
mieniem sie z liczbami wzglednemi. Tak istotnie jest, a po-
stepowanie podobne wydaje sie stusznem dlatego, ze wszystkie
te dziatania wyprowadza w sposéb naturalny ze zwykiych

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. II. 5
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i dawno poznanych wiasnosci dziatan arytmetycznych. Zrozu
miala jest rzecza, iz przytem nie nalezy ugania¢ sie za dzi

taniami skomplikowanemi, kt6re zresztg przytrafiaja sie rzadk

a uczniom dajg bledne pojecie o istocie samej nauki. W Swia
domosci ucznia dzieki zwyktemu wprowadzeniu liczb wzgled
nych nieraz powstaje btedne pojecie, ze dziatania algebraiczn

sg wynikiem tego wprowadzenia, a nie zwyczajnem uogoélnie-
niem znanych sposobéw na liczby wzgledne. Te ostatnie z teg
powodu wystepujg w falszyweni Swietle, a znajomos¢ wiasnos

dziatan i organiczny rozw6j mysli arytmetycznej cierpia n
tem. Zdaniem autora wprowadzenie liczb wzglednych w kla-
sie 3-ej, jak to sie dzieje obecnie, jest wielkim btedem dydak-
tycznym, ktérego naturalng konsekwencja jest czysto formalne
zapamietywanie sposobdow dziatan i regut oraz zupeiny prawie
brak rozumienia istoty rzeczy. Sprawdzi¢ to mozna dowoli
na pierwszym lepszym uczniu kazdej z naszych szkdét Nie
trzeba sadzi¢, ze przyczyna zjawiska jest nieudolno$¢ naucza-
jacych. Rzecz sama jest tak trudna, wymaga o wiele wiekszego
obycia sie nie tyle z rachunkiem, ile z formalnemi
wtasnos$ciami dziatan arytmetycznych, ze od ucz-
nia w tym wieku tego wymagac¢ nie mozna.

Stad wynika, ze nauka t. zw. algebry w kla-
sie 3-ej winna sie ograniczy¢ do wyprowadze-
nia w zakresie liczby bezwzglednej wszystkich
wnioskow, wynikajgcych z podstawowych wtas-
nosci dziatan, do wytworzenia pojecia o wielo-
mianie, utamku algebraicznym i wogo6le budo.
wy prostej formuty algebraicznej.

W ten spos6b poprzednia nauka rachunku znajdzie swoje
naturalne uogolnienie oraz umocnienie w rzeczach zasadniczych,
nad ktéremi niebacznie przechodzimy zbyt pos$piesznie do po-
rzadku dziennego.

Jednym z waznych postulatéw przy wprowadzeniu nowego
rodzaju liczby, przy rozszerzeniu jej pojecia jest t. zw. pra-
wo zachowania wtasnosci formalnych dziatan
czyli, inaczej méwiac, prawo ekonomji mys$lenia w sferze ma-
tematycznej. Gdyby wprowadzenie nowego rodzaju liczb wy-
magato od nas coraz to innych sposobow dziatan, ktére posia-
dalyby coraz to inne wilasnosci, nie mielibySmy jednego sy-
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stemu myslenia, a caly szereg réznych, dzigki czemu ogromnie
utrudnitoby sie zastosowanie oraz bardzo zmniejszyta wartos¢
teorji matematycznej. Wiadomo, ze w dalszych oddziatach ma-
tematyki elementarnej, np. w teorji liczb zespolonych, juz spo-
tykamy sie z pewnemi odstepstwami, ktére jednakze nie prze-
szkadzajg dzigki swej naturze do wypetnienia tego celu, jaki
stawia sobie dagzaca do coraz wiekszego uogdlnienia nauka.

Samo wyjasnienie charakteru dziatan zliczbami wzglednemi
wymaga oparcia tegoz na doktadnej znajomosci formalnych wtas-
nosci dziatan arytmetycznych, bez ktdrej zastosowanie prawa za-
chowania jest niemozliwe. Z tej przyczyny nalezy uczniow dtu-
zej nad poznaniem tych wiasnosci w formie ogélniejszej zatrzy-
mac¢ i wszelkie dostepne wnioski z nich wyprowadzi¢. Z dru-
giej strony, ilez kwestyj w dziedzinie samego rachunku wyma-
gatoby nieco powazniejszego potraktowania? W klasie 3-ej jest
wlasnie miejsce po temu, by pogtebi¢, uzupetni¢ oraz ostatecz-
nie ugruntowa¢ wiedze elementarng ucznia w dziedzinie ra-
chunku, stosujac symbole ogélne oraz korzystajac z nich w celu
ogblnego formutowania praw. WezZmy np. dziedzing podziel-
nosci. llez zagadnien w niej tkwi, jak malo nieraz uczniowie
zdaja sobie tutaj sprawe z elementarnych rzeczy, gdyz na to
w programie szkolnym ani czasu, ani miejsca niema. Oczy-
wiscie nie moze by¢ mowy o rozwazaniu odnosnych kwestyj
z dziedziny arytmetyki teoretycznej lub t. zw. nizszej teorji
liczb, w kazdym jednakze razie uporzadkowanie pewne tej
sprawy w sposob doktadniejszy moze by¢ na miejscu. Osiag-
na¢ sie to da przez poznanie gruntowniejsze rachunku for-
malnego na symbolach literowych.

Poprzednio nieraz korzystaliSmy z formuty:

D= dg + r.

Formuta ta nasuwa wilasnie caly szereg zagadnieh z po-
dzielnosci. Np. twierdzenie tego rodzaju: jezeli sktadniki sie
dzielg przez pewng liczbe, to dzieli sie tez suma, jezeli suma
sie dzieli i jeden ze sktadnikow, to dzieli sie drugi i t. p.

Jedng z bardzo waznych rzeczy jest np. podkreslenie tego,
40 sie nazywa prawem monotonji przy dzialaniach.

Przy dodawaniu wyraza sie ono w formie nastepujacej:

jezeli a > b,
toa + d>b + d



Inaczej moéwiac, gdy jeden ze sktadnikbw stale roSn
suma tez stale ros$nie i odwrotnie. Przy mnozeniu mo'
my wyrazi¢ to prawo w tenze sposob, mianowicie tak:

jezeli a> b,
to ac > bc,
czyli, gdy jeden z czynnikéw iloczynu wzrasta, rosnie tez il
czyn. Przy dzieleniu moze by¢ naodwot.

O tej rzeczy uczen wiedziat w nauce rachunku, tutaj ’
dnakze mozna mu to specjalnie podkresli¢ i, jak niebawem z
baczymy, nawet graficznie uzmystowi¢. Drobna to pozoru
sprawa ma wielkie znaczenie w teorji liczb wzglednych.

Dalej, w tejze klasie 3-ej przy nauce arytmetyki uczniow'
zapoznajg sie po raz pierwszy wyraznie z zaleznoScig funkcj
nalng. Zalezno$¢ te nalezy mozliwie doktadnie wyjasni¢, adj
tego bardzo przydatnym jest sposéb graficzny, o ktérym bedzi
ponizej i ktéry réwniez do programu tej klasy zaliczonym by<
winien. .ol

Zjawienie sie formuty algebraicznej, ktéra bezposredni
wynika z gltebszego poznania wiasnosci dziatan, daje szeroki
pole do zastosowaniu w zadaniach, jak réwniez do pierwszych!
poczatkow dyskusiji.

Nakoniec, jak zobaczymy nizej, pierwsze poczatki teorj
rownania 1-go stopnia i ukfadania réwnan tez moga tutaj by¢
zaliczone. Wszystko to bezposrednio wynika z wlasnosci dzia
tan arytmetycznych, auproszczenia w rozwigzaniu oraz uogolni
nia pojecia réwnania wigze sie z przyjeciem liczb wzglednych

Z poprzedniego mozna wywnioskowac, ze dos¢ bedzie r
boty w klasie 3-ej, jakkolwiek liczby wzgledne w programie
nie bedg umieszczone.

Wréémy teraz do naszych poprzednich rozwazan.

Pozostato nam jeszcze dzielenie. Tu nalezy zwr6ci¢ uwage
na prawo rozdzielnos$ci przy dzieleniu. Prawo
to mozna przedstawi¢ tak:

a+b_ a b
c c c
Z niego, jako zastosowanie wynika dzielenie wielomian*

przez jednomian. To ostatnie, jak réwniez dzielenie jedno-
miandw mozemy uczniom zupetnie doktadnie, przedstawic.
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Trudniejsza jest sprawa z dzieleniem wielomianéw. Tu-
taj nauczyciel winien sie ograniczy¢ do przypadkéw prostych.
Przy tej sposobnosci nalezy zwrdci¢ uwage na analogje z dzie-
leniem liczb catkowitych oraz na roznice. Z dzieleniem wigze
sie pojecie utamka. Proste przypadki dziatah z utamkami, gdzie
nie spotykamy trudnos$ci przy sprowadzeniu do wsp6lnego mia-
nownika albo potrzeby zawitego skracania, moga by¢ z tatwo-
Scia wprowadzane do programu.

Na tem konczy sie pierwsza cze$¢ kursu algebry. Rezul-
tatem jego jest: 1° zaznajomienie ucznidw z symbolikg oraz
konstrukcjg formutly algebraicznej, 2° przygotowanie do no-
wej metody rozwigzywania zadan zapomocg réwnan oraz 3®
pogtebienie znajomosci wiasnosci formalnych dziatan w celu
utatwienia nauki o liczbach wzglednych.

W zwykle uzywanych do nauki algebry zbiorach zadan
jeden z pierwszych rozdziatbw zawiera jako jedno z zadan
obliczanie formut. Formuly te zjawiajg sie jak Deus ex ma-
china. Uczeh mato zdaje sobie sprawe z ich budowy, pocho-
dzenia i znaczenia, samo za$ podstawianie liczb i obliczanie
jest zajeciem rachunkowem, ktére ma znaczenie mate, ograni-
czajgce sie tylko do zastosowania wtasciwego poje¢ spobiczyn-
nika, potegi oraz okreslonej kolejnosci dziatan. Czasami oprocz
tego podawane sg zadania wymagajgce uktadania prostych for-
mut. Takie zadania majg juz wiekszg wartos¢ dydaktyczna, jak-
kolwiek zwykle uzywa sie na to bardzo mato czasu, za malo,
aby uczen jasno uswiadomit sobie znaczenie i pochodzenie for-
muty algebraicznej.

Jezeli chcemy ze stanowiska rozwijania myslenia funkcjo-
nalnego oceni¢ caly program algebry, musimy wyraznie za-
znaczy¢, ze gtdbwnem jego zadaniem jest wynajdywanie, dysku-
towanie i stosowanie formuty algebraicznej. Kazde zadanie
do niej prowadzi, kazde zagadnienie jest z nig zwigzane. Stad
zastuguje ona na wieksza uwage, niz to sie zwykle widzi. Na
kazdym stopniu nauczania algebry badanie formutly musi mie¢
swoje miejsce. To samo dotyczy klasy 3-ej.

Obliczanie formut jako tez wyprowadzenie ich z prostych
zadan (np. wzietych z kursu arytmetyki, ktéry biegnie réwno-
legle) musi mie¢ zastosowanie, do tego jednakze nalezy dota-
czy¢ poczatki dyskusiji.



Tematem dyskusji muszg by¢ nastepujace formuly:

y= X+ a

y — ax,

y = ax2
a2

y ~ "x

Do badania ich potrzebne jest graficzne przedstawieni
Uzywac¢ do tego nalezy tylko pierwszej ¢wiartki zwykt
uktadu spoétrzednych. W ten sposéb parabola przedstawio
przez formute trzecia jako tez i hyperbola przez czwartg n
beda zupeine. To samo dotyczy innych formut. Nie powing
to jednakze by¢ przeszkadzajgcym szkoputem. Uzupehi©
nastapi p6zniej i stanie sie jednym z motywéw wartosci wp
wadzenia liczb wzglednych. Nauczyciel moze, rzecz jasna, licz
formut powiekszy¢, moze np. wprowadzi¢ taka:

y2= a2— x2 lub y = axs.

Rzecz nie polega jednakze na liczbie ré6znych formut, lecz 1L
porzadnem, systematycznem ich przedyskutowaniu. Przy te-
badaniu nalezy zwré6ci¢ uwage na parametr a i zaleznos¢
niego graficznego obrazu.

Tu wiadnie mozna pogladowo zilustrowaé prawo mon
tonji zaréwno na przyktadzie prostej, jak hyperboli.

Formuty nalezy réwniez przedyskutowywac w odniesieni
do pewnych konkretnych zadan, np. zadania na ruch jedno
stajny, obliczanie procentéw, liczby dni robocizny i t. p. Réw
nanie pierwsze nalezy bra¢ w dwoch postaciach:

y=x+ ai x—y+ a
ktére zastepuje sobg réwnanie:
y= X—a

Przy przedstawieniu graficznem, rzecz jasna, x i y od
grywa¢ moga te samg role, a zachowanie formy pociagnie £
sobg wprowadzenie liczb wzglednych. Powyzej powiedzianem
zrobi¢ mozna ten zarzut, ze stosujemy witasciwie na tak ni
skim stopniu réwnanie pierwszego i drugiego stopnia z 2-iS
niewiadomemi. Rzecz nie przedstawi sie tak groznie skor
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wyjdziemy z konkretnych i znanych przyktadéw, wtedy bo-
wiem forma réwnosci zjawi sie sama przez sie, nie bedzie nie-
zrozumiatg, a ze reprezentuje réwnanie az z dwoma niewiado-
memi, to trudna rada. Nie nalezy sie w nauczaniu rzgdzic¢
ustalonemi przez rutyne formami, lecz przedewszystkiem liczy¢
sie z pozytkiem umystowym uczniéw. Pozytek ten jest zu-
petnie widoczny. Jest on rzeczg niewatpliwg réwniez w od-
niesieniu do innej sprawy, ktéra tu zamierzamy przedstawic.

W literaturze dydaktycznej, dotyczacej poczatkéw algebry
istniejg dwa gtdwne poglady.

Jeden utarty, ktéry zwykle jest w uzyciu i zaleca nauke
dziatann z wielomianami i jednomianami, teorje liczb wzgled-
nych oraz nauke o utamkach wysungé¢ na czoto, a potem do-
piero rozpocza¢ nauke o réwnaniu.

Drugi pragnie ten porzadek odwréci¢, wysungé na czoto
rzecz gtébwng: réwnanie i zaleznie od niego, w Scistym zwigzku
z potrzeba rozwigzania wprowadza¢ coraz wiecej skompliko-
wane dziatania oraz przerobki, ktore, gdy sie je traktuje nie-
zaleznie, sg czem$ sztucznem i dla ucznia mato interesujagcem.

W kazdym z tych pogladéw jest pewna doza stusznosci.
Opanowanie dziatan umozliwia rozwigzanie nalezyte réwnania,
a przytem przy odpowiedniem nauczaniu umocni¢ moze te po-
jecia o dziataniach, jakie uczeh zdobyt w nauce rachunku.
Z drugiej strony niewatpliwie przesuwanie liter bez wyraznej
tresci konkretnej, bez jasnego celu, wykonywanie zawitych nie-
raz dziatan wedtug okreslonych szablonéw przypomina raczej
nauke scholastyczng, niz rozwijajgce umyst nauczanie.

Droga, po ktorej idziemy, jest droga posrednig. Staramy
sie w niej, by uzycie symbolow ogodlnych z jednej strony wy-
korzysta¢ w celu doktadnego opanowania wtasnosci dziatan
arytmetycznych, z drugiej — utrzymujac S$cisty kontakt z rze-
czami znanemi stopniowo przygotowac¢ grunt do
rzeczy gtéwnej: nauki o réwnaniu. Nie koniecznie mamy od-
razu réwnanie rozwigzywac¢ wedtug regut skréconych, nie wska-
zanem jest odrazu podawaé spos6b rozwigzania zagadnien.
Niech uczen stopniowo uczy sie odkrywac¢ utatwienia, niech
spos6b skrécony zjawi sie jako nagroda i zadowolenie umy-
stowe po zastosowaniu zmudnego. Historja nauki wykazuje,
ze zanim al Chwarizmi doszedt do owej metody gtéwnej prze-
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noszenia wyrazéw z jednej strony réwnosci na druga, Di
phantos i inni matematycy rozwigzywali réwnania metodan
ptyngcemi bezposrednio z zastosowania elementarnych wlasnosé
dziatah arytmetycznych.

Jedng z wad nauczania, ktéra sie nie liczy z rozwijanier
umystu, jest podawanie, jak w podreczniku, gotowych sposobéw
rozwigzania zagadnien. Jezeli w rzeczach drobniejszych uni-
kngé tego nie mozna, to w sprawach zasadniczych nauczanie
zZwigzane wiecej z naturalna genezg poje¢ w danej sferze jest
lepsze i wiecej odpowiada wymaganiom dydaktycznym. Roéwna-
nie nalezy w algebrze do rzeczy zasadniczych, a w zwykiem
nauczaniu robi sie czesto z nauki o niem zbi6ér wskazan prak-
tycznych rozwigzania, gdzie wszystko sprowadza sie ostatecz-
nie do mechanicznej sprawnosci. Na to wiasnie zwraca uwage
drugi ze wspomnianych pogladéw. Trudno odméwi¢ mu stusz-
nosci.

Roéwnanie daje bogatg og6lng i ptodng metode rozwigzy-
wania zadan. Uczeh, w nauce rachunku szczegolniej, uczac
sie przy pomocy naszych zbioréw zadan, mégt sie przekonag,
jak rozmaite sg i nieraz nieoczekiwane ,sposoby” rozwigzy-
wania tych zadan. Pozostawia to w umysle przecietnego ucz-
nia niewatpliwie slad, powmduje pewne przygnebienie umystowe,
ktore nie licuje z nauka takiego przedmiotu, jak matematyka.
Stad wyprowadzenie naturalnej, ogélnej metody rozwigzania
oddziata na umyst jego odzywczo, moze odrodzi¢ zaintereso-
wanie, pobudzi¢ us$pione sity umystowe. Do tego celu zmie-
rza¢ wiasnie powinna poczatkowa nauka o réwnaniu. Nie po-
winna ona zaczynaé sie od guasi teoretycznych rozwazah o réw-
naniu i jego rozwigzaniu, lecz wprost od uktadania réwnan.

W podreczniku do zadan te ostatnie nalezy tak ulozy¢,
by réwnania rozwigzujagce byty coraz bardziej skomplikowane,
z uwzglednieniem nalezytego stopniowania. To ostatnie ma
bardzo wazne znaczenie.

Nie bedziemy opisywali sposobu uktadania rownania. Rzecz
ta nie powinna budzi¢ watpliwosci i trudnos$ci u uczacego.
Zajmiemy sie natomiast przedstawieniem na przyktadach za-
rowno metody rozwigzania, jak odpowiedniego stopniowania,
trudnosci. Zaczniemy od réwnania typu:

X + a= b.



Witasciwie najprostszym typem jest: x = a. Do tego typu
sprowadzamy wszystkie inne postacie rGwnan, a proces tego
sprowadzania nazywamy rozwigzaniem rownania.

Rozwigzanie nadmienionego typu: x + a= b odbywa sie
bardzo prosto. Mamy sume ziozong z dwéch skiadnikéw. Zeby
otrzymaé jeden z nich, odejmujemy drugi od sumy, przyczem
otrzymamy rozwigzanie x = b — a Mozna jednakze postu-
giwaé sie ogdlniejszg metodg, ktéra z tego powodu jest wiecej
racjonalng. Mamy dwie réwne liczby; x + a i b, jezeli od
kazdej z nich odejmiemy albo dodamy do nich liczby réwne,
otrzymamy rezultaty réwne. Np. réwnanie: x — 5= 7 roz-
wigzujemy przez dodanie do obu stron (jak bedziemy dalej
mowili) po 5. W ten sposéb postugujemy sie tutaj tozsamoscia

a—a= 0,
przyczem, opierajac sie na konkretnej treSci samego postepo-
wania, stosujemy jg rowniez w formie:
—a+ a= 0.
Nie popetniamy przez to btedu logicznego, gdyz ta ostatnia
forma jest tylko formalnym wyrazem wspomnianej konkretnej
tresci.

Nastepng, wiecej skomplikowang postacig rownania bedzie

taka, gdzie niewiadoma wchodzi po obu stronach np.:
X+ 2= 2x

Tutaj z niewiadomag robimy to samo, co robiliSmy powy-
zej z wiadomemi liczbami: odejmujemy od obu stron po x;
otrzymamy: x = 2.

Wiecej skomplikowanym przypadkiem tegoz typu bedzie
juz rownanie:

X+ 3= 2x— 1,
ktére zamieniamy na nastepujgce:
X + 4= 2Xx,
a potem: 4= x.
W podobny spos6b mozemy postepowaé w takim przy-
padku:
12— x= 2x + 3
Dodajemy do obu stron po x, otrzymamy:
12 = 3x + 3,
a nastepnie: 9= 3x czyli 3= x.
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Tutaj moznaby odrazu zwr6ci¢ uwage na mozliwos¢ t. z
skrocenia réwnania przez G

Z tych przyktadéw czytelnik z tatwoscig zrozumie meto
postepowania. Dobra komplikacja polega¢ moze na wprow
dzeniu utamkéw zaréwno jako liczb oddzielnych i spétczynn'
kow przy niewiadomej.

W pierwszem stadjum rozwigzywania nie uzywamy woal
oznaczenh literowych, ktére jednakze po6zniej wystgpi¢ musz
Celem gtownym wprowadzenia tych oznaczen literowych jes
wyprowadzenie sposobu przenoszenia liczb z jednej stron
rownania na druga metoda indukcyjng.

Nauczyciel podaje kilka przyktadéw, stosuje powyzs
metode rozwigzania przy pomocy uczniéw, przyczem nie po
zwala $ciera¢ z tablicy. Naturalnem jest postawienie pytania
co sie dzieje z kazda liczbg, gdy przechodzi z jednej stron
robwnania na drugg. OdpowiedZ otrzymuje sie¢ bez trudnoSci
sktadnik zamienia sie na odje mnik, aodjem ni
na sktadnik.

Dalszy krok polega na tem, by to samo wyrazi¢ w inn
spos6b. Rezultatem jest twierdzenie: kazda liczba po przejsci
na drugg strone zmienia swoj znak. Oczywiscie do tego po
trzebnem jest, zeby zamiast stowa sktadnik a stosowa¢ -fait. d

Poniewaz przenoszenie wyrazow moze sie odbywac w réz
nej kolei, liczby znajdujace na jednej stronie moga by¢ w do
wolny sposob przestawiane.

Wezmy przykiad. Mamy réwnanie:

2x —a+ b= x+ c+ 2b
Otrzymujemy kolejno:
x—a-fb=c 2b,
nastepnie X+ b= c+ 2b + a
oraz X= ¢+ 2b+ a—b=c+ b+ a

Tak samo moznaby napisac:

X —a= ¢+ 2b—b i x=c-f2b—b+ a

Przy przenoszeniu wyraz6w moze sie okazaé, ze na jedne
stronie na pierwszem miejscu znajdowac sie bedzie odjemnik

Jezeli uczniowie obyli sie z faktem zmiany miejsc wyrazoé
w sumie oraz potgczenia znaku zliczba, rzecz ta nie powinn



ich dziwi¢. W ten spos6b powoli wprowadzana jest na razie
bez pojecia o liczbach wzglednych metoda dziatan formalnych
w algebrze. Obecnie potrzebny jest jeszcze jeden krok do
wprowadzenia liczb wzglednych, ktoére stajg sie juz niezbed-
nym i gtownym celem dobrej nauki.

Powyzej powiedzieliSmy, ze nauka o liczbach wzglednyc
traktowana w ten sposoéb, jak to sie robi zwykle, jest dla ucz-
niow klasy 3-ej zatrudna. Nie bedziemy kruszyli kopij co do
koniecznosci wykluczenia tej nanki z klasy 3-ej, wszak chodzi
nam gtéwnie o metode wyktadu. Jezeli komu moze sie zdawac,
ze ten materjat nauki, ktéry zostal powyzej przedstawiony
jest zamaly na klase trzecig, niech wprowadza liczby ujemne.

Ze swej strony uwazamy, ze przerobienie jego gruntowne
wystarczy¢ moze a nawet powinno.



RozDzIAL V.

W rozdziale poprzednim przygotowaliSmy wszystko do na-
lezytego wyjasnienia i wprowadzenia pojecia liczby wzglednej.
Niema chyba przedmiotu w nauczaniu matematyki poczatkowej,
ktory wymagatby tyle ostroznosci i rozwagi. Niewatpliwie mozna
uczniow nauczy¢ dziatan z liczbami ujomnemi, wprawi¢ w za-
stosowanie, ale nauczy¢ i nauczy¢ — to réznica. Jeden z wy-
bitnych pedagogéw angielskich Todhunter powiedziat raz o nau-
czaniu rachunku rézniczkowego, ze, dop6ki uczen nie zapozna
sie z szeregiem Taylora, cala maszynerja rozumowania poprze-
dzajgcego jest dla niego niezrozumiata. Szereg Taylora nie-
watpliwie przyczynia sie do tego juz chociazby dlatego, ze
obok pochodnych wchodzi w nim sama funkcja, nie mozna
jednakze w nauczaniu tak tatwo sie zgodzi¢ z tg niezrozumia-
toscig. Tego samego zdania jest o liczbach wzglednych spory
nawet zastep wybitnych nauczycieli matematyki. Nalezy da¢
mechanizm dziatan, mozliwie jasno przedstawi¢ go, a zrozu-
mienie istoty rzeczy odtozy¢ na pédzniej. W ten spos6éb uczy-
liSmy sie wszyscy. lluz to mtodych nauczycieli dopiero
w szkole zaczyna sie gtebiej zastanawia¢ nad istotg rozwoju
pojecia liczby. Dzisiejsza nauka matematyczna na uniwersy-
tetach owiana jest duchem krytycyzmu i stgd stuchacze pre-
dzej dochodza do uswiadomienia sobie zasadniczych pojec
nauki. Dawniej, jeszcze nawet przed 20 laty, panowal prze-
waznie pewien dogmatyzm, ktéry nie potrafit rozbudzi¢ w stu-
dentach ducha krytycyzmu. Dzieki temu ogromnie cierpiata
metodyka nauczania. Nie umiano zwroci¢ uwagi na rzeczy
istotne i czesto sprawy uboczne brano za wyjasnienie. Czyz
to samo nie powtarza sie jeszcze dzi$ przy nauce utamkoéow
i wdelu, bardzo wielu dziatbw matematyki elementarnej?



PowiedzieliSmy powyzej, ze w poprzednim rozdziale uczy-
niono wszelkie przygotowania. Nalezy sobie zdaé teraz sprawe,
jakiez to byly przygotowania. Zeby odpowiedzieé na to py-
tanie, musimy zrobi¢ dygresje w strone rozszerzenia pojecia
liczby wogédle.

Wyobrazmy sobie pewng klase K przedmiotow: at, a,,

Lo, a>, ...

Klasa ta moze by¢ skoniczona lub nieskohczona,—na rezultat
rozumowania dalszego to nie wptynie. Przedmioty nalezace do
tej klasy K czyli elementy jej nie sg zbiorem luznych przed-
miotéw. Pomiedzy niemi mozemy ustali¢ pewne zwigzki. Zwigzki
te moga by¢ rd6znego rodzaju zaleznie od charakteru przed-
miotéw i od punktu, z ktérego sag przez nas rozwazane. W kaz-
dym jednakze razie zwigzki te sg precyzyjnie ustalone, aliczba
ich moze by¢ wieksza lub mniejsza.

Klasg K, ktéra w odniesieniu do zagadnienia nas obcho-
dzacego jest przez nas rozwazana, jest zbiér wszystkich liczb
wymiernych dodatnich (z wiagczeniem 0), a wiec utamkow i liczb
naturalnych. Zwigzki, ktére pomiedzy temi liczbami ustali¢
mozna i ktére dotad sa nam znane, sa i wyrazi¢ sie dadzg
zawsze przy pomocy 4 dziatan arytmetycznych. Kazdy taki
zwigzek wskazuje nam, ze okreslone, zapomocg tych dziatah
dokonane, potgczenie kilku liczb daje w rezultacie liczbe tej
samej klasy. Jezeli tak jest, klasa omawiana jest zamknieta
w sobie. Gdyby pofagczenia liczb spetnialy jeszcze inne wa-
runki klase omawiang moznaby zaliczy¢ do tych, ktére w ma-
tematyce noszg nazwe grupy. Nie chodzi jednakze o nazwy,
dla nas najwazniejszg rzecza jest to, czy dana klasa K jest
zamknietg w sobie, czy tez nie. Pytanie to ma bardzo wazne
znaczenie wtedy, gdy chodzi o rozumowanie ogdélne, t. j. gdy
operujemy symbolami reprezentujgcemi dowolny element klasy.
W takim przypadku wtedy, gdy potaczenie dwéch elementow
klasy nie daje nam innego jej elementu, musimjT z koniecz-
nosci ogranicza¢ ogo6lno$¢ naszego rozwigzania, wprowadzaé
stale zastrzezenia, co ogromnie utrudnia poruszanie sie mysli,
hamuje wyprowadzenie wnioskOw a nawet komplikuje bardzo
system nauki. Z tego wzgledu kazda klasa K elementow wtedy
najlepiej nadaje sie do rozumowania, gdy jest w sobie zamknieta.
Rzecz jasna, ze sposoby potaczenia jej elementow ze sobg od-
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grywaé¢ tu musza role bardzo wazng. Np. klasa liczb catko-
witych i utamkoéw jest zamknieta w sobie skoro rzecz dotyczy
dodawania, mnozenia i dzielenia, a odejmowanie tego warunku
nie spetnia, gdyz z ftatwoscia mozemy wskazaé¢ przypadki, gdy
potaczenie dwéch liczb zapomocg odejmowania nie daje liczby
zadnej nalezacej do danej klasy, np. 2 — 5 i t. d. Stad wy-
nika, ze znana nam dotad klasa liczb catkowitych i utamkéw
wobec istnienia 4-ch dziatah nie jest klasg zamknietg w sobie.
Z tego wynika konieczno$¢ ograniczenia og6lnosci naszego
mys$lenia albo zaradzenie ztemu w taki sposéb, by klasa na-
sza stala sie zamknietg w sobie. Jak to mozna uczyni¢? Je-
zeli na pewne potgczenia w klasie niema odpowiedzi w postaci
odpowiedniego elementu, rzecz jasna, ze tych elementéw jest
.za mato”. Stad byloby bardzo pozgdanem uzupetnienie na-
szej klasy K przez taki zbiér K' elementéw nowych, ktéreby
mogly zados$céczyni¢ wspomnianej potrzebie i tak uzupetni¢ K,
by kazde potaczenie dawatlo okreslong odpowiedz w postaci
pewnego elementu nalezacego do danej klasy uzupetnionej.
Rozszerzenie pojecia liczby jest niczem innem
jak podobnem wuzupetnieniem.

Tego uzupetinienia nie mozna jednakze robi¢ dowolnie.
Musi ono spetnia¢ pewne warunki, ktére odpowiadaja samemu
celowi uzupetnienia. Jakiez to sa warunki?

Rzecz jasna, ze, gdybySmy naszg pierwotnag klase K uzu-
petnili takiemi elementami, dla ktéorych niemozliwe bylyby
wszystkie te same potgczenia, ktére mialy miejsce w klasie
pierwotnej, bytoby to dla nas watpliwg wygoda. WygralibySmy
na jednem, a stracili na drugiem. Np., gdybysmy uzupetnili
naszg klase liczb catkowitych i utamkéw w ten sposéb, ze
odejmowanie bytoby zawsze mozliwe, mnozenie natomiast-nie
lub $cislej mowigc, gdybysmy nie mogli okresli¢ takiego poia-
czenia elementéw klasy uzupetnionej, ktdre posiadatoby cechy
gtbwne analogiczne do cech mnozenia, klasa nasza znowu nie
bytaby zamknieta w sobie.

Z tego wynika, ze rozszerzenia nalezy dokona¢ w ten
sposob, by w nowej klasie byty mozliwe wszelkie potgczenia
elementow, ktére posiadalyby pod wzglednem formalnym
wszystkie cechy gtéwne przynalezne znanym nam 4 dziataniom
arytmetycznym. Fakt podobny jest nam znany z poprzed-

—



niego. Najpierwotniejszg przez nas rozwazana klasa byta klasa
liczb catkowitych. MieliSmy w niej zdefinjowane 4 okreslone
dziatania arytmetyczne. Uzupetniajac te klase przez dotgcze-
nie utamka, skonstatowaliSmy przedewszystkiem, ze w nowej
uzupetnionej klasie moga istnie¢ odpowiednie 4 typy potaczen,
ktére posiadajg te same cechy gtéwne formalne, jakie widzie-
lismy w 4 dziataniach arytmetycznych. Czytelnik wie z po-
przedniego, w jaki spos6b zostalo to dokonane i jakie potla-
czenia utamkéw nazwaliSmy dodawaniem, odejmowaniem, mno-
zeniem i dzieleniem. Zbiér nie byt uzupeilnieniem zupehie
dowolnem.

Stad jako wniosek wynika, ze uzupetniona
klasa winna spetnia¢ ten zasadniczy warunek,
iz wszystkie 4 dziatania arytmetyczne w po-
staci pewnych okres$lonych sposobéw potacze-
nia liczb znajdg swoje miejsce w uzupetnionej
klasie i przytem tak, ze gtowne cechy formalne
wspomnianych 4-ch dziatan zostanag zachowane.

Warunek ten zostat przez Hankela wyrazony w postaci
zasady zachowania dziatan formalnych.

Mozliwem jest, ze warunek wspomniany nie bedzie catko-
wicie spetniony. Dla krdtkosci powiedzieliSmy o 4.ch dziala-
niach, starajac sie rzecz przedstawi¢ jasniej. Sprawa jednakze
siega giebiej. Potaczenie liczb moze by¢ tezichporéwnaniem
wedtug kategorji: mniejszy, wiekszy, réwny. Ot6z mozliwem jest,
ze zachowane zostang dziatania, nie zachowanem catkowicie po-
rownanie. Taki przypadek znajdujemy np. przy liczbach uro-
jonych, gdzie a+ bi= c+ di
znaczy to samo, co a= ¢ i b= d,
nie wiemy natomiast, co znaczy:

a+ bi~c+ di

Stad porownanie w tej formie, jak poprzednio, nie istnieje.
Mozliwem jest réwniez, ze okre$lone dziatania nie beda posia-
daty wszystkich cech, jakie posiadajga w klasie pierwotnej.
Wtedy przyjecie lub odrzucenie uzupetnienia zalezy od
okolicznosci ubocznych (wskaza¢ tu nalezy na przyktad
iloczynu wewnetrznego i zewnetrznego u H. Grassmana w je-
go Ausdehnungslehre, gdzie mnozenie nie posiada cechy prze-
miennosci).



80

Sama jednakze zasada zachowania nie wystarcza. Na!
blizej sprecyzowa¢ o0g6lng wilasnos¢ nowych postaci potaczen
elementow.

PowiedzieliSmy wyzej, ze sposoby potaczenia powinny
chowaé wszystkie gtéwne cechy formalne t. j. musza byé
chowane w naszym przypadku wszystkie gtdwne wilasn
dziatan, o ktorych mowa byta w rozdziatach poprzednich. T,
jednakze mato. Jaka powinna by¢ tre$¢ samego dziatania, ja
spos6b jego wykonania?

Zoby zdaé sobie z tego sprawe, nalezy zastanowi¢ sie na
tem, czy klasa uzupetniona bedzie tylko zlepkiem mechanio
nym pierwotnej i nowego zbioru elementéw, czy tez jedni
cze$nie wszystkie elementy w odpowiedni sposéb ipojeciow
sie modyfikujg albo zmodyfikowa¢ winny.

Wezmy znowu przyktad dobrze nam znany: liczby
kowite i utamki. Kazdy utamek jest sui generis wytwore;
2-ch liczb catkowitych i przy danej jednostce na liczbe cf
kowitg zamieniony by¢ nie moze. gdy tymczasem kazda liczb
catkowita moze by¢é w rozmaity sposéb przedstawiona w p“
staci utamka. Stad wnioskujemy, ze utamek jest ogdl
niejsza postacig liczby, niz liczba catkowita
Kazdego dziatania z utamkami nie mozna wyrazi¢ jako odpo-
wiedniego dziatania z liczbami catlkowitemi, ale to ostatnie
mozna przedstawi¢ w postaci odpowiedniego dziatania z utam-
kami. Stad okredlone przez nas dziatania z utam
kami sg réwniez ogo6lniejszg formag odnos$nych
dziatan z liczbami catkowitemi.

Wobec tego wydac sie musi naturalnem, ze dziatania odpo-
wiednio okres$lone dla klasy uzupetnionej muszg mie¢ charakter
ogélniejszy, niz te, ktére mialy miejsce w klasie pierwotnej.
Zjawisko to wydaje sie istotnie naturalnem, jakkolwiek catkowicie
stusznem nie jest. Np., liczba niewymierna i dziatania z nia
nie moga by¢ uwazane za co$ wiecej ogdélnego, niz dziatania
z liczbami wymiernemi, bo np. liczba przestepna nie moze by¢
pierwiastkiem réwnania algebraicznego ze spotczynnikami cat-
kowitemi. Gdyby byla czom$ ogdlniejszem, ten warunek row-
niez spetnia¢ by musiata. Nie mozemy réwniez liczby wzgled-
nej uwaza¢ za co$ o0golniejszego w odniesieniu do liczb bez-
wzglednych, owszem kazda z nich posiada ceche dodatkowa,



— 81

ktérej nie posiada liczba bezwzgledna, natomiast para dwédch
liczb wzglednych o tej samej warto$ci bezwzglednej jest ezem.s,
co jest zdolne odpowiedzie¢ na wieksza liczbe zapytan, niz
sama pojedyncza ich wartos¢ bezwzgledna.

Rozwigzanie réwnan: y = ax —  ktore sg wykladnikiem
calego szeregu zagadnien zupeinie okreslonego typu wcale nie
wymaga rozszerzenia pojecia liczby. Majgc tylko utamki
mozna zagadnienia te zawsze rozwigzywac¢. Ina-
czej sie rzecz przedstawia zréwnaniem: y==ax-fb. W tym przy-
padku istnieje mnostwo zagadnien, dla ktérych odpowiedzi nie
znajdziemy, jezeli nie wezmiemy na uwage liczb wzglednych.

Z tego powodu nie kazdg pojedyncza liczbe uzupetnionej
klasy nalezy uwaza¢ za symbol ogélniejszy, lecz caly uktad liczb
tej klasy. To samo dotyczy dziatan. Dziatania te majg tez cha-
rakter podwojny, ze tak powiem. Przy liczbach wzglednych
niema wiasciwie ré6znicy pomiedzy dodawaniem i odejmowaniem;
kazde dodawanie mozna zastgpi¢ przez odejmowanie i naod-
wrét. Dwa dziatania przy liczbach bezwzglednych zastapione
tn sg przez jedno o charakterze podwodjnym. To samo byto
z dzieleniem i mnozeniem przy utamkach. Stad powstaje po-
jecie sumy algebraicznej przy liczbach wzglednych. Co sie
tyezy mnozenia i dzielenia, to ono, skoro ma mie¢ zastosowa-

nie, musi zados¢ uczyni¢ réwnaniu: y = ax— * i przy licz-
bach wzglednych. Stad wynika charakter specyficzny tych
dziatan w tym przypadku. Rzecz to bardzo wazna.

Z tych uwag wynika, ze utarte zdanie, iz dzialania z licz-
bami wyzszego rzedu sg ogodlniejsze i zawierajg, jako szczegdlny
przypadek dziatania z liczbami nizszego, jest niestuszne. Klasa
uzupetniona niekoniecznie ma dziatania, ktére nalezy uwazac
za ogolniejsze, niz dziatania klasy pierwotnej.

W jaki sposéb jednakze odkry¢ tres¢ tych dziatan? Na-
wet, gdyby utrzymany byt wniosek o ich ogoélniejszym charak-
terze sprawa nie poruszytaby sie wiele naprzéd. Zwykta, dzi-
siaj stosowana metoda t. zw. S$cistego wyktadu o tych dziata-
niach podaje je przez definicje. Skad sie jednakze wzieta ta
definicja? Musiaty by¢é wszak pewne powody, ktére jg w ten.
lub inny sposéb podpowiedzialy. Niewatpliwie podpowiedziaty
ja pewne spostrzezenia zdobyte na oddzielnych przyktadach.

Nauczanie matematyki poczgtkowej. Cz. II. 6
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Witasnosci pierwiastkéw rzeczywistych réwnania algebraicznego
podpowiedzialy sposoby dziatan z liczbami zespolonemi.

Jednem z waznych spostrzezen, ktére spowodowaly moz
liwos¢ wprowadzenia liczb wzglednych byt fakt mozliwosci
rozszerzenia prawa przemiennos$ci na wszelkie
wyrazy wielomianu. Fakt ten zostat wtasnie skonstru-
owany w rozdziale poprzednim przy rozwigzywaniu réwnania
oraz rozwazania wlasnosci dziatan! W ten sposéb naturalnem
mogto sie sta¢ przedstawienie réznicy:

a—b w postaci (—b) + (+ a).

Z drugiej strony rozumowanie proste, ktére stosowane
jest przy fakcie odejmowania rdéznicy, mogto podpowiedziec¢
samo pojecie odejmowania liczby ujemnej. Oczywiscie fakty
rzeczywistosci konkretnej réwniez moglty podsuwaé¢ mozliwosé
uwzglednienia i wprowadzenia podwdjnego charakteru danet
liczby bezwzglednej. Dotyczy¢ to mogto nie tylko powstania
samego pojecia tych liczb, lecz nawet dziatan z niemi. Takie
zjawiska, jak zmiejszenie diugu, jak jednoczesne zwiekszenie
i zmniejszenie o te samg wielkos¢ i t. p. niewatpliwie mogty
podsungé mysl nie tylko samego wprowadzenia liczb wzgled-
nych, lecz réwniez dziatan z niemi. Jedng z zasadniczych
wiasnoséci tych dziatan stanowig réwnosci:

(+*) + <- a= 0 ... 1)
|- (4"a) = ~ (—a) (2
_(-l_a) = 4-(-a) e 3)

Rownosci te zupetnie doktadnie mozna interpretowac po-
gladowo. Moze by¢ wiele r6znych sposobéw, tutaj przytoczy-
my jeden z nich.

Wyobrazmy sobie rezerwuar, zawierajgcy, dajmy na to,
pewng ilos¢ wody, do ktoérego te wode mozna wlewaé przez
jedng rure opatrzong kranem, a wylewaé przez drugag tez
z kranem. Rury sa zupetie jednakowe: tyle ile jedna wlewa,
druga w tymze czasie wylewa. Skoro obydwie rury dzialajg
jednoczes$nie, poziom wody w rezerwuarze pozostaje niezmienny.
Jest to interpretacja rownosci (1).

Jezeli zamkniemy rure napetniajaca, t. j., inaczej moéwigc,
usuniemy dopltyw wody, poziom zacznie sie obniza¢. W ten
sposob interpretowaé¢ mozna réwnosc¢ (3).
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Jezeli zamkniemy drugg oprdézniajgcg rure—poziom zacz-
nie sie podnosi¢. Mamy interpretacje rownosci (2).

Roéwnosci wspomniane zawierajg istote dodawania i odej-
mowania liczb wzglednych.

To samo dotyczy mnozenia i dzielenia. Przy mnozeniu
dwumianéw (a-f b) (c —d) i (@a— b) (c — d) oraz wypro-
wadzaniu rezultatu mnozenia skonstatowalismy, ze iloczyn od-
jemnych i odjemnikéw zawsze jest sktadnikiem, w razie zas,
gdy mnozymy odjemna przez odjemnik lub odwrotnie, otrzy-
mujemy odjemnik. Uogdlnienie prawa przemienosci na wszel-
kie wyrazj’ wielomianu, zigczenie liczby ze znakiem powoduje,
ze powyzsze spostrzezenia mogg podpowiedzi¢ spos6b mnozenia
liczb wzglednych, To samo dotyczy rozwazania réwmania:

y = ax,
ktére ma wielkie znaczenie przy nauce poczatkowej liczb wzgled-
nych, a jego interpretacja graficzna moze byé bardzo w tym
wzgledzie pomocna, jak zobaczymy zaraz.

Niewatpliwie definicje dziatan opieraja sie na dwdéch faktach:

1° wymagamy od nich zachowania wtasnosci
dziatan w klasie pierwotnej skonstruowanych, a

2" opieramy sie na pewnych spostrzezeniach
zaréowno dotyczagcych pewnych wnioskow, pty
nagcych z zastosowania tych wtasnos$ci w klasie
pierwotnej, jak pewnych doswiadczen konkret-
nych.

Niewatpliwie w wyktadzie $cistym zrddia psychologiczne
znikaja, nie sg potrzebne, nie nalezy jednakze sadzi¢, ze zrédta
te przestajg by¢ waznemi dla nauki. W rozprawach spoiczes-
nych matematykow nieraz wyczu¢ sie daje owo zapoznanie
tych zrdédet, stad czesto rozprawy te majg charakter luznych
fragmentow — ciekawostek; jak stusznie jeden z matematykow
powiedziat, wiele z tych rzeczy mozna przyréwnac¢ do przesta
wiania krzeset w tym samym pokoju. Nauka doswiadczalna
i rozumowanie oderwane sa ze sobg w zwigzku bardzo bliskim,
czego najlepiej dowodzi historja nauk $cistych. Rozumienie
tej rzeczy szczegoOlnie jest wazne dla pedagoga. Wszak jego
zadanie wiasciwe, to nie wyktad systematyczny, lecz stwarza-
nie odkry¢, powtarzanie ich w coraz to innym gronie miodziezy,
a odkrycia zawsze zjawiajg sie nie w mozgu systematykow, lecz
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w poteznym umysle tworcéw. Jeden z najwiekszych tworcéw
ostatniej doby H. Poincare ilustruje ten fakt na swej osob;
znakomicie. Nalezy odrdéznia¢ takie zjawiska w dziedzinie s
stematyzacji nauki, majace charakter przygotowawczy, jak np
teorja mnogosci, od odkry¢ prawdziwych w rodzaju np. teorj
wzglednosci w fizyce i t. zw. nowej mechaniki.

Czytelnik, ktoéry obecnie rozwazy to wszystko, zda sobie
sprawe z celu, jaki postawiliS§my sobie w rozdziale poprzednim
oraz $rodkéw tam zastosowanych.

Mozemy teraz po tych rozwazaniach wstepnych zajgé sie
blizej wyjasnieniem samego sposobu postepowania w nauczaniu.

Nalezy przedewszystkiem wyjSs¢ z rzeczy konkretnych
Do tego znajdziemy wiele przyktadow w otoczeniu ucznia.
Zarébwno zjawiska temperatury, jak czasu, kierunkéw drogi,
potozenia punktu na prostej, przystowiowego diugu i kapitatu
i t. p. Wskazujemy, ze byloby pozytecznem i praktycznem
gdybysmy dla odréznienia dwoch wielkosci o charakterze prze-
ciwnym zastosowali dwa znaki -f- i —. Wskazywatoby to nam
w krotki i wyrazny sposéb z jakim przypadkiem mamy do
czynienia i bytoby krotszem od omowienia stownego. Te sanie
znaki mozemy zaraz zastosowa¢ do wyznaczenia punktu na
ptaszczyznie zapomocg spotrzednych Descartesa. Tu uczen
widzi doktadnie, ze zapomocg znakéw mozna wyrazi¢, w jakim
kacie punkt jest dany.

Nastepnie przypominamy wszystkie te spostrzezenia, jakie
zostaly zrobione przy rozwazaniu wiasnosci dziatan i wnioskow
z nich ptynacych oraz przy rozwigzywaniu poczatkowem réw-
nania. Okazalo sie tam, ze ztgczenie znaku z liczbg jest rze-
czg praktyczng i pozyteczng. Czy nie moznaby byto w takim
razie rozszerzy¢ zakresu znanych nam liczb i obok poprzed-
nich, ktore bedziemy uwazali za dodatnie, wprowadzi¢ ujem-
nych? W takim razie ciag naturalny rozwijatby sie w obydwie
strony od O.

Ciag naturalny jest uporzadkowany doktadnie: kazda na-
stepna liczba jest wieksza od poprzedniej. Gdyby ta wtasnos¢
zachowang nie byfa, gdyby ciag liczb ujemnych tego warunku
nie spetniat, nalezatoby go inaczej uporzadkowaé, a w takim
razie powstatoby duzo zamieszania. Nalezy rozwazyé¢, w jakim
przyprzypadku jedng zliczb ujemnych uwaza¢ mozna za wiekszg



od innej. Przy rozwazaniu tego pytania nalezy zwrdci¢ uwage
na roéznice, np.: 2 — X.

Ta réznica jest mozliwa, skoro x 2, pOzniej staje sie
dla nas niemozliwg, gdy x wzrasta. Czy nie mozna réwniez
zapomocg znaku umowié sie co do oznaczania tej roznicy
wtedy, gdy x > 2?

Tutaj nauczyciel musi pordbwna¢ powyzsze oznaczenia przy
przyktadach konkretnych z tym ostatnim i w odpowiedni spo-
séb interpretowaé. Jezeli posungtem sie 2 kroki naprzéd oraz
x krokéw wstecz, o ile x jest mniejsze niz 2, jestem oddalony
od poprzedniego potozenia w kierunku, ktéry uwazam za do-
datni, jezeli za$ wieksze, — odsungltem sie w strone ujemna.
Rezultat jest ujemny. To samo w innych przypadkach.

W ten sposéb wykazujemy, ze oznaczenie biegunowosci
dwoch wielkos$ci jest rbwnowazne z oznaczeniem odpowiedniem
réznicy.

PoznaliSmy poprzednio prawo monotonji przy dziataniach
arytmetycznych. Jest pozytecznem, zeby ono zachowanem zo-
stato, t. j. by nap. przy réznicy, gdy odjemnik ro$nie —rdznica
zmniejszata sie. Z tego wyprowadzamy wniosek, ze w takim
razie liczby ujemne nalezatoby co do wielkosci uporzadkowaé
w ten sposoOb, by liczba, ktéra ma warto$¢ bezwzgledna, wiek-
szg, — byta mniejsza od tej, ktéra ma tez warto§¢ mniejsza.
Wskazujemy dalej na to, ze takie uporzadkowanie ma sens
konkretny, ze np. tem mniej posiadamy, im wigekszy dtug mamy,
ze tem mniej jest ,ciepta”, im nizsza jest temperatura i t. p,

W ten sposéb zdobywamy uporzadkowanie elementéw klasy
liczb uzupetnionej. Jest to pierwsza wazna zdobycz.

Druga zdobycza bedzie dojscie do réwnosci, ktére powy-
zej oznaczyliSmy: (1), (2), i (3).

Mozna zacza¢ np., wzigwszy na uwage odcinek i dwa jego
zwroty. Niech bedzie a — dlugo$¢ odcinka AB, porzadek liter
(A i B) niech wyznacza kierunek dodatni. W takim razie prze-
suniecie od A do B wyrazimy liczebnie: -j-a, a odwrotne — a.
Gdybysmy najpierw- przeszli od A do B, potem wrécili od B
do A, nie przesunelibySmy sie wcale z punktu A. Formalnie
mozemy to. wyrazic:

(-f-a) -f-(—a = 0.



Najgtéwniejszg rzecza jest tu wprowadzenie zuaku dod
wania, co nie powinno u uczniéw wbudzi¢ trudnosci ani wa
pliwosci. To samo mozna przerobi¢ na innych przykladaé
konkretnych. Z tatwoscig nastepnie otrzymaé¢ mozemy nast.
pujace réwnosci:

(+ @+ (4"b)= + (a+ b)
(_at(—b=- @-fb)

Mozna te réwnosci skomplikowac¢ rozciggajac je na wiek-j
szg liczbe sktadnikdw oraz sprawdzi¢ zastosowanie w nich pra-
wa tacznosci i przemiennosci. Wyjasnienie réwnosci (2) i (3
rbwniez nie powinno spotyka¢ wiekszych przeszkéd. Mozna
postugiwacé sie r6znemi srodkami uzmystowienia, nie wylgczajagc
powyzej podanego przyktadu z rezerwuarem. Np. zmniejszy¢
dtug znaczy to samo, co zwiekszyé stan posiadania, zwieksze-
nie liczby stopni ponizej zera jest tem samem, co obnizeni
(zmniejszenie) temperatury i t. p.

Nastepnie zajmujemy sie zmiang postaci dowolnych wie-,
lomianéw np.:
2a2— 3ab — b*= (+ 2a)-f (— 3ab)-f (— b2 = — (— 2a2 -f

-f (_ 3ab) — (+ b2 it d.

Sformutowanie dodawania i odejmowania nie nastrecza
juz trudnosci. Powiadamy:

Doda¢ liczbe wzgledng znaczy to samo, co doda¢ lub od-
ja¢ jej wartos¢ bezwzgledng zaleznie od tego czy jest dodat-
nia, czy ujemna. w

Przy odejmowaniu z warto$ciami bezwzglednemi postepu-
jemy naodwrot.

Jezeli cata praca powyzsza zostata przerobiona w szcze-
gétach doktadnie i umiejetnie, uczen moze mie¢ to przeswiad-
czenie, ze sam poniekad odkrywa nowe liczby i zajmuje sie
okres$leniem dziatah z niemi.

Nauczyciel winien sie stara¢, by wszystko powyzej wy-
prowadzone poparte byto znaczng liczbg ¢wiczen w celu ugrun-
towania i zmechanizowania dziatan. Nadajg sie tu przyktady
liczebne oraz niezbyt skomplikowane dziatania z wielomiennemi
wyrazeniami. Te ostatnie wymagajg jeszcze pewnego uzupel-
nienia, ktére polega na wprowadzeniu pojecia sumy algebraicz-
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nej oraz zastosowania do niej wilasnosci dodawania i odejmo-
wania sumy, ktdre zostaly gruntowniej opracowane w kursie
wstepnym. Rzeczy te nie moga. nasuwac¢ osobliwych trudnosci.

Obecnie wysuwa sie na czoto mnozenie i dzielenie liczb
wzglednych.

Nauczyciel przypomina te spostrzezenia, ktdére zostaly
zrobione przy mnozeniu dwumianéw w kursie wstepnym. Nie-
ktérzy autorowie uwazajg, ze tych spostrzezen wystarczy, zeby
wyprowadzi¢ sam spos6b mnozenia. Rzecz jasna, ze zastoso-
wanie zasady zachowania dziatan formalnych mogtoby podpo-
wiedzie¢ definicje mnozeniu. Nie nalezy jednakze nigdy zapo-
minac¢, ze dla umustu niewyrobionego nalezy zuzytkowaé moz-
liwie najwieksza liczbe s$rodkow, ktére moglyby przekonaé
0 potrzebie przyjecia pewnego prawa, nie wylgczajac najbar-
dziej 'konkretnych, ktére cztowiek wyrobiony bedzie uwazat za
zbyt grube narzedzie.

Jednym z takich $rodkéw jest odwotanie sie do znanego
rownania:

y ='ax.

Rownanie to, jak zaznaczyliSmy daje dla kazdego x w kla-
sie liczb bezwzglednych wymiernych odpowiednig warto$¢ na
y i odwrotnie. Nie nasuwa ono pozornie samo przez sie po-
trzeby rozszerzenia zakresu liczbowego. Skoro jednakze udamy
sie do jego graficznego przedstawienia, skoro prosta otrzymana
bedzie witasciwie jednym tylko promieniem, powstaje pytanie,
jakie réwnanie bedzie odpowiadato drugiemu promieniowi. Po-
wyzej uzupetnilismy do catosci uktad spoétrzednych, wobec tego,
przy oznaczeniach tam przyjetych ze wzgledu na symetrje mo-
zemy przyjac¢, ze robwnanie drugiego promienia przedstawi sie,
jak nastepuje:

—y=*a.(—Xx) (C)

Stad widocznem jest, ze skoro a jest liczbg dodatnig po-
trzeba byloby przyja¢, ze iloczyn dodatniej liczby przez ujemna
jest liczbg ujemna.

'Moze sie zrodzi¢ teraz pytanie, jak nalezatoby napisac
rownanie dla promienia przebiegajacego w kacie drugim. Bez-
wzgledne wartosci a, y, x muszg ze wzgledu na symetryczne



potozenie promienia *). Gdybysmy pragneli zachowa¢ te sani'
co poprzednio, posta¢ rownania, musielibySmy napisac:

+ y= (“ *)m(— X)r..... (A)
a dla promienia przebiegajacego w kacie czwartym:

-y = (_oa) . (f X)) (B)

W pierwszym przypadku (A) wobec tozsamosci liczb v,
a, X, nie mozemy przyjg¢, ze a jest dodatnie, bo iaaezt;j by*
taby sprzecznos¢ pomiedzy réwnaniem. (A), a réwnanie:,n (C),
wynikatoby, ze dla punktéw w kacie 3-im i 2-im, ktébne majg
te samg warto$¢ na odcieta, rzedne sg tez réwnej, t.j. —y —
= + y- Teg® przyja¢ nie mozemy, a jezeli tak, to. musimy
sie zgodzi¢ z tem, ze iloczyn dwdcli liczb ujemnych (p oprzed-
nio odjemnikoéw) jest dodatni. W réwnaniu li réwniez 7 tego
powodu nie mozemy zatozy¢ a— jako dodatnie, wymikatoby
wtedy, ze — x = -|- X, co przeczy poprzednio ustalonej ko-
lejnosci liczb co do ich wielkosci. Stad winnismy pjzyjac¢, ze
iloczyn ujemnej liczby, przez dodatnig jest ujemny, co znowu
zgadza sie z poprzedniem spostrzezeniem.

JezelibySmy przyjeli zaznaczone prawidto umorzenia liczb
wzglednych i oznaczyli symbolami a, x i y zaréwno liczby
dodatnie, jak ujemne, dostalibySmy bardzo wygodne uogdlnie-
nie, gdyz moglibySmy pisaé¢ zawsze y = ax.

IdZzmy teraz jeszcze dalej, wezmy na uwag;e saino po-
przednio znane pojecia mnozenia liczb catkowitych. Mamy do
pomnozenia np.: (— 3) przez (-(-4). Zachowujac dawne poje-
cie 0 mnozeniu, mozemy napisac¢, ze (— 3) X (+ 4) mogtoby
by¢ tem samem samem, co: (— 3)+ (— 3)+ (— 3)+ (t— )= — 12,
t. j. iloczyn ma znak ujemny i réwna sie co do wartosci bez-
wzglednej iloczynowi wartosci bezwzglednych czynnikow.

Skoro takiem mogtoby by¢ mnozenie ujeirmej liczby przez
dodatnig, byloby wskazanem, aby to mnozenie posiadato prawo
przemiennosci, t. j. aby:

(- 3 X (+ 4= (+ 4 X (-3 *. _ 12

Whniosek ten zgadza sie z poprzedniemu spostrzezeniami.
*) Przypuszczamy, Ze pojecie symetrji, ja* réwniez elementarne, po-

czatkowe pojecia geometryczne sg uczniom zp.gue z propodentyki geome-
trycznej (patrz Czes¢ Il niniejszej ksigzki).



Azeby uzupetni¢ mnozenie, nalezy sie teraz zastanowic,
jakim nalezatoby przyja¢ iloczyn w przypadku mnozenia liczb
ujemnych.

Wezmy przyktad. Mamy do pomnozenia np. (—3)X(—4),
jakim bedzie iloczyn?

Jezeli mnozenie liczb wzglednych ma zachowaé te same
wiasnosci, co mnozenie liczb bezwzglednych, musi by¢ zasto-
wane prawo monotonji. Zgodnie z powyzszem mozemy nhapisac:

< 3 X (+ 4= - 12
(—3)x H-3)= - 9
(- 3 X (F-2)— - 6
(- 3) X (1= - 3

Widzimy, ze iloczyny stale rosna, gdy mnoznik maleje.

Jezeli wezmiemy taki przykitad:

(+3 X (-1 = -3
(+ 3 X (- 2 = -6
(+3 X (-3 — =9,

widzimy, ze iloczyn stale maleje,gdy mnoznik maleje. Stad
widocznem jest, ze prawo zmiany iloczynu nie zgadza sie do-
ktadnie z tem, co widzieliSmy przy liczbach bezwzglednych,
zachowana jest tylko stalo$¢ zmniejszania sie albo zwiekszania.
Rzecz ta musi pozosta¢ w odniesieniu do wszystkich liczb klasy
uzupetnionej, a wiec, jezeli w pierwszym z rozwazanych przy-
padkéw mnoznik dalej sie bedzie zmniejszat i stanie sie liczbg
ujemna, iloczyn musi byé liczbg dodatnig, inaczej moéwiac, na-
lezatoby przyjg¢, ze np.:

(~3) X (-2)= + 6

gdyz z dwoch mozliwych znakéw jest wobec prawa monotonji
do przyjecia tylko albo znak -|- przy zachowaniu iloczynu
bezwzglednych wartosci, albo tez bezwzgledna warto$¢ iloczynu
ma nie by¢ iloczynem bezwzglednych wartosci. To ostatnie
jest nie do przyjecia, gdyz wobec poprzednich przypadkéw
mnozenia, wypadatby razacy wyjatek. Stad, skoro mamy sta-
ra¢ sie o zachowanie najwiekszej liczby podobienstw do zna-
nego nam sposobu mnozenia, mozemy przyjaé, ze iloczyn liczb
ujemnych jest liczbg dodatnig.



Prawo monotonji moze nasung¢ pewne trudnosci. Wez
np. klasyczny przyktad, a mianowicie rownosc¢:
+1 _ —1
—i + 0

W tej proporcji zachowane sa wszystkie jej wasnosci,
jedna tylko rzecz uderza odrazu, mianowicie w pierwszym stf
sunku + 1> — 1, aw drugim — 1< + 1 GdybysSmy wobee
tego zastosowali znane i zwykle uzywane pojecie o stosunk
pierwszy stosunek nalezatoby uwaza¢ za wiekszy od drugieg
Tego rodzaju jednakze rozumowanie tu nie moze mie¢ zasto-
sowania, gdyz przy liczbach wzglednych pojecie ,zawiera
sie” jednej liczby w drugiej zwigzane z liczbami bezwzgled-
nemi traci swoje znaczenie, a okre$lenie stosunku, poda

przez nas w rozdziale |Il-im, ,te sprzeczno$¢ zupetnie usuwa.
Przy liczbach wzglednych zupetnie jest mozliwa kazda

2 -4-2 S .

taka proporcja, jak np. A= —y lub taki iloczyn, jat6

(+ 2) x (—3)= (— 3) X (+ 2), gdyz nie tylko pojecie dzi
lenia jako mieszczenia sie, ale i iloczynu jako pewnej sum
rownych sktadnikbw tu miejsca nie ma. Zachowane sg tylko
witasnosci formalne dziatan, umozliwiajgce wobec braku wy-
jatkébw wprowadzenie symboli ogdlnych nie za$ zachowanie
pewnych zbyt konkretnych poje¢ zwigzanych z dziataniami.;
Dzielenie traktujemy jako odwrotno$s¢é mnozenia. Po tychj
rozwazaniach mozna zdefinjowaé w znany spos6b mnozenie
i dzielenie liczb wzglednych. Zwigzane z tem potegowanie
trudnosci juz nie przedstawia. Uogodlnienie powyzszego na
utamki, na co uwage zwréci¢ nalezy, réwniez trudnosci nie

Z poprzednich rozwazan i przedstawienia rzeczy, wypro-
bowanego w praktyce, czytelnik widzi, jak, nie uzywajgc by-
najmniej metod zwyktych t. zw. Scistego wyktadu, mozna w spo-
sob przystepny a jednakze zgodny z duchem samej nauki rzecz
cala uczniom nie tyle wytozy¢, ile przy pomocy ich wasnej
obserwaciji i myslenia przedstawic.

Jednent z najblizszych zastosowan po odpowiednich wpra-
wach w mnozeniu i dzieleniu bedzie niedlugie powtérne zaje-
cie sie rozwigzywaniem réwnan 1-go stopnia z jedna niewia-



domg oraz ich uktadaniem. Nalezy tu zwrdéci¢ uwage, ze wo-
bec wprowadzenia liczb wzglednych kazde dane nam réwna-
nie 1-go stopnia mozemy rozwigzac¢, t. j. sprowadzi¢ do po-
staci najprostszej: x = a. Technika rozwiazania dzieki wpro-
wadzeniu liczb wzglednych uprosci sie znakomicie, co rowniez
nalezy podkresli¢. Jest rzecza jasng, ze rOwnania, ktdre roz-
wigzujemy, nalezy¢ musza do Kkategoryj rownan prostych ze
spétczynnikami liczbowemi, oczywiscie bez niewiadomej w mia-
nowniku. Zanim w dalszym ciggu zwr6cimy uwage ucznia na
sprawy teoretyczne zwigzane z rozwigzywaniem i wiasciwos-
ciami réwnania, ten ostatni bedzie posiadal technike jego roz-
wigzywania oraz warto$¢ w zastosowaniu. Stad rozprawa teo-
retyczna nabierze charakteru omawiania rzeczy wazne;j.
Drugim zastosowaniem bedzie powrét ponowny do przed-
stawien graficznych. Hiperbole réwnoboczng mozna uzupetnic,
dodajac drugg gataz, parabole réwniez, a rdéwnanie prostej
traktowaé juz kompletnie w postaci: y = ax + b. Mobdwigc
0 przedstawieniach graficznych poprzednio, sadziliSmy, ze ucz-
niowie z propedeutyki geometrycznej maja juz pewne dosta-
teczne wiadomosci. Przy odpowiedniem wykonaniu tej rzeczy
wiadomosci te moga by¢ nawet niepotrzebne, jakkolwiek bytyby
bardzo na miejscu. Nie nalezy oming¢ sposobnosci zaznacze-
nia, ze rozwigzanie rownania 3x = 4 jest rGbwnowazne z roz-
wigzaniem réwnania 3x — 4 =0, ktére dostaje sie z roGwnania

prostej: y=.3x — 4

przez zatozenie: y = o.

Nalezy wyttumaczy¢ treS¢ geometryczng samego rozwigzania.
Obecnie mozna juz postawi¢ kropke nad i przez przejscie

do wprowadzenia symboli ogélnych. Potrzebne jest do tego pewne

przygotowanie. Jezeli a ma oznacza¢ dowolng liczbe wzgledna,

w takim razie symbole: — a i -f- a,

zawierajg juz w sobie znaki podwéjne, a symbole naprzyktad;
— (-f a), — (—a)it p

znaki potrojne. Ot6z przygotowaniem wspomnianem bedzie

zastosowanie do liczb znaku potrédjnego i przerébki w postaci

nastepujace;j: —[--(—3)]= -f-(—3) it d,

t. j. wskazujgc, ze wyprowadzone poprzednio reguly znakéw
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nie zaleza od tego, czy mamy do czynienia z warto$cig bez®
wzgledng czy tez nie. Wprowadzenie symboli ogdélnych wyl
maga wiec czysto formalnego uogodlnienia reguty znakow.

Obecnie mozna przystapi¢ do znanych w zwyklym Kkursie
algebry przerébek i dziatan z wielomianami i jednomianami.
Rzeczy te w nauczaniu nie beda juz zajmowaly tyle czasui nie
bedg tak, jak to bywa zwykle, podobne do zmudnej mechanicz-
nej pracy, lecz nabiorg wiecej znaczenia ptyngcego z jasniejszej
Swiadomosci u ucznia ich celu, ktéory tem bardziej stanie sie
wyraznym, jezeli obok przerébek od czasu do czasu bedziemy
powracali do réwnania i wykazywali, ze rozwigzanie jego
wymaga nieraz wykonania tej zmudnej rachunkowej roboty.
Zwykle za duzo czasu poswiecamy na te przerébki i przytem
tak czesto ginacego bezptodnie. Jedng z przyczyn tego faktu
jest mato ugruntowana $r6d uczni znajomos$¢ wilasnosci dziatan
arytmetycznych. Uczen, ktéry przerabiat ogromne przyktady,
nieraz nie potrafi sobie da¢ rade albo waha sie w przypadkach
bardzo prostych. Zjawisko to jest zbyt powszechnem, zeby
nie mogto zwroci¢ na sie uwagi. W poprzednim rozdziale
przedstawiony kurs wstepny jako jedno z zadan gtéwnych ma
owo ugruntowanie poje¢ o wiasnosciach 4-ch dziatan. Jezeli
rzecz ta jest zrobiona dobrze, ani rozwigzywanie réwnania,
ani dziatania z wielomianami i jednomianami nie bedg dla ucz-
niéw rzeczg trudng. W kursie wstepnym, tak samo jak pézniej,
staraliSmy sie podkresla¢ takie metody rozumowania, ktére
opieratyby sie na czynnym udziale ucznia w pracy i usuwatly
podawanie gotowych norm postepowania.

Nalezy tu jeszcze doda¢ kilka mysli dotyczacych wyko-
nania gtéwnych dziatan. Na szczegb6lng uwage zastuguje dzie-
lenie wielomian6éw. Rozumienie algorytmu dzielenia $réd ucz-
niow nalezy do przypadkéw bardzo rzadkich. Niezhednem
jest lepsze, gruntowniejsze wyjasnienie tej rzeczy.

Jeszcze przy mnozeniu wielomianéw nalezy podkresli¢
fakt otrzymywania nizszego i wyzszego wyrazu iloczynu, wska-
za¢ na to, ze to sg wyrazy, ktére nie moga by¢ zredukowane
i, ze kazdy iloczyn dwéch wielomianéw nie moze posiadac¢
mniej niz dwa wyrazy. O faktach tych sie wspomina, czesto
jednakze dos¢ luznie, i dzieki temu nie wystepujg one w $Swia-



domosci ucznia wyraznie, co do zrozumienia algorytmu dzie-
lenia wielomianéw jest rzecza niezbedna.

Najgtéwniejszg rzeczg w rozumieniu tego algorytmu jest
wiasnie otrzymanie pierwszego wyrazu ilorazu. Przy nastep-
nych wyrazach proces tylko powtarza sie. Nalezy podkresli¢
analogje ze zwyktem dzieleniem liczb catkowitych oraz wska-
zang jest ostrozno$¢ przy rozpoczynaniu dzielenia od wyrazéw
najnizszych. Przy tem potrzebne jest wyjasSnienie, ze wtasnosci
reszty przy dzieleniu wielomianéw pozostajg te same, co przy
liczbach catkowitych w rachunku.

W klasie wiecej rozwinietej mozna da¢ bardzo prosty dowdd o reszcie
wielomianu przy dzieleniu przez dwumian postaci X — a. Reszta ta, jak
wiadomo, réwna jest zawsze liczbie otrzymanej po podstawieniu do danego
wielomianu wszedzie zamiast x liczby a. Chodzi nam tu gtéwnie o wielo-
miany postaci: adxn+ a,x“—t -(-... + aitxX>k-f- ... an—ix - an.

Zastosujemy do wykazania stusznosci twierdzenia o tej reszcie rozu-
mowanie przez indukcje matematyczng'. Oznaczmy powyzszy wielomian
symbolem Fn(x). Dla n =1 twierdzenie sprawdza si¢ odrazu. Przypusémy,
le jest stuszne dlan m, t j.:

Km(x) (x —a) Fm—1(x)+ Pm (*)*

Wykazmy teraz, ie twierdzeuie stuszne bedzie dla F m+ 1(x). Jezeli
Fm (x) jest zupelnie dowolng funkcjg powyzej zaznaczonej postaci, gdzie
wspotczynnikami sg zupetnie dowolne liczby, to, nie zmniejszajac ogoélnosci,
mozemy przyjac, ze:

F m+ i(x; = xFra(x) + C,

gdzie C jest liczba od x niezalezna. W takim razie:
Fm-fi (x) = (x-a) Fmtx) + aFm(x) -f C,
lecz aFmtx) = a(x-a) Fmi(x) -f a Fm(a),
wiecF n i X) = Xx—a)Fm(xx)+ a(x—a)Fm—i (X)+ a Km(a)+ C
—(x—a)[Fm (x) t aFiu—i (x)j + [aFm (a) -fC],
t. j. reszta przy dzieleniu Fm+ t (X) przez x —a bedzie wyrazenie:
aFm (a)-r C,

ktére otrzymuje sie z Fm I(x) przez podstawienie zamiast x liczby a.
Twierdzenie jest wiec stuszne ogodlnie. Bedzie ono stuszne réwniez w tym
przypadku, gdy spoétczynniki a, a,... it d bedag wyrazeniami dowol-
nemi nie zawierajecemi Xx.

Dowdd ten jest wazny z tego powodu, ze usuwa wszelkie watpliwosci,
jakie powstawa¢ moga nap. przy dowodzie zwykle uzywanym, gdzie w réw-
mosci: Fn(x) = (x- a)F n- 1(X) + r podstawiamy zamiast x liczbe a.
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Przypadek podzielnosci wielomianu przcz x —a wynika sam przez
a zarazem waina wlasno$¢ przydatna przy rozkiadzie wielomianéw na czy
niki: np. wielomian: 2x*y —xy2—y* dzieli sie przez x—y i I. p.

Rzecz jasna, te dowdd tu przytoczony dotyczy gtéwnie nauczyciel
ktéry moie jednakze w warunkach odpowiednich, zmieniwszy sam spec!
oznaczania, zastosowac go, jak powiedzieliSmy, w klasie wiecej rozwiniete'

Rozktadanie na czynniki jest jednym z dzialow, w kt'
rym uczen moze sie spotkaé poraz pierwszy z potrzebg in
wencji ze swej strony. Nie nalezy przesadzi¢ w dobieraniu
trudnych przyktadéw, wskazanem jest jednakze wyzyskanie
tego dziatu w celu zainteresowania uczni przedmiotem. Moze
to sie uda¢ znakomicie. W podrecznikach u nas uzywanyc¢
dziat ten jest pod wzgledem metodycznym przedstawiony rr
0go6t niezle. Przy odnajdywaniu najwiekszego wspélnego dziel-
nika nalezy poming¢ metode kolejnego dzielenia i odiozy
ja do powtérzenia kursu. Dla uczniéw poczgtkujgcych moz
ona nieraz wyw-olywac¢ niemate trudnosci.

Nauka o utamkach nie przedstawia niczego osobliwego,]
0 czem nalezatoby obszerniej pomowi¢. Nalezy jednakze zwrét
ci¢ uwage na potrzebe wiekszej liczby prostych
przyktadéw, niz to sie zwykle w podrecznikach widzi,
gdzie autorowie zbyt pospiesznie przechodzg do przyktadéw zio-
zonych i tem samem nie udzielajg uczniom pola do wifascrt
wego, samodzielnego ¢wiczenia.

W niektérych podrecznikach wprowadza sie pospiesznie
réwniez pojecie o wyktadniku wzglednym, co nalezy zalicz}'¢
do grubych btedéw dydaktycznych. Nauka o rozszerzeniu po-j
jecia o wyktadniku musi stanowi¢ odrebny rozdziat wstepny
przy przejsciu do nauki o logarytmie. Tam ona znajdzie swe
wlasciwe zastosowanie i znaczenie, a w pierwszych poczatkach
nauki jest tylko jeszcze jednym powodem uczynienia z nauki
matematyki zbioru nieprzemys$lanych regut. Wprowadzenie
wyktadnika ujemnego musi by¢ zrobione porzadnie, t. j. po-
winniSmy da¢ geneze definicji, sama definicje, wykazaé, ze
wszystkie dziatania, ktore miaty miejsce przy wyktadniku do-
datnim, tu tez swoje zastosowanie znajdujg. Zajetoby to wszyst-
ko, tembardziej wobec wobec matego wyrobienia matematycz-
nego uczniéw, zbyt duzo czasu i przytem zgota nieprodukcyjnie,
bo bez wtasciwego, potrzebnego zastosowania i przytem tak



czesto 7 blednem, zgola niewtasciwem rozumieniem rzeczy.
Wszak dotad jeszcze czesto mozna ze zdziwieniem odkryé, ze
rownos¢ a°= 1 jest czem$ dowiedzionem.

W ten sposob konhczy sie drugi dziat poczatkowego nau-
czania algebry, dziat bodaj najtrudniejszy i wymagajacy od
nauczyciela najwigcej troskliwos$ci i cierpliwosci. W nastep-
nym rozdziale zajmiemy sie juz obszerniej naukg o réwnaniu
i uktadach réwnan oraz kwestjami zwigzanemi z tem tak waz-
nem dla algebry zagadnieniem. Znajomos$¢ i wprawa w dziata-
niach pozwolg zastosowa¢ je do rozwigzywania réwnan 1-go
stopnia z jedng niewiadomg w calej peilni. Bedzie to tylko
jednakze umiejetno$¢ rozwigzania nie za$ znajomos¢ tego, czem
robwnanie w istocie swej jest jako jeden z przypadkOw rownosci
wogdlle. Dlatego tez rozdziatl nastepny poswiecimy gltownie
tej sprawie.



ROZDZIAL V.

rozdziatach poprzednich uczeh nauczyt sie rozwigzy-
wac¢ réwnanie 1-go stopnia z jedng niewiadoma, zrozumiat tez
wartos¢ réwnania przez zastosowania do rozwigzywania zadan.
Teraz jest czas i moznos¢ po temu, zeby zaznajomi¢ go z pod-
stawowemi witasnosciami réwnania i jego pierwiastkow.

Roéwnanie jest jednym z przypadkéw réwnosci. Te ostat-
nie dzielimy' zwykle na dwie kategorje: tozsamosci i rownania.

Najprostszg formg tozsamosci jest a= a, a najprostszg
tormag rownania jest: x = a. Zanim sprébujemy odrézniac toz-
samo$¢ od rownania, nalezy najpierw daé szereg przyktadéw
tozsamosci.

Jedne z nich sgoczywiste, jak np. (a + b) (@a— b)= a2— b2
gdzie prawa i lewa strona strony rownos$ci réznig sie tylko
postacig i natychmiast przez pomnozenie mozemy zamiast
(a+ b)(@—b) otrzymaé¢: a2— b2 W drugich tego rodzaju
przerébki sg o wiele wiecej zawite np.

ax2+ bx= a3+ ab+ (x— a)(2a2+ b) + a(x — a)2
ktora jest wyuiikiem zastosowania rozwiniecia Maclaurina do
funkcji: ax2+ bx. W pézniejszych rozdziatach algebry uczen
moze spotkaé¢ tozsamosci, gdzie sprowadzenie do formy: a= a
jest nieraz bardzo trudne. Ta trudno$¢ moze by¢é powodem
tego, ze nastepujace okreslenie tozsamosci: tozsamos$ciag
nazywamy rownos$¢, ktora albo posiada postaé:
a—* albo do tej postaci sprowadzi¢ sie da po
wykonaniu odpowiednich dziatan, nie bytoby zu-
petnie wtasciwe. Przypominamy np. casus irreducibilis przy
zastosowaniu formuty Cardana do rozwigzania réwnania 3-go



97

stopnia. Przerdbki tozsamosciowe gieboko siegaja w dziedzine
my$li matematycznej i nieraz ta lub inna posta¢ tozsamosci
odkrywa ukryte dotgd zwiazki. Dato to powdd, jak juz wspo-
mnieliSmy, jednemu z matematykéw do twierdzenia, ze witas-
ciwie cale myslenie matematyczne jest przeksztatcaniem toz-
samoséci. Te przeksztatcenia czasem sa tatwe, czasem za$ wy-
magajg rozszerzenia naszej wiedzy. Stad powyzsze okreS$lenie
zawiera w sobie postulat mozliwosci przeksztalcenia danej
postaci, a poniewaz tego nie zawsze umiemy dokonaé¢, nalezy
okre$lenie zastgpi¢ przez inne, ktére nie tyle dotyczy¢ bedzie
postaci, ile liczebnej warto$ci.

O ile w tozsamosci wchodzi jeden lub wiecej ogélnych
symboli liczbowych, sprawdzianem dla niej jest dowolnos$¢ zu-
petna ich wartosci liczebnych. Stad uzywanem jest zwykle
nastepujace drugie okreslenie tozsamosci:

Tozsamos$cig nazywamy rownos¢, ktdéra za-
wsze jest spetniong,niezaleznie od wartos$ci li-
czebnych poszczegélnych, zawartych w niej
symboli ogdlnych (liter).

Rzecz jasna, ze przytem nalezy uczniom powiedzie¢, iz
podstawianie wartosci liczebnych jest niczem nie skrepowane,
ze mozna to robi¢ w sposéb zupeinie dowolny ze wszyst-
kie mi symbolami jednoczesnie. Odpowiednie przyktady sa
potrzebne.

Okres$lenie tozsamosci prowadzi natychmiast do odpo-
wiedniego okreslenia réwnania, a nastepnie pierwiastku. Potem
nastepuje podziat réwnan co do stopnia. Podziat ten jest oczy-
wiscie prowizoryczny i moze dotyczy¢ tylko niektoérych przy-
padkéw rownan algebraicznych. Na przyktadach nauczyciel
winien wykaza¢, ze rownanie moze mie¢ nie tylko jeden, lecz
dwa i wiecej pierwiastkéw, ze te same i tylko te pierwiastki
moga zado$¢ czyni¢ réwnaniom roznej postaci, ktore dostaja
sie jedne z drugich przez przerdbki tozsamosciowe. Tu wias-
nie nalezy sie zastanowi¢ nad samym procesem rozwigzania
robwnania. Proces ten sprowadza sie do dodania lub odjecia
od obu stron tej samej liczby lub nawet catlego wyrazenia za-
wierajgcego niewiadome i do pomnozenia lub podzielenia obu
stron przez jednag i te sama liczbe wiadoma. Nalezy wykazad,

?

Nauka matematyki poczatkowej. Cz. II.



ze operacje te nie zmieniajg ani liczby, ani jakosci pierwias:
kéw réwnania, jakkolwiek moga zmieni¢ jego postac.

Zeby to wykazaé nalezy wzigé pod uwage dowolne ré
nanie. Kazde rOwnanie mozemy w najogdlniejszej formi
przedstawi¢ w postaci réwnosci:

L= P,
gdzie L przedstawia jego lewa strone, a P — prawa.

Jezeli dodamy do obu stron po Z, gdzie Z moze by¢ wy
razeniem zawierajacem niewiadomag lub zwykita liczba, to otrzy
mamy réwnanie: L+ 2= P-f Z

Wszystkie pierwiastki, ktore zados$céczynig pierwszemu
rownaniu, bedg zadosc¢czynity drugiemu i odwrotnie, gdyz, je-
zeli pierwiastek pewien po podstawieniu zamienia L+ Z i P+8
na tozsamosciowo rowne liczby, to niewatpliwie zamieni te
na takiez liczby L i P.

Przy pomnozeniu przez liczbe a otrzymamy rezulta
ten sam.

Tu juz mozna wyjasni¢ na przyktadach, ze skra
canie réwnania przez wyrazenie, zawierajgce niewiadoma ora
mnozenie przez takiez wyrazenie nie daje rownania roéwno-
waznego. Np. réwnaniu:

2x2= x zado$éczynig 2 pierwiastki: x, = 01 x2=
a rownaniu: 2x = 1 tylko jeden: x= .

Jeden z pierwiastkéw zginat.

Rzeczy te wymagajg jak najwczesniejszego i najstaranniej-
szego wyjasnienia. Na tym stopniu nauczania nie powinno
sie dawa¢ réwnan z niewiadomg w mianowniku, gdyz sprowa-
dzenie do wspo6lnego mianownika wywotuje kwestje odrzuce-
nia tegoz, co oczywiscie jest w kolizji z powyzszem. O tem
musi by¢ mowa po raz pierwszy przy nauce o réwnaniu kwa-
dratowem. W podrecznikach czesto znajdujemy zaprzeczenie
temu, a stad uczen przyzwyczaja sie do zupeinie swobodneg
obchodzenia sie z mianownikiem, tembardziej, ze czesto naw
w dobrych podrecznikach tej sprawy nie porusza sie wcale.

Po sprowadzeniu do wspodlnego mianownika w danym
przypadku rownanie przedstawi¢ mozna w postaci:

Ité Fté ab0 f«-F (x, =0
P (x) ?(") (x)

>
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Jezeli chodzi o rownanie linjowe, to f (x) — F (x) = ax + b.
W ogélnym przypadku przed ,odrzuceniem” mianownika nalezy
zbada¢ funkcije:
F(x)-F(x)
?(x)

t. j. nalezy sie zastanowi¢ przy jakich wartosciach na x funk-
cja ta moze przybiera¢ wartos¢ réwna. 0. Mamy wiec tu przed
sobg zadanie j znane z elementéw rachunku rézniczkowego
0 znajdywaniu wiasciwych wartosci funkcji postaci:

(%)

t(x)’

Oczywiscie bez rozwazan zwigzanych czy to z pojeciem
pochodnej, czy tez granicy rzecz ta porzadnie zrobi¢ sie nie da.
Dlatego tez w podrecznikach przy nauce o pochodnej to za-
danie musi by¢ rozpatrywane. W szkole na nizszym stopniu
nauczania o tem oczywiscie nie moze by¢ mowy, stad nalezy
da¢ metode dostepnag, lecz przyuczajacg do uwaznego zacho-
wania sie w tych przypadkach. Nalezy K priori wyrzec sie
Scistosci rozpatrywania. Nauczyciel moze takie odstepstwa ro-
bi¢, o ile to robi Swiadomie i stara sie¢ 0 minimum odchylenia
oraz pamieta, ze obowigzuje go... poprawa. Nalezy zbadac,
czy czynniki postaci: x —a lub (x — c)2+ d2 *) wchodzgce do
mianownika dzielg licznik: f(x) —F (x) czy tez nie. Jezeli
dziela, -nalezy zwyczajnie skréci¢, a nastepnie mianownik mozna
,0drzuci¢”. Wynika to stad, ze wartosci na x zado$¢ czynigce
rownaniu 9(x) = 0, o ile nie zado$¢ czynig réwnaniu f (x) —
— F (x) ==0, nie moga by¢ pierwiastkami danego do rozwig-
zania rownania. Wyjasnienie tej rzeczy wymaga pewnych
omowien i dlatego rozwazanie powyzszej kwestji musi byc¢
poprzedzone przez wprowadzenie pewnych poje¢, ktére wyni-
kaja z dyskusji rownania 1-go stopnia.

Dyskusja ta musi by¢ pogladowa. Inaczej na tym po-
ziomie traktowaé jej nie mozna i bytaby zresztg zgota bez-
uzyteczna tak, jak ongi, w dawniejszych czasach szkolnych sta-
wetne zadanie o kurjerach, ktére bylo plaga dla wielu uczni.

*) O tych ostatnich oczywiscie przy réwnaniu linjowem niema co
mowic.



— 100 —

Kazde réwnanie pierwszego stopnia mozna sprowadzi¢ d
postaci:

ax+ b,= ax+ b, (1)

Zastosowanie graficznej metody wymaga przejscia d
dwéch réwnan: T
y= ax + b,

y = aX + bs,

zwigzanych warunkiem, ze y przybiera w obu jednocze$nie
wartosci rowne. Przedstawiajgc graficznie te dwa réwnania,:
dostajemy dwie proste* ktére moga sie przecig¢ tylko w jed-
nym punkcie. Stad wnioskujemy, ze réwnanie 1-go stopni
moze mie¢ tylko jedno rozwigzanie i popieramy to natych-
miast rozumowaniem nastepujagcem.
Zatézmy, zeistnieje dla réwnania (1) obok pierwiastka
a drugipierwiastek: a. W takim raziemamy dwie tozsamos$c¢**
a,a+b,= a,a+ bj
a,a+b,= a,a+ b,
Z tych tozsamos$ci natychmiast wynika:
a, (@a— a)= a2(a— a).
Rownos¢ ta, skoro a, =1=a2 jest mozliwa tylko w tym przy-
padku, gdy a= a.
Jezeli at *=a2 to dwie proste wspomniane sg rownolegte ),
a wiec nie spotykaja sie, co wskazuje, ze rownanie wcale nie
powinno mie¢ pierwiastka. Fakt to dla uczniéw zgota nieocze-
kiwany. Spotykaja sie z podobnem zjawiskiem po raz pierwszy.
Rozwigzanie réwnania pierwszego daje nam:

X — b»~~
ai — a,

Stad, poniewaz a2— a3= 0, dzielenie jest niemozliwe i nie
mozemy wskaza¢ odpowiedniej wartosci na x. Tu po raz pier-
wszy nalezy jednakze zastosowal pewne zaczatkowe rozumo-

*) 0 tem uczniowie przekona¢ sie winni droga doswiadczalng zapomo*
cg rozwazan natury geometrycznej zwigzanych ze znaczeniem wspétczynnika
katowego. O tych rzeczach w czesci Ill-ej niniejszej ksigzki jeszcze pare
stébw nadmienimy. Wszystko to wykazuje znaczenie propedeutyki geome-
trycznej.
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wanie, w ktérem bierzemy na uwage juz nie fakty statyczne
oddzielnych liczb, lecz pewne zjawisko dynamiczne. Wyobraz-
my sobie, ze przy danem stalem a, wspoétczynnik a2, ktéry
nierébwny jest a2, np. mniejszy stale rosnie. W takim razie
prosta druga bedzie sie obracata dokota statego punktu, a uta-
mek ai a2 bedzie co do wartosci bezwzglednej stale wzra-
stat i, jezeli r6znica a, — a2 bedzie odpowiednio mata, moze
przybra¢ wartosci dowolnie duze, sta¢ sie wiekszym od wszel-
kiej naprzéd zadanej dowolnie wielkiej liczby. Jezeli np. za-
dano nam liczbe: 1010#4® mozemy uczyni¢ rdznice pomiedzy

a, i a,= oo * utamek wspomniany bedzie co do wartosci

bezwzglednej (liczby b1l i b, — catkowite) wiekszy, niz zadana
liczba. Zjawisko to przyjeto wyraza¢ symbolicznie znakiem: co,
ktéory wskazuje, ze w danym przypadku mozemy mie¢ do czy-
nienia z dowolnie duza liczba, Scisle jednakze zupetnie nie-
wyznaczong. Stad pojecie nieskonczonosci, ktére wprowadzamy,
ma charakter nie zjawiska statycznego, nie liczby kardynalnej,
lecz — procesu nieograniczonego niczem zwiekszania sie. Zadna,
jakkolwiek duza liczba, nie odpowiada na pytanie, — oto rozwig-
zanie. Nie mozna uzywac¢ stowa: nieskonczonosé tak jak sie
uzywa nazw liczb, nie mozna tez odrazu uzywa¢ znaku réw-
nosci np. w ten sposoéb:

*oai a»]a, = a.

Znaku rownosci uzywamy przy liczbach znanych dotych-
czas, nie mozemy go rozcigga¢ na zakresy, wykraczajgce poza te
liczby. Nalezy wyraznie co do tego sie umoéwic.

Gdy -w réwnaniu (1) oprécz réwnosci miedzy a, i a,
istnieje rownos¢ pomiedzy b, i ba, otzymujemy dwie identycz-
ne linje proste, ktére spotykaja sie w kazdym punkcie. Stad
robwnanie, ktére w tym przypadku jest tozsamos$cia, ma zu-
petnie nieograniczong liczbe pierwiastkéw, wzér zas og6lny na
rozwigzanie réwnania w tym przypadku zamienia si¢ na wy-

razenie: . Otéz tu mamy znowuz sposobnos$¢ odpowiedniego
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wyjasnienia sensu tego wyrazenia i zastosowania przy odp
wiedniem omowieniu znaku réwnosci.

W ten spos6b uczniowie zapoznaja sie z gtébwnemi mo
mentami dyskusji rbwnania pierwszego stopnia z jedng niewia-
domg bez osobliwych trudnosci. Wyniki tej dyskusji mozna
zastosowaé¢ do rozwazania rozwigzania réwnania:

f(x)-F(x)

= o,
? (x)

o ktdrem powyzej byta mowa.

Réwnanie pierwszego stopnia nie zajmuje w nauczaniu
tyle miejsca i czasu, na ile zastluguje. Uczen przy réwnaniu
pierwszego stopnia zapoznaje sie pierwszy raz z réwnaniem,
uktadaniem réwnan, gtbwnemi wiasnosciami pierwiastkow. Je-
zeli ten dziat jest przerobiony dokfadnie i gruntownie, nastep-
ne rozdzialy teorji r6wnan nie sprawig zbytniej trudnoSci.
Najwazniejsze sg zawsze pierwsze kroki. Jakze po macoszemu
nieraz traktujag wykladajacy nauke o réwnaniu pierwszego
stopnia! Podaje sie spos6b rozwigzania, zastosowuje sie do
kilkudziesieciu w najlepszym przypadku zadarn i koniec na
tem. Juz krétki przeglad powyzszy gtéwnych zagadnien moze
wykazag, ile tu jest kwestyj, ktdre nalezy porzadnie rozwigzac,
na ktore warto poswieci¢ wiecej czasu i zachodu. W celu
lepszego ugruntowania rozciggneliSmy nauke o réwnaniu i za-
stosowalismy do sposobu wykiadu metode genetyczng.
Metoda ta wymaga, by mys$l ucznia przebiegta naturalng ewo-
lucje wzrostu-i dojrzewania poje¢, by rezultat w postaci lep-
szych sposobéw rozwigzania byt otrzymany droga zblizajaca
sie do mozolnej nieraz $ciezki odkry¢ matematycznych, o kt6-
rej tak czesto falszywie sadzimy, ze zjawiajg sie na podobien-
stwo wytworéw poezji odrazu w gotowej formie. Zaréwno
stara dydaktyka, ktéra dogmatycznie podawata prawdy wiedzy,
jak nieraz nowe prdby, usitujgce gtownie podkresla¢ Scistosé
nie moga mie¢ racji ze stanowiska nauczania. Scistoéé jest
rezultatem opracowania zdobytych faktéw, a dogmatyczne ich
podawanie nie uczy mys$le¢. Nalezy stara¢ sie zawsze o pewne
rusztowanie, ktére okaze sie zbednem wtedy, gdy gmach be-
dzie gotowy.
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Po zaznajomieniu sie gruntowniejszem z rownaniem pierw-
szego stopnia z jedna niewiadomag przechodzi sie zwykle do
uktadow réwnan. Powstaje tu odrazu zagadnienie, czy nie
bytoby lepiej uktady réwnan przechodzi¢ jednoczesnie w od-
dzielnym rozdziale po przejsciu teorji réwnania stopnia 2-go
i wyzszych z niem zwigzanych. W pewnych programach szkol-
nych ta ostatnia metoda znajduje swoje zastosowanie.

Uktad réwnan jest czem$ odrebnem, czem$ zawierajgcem
nowy moment mys$lowy i wymagajgcem specjalnego potrakto-
wania. Stad rzecznicy drugiego zapatrywania uwazajg, ze na-
lezaloby uktady réwnah z calym szeregiem zwigzanych z nimi
kwestyj ze wzgledu na trudno$¢ wieksza zagadnienia odsungé
dalej. Zwykly wyktad ogranicza sie przecietnie do podania
sposobow rozwigzania (3-ch lub 4-ch) gtéwnych oraz niekté-
rych przypadkéw osobliwych. Uczen zupetnie nie zdaje sobie
sprawy z istoty rzeczy, z gtdbwnych cech pojeciowych uktadu,
wykonywa wszystko mechanicznie. Czyz nie bytaby lepsza
metoda, ktéra pozwoli na wczesSniejsze wprowadzenie rownania
kwadratowego z jego nowem bogatem polem zastosowan i prze-
niesienie uktadéw wyzej, do dalszych rozdziatdbw kursu? Nie-
watpliwie w tem rozumowaniu jest wiele stlusznosci, wadliwa
jednakze metoda nauczania nie moze decydowac¢ o kolejnosci
nastepujgcych po sobie momentow tegoz. Niewatpliwie ukiady
rbwnan zawierajg nowe momenty pojeciowe, momenty te jed-
nakze nie sg tak trudne, by powsta¢ mogta koniecznosé ich
przesuniecia. Z drugiej strony zastosowanie metody genetycz-
nej wymaga, by dana nowg rzecz poznawaé najpierw na przy-
ktadach prostych, takich, ktére umozliwiaja zastosowanie wiek-
sze wtasnych sit umystowych ucznia oraz rozktada¢ na dtuzszy
okres czasu, pozwalajgcy na stopniowe dojrzewanie poje¢. Z tych
powodoéw uwaza¢ nalezy, ze wprowadzenie uktadéw réwnan
1-go stopnia odrazu po nauce o réwnaniu tegoz stopnia bedzie
rzecza zupeinie wiasciwg.

Nauke rozpoczynamy od rozwazania jednego rownania
1-go stopnia z 2-ma niewiadomemi. Zadajemy je w postaci:

a,x + b,y —c,.
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Posta¢ te natychmiast mozemy sprowadzi¢ do nastepujgce’

ktéra daje nam réwnanie pewnej prostej.

Konstatujemy fakt, ze dla kazdej dowolnej wartosci na x
mozemy natychmiast znalez¢ odpowiednig warto$¢ na y. Kazda
para takich wartosci zado$¢ czyni rbwnaniu i stanowi jedng
Zz par jego pierwiastkbw. ROwnanie ma nieskonczong liczbe
rozwigzan, ktére graficznie przedstawi¢ mozna jako spoéitrzedne
punktéw na danej prostej.

Mozna przeprowadzi¢ pewng dyskusje rownania na tle
graficzuem, rozpatrujac przypadki, gdy a, =0, b, = 0 i c¢,=0.
Uzywanie ogélnego wzoru na rozwigzanie bytoby niewskazane,
gdyz interpretacja dla ucznidw stataby sie zbyt trudna. O ile
chodzi o grafike nalezaloby tu wzig¢ tréjkat odniesienia, w kt6-
rym jeden z bokdéw jest prosta w nieskonczonosci na plasz-
czyznie.

Skoro rownanie ma zupetnie dowolng liczbe par rozwig-
zan, u ucznia moze powstaé watpliwos¢, czem rézni sie ono od
tozsamosci. Nalezy tu te réznice natychmiast zaznaczyé¢, wska-
zujgc na to, ze zmienne x i y sg zalezne od siebie, ze mozna
nadawaé¢ dowolng wartos¢ tylko jednej z nich nie za$ obu jed-
noczes$nie.

Nastepnie powstaje pytanie o wartosci praktycznej takiego
rbwnania. Jakie zadania mozna przy jego pomocy rozwig-
zywac?

Nauczyciel wyjasnia, ze, o ile z warunkéw zadania wy-
pada podobne réwnanie, wskazuje ono tylko na okreslona za-
lezno$¢ pomiedzy x i y, nic natomiast nie moze nam powie-
dzie¢ o poszczeglinych okreslonych wartosciach na x i vy.

Aby takie okreslone wartosci na x i y otrzymac potrzebne
sg jeszcze pewne dodatkowe o tych wartosciach wiadomosci,
wyrazone w postaci okresSlonych warunkéw. Np. mozemy skad-
ingd wiedzie¢, ze x i y mogg przybiera¢ tylko wartosci cal-
kowite i dodatnie. W takim razie mozliwem jest wyznaczenie
jednej lub wiecej wartosci na x i y, w kazdym razie dowol-
no$¢ bedzie ograniczona. Nauczyciel podaje przyktady po-
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dobnych zadan, ktére rozwigzywane sa zwykle przy t. zw. row-
naniach niewyznaczonych.

Nastepnie rozwija teorje rozwigzania réwnania danego
w tym przypadku, gdy x i y maja by¢ liczbami catkowitemu.
Teorja ta ograniczy¢ sie winna do zwyklego rozpatrzenia wa-
runkéw, przy ktéorych x i y moga mie¢ wartosci calkowite
i dodatnie, udowodnieniu twierdzenia o mozliwo$ci wyznaczenia
wszystkich pierwiastkéw, skoro dana jest jedna ich para *).

Tutaj uczen pierwszy raz ma sposobno$é zapoznania sie
z nierébwnosciami. Na te rzecz nalezy uwage zwréci¢, gdyz
w przysziosci zadna porzadna dyskusja nie moze by¢é wyko-
nana bez odpowiedniego zastosowania nieréwnosci. Teorja
nieréwnosci zjawia sie zbyt pdézno, co przystosowane jest do
tego, ze moment dyskusyjny bywal zwykle prawie zupeinie
wyeliminowany.

Potem nastepuje zwykia metoda rozwigzania réwnania
i zastosowanie tegoz do zadan. Warunek moze by¢ rozsze-
rzony na liczby catkowite wzgledne, a catg rzecz mozna inter-
pretowac¢ graficznie przez uwzglednienie na ptaszczyznie wspot-
rzednych sieci prostych réwnolegtych do osi x-6w i y-6w oraz
rozpatrywanie punktow* weztowych tej sieci. Proste te majg
robwnanie odpowiednio:

Xx= a

Y= b
gdzie a i b sg liczbami catkowitemi. Punkty wezlowe bedg
miaty spoétrzedne zawsze catkowite. Pary pierwiastkow catko-
witych otrzymamy wtedy, gdy prosta reprezentujgca réwnanie
przechodzi przez punkty wezlowe.

Nieraz zdarza sie stysze¢ zdanie, ze réwnanie niewyzna-
czone 1-go stopnia jest czem$ niepotrzebnem w programie
szkolnym. Zdanie to wydaje mi sie btednem. Wadg jest nie-
umiejetne jego umieszczenie nie za$ brak istotnej wartosci.
Dla pogtebienia nauki o liczbie wymiernej, rGwnanie to ma
i moze mie¢ wielkg wartos¢, nalezy tylko umiejetnie ja wy-
zyskaé, co tem bardziej nie jest trudne z tego powodu, ze caly

*) Mozna stosowa¢ znang metode przez rozpatrywanie ilorazu: l@l

Metoda bardzo pouczajgca.
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szereg bardzo konkretnych zadan mozemy mie¢ do rozporza
dzenia. Przypomnijmy sobie, ilez to od wiekébw znanych za
dan — tamigtéwek opiera sie wtasnie na rozwigzaniu réwnani
niewyznaczonego. Duzo ich znalezé mozna u matematyko
hinduskich, egipskich i u Diophantesa. Wskazuje to nam ma
fakt oczywisty, ze mys$l| ludzka temi drogami biegta w swym
rozwoju historycznym i ze miedzy innemi z tego wzgledu nie
nalezy tych drég zaniedbywac. li
Po wykonaniu tego pierwszego kroku przejscia do uktadn
rownan, przy ktérym uczniowie uswiadomia sobie i ugruntujg
pewne zaleznosci arytmetyczne oraz pojecie 0 nieréwnosci,
mozna zakoniczy¢ kurs klasy 4-ej. Nie chce usilnie przy tem
obstawa¢, wolno mi jednakze uwaza¢ powyzszy drugi stopien
nauczania algebry za cato$¢ pod pewnym wzgledem zamknieta
giéwnie z powodu rozporzadzalnego przy nauczaniu czasu.
Catos¢ ta zawiera treS¢ bogata, dotyczy podstawowych dziatan
i podstawowych poje¢. Z drugiej strony wskazanem jest w kla-
sie 5-ej powtorzenie i ugruntowanie wieksze wiadomosci zdo-
bytych, a wiec dokonhczenie dzialu o Rozwigzywaniu ukladéw
rownan pierwszego stopnia, tembardziej, ze pewne momenty
dyskusyjne bedg wymagaty znaczniejszej dojrzatosci umystowej.

* *

Warunek dotyczacy x i y moze by¢ podany w innej for-
mie. Mozna go wyrazi¢ zapomocag okres$lonej réwnosci, np.

ax =y (x).

W takim razie w rownaniu: a,x + b,y = cf mozna bedzie
ten warunek uwzgledni¢ w ten sposéb, ze zamiast y podsta-
wimy ax, t. j. wielko$¢ réwng. Takie podstawienie zamieni
robwnanie powyzsze, w ktérem mamy dwie niewiadome na réw-
nanie z jedng niewiadomg. Z niego otrzymamy warto$¢ na x,
a potem na y z réwnosci (x).

DowiedliSmy powyzej, ze z rébwnania pierwszego stopnia
po wykluczeniu warunkéw wyjatkowych otrzymaé mozemy
tylko jednga warto$¢ na x. Jezeli tak, to roéwnos$¢ (x) wska-
zuje nam, ze na y otrzymamy rowniez tylko jedng wartosc.
W tym wiec przypadku réwnanie dane ma tylko jedna pare
rozwigzan.



Czem jest réwnos$¢ (x)? Nie jest ona tozsamosciag, jest
wiec rownaniem, ktore moze by¢ napisane w postaci: x—ay = 0
i otrzymuje sie z ogdélnego réwnania z dwiema niewiadomemi.
jezeli zatozymy: at= a bt= — 1, ac= 0.

Czy nie byloby mozliwe zada¢ wspomniany warunek
robwniez w postaci zupetnego réwnania 1-go stopnia z dwiema
niewiadomemi? Np. zadaé mozemy w postaci rOwnania:

ajx + b,y = c,.

Z rownania tego otrzymujemy:

Jezeli te warto$¢ podstawimy zamiast y w réwnaniu:
a,x + b,y = ci,
otrzymamy réwnanie 1-go stopnia z jedng niewiadomag, z kt6-
rego znajdziemy odpowiednig warto$¢ na x, a potem z réw-
nosci (xx) warto$¢ na vy.

Tutaj rowniez widocznem jest, ze tylko jedna para takich
wartosci istnie¢ moze, ktéra obu réwnaniom jednoczes$nie za
dos¢ czyni. Roéwnania:

atx + bty = c,
az2x + b2y

c,

stanowig, jak mowimy, uktad réwnan 1l-go stopnia z 2-ma nie-
wiadomemi.

Rodzi sie teraz pytanie, czy zawsze jest mozliwe otrzy-
manie powyzszego rezultatu, czy zawsze dotgczenie nowego
rownania pozwoli nam znalez¢ jedng i tylko jedng pare roz-
wigzan. Nalezy sprawe te rozpatrzy¢ czyli uktad powyzszy
rownan przedyskutowaé¢, zbadaé go we wszelkich mozliwych
przypadkach zaleznych od tych warto$ci jakie moga- przybieraé
wspotczynniki réwnan.

Po rozwigzaniu uktadu otrzymamy na X i y nastepujace

wartosci:
Ci b« o bj
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Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

L.
X M

L,
y = M-

gdzie oczywiscie: L, = Cjb* — c,b,, L, = ajC2— a,",
a M= a,bj — a2bj.
Mozliwe sa nastepujace przypadki i tylko te:
1) L,4=0, L,4=0, M4=0

2) L,=0 L,4=0, M4=0
3) Lj4&=0 L,—0 M4=0
4 L,4=0 L24=0, M= 0
5) Lt= 0, =0 M4=0
6) L,= 0 L,4=0, M= 0
7L L,4=0, Lj=0 M= 0
8 L =0 Ls= 0 M= O

W pierwszym przypadku niema zadnych watpliwosci,!
gdyz otrzymujemy jedno i tylko jedno rozwigzanie. Grafika
wskazuje, ze proste przecinajg sie na ptaszczyznie spoétrzed-
nych poza osiami x-6w i y-6w.

Jezeli Ltc=0, t. j. c,bs— c2b, — 0, to mozliwe sg przy-
puszczenia nastepujgce: 1° albo ktérakolwiek z par spotczyn-
nikéw, np. ¢, i ¢, jest jednocze$nie réwna 0 albo 2° zaden
ze wspotczynnikéw zeru sie nier6wna i wtedy mamy proporcje:

ci b,
c8 b,

Jezeli chodzi o pierwsze przypuszczenie, nie mozemy za-
tozy¢, ze albo ct = c2= 0, albo b, = b, = 0, gdyz w takim
razie albo L2= 0, albo M= 0, to za$ nie jest nam dane.
W takim razie zostaje sie mozliwem, ze albo ¢, = b, = 0 albo

= ci— 0 W tym przypadku otrzymamy odpowiednie
r6zne wartosci na L, i M i jedng tylko pare rozwigzanh.

Jezeli wezmiemy na uwage drugie przypuszczenie, otrzy-
mamy znowu okres$long pare rozwigzanh.

Graficznie dwde proste przecinajg sie na osi y-6w\

W przypadku 3)— proste przecinajg sie na osi Xx-Ow.
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W przypadku 4) przypuszczenie a,= bl=0 oraz a,=
= ba= 0 jest dla uczniéw niemozliwe, gdyz trudno im daé
pojecie o prostej w nieskonczonosci i dlatego pozostaje tylko

. a,
jedno: b . b2

Grafika wskazuje, ze proste sg réwnolegle. Utrzymujemy roz-
wigzania t. zw. nieskonczone czyli w danym przypadku niemasz
okres$lonych odpowiedzi na pytanie co d6 wartosci liczebnej
na x i V.

ROWNOSE: wskazuje, ze spotczynniki sg proporcjonalne.
®i

Otrzymujemy tutaj pierwszy wazny warunek: spétczyn-
niki przy niewiadomych w réwnaniach danych,
skoro chcemy otrzymac¢ okreslone wartos$ci na
X iy nie moga by¢ proporcjonalne.

W przypadku 5-ym mamy: Lx= Cjb2— c2b, = 0i L2=
= atCa — a2ct =0. Mozliwe sg przypuszczenia nastepujace:
albo 1# Cj= Cj= 0 albo 2° b,, c2i a2 lub c,, bt i a, sg
rowne zeru jednoczes$nie. Przypadek réwnosci:

Bi = b oraz
ct bj

jest nie mozliwy, gdyz z niego natychmiast wynikatoby, ze:

‘i bji 2 wiec M= 0.

»>
Mamy rozwiazanie zerowe, a proste graficznie przecinaja sie
w poczatku uktadu i mogag w szczegdlnym przypadku zlewac
sie z osiami spo6trzednych.

Przypadki 6) i 7) dajg proste rownolegte do osi x-6w

i y-0w. jezeli bedziemy rozpatrywali uktad Descartesa jako
zwyrodniony tréjkat odniesienia, proste w tych przypadkach
przechodzag przez dwa inne jego wierzchoitki, o czem oczywis-
cie uczniom niema co mowic.

0
Przypadek ostatni daje nam rozwigzania postaci Q.

Tutaj, jak poprzednio, na grafice skonstatowa¢é mozemy, ze
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zamiast dwoéch prostych posiadamy wiasciwie tylko jed
Inaczej mowiac dwa réwnania:

a,x + bty = c,
Xa,x + Xb,y = Xct

sg identyczne. Wynika to stad, ze zadajgc w obu réwnaniach
jedng i te samag warto$¢ np. na x, otrzymamy z obu te sam]
wartos¢ na vy.

Mamy tu drugi fakt wazny: jezeli réwnania dane
ré6znig sie od siebie tylko tem, ze wspoétczynni-I
ki jednego sa odpowiedniemi iloczynami wspo6t-
czynnikéw drugiego od pomnozenia przez jed
ng i te samg stata liczbe, to ré6wnania te uktadu
nie stanowiag i nie moga da¢ oznaczonego roz-
wigzania.

W pierwszym przypadku rozwigzan t. zw. nieskonczonych]
mamy réwnania sobie przeczace, w drugim identyczne.

Na te rzeczy w nauczaniu szkolnem... nie byto czasu.
Czyz jednakze nie sg konieczne tam, gdzie chodzi o wiedze!
doktadng? Czyz nie potrzeba podkresla¢ takich momentéw
chociazby dlatego, by uczniowie wiecej mys$le¢ sie uczyli. B)]
tego zeby ulepszy¢ program szkolny nie trzeba rzeczy nad-
zwyczajnych, trzeba tylko umie¢ uczy¢ rzeczy prostych. Wszak
z tych prostych wyrastajag pézniej ,wysokie teorje", ktére roz-
nig sie od nich tylko... odlegtoscia od poczatku. Rozwijanie
funkcjonalnego mys$lenia, dzi$ juz u nas popularne, i uzywane
w tym celu metody nie pomoga sprawie, jezeli zapomnimy o do-
ktadnosci nauczania. Matematyka sta¢ sie musi naukag jasnego
i prostego rozumowania, $cistego i jedrnego wyrazania sie.

W ten spos6b uczniowie otrzymujg pojecie uktadu réwnan.
Teraz pora na zaznajomienie ich z r6znemi metodami rozwig-
zania. Metody te, gdy sie zjawig w tem miejscu, nie beda
czem$ sztucznem, lecz naturalnem uproszczeniem zadania.

W szkole $redniej trudno przeprowadzac¢ dyskusje ukiadu
3-ch réwnan 1-go stopnia (graficznie czworo$cian odniesienia)
a tem bardziej n réwnan, ktére w odpowiedni sposéb mozna
interpretowaé¢ w przestrzeni n wymiarowej albo, jak zwykle,
na tle teorji wyznacznikébw. RoOwnania te uczymy tylko roz-
wigzywaé. Z tego wynika, ze tembardziej jest wazne tam, gdzie
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to |zrobi¢ mozna, nauczenie doktadnego i mozliwie Scistego
myslenia.

Nalezy jednakze wykazaé, ze np. dwa réwnania 1-go stop-
nia z trzema niewiadomemi sprowadzajg sie do jednego row-
nania z dwoma i ze nie dajg okreslonego rozwigzania. To samo
nalezy uczyni¢ z wiekszg liczbg niewiadomych oraz przyjsé
indukcyjnie do wniosku, ze okre$lone rozwigzanie moze
daé uktad n réwnan z n niewiadomemi, skoro nie zawiera
rownan sprzecznych oraz identycznych. Nastepnie nalezy dac
dowéd od n do n+1, ktérego przebieg jest bardzo prosty.
Jezeli twierdzenie jest stuszne dla ukfadu Un z n niewiadome-
mi, bedzie stuszne dla uktadu U,+ 1z n+1 niewiadomemi.
OkresSlmy w tym celu jedng z niewiadomych w zaleznosSci od
innych z jednego z tych réwnan i otrzymana warto$¢ podstaw-
my w pozostate, dostaniemy nowy uktad U', z n niewiado-
memi, z ktérego otrzymamy dla kazdej z niewiadomych okres-
long warto$¢, a potem wyznaczamy warto$¢ n+ 1 niewiado-
mej z tatwoscia.

Zastosowanie uktadow do zadan nie budzi osobliwych
trudnosci.

Po tem wszystkiem nalezy uczyni¢ przeglad i powtérze-
nie catego kursu poprzedniego, uzupetniajgc go przez momenty
opuszczone, np. przez wprowadzenie znajdywania najwiekszego
wspoélnego dzielnika i najmniejszej wielokrotnos$ci. Kazdy nau-
czycielznajdzie tute rzeczy, ktére w danym Srodowisku ucz-
niow saosobliwie z tego lub innego wzgledu wazne.Mozna
np. wskazaé¢ uczniom, ze funkcja postaci:

y, = ax“ + axn-1 + ..+ akXB_k + .. + an_ix + a,

moze by¢ w okreslonych warunkach przedstawiona
w postaci iloczynu dwumianéw w ten sposéb:

yn=s (X — a,)yn-i

yn— = (X — a»)yn 2
yn_ic+i = (X — «n) y»-k
Y, = (X —«.-i) i

y,= (x —a,)a0 -
Stad y, = a0(x — a,) (x — a}) x — a,).
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Mozna rzecz te zastosowa¢ do kilku przyktadéw or
zwrdci¢ uwage na budowe spoétczynnikéw funkcji przy n =
lub n= 3.

Na tem konczy sie kurs algebry przed réwnaniem 2-gi
stopnia.

Przedstawiona powyzej tre$¢ nauczania oraz kolejnosc
jego  momentéw nie odbiega zbytnio od tego, co sie dzieje
w praktyce, nie powinna wiec natrafi¢ na przeszkody. Autom
rowi nie chodzi tyle o ten lub 6w program. Programy s
rzeczg formalna, a nauczanie nie jest przechodzeniem progi*
mow. Gtowng rzeczg jest zwrdcenie uwagi na to, co warte jest
tego i nalezyte rozwijanie wtadz mysSlenia u uczniéw. Krétkie
przedstawienie powyzsze zdaniem mojem wystarczg do tego,
by kazdy nauczyciel zda¢ sobie mogt sprawe z istoty propo-
nowanej metody.



ROZDZIAL VI

Dotad nie rozpatrywaliSmy blizej spraw zwigzanych z sa-
mem prowadzeniem kazdej lekcji, t. j. ogo6lnej techniki nau-
czania. Jakkolwiek rzecz ta nie nalezy do naszych specjal-
nych zadan, uwazamy za wskazane w koncu poswiecic¢ jej stow
kilka juz chociazby z tego wzgledu, ze specjalna natura na-
szego przedmiotu wymaga specjalnych w tym wzgledzie wska-
zan. Lekcja musi mie¢ pewne ogolne cechy, zeby byta dobra,
pouczajgca. Przedewszystkiem musi mie¢ wyrazny
cel, konsekwentne przeprowadzenie tego celu
i zywos$¢ wolna.od nudy i pedanterji. Z tego sta-
nowiska np. stopnie formalne, o ktérych moéwiliSmy wyzej,
majg wielka doniostos¢, ale trzeba tam, gdzie naturalniejszg
i prostszg jest inna droga, umie¢ iS¢ po niej. Powyzej po-
dawalismy przyktady, gdzie stopnie formalne nie majg catkp-
witego zastosowania i nie zgadzajg sie z procesem powstawania
danych pojeé. Zawsze jednakze przygotowanie lekcji powinno
sie z niemi liczy¢, gdyz tylko w ten spos6b mozna osiggnaé
nalezyty porzadek i celowo$s¢ w prowadzeniu wyktadu. Lekcje
matematyki moga by¢, jezeli chodzi o ryczalttowe ale wygodne
praktycznie, odr6znienie — ,éwiczgce" i ,objasniajgce".

Lekcje cEwiczace przewaznie oczywiscie dotyczg zadan
z rachunku wogéle. Takie lekcje nie powinny byé jednakze
zupetnie nieuporzadkowane, nie powinno sie dawac byle jakich
zadan, byle dzieci robity, byle przeszta godzina... Nauczyciel
winien obserwowaé¢ dzieci, notowaé¢ to, co budzi trudnos$ci, co
prowadzi do omytek, winien stopniowa¢ materjat zadaniowy
zgodnie ze wzrastaniem jego trudnos$ci: kazda lekcja powinna
by¢ dalszym ciggiem poprzedniej, przygotowywac¢ nastepna.
Przeciez i dni naszego zycia, nawet te szare dni pracy bez-

Nauezaitie matematyki poczatkowej. Cz. II. s
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ustannej nad sobg lub nad innymi, dni swoje, nasze, dni ni
znane nikomu sa tylko jednym fancuchem, jednym zywy
mciggiem zycia. Przygotowuja one dni wielkie i stoneczne, d
jasne i w tej swojej szarosci, w tej prostocie swej dajg tre
naszemu zyciu, a ogoétowi pozytek najwiekszy, bo one twor
naréd o tyle, o ile wola i praca jednostki moze dalej go two-
rzyé. Tak samo one tworzg samego cztowieka pracujgcego na’
soba, sg tez istotg i trescig pracy nauczycielskiej. Wznie'
sie do tego, zeby je ceni¢, zeby znalezé w nich rado$¢ i site,—i
oto zadania pedagoga, cztowieka, ktory chce prowadzi¢ innych.
Do ziemi obiecanej zawsze sie idzie przez pustynie trudu
i cierpliwos$ci. Trudne sg te szare dni pracy nad powolnem
urabianiem duszy dzieciecej, ale jezeli im przyswieca celowos¢,
ta matka radosci gilebszej, jezeli rozjasSniaja je dostrzegane
zdobycze, mate triumfy, niemasz nic wiekszego nad nie. Nie
skarzmy sie na przepracowanie, na zmeczenie, bo najwiekszem
na nie lekarstwem jest witasnie $wiadomos$¢é swej pracy, jej
wewnetrzna spéjnos¢ i porzadek. Umiejetnosci pedagogiczne
sa nie tylko dla tych potrzebne, co mniej pracujg, ale prze-
dewszystkiem dla tych, ktérzy pracuja ciezko, bo one nie tylko
wiedze daja, lecz i Swiadomos¢ czynu, dajg cztowiekowi rados¢
i poczucie witasnej sity. Kazda lekcja musi by¢ czem$ orga-
nicznie splecionem z calo$Scig nauczania, a dlatego musi by¢
przygotowana, nawet ta, ktorg poswiecamy tylko céwiczeniom.
Kazda lekcja ¢éwiczgca powinna by¢é celowo opracowana.
Takie opracowanie dla mtodego nauczyciela musi by¢ przed-
miotem namystu powaznego, ktéry bedzie tem mniejszy, im
doswiadczenie jego i wprawa beda wieksze. Dlatego to nau-
czyciel mitody, szanujacy siebie i swo6j zawod, nigdy nie po-
winien bra¢ duzo godzin pracy, gdyz w ten spos6b najlepiej
uczy sie bezmysinosci pedagogicznej i zdobywa tylko rutyne,
staje sie, jak mowig, “rutynowanym pedagogiem”. Na lekcje
trzeba i$¢, jak na odczyt dobrze opracowany i przemyslany.
Lekcje c¢wiczgce dzielg sie na dwie kategorje: I-o takie,
na ktorych nauczyciel pracuje razem z klasg i 2-0 takie, gdzie
pozostawia dzieci samym sobie. Te dwa typy lekcyj uzupet-
niaja sie wzajemnie, musza stanowi¢ jedna organiczng calos¢.
Nauczyciele u nas czesto zapominajg o tem, ze muszg pra-
cowac¢ z calg klasa, ze uczen, nie pobudzany do pracy przez
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zapytania, nie moze, szczegélnie gdy jest matein dzieckiem,
utrzymac¢ w napieciu nalezytem swej mato rozwinietej uwagi
dowolnej, a przez to duzo traci; praca za$ nauczyciela idzie
na marne. Uczac ksztatcimy uwage, ksztatcimy wole czto-
wieka, bo bez rozwoju woli niemasz pozytku z intelektu, ktory
chyzo schodzi bez niej na manowce leniwego doktrynerstwa,
pré6znego rozumowania. Tylko silna, skoncentrowana wola od-
krywa nam gtebie zycia i gtebie mysili.

Gdy pytano wielkich ludzi, jakim sposobem doszli do
swych wielkich zdobyczy w dziedzinie nauki lub pracy wo-
gole, przecie zawsze ze skromnoscig odpowiadali, ze ciggle o tych
rzeczach mysleli. Innemi stowy, sita woli podtrzymywata
ciagle state napiecie ich pracy w danym Kkierunku. Ta sita
woli prawie zawsze, co prawda, miata za sobg wyrazny kieru-
nek zainteresowania, miata okreslong wewnetrzng predyspo-
zycje, zabarwiong uczuciowo, a tem samem sporo czynnikéw
uwagi mimowolnej.

Nie zapominajmy o dwéch rzeczach. Kazdy wysitek
w okreslonym kierunku z biegiem wprawy i czasu stabnie,
rzecz staje sie tatwa, wykonywaé sie zaczyna prosto, a wysi-
tek, ulatniajgcy sie z niej stopniowo, przenosi sie dalej po nowe
zdobycze, przenosi sie na inne pole pracy. Nastepnie, nawet
rzeczy trudne i suche moze ozywi¢ nastréj, w ktérym je po-
dajemy, zwigzek ich z zyciem. Ten nastroj piynie od nau
czyciela, z jego zapalu i oddania sie sprawie, a zwigzek z zy-
ciem z jego madrosci pedagogicznej.

Lekcja pierwszego typu powinna by¢ zywa, pelna werwy,
zdrowej radosci, t. j. taka, kt6ra posiada zasadnicza ceche je-
zyka, ktérym sie méwi do miodosci.

Nauczyciel, rozwigzujac z uczniami zadanie, nie powinien
watkowa¢ je z jednym, ale opracowywac¢ z calg klasa, rzu-
cajac pytania, wymagajac szybkich jedrnych odpowiedzi. Te
odpowiedzi muszg by¢ dane jezykiem dzieci, a nie podpowie-
dziane stowo za stowem przez nauczyciela, ktéry po6zniej po-
winien odpowiedZz skorygowaé¢ i da¢ jg w formie jezykowo
poprawniejszej i myslowo tresciwszej.

Najpierw w krdotkosci opracowuje sie plan rozwigzania,
potem nastepuje rozwigzanie, w ktorem réwniez w zapisywaniu
na tablicy moze bra¢ udzial szereg dzieci. Po rozwigzaniu
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nastepuje streszczenie i zastanowienie sie nad tem, czy W
mozna rozwigzac inaczej lub prosciej. Jest to konieczne, r
budzi mys$l i samodzielno$¢ ucznidw. Nauczyciel powinieri

czasem celowo zgodzi¢ sie na diuzsze rozwigzanie, zeby poka-
za¢ pOzniej znaczenie prostszego.

Wspélne opracowanie planu ma na celu nie tylko przy-
uczanie do metodycznego traktowania zagadnien nam stawia
nych, ale i do jasnego, zwieztego formutowania swych proce-
séw myslowych. Przyzwyczajanie do takiego formutowania
odwrotnie oddzialywa na jasnos¢ i doktadnos$¢ myslenia.

Wszyscy uczniowie powinni mie¢ specjalne kajety do ¢wi-
czen w klasie, gdzie zapisuja zarbwno rozwigzanie zadan, jak
rowniez te uwagi, ktére nauczyciel im poleci zapisa¢ lub (co
jest lepsze) przepisa¢ z tablicy. Na poczatku kazdej lekcji
powinna by¢ postawiona data, a wkoncu zapisane to, co *4
stato do domu zadane.

Lekcja drugiego typu jest samodzielnem rozwigzywaniem
zadan przez uczniéw. Zwykle przejawia sie ona w postac!
t. zw. klaséwki, ktoéra zjawia sie rzadko, niema stad znaczenia
wiekszego w nauczaniu i staje sie wobec tego tylko $rodkiem
do wystawienia stopni i ,sprawdzenia postepow”. Ta stosun-
kowa rzadko$¢ klasowki wprowadza wobec powyzszego pewien
moment psychologiczny strachu, niepokoju i nerwowosci, ktéry
niema nic wspélnego z powaga nauczania, wymagajgcego wy-
sitku, ale celowego, planowego i statego. Zdru-
giej strony nie ulega watpliwos$ci, ze praca wspoélna nauczyciela
z uczniami jest jeszcze jednostronna. Uczeh nie moze sie sku-
pi¢, nie ma czasu na samodzielne i catkowite rozwigzanie za-
gadnienia, musi i$¢ za biegnaca nieraz predzej myslg kolegow
i stgd nie ¢wiczy nalezycie swych wilasnych sit i sprawnosci
matematycznej. Dlatego potrzebne sa czeste lekcje, na kt6-
rych ma on pozostawionag sobie swobode w rozwigzywaniu za-
dan, jest sam z sobg i ze swojemi mys$lami. Ta praca jego
nie moze jednakze odbywal sie w atmosferze dzisiejszej kla-
sOwki, atmosferze tak czesto niezdrowej, powodujgcej ,Scigga-
nie”, jako jednag z plag szkolnych, z ktéremi nalezy najupor-
czywiej i umiejetnie walczyc.

Zeby wytworzy¢é warunki, odpowiadajgce wymaganiom
dydaktyki, nalezy przedewszystkiem c¢wiczenia piSmienne sa-
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modzielne uczyni¢ czestemi, przyzwyczai¢ do nich dzieci od
mozliwie najmtodszego wieku. Kazdy uczen powinien posiadac
osobny kajet do éwiczen samodzielnych, ktéry stale znajduje
sie u nauczyciela i jest przez niego przynoszony do klasy
w celu korekty lub nowego ¢éwiczenia. Takie CEwiczenia od-
bywa sie w ten sposéb, ze nauczyciel wybiera dwie oddzielne
grupy zadan z podrecznika, raczej wskazuje 2 poczatkowe za-
dania obu grup i kaze dzieciom zaczyna¢ rozwigzywanie od
tych zadan, przy tem tak, ze z sasiadow na tej samej tawce
jeden rozwigzuje zadania z jednej grupy, a drugi z drugiej.
Mozna oczywiscie, co jest nawet pedagogicznie lepsze, dawaé
tylko jedng grupe zadan, ale trzeba mie¢ pewnos$¢, ze dzieci
potrafig juz naprawde ceni¢ swg samodzielnos¢. Stopnie za
oddzielne ¢wiczenia nie sg stawiane, ale nauczyciel co pare
tygodni po korekcie przeglagda kajety i ocenia wypracowania
ryczattowo. Oczywiscie byloby lepsze przegladanie kazdora-
zowe i nawet nalezatoby zaleca¢ je szczeg6lnie mtodszym nau-
cielom. W ten spos6b mozna w ciggu tygodnia zrobi¢ 1, 2
lub 3 podobne ¢wiczenia zaleznie od okolicznosci i potrzeby.
Rzecz jasna, ze do tego potrzebne sg dobre podreczniki, w kto-
rych zadania wystepujga parami, t. j. tak, ze kazde zadanie
jako ogniwo pewnego metodycznie opracowanego ciggu zadan
zjawia sie dwa razy, przyczem druga posta¢ tego samego za-
dania r6zni sie albo fabulg tylko, albo tez zmiang gtdéwnego
zapytania, albo zmiang pewnych dziatan na odwrotne lub ko-
lejnoscig zapytan. Cwiczenia samodzielne nie koniecznie mu-
szg zajmowaé calg godzine-— wystarczy 20 — 25 minut, ale
czesto powtarzanych, zeby taka praca data swéj rezultat.

Gtownie charakter ¢éwiczenia i ugruntowywania powinny
emie¢ tez zadania dawane do domu. Takie zadania musza by¢
nietrudne, zeby uczen przecietny maogt je sam rozwigzywac.
Nie powinno ich by¢ za wiele. Lepiej da¢ mniej zadan i ta-
twych, ktére uczen sam zrobi, niz trudne lub w wiekszej licz-
bie, gdyz wtedy uczen udaje sie do obcej pomocy, tak czesto
przeszkadzajgcej normalnemu biegowi nauczania.

W pierwszych 2, a nawet 3 latach nauczania mozna z po-
zytkiem wcale nie zadawaé¢ do domu, jezeli lekcja arytmetyki
jest codzien i jezeli program nie jest przepetniony przedmio-
tami i nie zawiera 2 jezykéw. Szczegdlnie mozna to zalecaé
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przy nauczaniu dzieci biednych, ktére nie majg warunkfi
odpowiednich w domu do nalezytego opracowania lekc;
W takich warunkach jpraca domowa nieraz przyucza do nf
porzadku i niespetniania swych obowiazkéw, zwilaszcza, g
jest obfita. Czem innem jest nauczenie sie¢ matego wierszyk
przeczytanie opracowanej w klasie powiastki lub czytanie d
nej w szkole ksigzki, a co innego praca piSmienna, ktéra wy-
maga spokoju, czystosci i jwogéle warunkéw lepszych do d
brego jej wykonania. Zresztg lepiej jest dzieci dluzej zatrzy-
maé¢ w szkole, niz puszcza¢ je wczes$niej i obarcza¢ pracg
z trudno$cia dajaca sie wykonaé. Plan szkolny, dobrze uto-
zony, przeplatany umiejetnie prowadzong zabawa, zajeciami
recznemi, Spiewem i t. p. ma dostateczne lekarstwo w sobi
samym na przecigzenie.

Im miodziez jest starsza, tem wieksze znaczenie posiadac
zaczyna praca domowa, a dlatego potrzebne tu jest rozumne
stopniowanie. To samo sie stosuje do samodzielnych, kia
wych ¢wiczen pismiennych, ktdrych czestosé jest wazniejs
wobec stosunku naszego do zadawania w latach miodszych, niz
starszych. Tak jak w fizycznem wychowaniu, im dziecko jest
miodsze, tem wiecej opieki wymaga, tak tez i w umystowem—j
nauczanie odbywajgce sie z nauczycielem ma wieksze znacze-
nie dla matych dzieci, niz dla starszych, ktérych powoli po-
winnismy przyzwyczaja¢ do samodzielnego ujmowania zagad-
nien nauki.

Précz lekcyj ¢wiczacych istnie¢ musza ,objasniajace”, t. j.
takie, na ktérych nauczyciel wprowadza jakie$ nowe, nieznane
dotad pojecie, podkresla jakgs nowag wilasnosé. Takie lekcje
powinny mie¢ charakter pracy wspélnej z cala klasg i postu-
giwaé sie t. zw. metoda erotematyczng, do ktérej stopnie for-
malne dobrze nauczyciela przygotowa¢ moga. Przez szereg
dobrze postawionych i obmyslanych zapytan nauczyciel kon-
sekwentnie prowadzi dzieci do odkrycia danej rzeczy, do wy-
jasnienia danej trudnosci. Jak najmniej gotowych odpowiedzi!
Jak najmniej odpowiadania za uczniéw, do czego szczego6lnie
sg sktonni mtodzi niecierpliwi nauczyciele! Prawda szukana
musi sie urodzi¢ i wyjs¢ od samych dzieci, ale do tego trzeba
doprowadzi¢ umiejetnie i wytrwale. T. zw. stopnie formalne
powstaly wiasnie na tle potrzeby pracy wspdlnej nauczyciela
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z klasg i w nich streszcza sie w pewien spos6b gidwna idea
metody erotematycznej. Metoda ta w przeciethem zastosowa-
niu ma jednakze wady, ktdre udzielajg sie tem samem stop
niom formalnym. Jedng z gtéwnych jej wad jest krepowanie
samodzielnosci mys$lenia, czesto wtlaczanego w pewne karby
nie zawsze odpowiednie dla danej indywidualno$ci. Stad trzeba
ja stosowaé ostroznie, o czem juz nieraz mowiliSmy. Z drugiej
strony metoda erotematyczna nieraz nie nadaje sie w duzym
stopniu do catego szeregu przedmiotéow, jak np. do historji
lub nauk przyrodniczych, a nawet do catego szeregu zagadnienh
z gramatyki i rachunku. Powyzej wykazaliSmy na tle praoy
prof. Deweya wiasciwg zgodnos$¢ stopni formalnych z zasadni-
czerni prawami zwyklego metodycznego myslenia o rzeczach.

Dla nauczyciela jest sprawg wazna ogélne rozstrzygniecie
kwestji, kiedy stopnie formalne mogg by¢ wskazéwka do pro-
wadzenia lekcyj, a kiedy nie. Tutaj musimy podkres$li¢ zasade:
wszedzie tam, gdzie dany przedmiot moze by¢ opracowany
indukcyjnie, t. j. gdzie chodzi o wyprowadzenie z danych spo-
strzezen wniosku ogolnego, tam stopnie formalne moga miec
swe miejsce. W nauczaniu historji, zwlaszcza przecietnem,
niema tylu spostrzezen, niema tylu obserwacyj. To jest trud-
no$¢ zasadnicza w tym przedmiocie, ktéra musi by¢ ominieta
tylko przez odpowiednie sztuczne przedmioty: obrazy, ilu
stracje, zwiedzenia muzedw, pozostatosci historycznych i t. p.
Swojg drogg i w nauce historji mozna i nalezy przyuczac¢ do
mys$lenia indukcyjnego, a tem samem przeprowadzaé¢ wiele
rzeczy przez stopnie formalne. W naukach przyrodniczych
w przeciwienstwie do historji jedyna stuszng i jedynie mozliwg
podstawg jest bezposrednia obserwacja i eksperyment. Nauka
przyrody z ksigzki niema zadnej wartosci, szczegOlniej na niz-
szym stopniu nauczania. Nie zdajemy sobie sprawy ze szkod-
liwosci takiego nauczania. Bezposrednie zetkniecie sie z przed-
miotem, brak Scislejszych okres$len, potrzeba na razie tylko
segregacji gtdbwnych przedmiotdw — nie nastrecza wiele spo-
sobnosci do uzywania stopni formalnych. To samo jest w nauce
rachunku, gdy chodzi o podanie pewnych uméw, pewnych okres-
lonych sposobéw rachowania, jak naprzyktad przy dyskoncie
lub rachunku préb metali. Sa one jednakze tutaj w wielu
przypadkach bardzo pozyteczne, szczego6lniej ze wzgledu na
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opracowanie wyktadu. O tem nie powinien zapomina¢ zade
nauczyciel, jak réwniez kierownik ¢wiczen praktycznych przy
seminarjach nauczycielskich.

Przy tych ¢wiczeniach nalezy wskazywac¢ wyraznie, kiedy
opracowanie lekcji jest dobrze zrobione, kiedy jest tylko w po-
rzadku formalnym. Nalezy tu zaznaczy¢ jeden wazny szcze-i
go6t, dotyczacy zakresu tematu lekcji. Temat ten musi by¢
niewielki, tem mniejszy, im mniejsze sa dzieci. To jedno.
Po drugie temat, nie moze by¢ luzny, ale zawsze zwigzany
z wykonaniem i prowadzeniem poprzedniej lekcji, gdyz taki
zwigzek to jedna z zasadniczych cech dobrego wyktadu, to
spetnienie zasady ciggtosci. Po trzecie, temat kazdy musi by¢
wszechstronnie obrobiony i, jezeli stosujg sie w nim stopnie
formalne, to jasno powinno by¢ zaznaczone, czy calo$¢ tych
stopni bedzie wzieta pod uwage, czy tez kilka z nich. Po-
czatkujacym seminarzystom nalezy dawac¢ takie tematy, w kto-
rych catos¢ stopni formalnych wystepuje i musi byé wyko-
nana, starszym wolno i trzeba dawaé¢ fragmenty, przyczem
mtodsi winni sie czesciej wykonaniu przystuchiwac.

Przed kazda lekcjg seminarzysta powinien prowadzgcemu
zajecia praktyczne przedstawi¢ szczeg6towy jej plan z przy-
ktadami, z kierunkiem i jakoscig pytan oraz uzyska¢ aprobate
albo odnos$ne uwagi. Tego samego zwyczaju powinien sie na-
razie trzymac¢ mtody nauczyciel i prowadzi¢ dziennik (konspekt)
swej pracy z adnotacjami, uwagami, z myslami nasuwajgcemi
sie po wykladzie. W ten spos6b bedzie kapitalizowat swe
doswiadczenie i pbézniej umiejetnie korzystal z niego.

Przejdziemy teraz do przyktadow podobnych skrotow.

Przyktad 1. Temat lekcji: wprowadzenie 8; 5 + 1=
="3+5 = § 8—5= 3 8—3=5. Przerobienie na konkre-
tach znajdujacych sie w klasie.

Pierwsza lekcja.

Przypomnienie na przyktadach i zadaniach z réznemi
formami konkretu formutek: 5+1 = 6; 5+ 2=7; 6— 1= 5
7—2=5; 6—5=1; 7—5= 2

Te formuitki sg gtdbwnym materjatem przeplatania, ale
obok nich moze by¢ pare zadan na inny temat. np. 3+4 = 7
i temu podobne.



Unaocznienie na przyktadach konkretnych, przyrzgdzie
i palcach formutki: 5+ 3= 8 oraz odczytywanie liczby za-
pomocag liczenia.

Przejscie natychmiastowe do formutki: 8 — 3= 5 réw-
niez z przedmiotami otoczenia, przyrzgdem i palcami.

Przestawienie sktadnikéw i formutka 3 + 5 8 z una-
ocznieniem, oraz przejscie bezposrednie do formutki: 8— 5= 3.

Druga lekcja.

Zadania na konkrety nie znajdujace sie w klasie, ale
znane dobrze w tym samym przypadku, lecz przeplatane za-
daniami na powyzej zaznaczone formutki. W razach trudnosci
uciekac¢ sie do konkretow obecnych.

Zadania z konkretami mato znanemi i przeplatanie ich
jak poprzednio. W razie trudnos$ci szukamy pomocy w dru-
gim stopniu. Zadania z konkretami mieszanemi i przeplatanie
takiemiz przyktadami z poprzedniego.

Temat do fabuty zadan przygodny.

Czy tego materjatu nie wystarczy na dwie lekcje? Kazdy
doswiadczony nauczyciel zgodzi sie z tem, ze jest go dosyé¢,
nawet nieraz zaduzo. Wszak lekcja arytmetyki w pierwszym
roku nie moze trwaé¢ dituzej nad 30 minut, gdyz inaczej za
bardzo meczy dzieci. Wobec tego nauczyciel zdazy, co naj-
wyzej, przerobi¢ na jednej lekcji pierwszy stopien, a reszte
musi zostawi¢ na pézniej, przyczem pozadang jest rzeczg, by
na nastepnej lekcji ten stopien znowu powtdrzyt i pozniej
prowadzit w daszym ciagu.

Jezeli chcemy wprawi¢ nalezycie seminarzystow, trzeba
przyzwyczaja¢ ich do podwodjnej lekcji, t. j. do zakonczenia
pozostatych 25 minut przez zajecie dzieci czem$ innem. Moze
to by¢ $piew, rysunek lub opowiadanie, w kazd3m razie rzecz
tatwiejsza, niz poprzednia lekcja arytmetyki. W tych szkotach,
gdzie sa dwa lub wiecej oddzialdw razem, nauczyciel moze
albo pracowac¢ z nastepnym oddziatem, sprawdzajgc jego ro-
bote, wykonana w czasie lekcji arytmetyki z poprzednim, albo
tez urzadzi¢ ze wzystkimi jakies wspélne c¢wiczenie w rodzaju
Spiewu z towarzyszeniem wstawania z tawek lub jedno i drugie
razem. Oczywiscie sg to warunki nienormalne, ale z niemi
liczy¢ sie trzeba nawet w seminarjum i dlatego nalezy przy-
gotowywac¢ i do takiego trudnego rodzaju pracy nauczania.
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W powyzszym przyktadzie temat obejmuje 2 lekcje, gdyz nig
nie wiadomo, na czem w praktyce uda sie nauczycielowi
trzymac.

Przyktad 2-gi. Temat lekcji: mnozenie niewielkie
liczb dwucyfrowych przez 2 (bez przekroczenia 100). Powto*
rzenie tabliczki mnozenia przez 2 na przykitadach oderwanych
i zadaniach. Przypomnienie prawa rozdzielno$ci na jakim$
przyktadzie mnozenia liczby jednocyfrowej przez 2. Rozktad
liczby dwucyfrowej na dwa sktadniki. Pierwszy stopien.

Mnozenie 12 przez 2. Rozkiad 12. Stosowanie prawa
rozdzielnosci. Mnozenie 11, 13 i 14 przez 2. Zadania. Drugi
stopien.

Mnozenie 21, 22, 23, 24, 31, 32 i t. d. przez 2. Zadania,
Trzeci stopien.

Mnozenie 15, 16, 17, 1«, 10, 25. 26 i t. d. przez 2. Czwarty
stopien.

Ostatni stopien musi mie¢ przygotowanie w postaci do-
dawania takich liczb: 30 - 18, 20 + 16 i t. d. Zadania.

Mamy tu przed soba lekcje z drugiego roku nauczania.
W tym roku lekcje mozna podzieli¢ na ¢wiczace pierwszego
typu i objasniajace i przytem trzymac sie zasady, ze lekcja
objasniajaca nie powinna trwac¢ diuzej niz 30
minut. Materjal podany wyzej rowniez moze by¢ roziozony
na dwie lekcje, przyczem na pierwszej moga by¢ przerobione
3 pierwsze stopnie. Pozostate 15 minut mozna zajgé na dal-
sze ¢wiczenia, ale lepiej zmieni¢ temat, tak jak powyzej. Mu-
sze tu jeszcze nadmieni¢, ze wobec tego, iz arytmetyka musi
by¢ codzien w pierwszych 3 latach nauki, nie trzeba koniecz-
nie $pieszy¢ sie z wtltaczaniem danego materjalu na jednej
lekcji: lepiej go p6zniej powtdrzy¢ i uzupetni¢. Jak widzimy,
piatego stopnia niema w przykladach, bo jest on rozproszony
pomiedzy 3 stopnie ostatnie. To w nauce rachunku czesto
sie zdarza i musi by¢ wziete przy opracowaniu planu lekcji
pod uwage. GdybySmy wspomnieli o zadaniach, a przeniesli
je do 5-go stopnia, nauczanie bytoby wiecej formalne i teore-
tyczne, a tem samem dla danego wieku nieodpowiednie. Sto-
pien drugi moze by¢ w catosci lub w niektérych przyktadach
znany dzieciom z poprzedniego, a wtedy ta znana jego czesé
przechodzi do stopnia pierwszego.
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Przyktad 3-ci. Temat lekcji: dzielenie liczb z za-
kresu 100 — 200 przez 2 przy podziale pozycyjnym.

Przypominamy dzielenie liczb dwucyfrowych przez 2
przy podziale pozycyjnym we wszystkich mozliwych przypad-
kach. Pierwszy stopien.

Dzielenie liczb o parzystej liczbie dziesiatkéw i jednosci
przez 2. Najpierw oddzielne, potem skrocone zapisywanie.
Drugi stopien.

Dzielenie liczb o nieparzystej liczbie jednosci, ale pa-
rzystej liczbie dziesigtkbw, potem o nieparzystej liczbie dzie-
sigtkow i parzystej liczbie jednosci. Zwrdcenie uwagi na
przenoszenie reszty. Najpierw oddzielne, potem skrécone za-
pisywanie. Trzeci stopien.

Dzielenie dowolnych liczb danego zakresu. Czwarty
stopien.

Rzecz jasna, ze wszystkie odnosne przyktady mogg wy-
ptywac¢ i by¢ zwigzane z zadaniami. Tak samo, jak powyzej
rzecz tu da sie przedstawi¢ w 4-ch stopniach, jakkolwiek 2-gi
stopien moze by¢ podzielony na dwa. Nie trudno jednakze
widzieé¢, ze tu nie mamy do czynienia z wtasciwemi stopniami
formalneini, a przynajmniej jesteSmy w dos$¢ luznym z niemi
zwigzku. Niewatpliwie, ze w ogdlnych zarysach jest zgoda,
ale wiecej sie liczymy z sama naturg rzeczy, niz z o0go6lng
formag i czasem moze sie zdarzy¢, ze takich stopni bedzie wie-
cej, niz 5. Jednem stowem ukfadanie planu lekcji nie jest
niewolniczem postugiwaniem sie stopniami formalnemi, ale
umiejetnem wyzyskaniem pewnej ogoélnej kolejnosci w rozkta-
dzie materjatlu. Ta ogdlna kolejno$¢ jest spetniona w kazdym
z poprzednich przyktadow. Materjat powyzszy moze byc¢ prze-
robiony na jednej 45 minutowej lekcji.

Rzecz zrozumiata, ze powyzej podane skroty mozna uzu-
petni¢ dla pamieci konkretnemi przykitadami zadan i r6znemi
uwagami, ktére tu zostaly pominiete dla zrozumialych po-
wodow.

Jako przyktad z dziedziny nauczania algebry przytoczyé
mozemy przygotowanie sie do lekcji, w czasie ktorej chcemy
wyjasni¢ pierwsze pojecie mnozenia liczb wzglednych.

Nauczycie] po wstepie, gdzie wchodzi w gre w postaci
kilku przyktadéw, dodawanie i odejmowanie liczb wzglednych,
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zwraca sie do uczniéw z zapytaniem dotyczagcem mozliwo,

i sposobu wykonania mnozenia tychze liczb. Zaczyna od przy
ktadu w rodzaju nastepujacego: (— 5) + (—5)+ (—5 = —r

Mozna to oznaczy¢ inaczej: (— 5) X ( + 3)= — 15. Przykfady
konkretne. Konstantuje fakt, ze moznaby w ten sposob poja¢
mnozenie liczby ujemnej przez dodatnig, potrzebnem jest jed-
nakze, by to mnozenie posiadato te same gtowne wasnosci
i stosowalo sie réwniez do utamkow.

A wiec najpierw: j— || X (+3) = — 2,

potem . (- *) X (+ 4) i |

Jakaz jest jedna gtownych wiasnosci mnozenia? Prawo
przemiennosci, z ktérego wypada ze: (— 5) X (+ 3) rownaé
sie musiatoby (+ 3) X (— 5). W takim razie wynikatby od-
powiedni spos6b mnozenia. Formutuje prawo znaku i mnozenia
wartoéci bezwzglednych. Cwiczenia.

Dalej na drugiej lekcji przypominamy mnozenie dwumia-
néw postaci: (@ — b) (c — d), przypominamy prawo monotonji
i t. p. oraz zastanawiamy sie nad mnozeniem w tym przypadku,
gdy obydwie liczby beda ujemne. Wyprowadzamy wniosek
o znaku i formutujemy ogolne prawidto znakéw przy mnoze-
niu. Nastepuje zastosowanie przy rachunku, grafice i t. p.

Nastepnie wyprowadzamy konsekwencje z przyjetego pra-
widla mnozenia, zastosowujemy je w tych przypadkach, gdzie
iloczyn mozna byto otrzymaé¢ na innej drodze, np. przy mnoze-
niu tychze dwumianéw Ilub w zastosowaniu do wzoru: [a +
+ (— b)]2i t. p., wskazujemy na praktyczno$¢ prawidta i jego
wartos¢ ogodlna.

Konczac uwagi o prowadzeniu lekcji, musimy jeszcze nad-
mieni¢, iz tam, gdzie sg zadawane do domu zadania, nauczy-
ciel powinien kaza¢ uczniom sprawi¢ sobie nowy kajet trzeci,
albo tez rozwigzywac¢ te zadania w kajecie do zaje¢ w klasie
z odpowiednig kazdorazowg adnotacja. Prace domowe ucz-
niow nalezy przeglagda¢ na kazdej lekcji. Od czasu do czasu
dobrze jest zabra¢ kajety wspomniane do siebie i przejrzec,
gdyz nieraz sie zdarza, iz uczniowie notujg Zle, nawet z tablicy
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przepisujga mylnie. Pilnowania tych rzeczy nigdy nie jest do-
sy¢, jak réwniez zwracania uwagi na porzadek i czystosé
w kajetach.

Powyzej mdéwilismy o erotematycznej metodzie przy wy-
ktadzie. Taka nazwa jest do$¢ nieokreslona, gdyz przy tej meto-
dzie zwykle uczen odpowiada wtasciwie tylko ,tak” lub ,nie”
na szereg umiejetnie postawionych zapytan nauczyciela.
UzyliSmy tej nazwy, bo jest najogoélniejsza i bezwatpienia
W niej sie zawierajg inne nazw-y, jak i odpowiadajgce im me-
tody. Np. metody: heurystyczna, sokratyczna, katechetyczna,
dysputacyjna, genetyczna i t. p. Wszystkie one majg duzo
wspoélnego z metoda sokratyczng, wiasciwg swa rodzicielka,
znang jeszcze w starozytnosci. Nie miejsce tu na wyjasnianie
tresci kazdej z nich, bo to nalezy do ogo6lnej dydaktyki, ale
uwazaliSmy za potrzebne tych kilka stow o tem powiedziec,
zeby zwr6ci¢ uwage uczacych na sSwiadome stosowanie pewnej
metody. Moze najlepiej bytoby, gdybysmy, uzywajac znowu
cudzoziemskiego (greckiego) wyrazu, nazwali metode lekcji
objasniajgcej i pierwszego typu c¢wiczacej, metoda djalogiczna,
t. . metodg celowej rozmowy, djalogu, w ktédrym nauczyciel,
stawia pytania i jest duchem prowadzgcym calg rzecz, a ucz-
niowie, ktérym zawsze nalezy zostawia¢ duzo swobody wypo-
wiadania sie, odpowiadajg na pytanie, a w lepszym razie sami
je zadajg. To ostatnie jest bardzo waznag rzeczg i wskazuje
na dobre nauczanie.

Metoda wyktadowa czyli akroamatyczna, przy ktérej nau-
czyciel stara sie jasno i przystepnie wytozy¢ przedmiot, nalezy
tez do lekcji objasniajgcej, ale powinna by¢ uzywana rzadko,
tylko w przypadkach koniecznych, nawet w wyzszych klasach,
gdzie znacznie skraca czas i jest daleko czesciej niezbedna
i mozliwa, niz w nizszych.

Uzywajgc powyzej nazwy ,metoda erotematyczna”, stara-
lismy sie gtéwnie tylko podkresli¢ wyrazonego w niej ducha
wszystkich (précz akroamatycznej) powyzej wspomnianych me-
tod, ktéry polega na tem, ze prawdy nauki nalezy wydobywac
z umystu dzieci, doprowadza¢ je spokojnie i konsekwentnie
do uznania tych prawd tak, aby sie im zdawato, ze one same
rzecz te zdobyly. Takie przekonanie budzi wiare w swoje
sity i jest pedagogicznie bardziej wartosciowe, niz wiedza wy-



uczona a nawet obszerna. Ta wiara bedzie pobudka, do pra
i pOzniejszego cierpliwego uczenia sie z wiasnej woli, z wt
nego popedu. Czyz spetnienie takiego celu nie jest dazenie
racjonalnej dydaktyki?

Nadmienitem wyzej, ze bardzo pozadang jest rzeczg, ab
uczniowie sami stawiali rozumne pytania i ze umiejetne do-
prowadzenie do tego klasy wskazuje, ze nauczanie byto dobrze
prowadzone. Zgodnie z zasadg samodzielnosci, o ktorej zna
czeniu tyle poprzednio mowitem, zadanie nauczyciela polega
na tem, zeby postawi¢ uczni w takie warunki, przy ktérych
wtasnemi sitami mogliby dochodzi¢ do pozadanej prawdy nau
kowej. W dzisiejszej szkole catkowite wypetnienie wymagan
tej zasady jest czesto ideatem bardzo trudnym do urzeczy-
wistnienia. Pomimo to kazdy nauczyciel, zaleznie od swej do
brej woli, umiejetnosci i talentu, moze sie wiecej lub inni
do tego ideatu zblizy¢é. Na przeszkodzie (poza brakiem umie-
jetnosci u nauczyciela) w dzisiejszych warunkach stojg naste-
pujace przyczyny: |l-o bardzo liczne nieraz klasy, ktére unie-
mozliwiajg zaréwno wieksze przystosowanie sie do umystu
kazdego dziecka, jak i nalezytg kontrole wiedzy; 2-0 obfite
programy, w ktérym gtowna role odgrywa ilos¢ wiadomosci,
a nie ich jakos¢: 3-0 brak odpowiednich $rodkéw pomocni-
czych przy nauczaniu.

Nie kazdy przedmiot moze mie¢ program zakre$lony
ilosciowo wedlug szablonu. Np. w naukach przyrodniczych
najwazniejsza rzecza jest umiejetnoS¢ obserwowania zjawisk,
préby samodzielnego eksperymentu, jednem stowem gtéwna
tres¢ indukcyjnego myslenia. Nie powinno tu chodzi¢ o sze-
rokos¢ wiedzy, ktéra jest wprost nie do objecia, ale o istote
poznawania przyrodniczego. Nie moge tu blizej wchodzi¢
w istote i zasady konstruowania programéw szkolnych, jedno
tylko nadmienie, ze program powinien by¢é w daleko wiekszej
tacznosci i zgodzie z metodg uczenia, a tem samem uczenia
sie, niz dotad sie dzieje. ,Co mozemy przejs¢, a czego nie"—
oto gtéwny niemal probierz, uzywany dotad przy opracowy-
waniu programu.

Srodki pomocnicze, ktéremi rozporzadza szkota, odgry-
wajg tez wazng role. Np., jezeli szkota posiada laboratorja
do ¢wiczen odrecznych, wiecej sie tem samem zbliza do wspo-
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umianego ideatu. Rozumne zapytanie ucznia wyrasta z zy-
wotnych pobudek jego mysli, a zeby takie pobudki istniaty,
przedmiot musi gtebiej sie tgczy¢ z osobistem zyciem ducho-
wem ucznia i sferg jego zainteresowan. Dlatego cata szkota
musi spetnia¢ ten warunek. Przed nami tu cate morze zagad-
nien. State, konsekwentne, z pokolenia na pokolenie dziedzicz-
nie idgce rozwigzywanie tych zagadnien jest jednem z zadan
narodowej pedagogiki, pedagogiki, ktéra chce budzi¢ i dzwi-
gna¢ geniusz narodowy, ten talent przekazany przez wieki,
i. niestety, tak diugo zagrzebany pod mutem niewoli i pro-
stracji duchowej.



ROZDZIAL VI

Poniewaz dobre nauczanie w bardzo duzym stopniu
lezy od nalezytego przygotowania fachowego nauczyciela, wi
w niniejszym rozdziale zajmiemy sie chociazby kroétko, tg spraw
Przygotowanie fachowe nauczyciela =zalezy: 1° od nalezyt
nauki w seminarjum i 2° od samoksztatcenia. Z tego powod
nad temi sprawami po kolei sie zastanowimy.

Program nauki matematyki w seminarjach koncentru
sie gtéwnie dokota arytmetyki i poczatkowej geometrji. Ta
zwana algebra wystepuje tu w bardzo nieraz niklej posta
i traktowana jest czesto w sposéb nieodpowiedni do potrzeb
i zadan nauczania w seminarjum. Pomoéwimy jednakze najpierw
0 nauce arytmetyki.

Przedewszystkiem nauczanie tego przedmiotu powinno
by¢ prowadzone tak, zeby byto wzorem dla samego przysziego
nauczyciela, gdyz, jak to zresztg nietrudno zrozumiec, najbar-
dziej zostajg nam w pamieci te drogi, ktéreSmy sami przeszli
przy zdobywaniu prawdy naukowej i kazdej innej. Nauczyciel,
zastanawiajgc sie w przyszto$ci nad sposobem wyjsScia z danej
trudnosci dydaktycznej, przypomni sobie swoje wtasne doswiad-
czenie szkolne i po6jdzie za niem, ono zdecyduje nieraz o jego
postepowaniu, ono bedzie dla niego bardzo czesto wskazowka
lpomoca. Nauka metodyki nigdy nie moze w catosci objgc
wszystkich przypadkoéw', ktére przeciez zaleza od tak rozmaitej
tkaniny warunkéw szkolnych. Nie moze objg¢ nawet wtedy,
gdy byta postawiona praktycznie, zwigzana z samodzielnem
doswiadczeniem seminarzysty w szkole wzorowej. Juz nieraz
powyzej zaznaczyliSmy, ze najwieksze znaczenie w metodzie
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nauczania ma zywy, inteligentny cztowiek, ktéry potrafi stoso-
wa¢ w odpowiedni sposéb ogodlne zasady dydaktyczne i mody-
fikowaé swe postepowanie zaleznie od okolicznosci.

Z powyzej postawionego pierwszego warunku wynika na-
tychmiast drugi: nauczyciel matematyki musi by¢ jednoczes$nie
nauczycielem metodyki. Jego wtasne nauczanie, zgodne z za-
sadami metodyki, jest najlepszym dowodem stusznosci tych
zasad, najlepszym przyktadem prowadzenia nauki. Dlatego to
nauczyciel seminarjum musi byé sam dobrym nauczycielem
i powinien umie¢ metode nauczania zracjonalizowac,
czyli sprowadzi¢ ja do pewnych ogdlnych zasad dobrze prze-
trawionych i umotywowanych, zeby w ten sposéb mogto to
nauczanie jego staé¢ sie pozytecznym przykitadem i wiedza
dla innych.

W toku nauczania, szczegO6lniej na kursach wyzszych,
gdzie seminarzysci juz zaprawiajg sie pod wzgledem pedago-
gicznym, nauczyciel matematyki winien nieraz, w czasie wy-
ktadu na przyktadach wzietych z samego nauczania, ilustrowac
celowos¢ swego postepowania i jego zgodnos¢ z zasadami
dydaktyki.

Gdyby tak nie byto, istniataby rozbieznos¢ ogromna po-
miedzy zywem nauczaniem w seminarjum na lekcjach mate-
matyki i na lekcjach metodyki. Inaczejby sie robito w prak-
tyce, a znowu inaczej radzito postepowac¢ seminarzystom.

Z drugiej strony, zasady dydaktyki, jak wszelkie wogdle
zasady ogoélne, zbyt czesto plyna ponad zyciem i postepowa-
niem, a dzieje sie to dlatego, ze zapominamy prawie stale
o tem, ze zasady uczymy sie stosowac nie przez formutujgce
je stowa, lecz przez ich praktykowanie, przez wlasne doswiad-
czenie i przykiad.

Prawda ta, tak widoczna w dziedzinie zjawisk moralnych,
dotyczy tez dziedzin czysto intelektualnych. Np. zasada przy-
czynowosci, ktorg umiemy stosowa¢ w jednych, bardziej obo-
jetnych dziedzinach zycia, jak dajmy na to w nauce, jest igno-
rowana w innych, blizej nas obchodzacych. Nie rozumiemy
np. tak czesto, ze kazde nasze postepowanie w ten lub inny
spos6b wplywa na nas samych, ksztatci nas w kierunku do-
datnim lub tez poniza, krzepi nasze sity lub je ostabia, ze

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. Il.



kazdy moment zycia i kazda praca idzie in minus lub in pl
w jego buchalterji.

Najsécislejsza tgcznos¢ wyktadu metodyki z nauczani
samego przedmiotu jest jeszcze z tego wzgledu konieczna,
metodyka rachunku, jak wogdle wszelka metodyka, nie wspie
sie jeszcze na trwatych naukowych podstawach, ze duzo w ni
rzeczy watpliwych, duzo réznic w pogladach. To powodu'
ze wyktad teoretyczny metodyki bardziej pozyteczny jest ’
ludzi daleko wiecej przygotowanych, niz dla seminarzystow
Cztowiek przygotowany, posiadajgcy wyrobienie naukowe, ktd
dajg powazne studja i szersza wiedza, tatwiej pozna sie F
r6znych subtelnosciach metodycznych i ich znaczeniu, a te
samem ostrozniej i umiejetniej bedzie stosowat wskazania mi
todyki. Dla seminarzysty najwazniejsze znaczenie ma przykta
i praktyka. Pierwsze powinien mu daé¢ nauczyciel matematyki
drugie szkota wzorowa. Wyktad matematyki, potaczony z st
mem nauczaniem przez jedna osobe, nie uprawiajacy zmudne
teorji, ale owiany wysokim duchem nauki i ozywiony pralt
tycznem wykonaniem jest dla seminarjow najwtasciwszy. Kaz
seminarjum do kazdego przedmiotu powinno mie¢ dobrego!
i przytem Swiadomie dobrego nauczyciela. Jest to truda
ne, ale konieczne.

Nauka arytmetyki czy to w postaci samego nauczania
tego przedmiotu, czy tez w formie systematycznego wyktadu
metodyki, powinna by¢ na wszystkich kursach seminarjum
oraz ¢wiczen praktycznych. Tylko w ten sposdéb mozna osiga
gna¢ nalezyte wyniki w przygotowaniu seminarzystow. Przy-
tem, poniewaz na pierwszy kurs przyjmowani sg kandydaci
(tak bywa przecietnie), ktérzy posiadajg juz znajomos$¢ 4 dzia-
tan z liczbg catkowitg oraz zwigzanych z niemi kwestyj, wazna
jest rzecza, by przy wyktadzie metodyki dziat liczby calko-
witej byt znowu gruntownie przerobiony z dwoch stanowisk:
1° ze stanowiska logicznego i 2° ze stanowiska psychologicznego.
Pierwsze ugruntowuje i wyklarowuje zasadnicze pojecia (jak
np. wiasnoséci dziatan), ich zwigzek logiczny ze soba, ich stop-
niowe uogOlnianie sie i wewnetrzna spdjnie; drugio wskazuje,
jak uczyni¢ te zwigzki przystepnemi dla umystu dziecka, nie
grzeszagc przeciwko nauce, ale przystosowujgc sie do wiasci-
wosci tego umystu.



Liczba catkowita jest najwazniejszg dla nizszej szkoty
elementarnej, a wiec na nig szczegdlng nalezy zwréci¢ uwage.
Metodyka nauczania liczby catkowitej musi narazie stanowié
gtébwnag tres¢ wyktadu tego przedmiotu w seminarjum. Inne
dziaty przechodzi¢ trzeba z koniecznosci powierzchowniej i pre-
dzej, a dlatego tak wazny jest dobry wyktad nauczyciela se-
minarjum w odniesieniu szczego6lniej do tych dziatbw. Z natury
rzeczy kazdy seminarzysta musi mie¢ dostateczng praktyke
w szkole wzorowej, co wobec obfitosci tematow' z dziedziny
liczby catkowitej, wobec 4-ro lub 5-cioletniego jej nauczania
musi by¢ rozciggniete na dluzszy okres czasu, musi pochtona¢
tyle miejsca, ze na co innego mato sie zostanie, nawet wtedy,
gdy przy seminarjum jest szkota o kursie wiecej niz 4-letnim.
Zresztg najwazniejszg rzecza sa wtlasnie poczatki nauczania,
bo w nich jest najwiecej trudnos$ci i potrzebna najwieksza
wprawa. Nauczyciel, posiadajgcy te wprawe w poczatkach,
tatwiej da sobie rade z innemi rzeczami na podstawie lektury
osobistej lub wyktadéw odpowiednich.

Dalej, nauczanie arytmetyki w seminarjum powinno b3¢
praktyczne nie tylko z powyzej wytuszczonego stanowiska, ale
i z punktu widzenia samej tresci, t. j. zadania arytmetyczne
muszg by¢ istotnie zywe i praktyczne, porusza¢ rozne strony
zycia otaczajgcego i nauki, gdyz to bedzie najlepszym przy-
ktadem dla przysztego nauczyciela i da mu materjat do witasnej
pracy w tym kierunku, gdy bedzie zmuszony sitg rzeczy dawaé
zagadnienia dzieciom. Zaden zbidér zadan w tej mierze go
nie wyreczy, on sam musi tworzy¢ zadania, bra¢ je z zycia
dzieci i otoczenia.

Czesto nie zdajemy sobie sprawy, jak wielkie ma to zna-
czenie pedagogiczne, a winna temu rutyna, przyzwyczajenie
szkolne, idagce z pokolenia na pokolenie i nie natrafiajace na
przeszkody w postaci powazniejszego zastanowienia.

Z drugiej strony, sama misja nauczyciela ludowego poza
szkoltg zmusza do tego, by nauka arytmetyki uwzgledniata
wiecej praktyczng strone zycia. Zaréwno ruch spotdzielczy,
jak samo $wiadome prowadzenie bodaj' drobnego gospodarstwa
rolnego, wymaga umiejetnosci przystosowania do siebie nauki
arytmetyki, uwzglednienia pewnych potrzeb realnych. Nauka,
ktora liczy sie z realnoscig zycia, nie traci swojej wielkosSci,
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nie przestaje ksztatcic umystu, owszem, daje mu tezyz
a cztowiekowi madrosé. Bo madro$¢ nie jest operowani
wytworami abstrakcji i uczonemi terminami, lecz umiejetno’
metodycznego sadzenia o rzeczach nas otaczajacych, o rzec
blizkich, codziennych.

Nauczanie arytmetyki w seminarjum musi dazy¢ do tego,
by seminarzysta panowat nad przedmiotem w postaci fatwosci
rachunku nie tylko piSmiennego, ale i pamieciowego, bo to
wiasnie jest warunkiem koniecznym, zeby w przysztosci mogt
dobrze nauczy¢ rachunku dzieci. Nalezy zwraca¢é uwage na
rozne utatwienia w rachowaniu, na proste skrécone sposoby,
ualezy pobudzac¢ do inwencji w tym kierunku, do umiejetnosci
przystosowywania sie do danych liczb i innych okolicznosci.

Tylko ten, kto sam mysli, moze nauczy¢ mysle¢ innych.
Kazda jednostka ludzka przynosi ze soba pewng atmosfere,
wyrazajgca sie w catym szeregu nie tyle moze wyraznych prze-
jawéw w postaci mowy Ilub czynu, ile w formie drobnych
nieuchwytnych reakcyj, ktére oddziatywaja na dusze innych
ludzi i w sumie dajg owag atmosfere. Samodzielno$¢ mysli,
intensywng prace duchowg czujemy przez skore, oddziatywa
ona na nas pobudzajgco, jezeli drobne nasze uczucia egoi-
styczne nie przeszkadajg temu. Tak czesto nie uswiadamiamy
sobie praw imitacji, ktére np. w postaci zjawiska mimicry
taka role odgrywajg w przyrodzie. Silna i zwarta duchowo
posta¢ nauczyciela, jego skoncentrowana wola oddziatywa na
dusze miode, budzi imitacje. Dzieje sie to zarbwno w nhau-
czaniu, jak w wychowaniu.

Ksztalcenie nauczycieli w seminarjum na te strone po-i
winno szczegodlng zwroci¢ uwage. Nie pakowaé duzo do glowy
ré6znych rozmaitosci, ale da¢ wiedze mocng, przetrawionag,
przesigknieta wysitkiem wilasnej mysli, —to jest wazne wyma-;
ganie, ktéore decyduje zar6bwno o powodzeniu nauczania, jak
i 0 osobistem zadowoleniu nauczyciela.

Czynnik osobistego zadowolenia, to pierwszorzedna sprawa
w pracy nauczycielskiej. Nie chodzi tu o zadowolenie gtupoty,
o ptaskie samochwalstwo rutynisty, tresujgcego dzieci, ale
o zadowolenie cztowieka, ktéry budzi mys$l z us$pienia, ktéry
ciagnie celowo ciezki kamienn zawodowej pracy ze Swiadomoscig
wielkiego celu, wielkiego Zadania swego. Komu ten cel przy-
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Swieca, moze mie¢ to zadowolenie. Tylko zwracajac uwage
na gruntownos$é, samodzielnos¢ i przetrawienie wiedzy, mozemy
rozpozna¢ w przysztym nauczycielu talent pedagogiczny, te
iskre Boza, co pali sie w duszy wybranych i gdy $wieci jas-
niej, gdy rozptomienia calo$¢ duchowego zycia cztowieka, czyni
go wielkim pedagogiem. Wielko$¢ nie zyje tylko w wielkich
miastach ani w samych patacach, nie chodzi tylko w smokingu
i nie ma glosnego nazwiska; wielkos¢ moze by¢é w siermiedze
wiesniaczej i skromnem ubraniu ludowego nauczyciela. Jego
talent pedagogiczny, jego zapat dla pracy swojej, jego dusza
wczuwajgca sie i zwrécona ku dobru narodu, czyni go wielkim,
pomimo catej skromnos$ci potozenia. Nie dowiedzg sie moze
0 nim organy prasy ani fama stugebna nie rozejdzie sie $rod
ttumu, ale praca jego wro$nie w jedno pokolenie narodu, uczyni
je sprawniejszem, silniejszem, lepszem...

Seminarjum nauczycielskie niech szuka talentow ostroz-
nie i krytycznie, dajagc pole samodzielnosci mysli, dajgc wie-
dze mocng i pewng. Nie brak ich ua polskiej ziemi, ale brak
powaznej troski i opieki, brak wielki...

Nie mozna nigdy oddziela¢ tendencyj wychowawczych
ogo6lnych, ktére ma dana szkota, od poszczegélnych progra-
mow lub metod nauczania. Juz sama niezgodnos¢ tych dwoch
rzeczy wskazywataby na stabos¢ szkoty, na wielka wewnetrzng
jej wade. Puste sg piekne i nawet stuszne wielkie stowa o za-
daniach szkoly, o jej znaczeniu, jezeli niemasz w niej we-
wnetrznej jednolitosci, jezeli idea jej gtébwna niema mocy wy-
konawczej w kazdym oddzielnym organie jej zycia, jezeli nie
jest ,moving idea” (ideg czynng), jak moéwi pedagogika an-
gielska. W innem miejscu, gdzie byta mowa o okresleniu
1tworzeniu sie charakteru cztowieka, t. j. o jednem z najwaz-
niejszych zagadnien wychowawczych (patrz: Charakter jako
cel wychowania, wyd. M. Arcta) wskazywatem, ze istotg rzeczy
jest tu ciagte uzgadnianie w ogniu doswiadczenia zyciowego
wytworow mysli i pragnien serca ze zdolnosSciag wykonawcza,
ciagte tworzenie, ciggta walka, state przerabianie wartosci du-
chowych na obiegowa monete zycia. Dotyczy to nietylko
charakteru, lecz kazdej emauacji duszy ludzkiej, kazdego
wytworu pracy cztowieka. Dotyczy tez szkoty, ktéra wyra-
sta z gtebin zycia narodowego przez prace pokolen. Na to,
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aby kazdy szczeg6t jej dziatalnosci byt przesycony ogding
ideg jej zycia, trzeba pracy dtugiej, cierpliwej, pracy pokolen.
Wtedy bedzie ona miata swéj charakter, ktdéry wychowuje,
oddzialywa na zycie spoteczne. Wtedy bedzie ona wszech-
stronna nie przez przetadowanie programu, nie przez tepa
tapczywo$¢ wiedzy ani przez powierzchowng praktycznosc,
ktérej tak ulegat niebacznie nawet Czacki, ale przez wewnetrzne
swe, bogate, zro6zniczkowane i zespolone zycie. Agendo dis-
cimus... Szkoljr ani cztowieka nie mozna pojmowac tylko
przyrodniczo i mechanicznie, lecz trzeba koniecznie stanaé¢ na
stanowisku historyi, ktéra nie jest tylko magistra, ale i arti-
fex vitae.

Jezeli kazdy program oddzielnego przedmiotu ma spetnia¢
powyzej zaznaczony warunek, stosuje sie to oczywiscie i do
programu matematyki. Z jednej strony tutaj nalezy uwzgled-
ni¢ interesy czystej mysli, ktérej wyrazem jest ta wielka nauka,
a z drugiej tacznos¢ programu z o0g6lng ideg i zadaniami
szkoly przygotowujgcej nauczycieli. Trzeba wiec dac¢ nauke,
wykazaé jej [wewnetrzng budowe, zaswieci¢ przed wzrokiem
duchowym seminarzysty potegg dowodu matematycznego; trzeba
tez wzig¢ z tej nauki to, co odpowiada celom szkoly i tyle,
by te cele zostaty wypetnione.

Jedng z najgtéwniejszych rzeczy, ktére odpowiadajg za-
daniu seminarjum, jest wykazanie stopniowego wzrostu pojecia
liczby. Wszak jasng jest sprawg dla kazdego, ze pewne cechy
charakterystyczne czy to pojeé¢, czy odpowiadajgcych im przez
konkretyzowanie rzeczy, wystepuja jasniej tylko w tym razie,
gdy zdotamy zapoznaé¢ sie z niemi na pewnym szerszym te-
renie ich rozwoju, zastosowania i przejawéw wogole. Dlatego
koniecznos$cia jest zaznajomienie seminarzysty nietylko z licz-
bg catkowitg i utamkiem, ale ujemng i niewymierng, a nawet
rzucenie Swiatla na znaczenie liczby urojonej. Dokota tej osi
powinien sie krystalizowaé¢ program matematyki. Materjatu
naukowego wystarczy do tego, by wszystkim postawionym wyzej
wymaganiom sprosta¢. Potrzebna jest jednakze umiejetnosc
pewna i metodyczne wyrobienie, by rzecz sama nie stala sie
mato pouczajgcg i nudng. Do tego dla ludzi zainteresowanych
wystarcza na razie nastepujace ponizej wskazowki.



Nauka arytmetyki znajduje swe uwienczenie w nauce
algebry, gdzie przedewszystkiem nie trzeba imitowaé przeciet-
nej metody szkoly $redniej, nie trzeba watkowac¢ dzielenia
i mnozenia ré6znych wielomianéw, lecz nalezy zwréci¢ uwage.
1* na uogélnienie wiasnosci dziatan arytmetycznych i ich po-
gtebienie przez wprowadzenie liczb ujemnych i pojecie o nie-
wymiernych, 2° na nowa, ptodna, metode rozwigzywania zadan
za pomocg uktadania i rozwigzywania rownan pierwszego i dru-
giego stopnia.

Réwnania nalezy wprowadzi¢ odrazu po sformutowaniu
wihasnosci dziatan arytmetycznych i po zastosowaniu do roz-
wigzywania zadan. Wiasnosci 4-ch dziatan arytmetycznych wy-
starczg do rozwigzania réwnania, a skrécenie tego rozwigzania
w postaci zwyczajnie uzywanych metod przyjdzie drogg induk-
cyjng niepostrzezenie i naturalnie. ROwniez naturalnie wy-
ptynie potrzeba lepszej umiejetnosci operowania niektéremi
przerobkami algebraicznemi. Trzeba to robi¢ bez przesady,
nie bawigc sie w przesuwanie liter, bo gtdbwna tres¢ nauki
jednakze opiera¢ sie winna na przykiadach liczbowych.

Odnosne wskazowki dotyczace tych rzeczy podane bytly
w rozdziatach poprzednich.

Wycigganie pierwiastka kwadratowego doprowadzi do
definicji nowej liczby; nalezy to zrobié, stosujgc pojecia geo-
metryczne, uzywajac twierdzen o $redniej proporcjonalnej.
Obraz geometryczny wskaze przez konstrukcje istnienie pew-
nego odcinka, ktérego dtugos¢ da nam okres$lenie pierwiastka.
Twierdzenie Pitagorasa rzecz te moze jeszcze pogitebi¢ i uogol-
nic. Zapewne nie bedzie to teorja S$cisSle arytmetyczna, ale
zrozumiata i postugujaca sie w szacie geometrycznej potrzeb-
nemi pewnikami ciggtosci. Takie okreSlenie ze stanowiska
Scistej teorji naukowej jest przedewszystkiem zbedne, ale
moze by¢ tak przygotowane, ze wytrzyma nawet ostrg kry-
tyke, tem bardziej, ze w poprzedzajgcej nauce geometrji na-
lezy pozosta¢ najpierw przy proporcjonalnosci odcinkow tylko
w dziedzinie odcink6w wymiernych. Ogodlne stosowanie praw
podobienstwa doprowadzi do odcinkéw niewymiernych, a wtedy
trzeba bedzie, albo te prawa odrzuci¢, albo nowe pojecie wpro-
wadzic.
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Réwnanie kwadratowe musi by¢ stosowane réwniez glo
nie w przypadkach liczbowych, jakkolwiek wyprowadze
ogblnego wzoru w koncu bedzie pozyteczne i mozliwe.

W geometrji nalezy zwréci¢ gtéwng uwage na praktycz
strone rzeczy. Tutaj réwniez, jak przy arytmetyce, pozada
jest takie uksztattowanie kursu, przy ktorem wystgpitaby wjj
raznie przewodnia mys$l metodyczna, odpowiednia dla naucza-
nia elementarnego. O tem jednakze pomoéwimy w czesci lll-es
niniejszej ksiazki.

Zadne atoli seminarjum nie moze daé Catosci wyksztal-
cenia potrzebnego: nauczyciel musi sie sam ciggle uczyé. Semi-
narjum da¢ mu winno to minimum wiedzy, ktére potrzebne
jest do rozwoju i rozbudzenia samodzielnego myslenia i prak
tyki szkolnej. 'Reszta to rzecz nauczyciela samego, ktdry di
pogtebienia swej wiedzy i odSwiezenia swej umystowosci winiet
zapoznawac sie coraz blizej z naukg wyktadang w szkole. Do
tego potrzebne mu jest zywe stowo w postaci réznego rodzajJl
kursow i ksigzka, potrzebna jest cata literatura odpowiedni-
ktoéra, niestety, u nas jest dopiero w zaczatku. Stworzenie jgj
jest najpilniejsza potrzeba, niemniejsza, niz stworzenie dobrych
podrecznikdw, np. zbioru zadahn do nauki elementarne;j.

Tres¢ rozdziatu niniejszego nie nalezy do gtéwnych zadani
ksigzki i wobec tego musze sie ograniczy¢ do krdtkich wia-
domosci bibljografieznych, dotyczgcych lepszych podrecznikéw,
w ktérych przejawia sie pewna wyrazniejsza i powazniejsza
mys$| metodyczna oraz ksigzek przewaznie w jezyku polskim,
pozytecznych dla nauczyciela.

Nie jest moim zamiarem uwzglednienie strony historycz-!
nej rzeczy, pragne tylko poda¢ zrodia, ktére moga by¢, zda-
niem mojem, pozyteczne przy nauczauiu. Na czele musze po-i
stawi¢ artykut p. t. ,Arytmetyka” W. Trybulskiego, znajdujgcy
sie w zeszytach 5-ym i 6-ym pierwszego tomu ,Encyklopedji
Wychowawczej . W artykule tym, gruntownym i stanowigcym
jedng z najwybitniejszych naszych prac w tej dziedzinie, czy-
telnik moze znalez¢ doktadniejszy rys historyczny rozwoju
arytmetyki wogole, jak réwniez w Polsce (wyliczono do roku
1879, t. j. do daty, w ktdrej byt napisany artykut, wszystkie
dzieta z tej dziedziny, zastugujace na uwage, ktére u nas wy-
szty). Poza tom autor zajmuje sie zagadnieniami nauczania,
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a jakkolwiek nie zawsze mozna sie z jego pogladami zgodzi¢
(np. poglad na metode Pestalozziego, ktéra obecnie w odmien-
nem przedstawia sie Swietle), artykut ma znaczenie zasadnicze
i zaden nauczyciel arytmetyki oming¢ go nie powinien.

Pokrotce uzupetnia dane historyczne, w poprzednim arty-
kule umieszczone, artykut S. Dicksteina p. t. ,Matematyka*
(Kncyklopedja Wychowawcza, t. VII, zesz. IV). Autor wspo-
mina tu o niektorych nowszych pracach z dziedziny metodyki
arytmetyki, ktére ukazaly sie w Niemczech po znanej u nas
z przerébek polskich ksigzce Grubego.

Sprawa nauczania arytmetyki po r. 1879 zajmowaly sie
u nas czasopisma pedagogiczne. Nie bede tu wyliczat wszel-
kich przyczynkéw, wspomne tylko o niektérych. W ,Prze-
gladzie Pedagogicznym” ukazat sie w r. 1882 szereg artykuli-
kéw A. Jurgielewicza (str. 379, 441, 478, 601, 625, 714). Praca
obejmuje pewng catos¢ pierwszych poczatkbw w formie prak-
tycznych lekcyj. W temze piSmie ukazata sie w roku 1886
cytowana wyzej wartosciowa praca p. t. ,Lekcja o stosunkach
i proporcjonalnosci” S. Dicksteina, a w r. 1885 p. t. ,Lwagi
nad programem matematyki w szkole Sredniej” (Nr. 14 — 15,
str. 189 — 193) znajduje sie streszczenie narad cztonkéw nowo-
powstatego ,Kota matematyczno-fizycznego” w Warszawie.
Mamy tu krétki program i ogllne bardzo wskazowki meto-
dyczne. Rzecz dotyczy gtownie szkoly Sredniej.

W czasopiSmie matematycznem p. t. ,Wektor” ukazata sie
robwniez praca autora p. t. ,Metoda monograficzna Grubego
w Swietle krytyki" *) (r. 1912 Nr. 4) i artykut p. t. ,O indukji
na nizszym stopniu nauczania” (r. 1911, Nr. 1).

W czasopismie Iwowskiem ,Szkota”,w dodatku p.t. ,Prak-
tyka szkolna" czesto ukazywaly sie przyczynki do nauczania
pierwszych poczatkéw, ktére nas tu najwiecej obchodza, jak
robwniez znalez¢ tam mozna streszczenie nowszych prac nie-
mieckich (kierunek eksperymentalny).

Pré6cz wpomnianych w teks$cie ,Krotkich wskazowek
St. Jankowskiego i ,Metodyki” Traczynskiego w ostatnich la-
tach literatura nasza zbogacita sie gruntowniejsza praca p. W ik-
tora Krzanowskiego p. t. ,Przewodnik metodyczny do nauki

*)  Weszta ona czesciowo do | ej czesci niniejszej ksigAki.
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rachunkéw”, doprowadzony, w znanych mi czesciach, do poc
kowej nauki utamkoéw. Ksigzke te mozemy poleci¢ nau
cielom, jakkolwiek nie zawsze sie z nig zgadzamy.

Po roku 1879-ym ukazata sie u nas, szczegOlniej w osta
nich latach, znaczna liczba zbioréw zadan i podreczniké
przewaznie pisanych tylko przez praktykow i grzeszacy
nieraz nietylko przeciw ustalonym juz zasadom metodyki, a
i nauki.

Do wybitniejszych podrecznikbw naleza: M. Berk
.Poczatki arytmetyki”’, S. Dicksteina ,Arytmetyka w zada
niach”, H. Stattleréwny ,Poczatkowa nauka arytmetyki’, A
Rudnickiej ,Zbior zadan arytmetycznych” (z krotkiemi wska-
zowkami metodycznemi).

JArytmetyka w zadaniach' S. Dicksteina jest oparta ma
tej zasadzie metodycznej, ze zadanie powinno zajmowac cen-
tralne miejsce w wyktadzie, a metodyczny ukifad zadan jest
w stanie zastgpi¢ niepotrzebng ,teorje”. W podreczniku uwzgled-j
niono gtebiej strone logiczng przedmiotu.

W ksigzkach H. Stattlerowny i A. Rudnickiej (2 pierwszej
lata ,nauczania) wprowadzono $wiadomie i obszerniej pojecia
geometryczne, jakkolwiek w zasadniczych momentach podrecz-
niki te nie odbiegajg od poziomu Jeskego.

Ze zbiorow zadan dotyczgcych dzialu 6-go wyrdznia sie
Swiezoscig ujecia i stanowi pewien postep w nauczaniu ksia-
zeczka Sosnkowskiego: ,Rachunek arytmetyczny wielkosci pro-
porcjonalnych” (Warszawa, 1913).

Z dziet traktujgcych o catosci zwyktej arytmetyki prak-
tycznej i pozytecznych dla uczacego wymieni¢ nalezy: ,Aryt-
metyke” (wiekszg) M. Baranieckiego, podrecznik Strutynskiego
p. t: L,Arytmetyka”, Stopien nizszy. (Lwow. 1912; bardzo
dobry), oraz przektad polski ,Arytmetyki” Tannerego doko-
nany przez Z. Czubalskiego.

Do zapoznania sie z metodami arytmetyki handlowej
mozna poleci¢ ,Arytmetyke handlowg” S. Kramsztyka, a do
zapoznania sie z glebszem ujeciem podstaw nauki, dzieto prof.
S. Zaremby: ,Zarys pierwszych zasad teorji liczb catkowitych”.
(Krakéw 1907) oraz jego Wstep do analizy. W czasie druku
niniejszej czesci ukazat sie najlepszy z istniejgcych zbior za-
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dan arytmetycznych prof. Sierzputowskiego, w 3-eh czesciach
(klasy wstepna, 1 i 2).

Oprécz podanych powyzej ksiazek mozna poleci¢ z dzie-
dziny arytmetyki nastepujgce opracowania z literatury polskiej
i cudzoziemskiej:

M. Stuyvaert. Les nombres positifs. Wyd. 2-e. Gandawa.

Encyklopedie de Sciences mathematiques. T. I
Yol. I. Fasc. 1. Arithmetigue.

C. Bourlet. Elements d'algebre. Wyd. 8-mo. W Paryzu
u Hachetteet C-ie.

— Lecons d’algebre elementaire. Paryz. Colin.
E. Borel. Arithmetigue. 11i 2 cykle. A. Colin. Paryz
— Algebre. 1 i 2 cykle.A. Colin. Paryz.

Whithead. Wstep do matematyki. Przektad W. Wojtowi-
cza. W Warszawie, Wende i S-ka.

J. W. Young. Dwanascie wyktadow o zasadniczych poje-

ciach algebry i geometrji. Przektad L. Silbersteina.
Wende i S-ka, w Warszawie.

Jules Fannery. Przekfad niemiecki pod tyt.: Elemente
der Mathematik (Teubner).

T. Bonnesen. Arit.metik for Mellemskolen. W Kopenhadze.

W. Frank. Poczatki arytmetyki ogolnej i algebry. We Lwo-
wie. Nakl. T. N. S. W.

— Arytmetyka i Algebra. Lwow. Xak. Tow. Naucz. Szkot
wyzszych.

J. Mihutowicz. Podrecznik arytmetyki. We Lwowie.
Nak. Tow. Naucz. Szkét wyzszych.

Bottcher. Algebra. Wyd. M. Arcta w Warszawie.

Nastepnie podreczniki do nauki Algebry: Dziwinskiego, Gut-
kowskiego, Feldbluma i Sianozeckiego.

Z opracowan specjalnych zastugujg na uwage:
H. Weber. Encyklopadie der Elementar-Matliematik. T. I.
Elementare algebra und analysis. Wyd. Teubnera.

Z dziedziny historji matematyki wskaza¢ nalezy:

Dzieje mysli. T. I. Zeszyt Il (historja rozwoju poje¢ mate-
matycznych).
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H. G. Zeutlien. Przekl. franc. p. t: Histoire de Mathe-
matigues dans l'antiquite et au moyen age. W Paryzu.
Gauthier—Villars.

— Oryginat niemiecki p. t. Geschichte der Mathematik im Al-
tertum und Mittelalter. W Kopenhadze u A. F. Host&Séa]

J. Tropfke. Geschichte der Elementar-Mathematik. Cz. !.
Lipsk u Veigt & Comp.

F. Pah1l Geschichte des naturwissenschaftliclien und mathe-
matischen Unterrichte. Lipsk, u Quelle und Meyer.

Z opracowah metodycznych poleci¢ mozna:
F. Reidt. Anleitung zum matliematisehen Unterricht.
W Berlinie, G. Grote.
W. Lietzmann. Methodik des Mathematischen Unterrichts.
W Lipsku, Quelle & Meyer.
F. TJnger. Der Rechenunterricht auf allen Stufen.
W Lipsku, J. Klinkhardt.

E. Pouthier. Pour qu'on apprenne les Mathematiques.j
W Paryzu u H. Didiera.

Nie ubiegatem sie o liczbe poleconych ksigzek. Wska-
zane sg, za nielicznemi wyjatkami, najwiecej dostepne oraz doi
potrzeb nauczyciela najbardziej przydatne. Nauczyciel, ktéry
pragnie powazniej z przedmiotem swoim sie zapoznac z ta-
twoscig uzupeini sobie spis przytoczony.



